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NOTE ZUR THEORIE DER DEFORMATION DER FLACHEN 

YON 

J. WEINGARTEN.  
in B E R L I N .  

In einer interessanten, das Problem der Fl~chendeformation betref- 
fenden Inauguraldissertation hat Herr Dr. G. HESSENBERG unter Anderem 
auch diejenige Singulariti~t betraehtet, deren Eintreten in den Entwickel- 
ungen meiner Abhandlung sur la ddformation des surfaces im 20 t~n Bands 
dieses Journals ausgeschlossen wurde. Diese Singulariti~t tritt  ein~ wenn 
unter den Flaehen, die ein gegebnes reducirtes Linienelement zulassen, 
solche existiren ksnnen, fiir die eine der beiden, durch die Kanten des zu 
Grunde gelegten beweglichen Trieders erzeugten, spharischen Abbildungen 
in eine sph~rische Cu~we ausartet. Herr Dr. HESSENBERG zeigt, dass fiir 
jede Fli~che und auf unendlich viele Weisen reducirte Linienelemente ge- 
bildet werden ksnnen, mit denen diese Ausartung verbunden ist. 

In 1-r auf diese Bemerkung erscheint es nothwendig, die sehr 
cinfachen Kriterien des Eintretens dieser Singularitat aus den in der er- 
wiihnten Abhandlung gegebnen Entwickelungen ausfi'~hrlich herzuleiten. 
Zu dieseia Zweck betrachten wir zunachst die Gleichungen (I5) ~ der er- 
wahnten Abhandlung (Bd. 2o. pug. I72 d. J.): 

(i5) 

I Q 
aA~(z)  --- J ( z )  = 2 e • ,  

J ( z )  = ~/a~-~, 

0 ( 4  = 2 Q1 

1 Von einem Druckrehler befl'eit. 
Acta malhemat@a. 22. Imprim6 le 11 juillet 1898. 25 
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denen wir die entsprechenden, fluf die Entwiekehmg der zweiten Funda- 
mentalformel bezi~glichen 

i P 
aA;(z) J '(z) = - - ?  p, 

J ' ( z )  ----- ~ ~/~ ~ - ,  ( , s ' )  
" - 1  

O'(z) = ~/:'Q~ 
2 P~ 

hinzuffigen. 
Die Quadrate der Linienelemente der vermittelst der Cosinus X, Y, Z 

und der anderen X', Y', Z' gebildeten zwei sphi~rischen Abbildungen er- 
gaben sieh aus den Gleichungen: 

tiN2 "71- dY2 "~ - dZ2 = (I  ~_ Q2)dz2 "Jv 2QQldZdff -~- Q~ dau, 

dX '~ + dY'2+ dZ'2= (~ + P2)dz~ + 2PPflzda + P~de ~. 

Wird far eine Fl~ehe ($, 72, ('), welehe ein gegebnes redueirtes Linien- 
element besitzt, die GrSsse /)1 gleich Null, so artet die zweite Abbildung 
in eine sphiirische Linie aus; wird dagegen Q, gleich Null, so tritt diese 
Ausartung bei der ersteu Abbildung ein. Eine gleichzeitige Ausartung 
beider Abbildungen kann filr keine Flliehe ($, ~, (') eintreten, da vermSge 
der letzten der Gleiehungen (~o) (I. c. pag. ~74) 

I 
( , o )  ~ -  = J ' Q ,  - -  Q P l  

2 ~/0 "~ 

ein gleiehzeitiges Versehwinden der Grsssen P1 und Q1 ausgeschlossen 
ist. Die zweite der obigen Gleielmngen (15) zeigt nunmehr sofort, dass 
unter tier Vorausse~zung /)1 ~ o die Function z der partiellen Differen- 
tialgleichung 

g(z) = o 

genagen muss. Aber dieselbe Function geni]gt auch, da Q1 yon Null 
verschieden bleibt, der Fundamentalgleichung: (pag. I78 I. e.) 

(I7) a6 -t- 2a6A2(z )  b + 2_a~/aj(z) - 2fl~/~0(z) = o. 



Note zur Theorie der Defi)rmation der Flachen. 195 

Die mi~ der Gleichung 1' l = o verbundene Singularitht kann daher Imr 
eintrcten, wenn die GrSssen a, b, a , f l  dergestaIt angenommen werden, 
dass die zwei vorstehenden partiellen I)ifferentialgleichungen Zweiter Ord- 
nung ein gemeinsehaftliches Integral z zulassen. 

Was nun die Differentialgleichung J(z) == o anbetrifft, so ist sic der 
Ausdruck fi;lr den Umstand, dass die Curven z == Const. auf der Kugel 
der ersten Abbildung geod~fisehe Linien, d. h. gr0sseste Kreise werden. 1 
Aus der zweiten Coluinne der Gleiehungen (9) (l. e. pag. 173 ) ergiebt 
sieh, dass unter der Bedingung P1 = o oder J(z)== o die Cosinus X', F,  Z', 
welehe zur degenerirten Abbildung geh0ren, Funetionen yon z allein sein 
m(issen. Daher driiekt die Orthogonalitatsbedingung: 

XX' + YY' + Z Z ' =  o 

unter der angenolnlnenen Bedingung ebenfalls aus, dass die zu z=Const .  
gehSrigen Curven der ersten Abbildung aus grSssten Kreisen gebildet sind, 
und stellt das allgemeine Integral tier Gleichung J(z)-~ o dar. 

Dutch Einsetzen der aus diesem Integral entwiekelten Differential- 
quotienten der Function z in (lie Gleichung (i 7) ksnnte man die Bedingung 
der Coexistenz der Gleichung (i7) und tier Gleichung J(z)-----o dutch 
eine einfaehe geehnung erhalten. Allein es ist bequemer, diese Be- 
dingung aus den in lneiner Abhandlung gegebnen Gleiehungen zu  ent- 
nehtnen. 

Die Gleiehung (i7) ist keine andere als die dureh die Gleiehung (i6) 
(1. c. pag. i7 8) darg, estellte Integrabilitr~tsbedingung 

(I6) --a()~ -t- bP1 + aQ--flI'== o 

wi~hrend die Bedingung P, -----o 1nit der Gleichung J(z)----o zusamlnen- 
fMlt. Daher ist die Bedingung, class die Gleichung (17) mit der Gleieh- 
ung J ( z ) =  o gleiehzeitig bestehe, einfaeh die folgende: 

aQ1 + ( x Q -  fiE -=- o 

oder, da P und P1 nicht gleiehzeitig verschwinden k6nnen, aueh: 

(P) - -  aO~P + ~ P Q - - f i P ~  = o. 

I 
Da J(z)~- A(z)/k=(z)--2A(z, Az). Vergl. DARBOUX legons III pag. 202. 
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Unter der Voraussetzung 
bemerkt, Funetionen yon 

J, Weingarten. 

P~----o kind die Cosinus X', Y', Z', wie schon 
z allein, und es besteht daher die Gleichung 

in welchcr ~' eine yon a unabMngige GrOsse bezeichnet. 
Aus den Oleichungen 

X ~ + y2 + Z ~ = I, 

(x)  x x '  + Y y '  + z z '  = o, 

x ~ X '  y o Y '  Z~Z ' - -  t 
~-~- + ~ + ~ 

v o n  

pag. 
denen die letzte sieh ohne Weiteres aus den Gleichungen (9) (1. e. 
I73) ergiebt, erh'Mt man auf bekannte Weise: 

x = •  y,~Z'  z ,~Y '~  _ _  

Y = ?a z '  ax--2'--x' '~ - - -  + , 

Z = ;a X'  ~ Y' ~x'~ ~ ~ ~z' 

und falls man diese Werthe in die folgende Oleichung substituirt: 

' y w' zVZ'_ = 

welche sieh durch Differentiation der letzten der Gleiehungen (X) und 
BerOcksiehtigung der oft erw',thnten Gleichungen (9) ergiebt, so findet man: 

__ 

I I I/' 
_ v'~___ +-=,==PQ, 

wenn der AbkOrzung wegen" 

I 
d i/ 

dz 
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gesetzt wird. Fahrt  man jetzt den Werth des Produetes FQ, ferner den 
Werth yon P~ und den dureh die Gleiehung (io) gegebnen Werth von 
(~P in (P) ein, so stellt sieh die Bedingung der Existenz einer gemein- 
sehaftliehen Lssung der Fundamentalgleiehung ( I 7 ) u n d  der Gleiehung 
J ( z )  = o in der Form dar: 

(N)  v / ( ; )  - -  < ~ a + ~  7' ~ ' - - ~ + ~ 7 /  . . . . .  o. 

Unter der Voraussetzung, das~ zun~chst die Grosse = nieht der Null 
gleich sei, und unter Einfi~hrung der Abkclrzungen: 

#~ : eaa. ' '~1 = 7,, 

~ l t  . . . .  ~19, - -  - 7 -  

erseheint diese Bedingung in der Gestalt: 

(N') p~ + )~'~ + m V~-r - i + n = o .  

Die Grassen ~'~, m, n d e r  vorstehenden Gleiehung sind yon dee Variablen 
a unabhrmgig. Daher ergiebt sieh dureh l)iffereutiation naeh a: 

~A 0 1  gl/, ~ ' ~ 
(N")  9 .  + + _ _ _  - o ,  

~O" 2 ~/>' ~O" - -  I 

und dureh Elimination der Function m, naeh abermaliger Differentiation 
in Beziehung auf c~, erseheint sehliesslieh die Gleichung: 

( P ' = O ' - -  I )  -Jf- P ~ar) -~" 7 \aO" -31- p' 90"/  ---'=- O. 

Zum Bestehen der Bedingungsgleiehung (N) ist es daher erforderlieh, dass 
die vorstehende quadratisehe Gleiehung for ,a '~ eine yon r unabhgngige 
Wurzel zulasse. Trig dieser Umstand ein, so folgt dureh Integration 
die Gle iehung (N") zuri~ek. Alsdann bestimmt diese letztere Gleiehung 
die Function m oder viehnehr ~ als Function der Variablen z. Eine 
abermalige Integration f0,hrt zur Gleiehung (N'), aus weleher die Function 
n bestimmt werden kann. 
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Abet nut in dem besonderen Falle, dass die so bestimmte Function 
~ �9 ~" 

~a sich mit der t unctmn _ identisch erweist, besteht die ursprangliehe 

Gleichung (N), und kann die singul~tre Bedingung P~ .----o erfollt werden. 
Die Erledigung des Falles, dass die vorstehende quadratische Gleiehung 
fi'lr die Function u'~ dureh jeden Werth dieser Grssse identiseh erfiillt 
wi'lrde, bedarf kaum der Andeutung. 

Wenn aber die Grssse = als Null vorausgesetzt wird, so giebt die 
Gleiehung (N) ohne Weiteres die Bedingung der Coexistenz der Fun- 
damen~algleichung (~7) und der Gleichung J ( z ) =  o in der Form 

I I ~ __i~, 2 

an. Sind die Functionen a und fl geeignet, diese Bedingung dureh eine 
von r unabhrmgige Grssse u'~ zu erf~llen, so ist damit U'= selbst be- 
stimmt, w~ihrend die Function 6, die ebenfalls yon r unabhlingig ist, 
v/511ig willkiirlieh bleibt. 

Die Kenntniss der zwei Functionen ~'~ und 8 reieht in jedem Falle 
aus, um auf dig Cosinus X', Y', Z' und mit ihnen auf die anderen X, Y, Z 
zurackzusehliessen. Naeh gesehehener Ermittelung derselben warden sich 
die Coordinaten ~,r~,~" derjenigen Flgehen, for welehe die Bedingung 
P1 = o eintreten wiirde, dutch die in meiner Abhandlung angegebenen 
Quadraturen bestimmen. 

Eine einfache, schon am angefi:thrten Orte ben~tzte Buehsgabenver- 
tauschung in den vorstehenden Reehnungen wnrde diejenigen Kriterien 
ergeben, fiir welche die Gleiehung Q~ = o erfallt sein kOnnte. 

Funetionen a ,  b, a ,  fl, welche diese Kriterien erfallen, sind daher 
durch die Voraussetzung, dass weder P~ noeh Q~ far  eine der betraehteten 
Flgehen versehwinden d~rfen, aus den in meiner Abhandlung gegebnen 
Entwiekelungen ausgesehlossen. Will man solehe Funetionen zulassen, so 
wi~rden den dutch die Fundamentalgleiehungen bestimmten Fl~tchen noeh 
diejenigen hinzuzuftigen sein, ftir welehe die betreffende Degeneration der 
Abbildung eintritt. 

Zur vollen Einsieht in das Verhalten der ausgesehlossenen Singulari- 
t~t  f~hrt sehliesslieh die Betraehtung der Transformation, welehe die Fun- 
&unentalgleiehung ( ~ 7 ) i n  die zweite Fundamentalgleichung (~7')(1. e. 
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pag. I81) aberfohrt. Die Formeln diese Transformation vermittelnden 
Formeln sind an der betreffenden Stelle nieht mitgetheilt worden, ergeben 
sieh abet sofort aus der Combination der oben angegebnen Formeln (I5) 
und (i5') in folgender Gestalt: 

0 .8 tT ~ 

J ( z )  = J'(z) ' J ' ( z )  = J(z)  ' 

J'(z) ' J ( z )  ' 

o(z) = O'(z):= 
J'(z)  ' J ( z )  

Bezeiehnet man dutch A( , )  die linke Seite der Fundamentalgleiehung 
(I7), (lurch A'(z) diejenige der Fundamenta]gleiehmig (~7') (1. e. pag. 
I8i )  so hat man verm0ge dieser Transformationsformeln die beiden Iden- 
titr~ten 

a~/7~A(:) = - - J ( z )  A ' (z) ,  

Aus ihnen geht hervor, dass jede Function z der Variablen u ,  v welehe 
A ( z )  zu Null maeht, als Function dee Vari,~blen u', v' aueh A'(z) zum 
Versehwinden bringt, wenn diese Function nieht etwa d(z) annulirt, und 
dass umgekehrt, wenn nieht etwa J ' (z )  versehwinde*, A'(z) mit A(z) gleieh- 
zeitig zu Null wird. 

Unter der Voraussetzung, dass die Bedingungen, mit denen die Gleieh- 
ungen /)1 ~-- o oder QI = o vertri~glieh sind, au~gesehlossen b]dben, haben 
daher die Fundamentalg|eiehungen A ( z ) =  o und A'(z)-=--o den_gleiehen 
Umfang an Integralen und bestimmen alle Flii.ehen yon dem befreffenden 
redueirten Linienelement. 


