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SUR LA TH~ORIE DES VARIATIONS DES 

]PAl?,, 

VITO VOLTERRA 
TURIN.  

L A T I T U D E S  

I n t r o d u c t i o n .  

1. Je pr6sente dans ce M6moire l'ensemble de quelques articles que 
j 'ai publi6s en 1895 sur la th6orie des variations des latitudes. ~ Je ne 
feral pas ici l'histoire de cette question qui est si importante dans l'astro- 
nomie et la m6canique c61este. Dans le second volume de son trait6 de 
m6canique c61este TlSS~aAND a consaer6 deux chapitres k l'exposition par- 

1 Sulla ~eoria del motl del polo terrestre (At t i  de l la  R. A c e a d e m i a  de l le  
Sc i enze  di Tor ino ,  Vol. 30~ 3 fdvrier I895 ). 

Sul moto di un sistema net quale sussistono moti inlerni slaxionarii (id.~ 3 
mars 1895 ) . 

Sopra un sistema dl equazioni differenxiali (id.~ 3t mars 1895 ). 
Un ~orema suUa rotaxione dei eorpi e sua applicaxione ai moti di un sistema 

nel quale sussistono moti inlerni staxlonarii (id.~ 5 mai I895). 
- -  Sui moll periodiel del polo terreslre (id.~ 5 mai I895 ). 
- -  Osservazioni sulla mia Nora: Sui moti periodiei dd polo lerrestre (id.~ 23 juin I895 ). 

Sulla teoria dei moti del polo nella ipotesi ddla plaslieitd terrestre (id., 9 juin 189S ). 
SuUe rola~ioni permanenti stabili eli un sistema in eui sussistono moti inlerni 

sla~ionarii (Anna l i  di M a t e m a t i e a  p u r a  ed appl iea ta~ t. 23). 
8ulla rotazione di un eorpo in eui esistono sistemi eiclizi (It e n d i o o n t i d e II a 

R. A e e a d e m i a  dei  Lincei~ Ier septembre 1895 ). 
Sulla rota~ione di un eorpo in eui eslstono sistemi polieieliei (Annal i  di Ma- 

t e m a t l o a  p u r a  ed appl ieata~ t. 24). 
Sulla teoria dei movimenti del polo terrestre (I. f6vrler I895 ~ Astronomisehe 

Naehr ich ten~  n ~ 3291--92).  
Aota mathema~ioa. 22. Imprim~t le ~I septembre 1898. ~6 
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ticularis6e des travaux d6sormais elassiques sur ce sujet. J e  renvoie 
donc k cet ouvrage pour citer les grands travaux de M. DAawI~, de 
M. SCm~rARELLI, de M. HELMERT, de GYLD~N etc. En g6n6ral les auteurs 
cherchent les causes des variations des latitudes g6ographiques dans les 
actions g6ologiques, l'61asticite, la plasticit6 terrestre, dans les explosions 
volcaniques, les troubles m6t6orologiques, la production des glaces etc., 
c'est k dire en g6n6ral ils attribuent le ph6nom6ne k des causes qui 
alt6rent la distribution des masses sur la surface de la terre. 

2. Mais outre les mouvements dont on vient de parler il y en a 
d'autres qui ont lieu ~ la surface terrestre, et d'autres aussi peuvent 
subsister k l'int~rleur (dont la grandeur nous est inconnue) qui sans 
changer ~ cause de leur nature cyclique les axes d'inertie de la terre ni 
la grandeur des moments d'inertie, ni la distribution des masses non plus, 
peuvent exercer une action puissante sur le d~placement des p61es de la terre. 

Parmi ces mouvements on peut citer les courants marins constants, 
les courants atmosphdriques, le mouvement continu des eaux des fleuvcs 
jusqu'k la mer, leur 6vaporation et la condensation successive de la vapeur 
sur les montagnes. Ces mouvements ne changent sensiblement la distri- 
bution des masses, ni la forme de la terre et l'on peut mdme dans une 
premi6re approximation les regarder comme des mouvements stationnaires. 
Par rapport aux mouvements de la m~me nature qui peuvent exister 
k l'int6rieur de la terre on ne peut ricn affirmer sur leur grandeur. 

Montr0ns d'une mani6re tout k fait dl~mentaire leur influence sur 
la rotation. 

3. A cet cffet envisageons un corps dont les axes d'inertle soient 
$,  7}, ~ et supposons qu'b~ son int~rieur ou k sa surface il y ait un mouve- 
ment stationnaire d'une partie de la mati6re dont il est constitu6. Ce 
mouvement qui aura lieu sous l'action de forces internes ne changera ni 
la forme ni la distribution des densit~s. Pour fixer les id6es supposons 
que le corps soit homog6ne et, par l'effet de forces internes, un tore de 
revolution /~Q tourne relativement au corps autour de son axe VV' avec 
une vitesse angulaire constante, tandis que la partie r~sidue du corps soit 
riglde; ou plus en g5n~ral le long d'un tube quelconque/~Q air lieu une 
circulation constante d'un fluidehomog6ne. Le centre de gravitd du corps, 
les axes d'inertie et les moments d'inertie A,B,C,  ne changeront pas. 
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Soient m~, m~, m 3 les moments, par rapports aux axes $, ~7, ~', des quan- 
tit~s de mouvement dues aux mouvements stationnalres internes quels qu'ils 
soient. Si le syst6me a un mouvement de rotation autour du centre de 
gravit6 O, et si les composantes de la vitesse angulaire sont p ,  q ,  r, 
les moments des quantit6s de mouvement dues au mouvement absolu de 
tout le syst6me, par rapport aux axes $,  :7, ~', seront 

Ap -t- m 1 , Bfl -l- m, , Cr nt- m,. 

f 

Supposons que le syst~me ne soit pas soumis k des forces externes; alors 
le couple de quantit6 de mouvement sera constant et son axe aura une 
direction constante. Soit z un axe fixe parall61e h cette direction; x ,  y 
soient des axes fixes situ6s dans le plan .invariable et repr6sentons par 
la table suivante les cosinus des angles que les axes $ , :7 ,  ~ forment 
avec les axes x ,  y ,  z: 

r 

:7 

r 

x , y , z  

, f l , ,  r ,  

% ,  f13, r, 
Les trois int5grales des aires seront exprim(~es par les ~quations suivantes 

/ (A/-~) --1- ~'~,1)~1 -'~ (Bq -t- m,)% + (Cr + m~)a 3 = o, 

(~) (Ap n u m,)fl~ -b (Bq n u m,) L q- (Or -t- m3)A ---- o, 

(Ap -1- m,)r ,  + (Bq n um,) r, -t- ( C r +  "h)r3 = K, 
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K &ant la grandeur constante du couple de quantit6 
D6rivons ces 6quations, e t ayons  ~gard aux formulcs de 

----- % r  ~ %q ,  

dp~ 
(2) X~ = fl, r - - A q ,  

d~" t 
= r 2 r ~ r 3 q ,  

on trollvera 

La~ + M% + N% = o, 

ayant pos6 

On 

(3) 

d6~ 
d--i- = % P  ~ % r ,  

a7 = A P - - A  r' 

dr, 
d--t- = TsP - -  T1 r ,  

Lfl, + M& + ~fl, = o ,  

de mouvement. 
Polsso~ 

da a 

d-i- = =~ q - -  a~p , 

a& _ A q - - & p ,  dt 

dt ~ T1~1 - -  T~P, 

Z r l  + Mr~ + Nr8 = o 

dp 
A ~ -  i -I- ( C - - ~ ) q r  + m ~ q - - m ~ r  = L ,  

dq 
B~--{ + (A ~ C~rp + mlr - -  m3p --- M ,  

dr cX[ + ( B - -  a ) ~  + % p - -  m,q = N. 

aura done les 6quafions 

A @  ~-( + ( G - - B ) q r  + m s q - - m ~ r  = o,  

dq 
B ~  + (A - -  e)rp + m l r -  rasp = o, 

dr  
C - ~  + ( B  - -  A ) p q  + m~p - -  mlq  - -  o. 

On a bien ais6ment deux int6grales alg6briques de ces 6quations. Ea 
effet en Ies ajoutant apr~s les avoir multipli6es par p ,  q ,  r ,  on trouve 
par une int6gration 

I (Ap2 + Bq ~ + Gr2) = h ~ const. (4) 
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Si on int6gre aprSs les avoir multipli6es par Alo+ml,  B~l+m2, Cr+ m~ 
et les avoir ajout6es, on a 

(5) A2p ~ + B2q ~ + C2r 2 + 2Am~p + 2Bm2q + 20m3r = K~ = const. 

Cette int6grale peut s'obtenir aussi des int6grales des aires. En effet en 
6crivant que la grandeur du couple de quantit6 de mouvement est constant 
o n  a 

(6) 

c'est pourquoi 

(:ap + ml) ~ + (Bq + ,n;) ~ + (C," + , ,~) '  = K~; 

Supposons maintenant qu'K l'instant 
l'axe d'inertie ~', on aura alors 

20----- q ~ o, 

et les 6quations (3) deviendront 

AaP 

dq 
B-~ ~- ~ mlr , 

dr 
C~7= o. 

2 2 K' = K, + m~ + m, + m,. 

initial l e  corps tourne autour de 

r ~ o  

Cela prouve que si m 1" et m 2 ne sont pas nuls, les d6riv6es de p e t  
q ne seront pas nulles, d'ofl l'on tire que l'axe d'inertie ~" ne sera pas 
un axe permanent de rotation, mais que cet axe changera. 

En ayant 6gard aux mouvements internes terrestres de nature ey- 
clique dont nous avons par l6  (voir w 2) et en lea regardant comme sta- 
tionnaires, on volt qu'ils n'altSreront ni la forme ni la distribution des 
masses de la terre, et cependant il pourront donner lieu b~ des valeurs de 
ml et m~ qui ne sont pas nuls, C'est pourquoi il pourront changer l'axe 
de rotation de la terre. Pour employer  les 6quations (3)nous  avons 
suppos6 que les mouvements internes terrestres soient stationnaires, mais 
mfime en supposant qu'ils ne changent pas la distribution de la mati6re on 
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pourra admettre que dans certaines 6poques ils se ralentissent, en d'autres 
6poques il deviennent plus rapides. On voit tout de suite qu'on pourra 
abandonner l'hypoth6se des mouvements' s*ationnaires et pour cela il 
suffira de supposer m~, m2, ma des fonctions du temps au lieu que des 
quantit6s constantes et alors il faudra remplacer les 6quations (3)par les 
6quations 

(7) 

A-d[ -I- ( C - -  B)qr + m,q - -  m~r + din, d---t ----- O, 

dm, 
B + ( A - - C ) r p T m ~ r - - m 3 p +  dt ~-o, 

dr C ~  + ( B -  A)pq + m2p--  m,q + dm~ d~ ~ o  

qu'on trouvera de la m6me mani~re qu'on a employee pr~c~demment. Dans 
ce cas il restera la seule int6grale (6); rint6grale (4) ne se v6rifiera pas. 

4. Le plan des recherehes que je me suis propos~es est justement 
d'6tudier : d'abord l'action toute seule des mouvement cycliques qui ne 
cbangent ni la forme ni la distribution des masses sur la terre, et d'6tudier 
aprds les perturbations produites par la plasticit6 et en g6n6ral par les 
mouvements qui ehangent la forme et la constitution de la terre. La 
premiere partie a 6t6 trait~e avec d6tail dans ce m6moire; de la seconde 
il n'y a qu'un aper~u au dernier chapitre. 

Je crois de cette mani~re d'avoir envisag6 la question d'un point 
de vue nouveau. 

Les mouvements cyeliques dont nous avons parl6 sont appr6ciables, 
du moths en partie, pour les habitants de la terre, mats un observateur 
qui aurait ~gard seulement ~ la variation de la forme de la terre et aux 
variations de sa constitution, c'est ~ dire ~ Ia distribution des masses, ne 
s'en apercevrait pas.  C'est pourquoi par rapport ~ ses observations il 
pourrait les appeler, en suivant une locution tr~s-heureuse introduite par 
HEaTZ, des mouvements caches. 

Nous arrivons par l~ ~ une liaison entre le sujet de ce m~moire et 
les id6es imagindes par HERTZ en syst6matisant celles de I{ELMHOLTZ et 
de MAXWELL, et dont la base est la th6orie des mouvements cycliques. 
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Rappelons ~ ee propos la pensde fondamentale ddvelopp~e par HERTZ 
clans son dernier ouvrage. II dit que la seule loi qui gouverne t ous l e s  
phdnom&nes naturels eat la loi d'inertie, entendue dans un sens plus gd. 
ndral que celui attach6 ~ eette loi par NEwTon. C'est la loi d'inertie 
g6ndralisde ~ tout syst6me matdriel soumis b~ des liaisons queleonques. 
Cette loi subsiste pour l'ensemble complet constitu6 des masses que nous 
envisageons et d'autres qui nous sont cachdes. En examinant les pre- 
mi6res il peut paraltre que leurs mouvements ne suivent pas la loi d,inertie, 
mais la loi ressort lorsqu'on envisage les unes et les autres. 

Tandis que dans la m6canique classique si la loi d'inertie n'est pas 
v6rifi6e il faut ehercher les causes externes ou les forces qui produisent 
les alt6rations de l'6tat du corps, en suivant rid6e de HERTZ il faut 
chercher des mouvements eachds. 

Voyons maintenant comment on peut prdsenter la question de la 
variation des latitudes: Un corps (In terre) ne suit pas les lois d'EuLErt 
de la rotation libre d'un corps rigide, comment peut.on expliquer cet 
61oignement de la loi d'inertie? ear au fond les lois d'EtTLEa ne repr6- 
sentent que la loi d'inertie. 

I1 est 6vident qu'une solution fond6e sur l'existence des mouvements 
cycliques dont nous avons parl6 repond tr&s-bien aux iddes de HERTZ 
que nous avons indiqu6es. Nous dirons b~ ce propos d6s ~, pr6sent qu'on 
peut d6montrer que toute anomalie qu'on remarque dans la rotation libre 
d'un corps peut dtre expliqude par des mouvements internes cycliques 
qui ne ehangent ni la forme ni la distribution des masses du corps. 
(Voir Chap. IV, Art. II.) 

5. En suivant les iddes qu'on vient d'exposer j'ai commencd l'dtude 
en partant de l'hypothgse plus simple que les mouvements internes soient 
stationnaires. En remarquant que par la seule inertie ils ne pourraient 
pas se  conserver en gdn6ral de cette nature, on peut ehercher les actions 
mutuelles que les mouvements cyeliques et le mouvement de rotation 
exercent entre eux. 

On arrive par lb~ ~ une question trgs-ggndrale et on voit bien aisd- 
ment qu'il est avantageux de se poser ~ ce point de vue dans la question 
du mouvement terrestre, car on peut pousser la recherche jusqu'aux 
rgaetions exercges par la rotation sur le mouvement interne. 
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Mats en envisageant de cette mani~re la question j'ai reconnu qu'il 
y a encore un autre interdt, dont je vats parler: un inter~t qu'on pourrait 
appeler analytique et fonctionnel. 

On conuait tr~s.bien la relation qui subsiste entre les transcendantes 
elliptiques et la th~orie de la rotation libre d'un corps rigide. D'apr~s les 
m~moires classiques de JAcom cette th~orie constitue une des plus belles 
applications des fonctions Jacobiennes. Or la recherche des rapports entre 
les mouvements cycliques et la rotation est (comme on le volt tout 
d'abord) un problbme beaucoup plus compliqud que celui de JAcob: de 
la rotation d'un corps rigide; cependant je montrerai que ce sont toujours 
les fonctions elliptiques et Jacobiennes qui suffisent pour la rdsolution 
compldte de la question, mdme darts le cas le plus gdndral. Je donuerai 
en effet dans ce mdmoire la solution complete. On verra que ces transcen- 
dantes paraissent toujours sous des expressions rationnelles ou sous des ex- 
ponentielles, mats d'une maniSre diffSrcnte que dann la solution de JAcom. 

Nous allons donner en pcu de mots une idde de ces r~sultats et 
pour ccI~ noun fainon~ usage d~s ~ pr~nent de la terminologie d'H~L~- 
HOLTZ, ~ qu'on va rappeler. Los coordonndes ind~pendantes d'un systSmc 
peuvent ~tre classden en deux cat~gorles: les coordonn~es cycliques et les 
paramStres. Les premiSres existent dans un syst~me lorsqu'il y a des 
mouvements possibles qui n'alt4rent pas la distribution den masses et qui 
produisent un ~change cyclique des masses. Un mouvement est dit cy- 
clique lorsqu'on peut se borner ~ considdrer dans l'expression de la force 
rive len termes qui d4pendent seulement des intensit5s cycliques. ~ I1 est 
dvident qu'un mouvement rigoureusement cyclique n'exintera que si tous 
les param~tren seront constants. 

Cela pos~ envisageons un syst~me dont les liaisons n'emp~chent pas 
la rotation autour d'un point. - Les variables qui d~terminent sa configura- 
tion seront, outre celles qui ddfinissent la position variable d'un syst~me 
flaxes ayant l'origine dans le point fixe, un certain hombre de coor- 
donn~es cycliques et de param~tres. Noun supposerons que les coordon- 
ndes cycliques et les param~tres suffisent pour d~finir le mouvement 

TAIT~ 

i Prineipien der Statik monocyklischer Systeme. (~relle's Journal~ Bd. 97. 
Le cas appel4 d'ignoralion of coordinates avait ~t~ examia6 par T~o~so~ et 

Trealise on natural philosol~hy, Vol. I, Part. I~ Art. 319. 
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relatif par rapport aux axes. Nous regarderons ce mouvemeat comme 
le mouvement interne du syst~me et nous supposerons qu'il soit cyclique. 

Faisons d'abord rhypoth~se que l es  a x e s  soient fixes et que les pa- 
ram~tres soient constants. Si on abandonne le systSme h son iner t i e  l e s  

moments cycliques et par cons6quent les intensit6s cycliques seront des 
quantit6s constantes. C'est pourquoi da~s ce cam le mouvement sera dans 
le ~Jt~me temps adiabatique et isocyclique. 

Supposon~ maintenant que les axes puissent tourner librement et le 
mouvement interne soit maintenu isocyclique, les param6tres 6tant con- 
stants. C'est le cas d'un syst6me dans lequel existe un mouvement in- 
terne stationnaire. 

Alors si le syst6me n'est soumis k aucun couple de rotation nous 
d6montrerons au chapitre II que, les composantes de la rotation seront des 
fonctions elliptiques du temps et les cosinus des angles que les axes d'inertie 

du systOme forment avec des axes fixes ~ seront des fonctions uniformes du 
temps reprdsentables par des fonctions Jacobiennes. 

On peut demander dans ce cas s'il faut des forces pour maintenir 
stationnaire le mouvement interne. On trouve qu'en g6n6ral elles sont n6- 
cessaires et qu'on peut en ddterminer les expressions par des fonctions ellip- 
tiques du temps. 

La n6cessit6 des forces dont nous venons de parler prouve que de 
la m~me mani~re que le mouvement interne alt~re la rotation, eelle-ci a en 
gdndral une influence sur les mouvements internes. C'est pourquoi on peut 
se poser la question suivante: A l'int~rieur d'un systOme qui peut tourner 
autour d'un point fixe et qui est abando#nd d son inertie existent des mouve- 
ments cycliques quelconques (les paramOtres grant constants). Comment a lieu 
la rotation et quelles lois suivent les intensitds cycliques, d cause des actions 
mutuelles que ces mouvements exercent entre eux? 

Cette question qu'on peut appeler le problSme gSn5ral du mouvement 
adiabatique parait au premier abord t%s-eompliqu4e car on peut imaginer 
les mouvements cycliques internes d'une mani+re tout k fait arbitraire. 
Cependant nous montrerons au chapitre IV qu'on peut ]a %soudre compl+te- 
ment en employant un th~o%me par lequel oh famine ce cas ~ celui 
d'un mouvement isocyclique, de mani~re que m~me dans ce cas les com- 
posantes de la ~vtation song des fonctions elliptiques du temps et les cosinus 
des angles que les axes mobiles forment avec les axes fixes s'expriment par 

Aeta mathematlea. 22. Imprim~ le 21 septembre 1898, ~7 
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des fonctions Jacobien~s. ~n  outre les intensitds cycliques sont des fonctions 
elliptiques du temps. Le probl~me peut ~tre aussi g~n6ralis6 en regardant 
comme isocyclique une partie seulement des mouvement internes et en 
supposant que les forces correspondantes aux autres coordonn6es cycliques 
soient nulles, et la solution s'obtient toujours de la m(~me maniSre. On 
volt par l~ que le champ des problSmes sur ]a m6canique des syst~mes 
d'oh ressortent les fonctions elliptiques et Jacobiennes est beaucoup plus 
large que celui compris dans les rechercbes classiques de JAcom, car il 
embrasse le problSme g6n6ral du mouvement adiabatique et isocyclique 
d'un systSme quelconque. 

6. I1 nous reste k indiquer de quelle mani~re a 6t6 faite ]a division 
en chapitres du m6moire. 

Les premiers trois chapitres traitent du mouvement d'un syst4me k 
l'int6rieur duquel existent des mouvements stationnaires. Dans le premier 
chapitre il y a une 6tude g6om6trique faite avec les rues de PoI~SOT; 
le second chapitre renferme la solution analytique complSte, e t ]e  troisiSme 
est consacr6 k la recherche des rotations permanentes, de leur stabilit6, 
des oscillations du pble autour de ses positions stables et des perturbations 
eorrespondantes de la p6riode eul6rienne. 

Le quatri~me chapitre traite en g6n6ral des mouvements cycliques 
et renferme ]es r6sultats dont nous venons de donner un apergu. 

Dans le cinquiSme chap~tre, aprSs l'4tude du cas g6nSral des mouve- 
ments internes qui n'altSrent ni la forme ni la distribution des masses, 
et la r6solution du problSme de d6terminer les mouvements internes, 6rant 
donn6 d'une mani~re arbitraire le mouvement du pble, on trouvera quelques 
applications au mouvement de la terre. J'ai cherch6 par des calculs 
approximatifs de d6terminer les mouvements internes cycliques qui cor- 
respondent a ux mouvements harmoniques du p61e d6couverts par M. C~At~D- 
I, ER. Cet 6minent astronome a trouv6 dans le mouvement du pSle une 
p6riode d'environ 43 ~ jours. Si le couple de quantit6 de mouvement des 
mouvements internes avait une composante dans la direction de l'axe ter- 

i 
restre 6gale a Io53 du couple de quantit6 de mouvement de la terre 

suppos6e rigide, la p6riode eul6rienne deviendrait celle de M. CgANDLE~. 
Sans discuter ce r6sultat je cherche quels seraient les mouvements 

internes cyeliques capables de d6terminer dans le p6le le mouvement 
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h~,rmonique ayant la p~riode annuelle dont M. CHANDLER a dStermin~ les 
~l~ments. Les rdsultats obtenus sont renfermds dans quelques th6or~mes 
qui sont ~nonc~s au w 3 de l'Art. V. 

Je remarquerai ici seulement que l'axe du couple de quantit6 de 
mouvement correspondant oscille de mani~re que la projection sur lYquateur 
de son ext6mitd (l'origine dtant au centre de la terre) d6crit une ellipse dont 
j 'ai calculd la grandeur des axes, et dont le grand axe est situ6 clans le 
m6ridien ayant la longitude de 45 ~ (par rapport au mSridien de Greenwich) 
c'est d dire dans le mdridien qui passe au milieu de l'ocdan atlantique. 

Enfin le dernier chapitre renferme un apercu des pertur]0ations qu'on 
a dans les lois prScddemment trouv~es par l'hypoth~se de la plasticit5 ter- 
restre. Cette ~tude est ~ peine.(ibauchSe, c'est pourquoi j'esp~re de pouvoir 
exposer darts un autre m4moire des nouvelles 5tudes darts cette direction 
ainsi que dans l'hypothSse g~n4rale des mouvements cycliques lorsque les 
param~tres ne sont pas constants et de pouvoir enfin approfondir les appli- 
cations de ces reeherches. 

C H A P I T R E  I. 

L ' ~ t u d e  g ~ o m ~ t r i q u e  d e  l a  r o t a t i o n  d ' u n  c o r p s  d a r t s  l e q u e [  e x i s t e  

u n  m o u v e m e n t  i n t e r n e  s t a t i o n n a , i r e .  

A r t i c l e  I. 

I. II est possible de se faire une idle claire du mouvement sans 
recourir ~ l'int5gration complete des dquations diff~rentielles (3). I1 suffit 
pour cela d'envisager les intdgrales alg~briques de Ces ~quations qu'on a 
trouv~es (Introduction w 3) de la m~me mani~re que PoI~TSOT a fait dans 
ses recherches sur la rotation libre d'un corps. 

Nous commencerons par nous proposer la solution des deux probldmes 
suivants: 

i ~ D6terminer toutes les positions de l'axe instantan5 de rotation 
par rapport au corps en mouvement. 
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2 ~ D&erminer la vitesse angulaire  de rotation du corps pour chaque 
position de I'axe. 

Soit 

l '6quation de l'ellipsoide d'inertie par rapport  au centre de gravit6 0 et 
soit P son intersection avec 1'axe de rotation. On peut appeler P l e  p61e 

et la courbe qu'il d6crit sur l'ellipsoide la polodie. 

Si l'on pose 
OP = p,  to -~ ~ / f  + q~ + r ~ 

on aura que les coordonn&s du p61e seront 

c=p  

d'ofi (voir (4) et (I).) 

PA to, 2h ~--~ I 

c'est ~ dire 
to ~ p ~/2h. 

Par suite la vitesse de rotation sera proportionnelle au rayon vecteur OP. 

On a ainsi la solution de la deuxi6me question que nous nous sommes 
propos6e. 

On d6duit des 6quations (2), 

et en substi tuant dans l '6quation (5) 

K, 
2 (Am1 ~ + Bm2~ "4- Cm3~) = ~ "  (3).  A2~ 2 -{- B'~/2 + C2~ "2 + 

Les 6quations de la polodie seront donc les deux 6quations (2). et (3).. 
,q~ ' �9 La derniSre 6quation peut ~ ecmre encore 

( 
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On peut done envisager la polodie comme l'intersection de l'ellipsoide 
d'inertie avec l'ellipsoide ayant pour 6quation 

A2~ 2 + B:72 2 + 02~ "2 ~ K__ ~ 
2h 

transport5 par une translation de maniSre que son centre ait pour coor- 
donn6es 

La premibre question est donc aussi r6solue. 

2. Dans le cas 6tudi6 par POI~SOT le plan tangent ~ l'ellipsoide 
d'inertie au p61e est parall6le au plan invariable et il est un plan fixe. 
Cette propridt6 ne se v6rifie pas dans le cas que nous 6tudions. Ce- 
pendant on a des propri6tds analogues qu'il est int6ressant d'examiner. 

Le plan polaire, c'est ~ dire le plan 7r qui est tangent h l'ellipsoide 
d'inertie au pble, a par rapport aux axes coordonn6es $, r], ~" l'6quation 

(4), Ap$ + Bq~ + Cry--- ~/~. 

,Z 

Conduisons les deux droites OK, OM. La premi+re soit l'axe du 
couple de quantit6 de mouvement; l 'autre ait pour projections sur $,r],  ~" 
les trois quantitds ml,  m2, m 3. On pourra appeler ce dernier vecteur 
l'axe des mouvements internes. 
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Les eoordonn~es des points M e t  K seront respeetivement 

~ I  ~ m2 , '~3~ 

Ap + m, , B~ + % , O r + % .  

On tire de lk que le plan polaire est toujours perpendiculaire ?~ la droite 
qui va de t'extrdmitd de l'axe des mouvements internes d celle de l'axe du 
couple de quantit~ de mouvement. La droite M K  est donnSe par 

I]IK = ~/A~p ~ + B'q ~ + C~r ~ 

e~ la distance OD entre 0 et le plan polaire est 

OD ----- ~/2h 
~ / ~ "  + B'~ ' + C'r ~ 

par suite: la distance entre le centre de gravitd et le plan polaire est en 
raison inverse de la distance entre les extrdmitds de raxe des mouvements 
internes et de l'axe du couple de quantitd de mouvement. 

Par  rapport aux axes fixes x , y ,  z l'~quation du plan polaire sera 

(Apa~ + Bq% Jr Cr%)x Jr (Apfl~ + Bqfl2 + Crfl3)y 

c'est ~ dire, k cause des 6quations (i), 

- -  ( ,n , r ,  + m~r~ + %r~)z = ~/-~. 

L'6quation du plan polaire au temps t + dr, sera 

- - (m,  a, Jr m2% Jr m.%)x - -  (m,/~ 1 Jr m2fl 2 Jr m,fl~)y - -  (m,r , Jr m~r ~ + %r~)z 

- -  (re, d r ,  + ,,~dr~ + %dr~)z = ~/~, 

c'est pourquoi l'intersection du plan polaire au temps t et du plan polaire 
au temps t Jr dt sera une droite du plan 

(.,,d~,, + ,.~d~, + %d~,)~ + (.,,rift, + n,,dfl~ + ,.,dfl,)U 
Jr (m~dr, Jr m~dr= Jr m, dr,)z = o. 
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Divisant par dr, et ayant 6gard aux formules (2) cette (iquation peut 
s'dcrire 

! 

m 1 ~ m~ ~ ~n~l 

~ % ~ a s X-~-  

q , r 

d'ofi l'on tire 

m 1 ~ m~ , ms[ A,A,Ay+I 
p ,  q ,  r 

I 

m I ~. m ~  ~ real 

7"1, 7̀~ ~ 7̀~ l z = ~ 

. p ,  q ,  r 

l , m2 , m3 

, r = o .  

, q , r 

Cette ~quation est celle du plan t )OM. 
La droite P H  oh se rencontrent les deux plans polaires correspondants 

aux temps t, et t q -d t  peut dtre regard~e comme !'axe instantan~ autour 
duquel tourne le plan polaire au temps t. On aura donc: Le plan 
polaire tourne d chaque instant autour de la droite o~ il rencontre le plan 
conduit par le p61e et par l'axe des mouvements internes. 

3. On peut mener par chaque point de la polodie la droite autour 
de laquelle le plan polaire dolt t ou rne r . .Le  lieu de ces droites sera une 
surface tangente k l'ellipsoide d'inertie le long de la polodie et qui sera 
li6e invariablement au corps en mouvement. Appel0ns cette surface la 
surface axiale, alors le mouvement du corps aura lieu de sort que l'ellipsoide 
d'inertie roulera sur le plan polaire, tandis que celui-ci tournera d chaque 
instant autour de la gdndratrice o~z il rencontre la surface axiale. L%qua- 
tion de la surface axiale s'obtiendra par l'61imination de p ,  q ,  r, entre 
les 6quations (4), (5), (4),, (5)~. 

Article II. 

I. Nous allons g4n~raliser aux mouvements que nous 6tudions un 
th~or~me bien connu donn~ par SYr,VESTER pour les mouvements b~ la 
POINSOT. 

Posons dans lea ~quations (3) 

I I I 
A = - ,  B = ; ,  C : -  
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Oil a u r a  

Vi~o Vol~erra. 

y a p  + - -  qr  a dt  ~ Jr" m s q  - -  m ~ r  ~-- o ,  

'&t (~ ') 
b d t  -]- - - 7  r P  -~- m l r - - m , ~ P  ~ ~  

-c dt At- - - a  pq -t- m 2 P -  ~ l q  ~ O, 

et les intdgrales (4) et (6) deviendront 

p2 q, r' - + g + -  
C 

~--- 2h, 

en supposant qu'on change les uni t& de mani6re 

soit 6gale k ,. 

que la constante K 

2. Supposons maintenant  que 1 'on compose le mouvement  avec une 
rotation uniforme to autour  de 1'axe du couple de quantit6 de mouve- 

ment. Alors les trois composantes de la rotation deviendront 

= .  

~)' 0, tm l O)~ 

P - -  a + to a + os ' 

q'b m2eob 

q ~ b + os b + os ' 

'r r ?H.~ r 

d'oh 

c + o J  c + o J  
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Sur la thdorie des variations des latitudes. 

a -4- eo = a', b + eo = b', c - t - t o  - -  c', 

a b c 
m 1 ~ m~, m~ b + ta ~' m~ ~ ~ m a, a + oJ c + to 

alors les dquations prde~dentes pourront  s'derire 

p' , p 
a-; + m l  = a -~- m l '  

b-~ -t- m2 = -b m2, 

7 "b ma ----- ~ -[- m a, 

et par sui te  on aura 

(5 " up' + - -  p )  ~ r + m ~ q ' - -  r~r '  - -  o ,  
a" dt 

x d q ' ~ ( x  x \  , ,  , , 
b' dt _ ~ ' - - - ~ ) r  P "4- m l r  - -  m;p '  --~- o,  

I dr '  C I , \  , , , , , , 

+ o;) + o:) + + =;) = o, 

~0,~ q,s +.,2 - -  2 h' .  
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Entre  les deux quantit6s constantes h et h' subsistera la  relation 

w (  m~a m]b m ] c )  h ' = h + - ~  I 
a + eo b + eo e + oJ 

Done si on compose le mouvemen t  que nous  ~tudions avec une  rotation 

uni forme autour  de l 'axe du  couple de quantit~ de mouvement ,  la na ture  du  

mouvement  ne changera pus ;  il n 'y  aura  qu 'un  changement  des constantes. 

Cette propri6t~ est tout k fait analogue k celle qui  a 6t6 d6couverte 
par SYLVESTER duns le cas des mouvements  ~ la PoI~soT et dont on trouve 
des nombreuses et int6ressantes applications dans les t ravaux de M. DAR- 
Bovx et  de HALI'HEIr 

A~ta math~ma~iva. 22. Imprim6 le 5 octobre 1898. 28 
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Article HI. 

I. Nous eonsaererons un chapitre (chapitre III) k l'~tude des mouve- 
ments permanents et k Ieur stabilitY, mais dgs k present nous voulons 
examiner quelques propri6t~s des mouvements permanents. 

Puisqu'on dolt avoir 

AP 2 -I- Bq 2 -t- Cr 2 ----- eonst., 

un axe de rotation sera permanent lorsque p , q ,  r seront constants, c'est 
k dire si l'on aura 

dp dq dr 
d--[ ----- d-7 = ~ = o 

et par  suite (voir ~quations (3)) 

(6). 

d'oll l'on tire 

( C - -  B)  qr + m~q - -  mar ----- o, 

( A -  C)rp + mlr  - -  msp -~ o, 

( B - - A ) p q  -Jr- m ~ p - - m l q  --~ o, 

',6'). A2 + ~ "~ B~/+ ra~ C~- + m~" 

5. Les points multiples de la polodie se trouvent oll les deux sur- 
faces (i) . ,  (3). sont tangentes. Les coordonn6es du pSle sont 

p q r 

par consequent les plans tangents aux deux surfaces au  pble auront pour 
~quations 

Cr 
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et ils coincideront lorsque 

p q r 
A T + m~ = B~ + -~- Or + m s" 
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Donc: les axes permanents de rotation passent par le centre de gravit~ et 
~ar les points multiples de la polodie, et si la polodie a u n  -point multiple 
la vitesse de rotation corres-pondante sera celle de la rotation -permanente. 

3. Revenons maintenant aux 6quations (3)- Elles seront satisfaites 
si Yon substitue aux fonctions p ( t ) ,  q ( t ) ,  r ( t )  les autres fonctions 

- - - p ( r - - t )  , t) , - - r (  T - - t ) ,  

T 6tant une constante arbitraire; et en remplagant dans le mdme temps 
m 1 , m 2 , m~ par - -  ml,  h m~, - -  m 8. On pourra 6noncer cette propri6t6 
en disant: le mouvement du systdme peut s'invertir si l'on invertit l'axe des 
mouvements internes. 

Cela pos6, supposons que, la polodie ayant un point multiple P0, le 
pble puisse rejoindre ce point apr~s un temps T. Si Yon invertit le 
mouvement le p61e reviendra a u  point de d6part apr~s le m~me temps. 
Mais l'axe de rotation et la vitesse qui correspondent ~ /~0 sont perma, 
nents, done le p61e ne pourrait plus bouger de P0' On a donc: Si la 
-polodie a u n  -point multiple, le -pdle s'alol~rochera inddfiniment ~ c e  .point 
sans jamais le rejoindre. 

Cela constitue une diff6rence essentielle entre les mouvements qui 
on t  lieu lorsque la polodie a des points multiples, et ceux qui ont lieu 
lorsque elle n'en a pas. Dans le premier cas la polodie sera une courbe 
ferm6e et le pble reviendm au point de d6part; dans le deuxi~me cas 
le pble ne reviendra au point de d6part mais il s'approcheru ind6finiment 
au point multiple. 

Article IV. 

I. Dans cet article nous particulariserons les formules dans le cas 
oh l'ellipsoide d'inertie a deux axes 6gaux, et le troisi6me est plus petit 

que les autres. 
Supposons A----B, et prenons les axes $,  ~ dans le plan de l'~qua- 
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teur de mani6re que l'axe des mouvements internes soit dans le plan $r 
Alors on aura m~ = o, et les 6quations de la polodie deviendront 

.a(~' + r]') + CC = 1, 

A'(~' + ,;') + c'r + ~ ( . a , . , ~  + cm,r = K__,z~ 

ou bien 

2 (Am, $ + gin, r c(c-,~)e + -~ 

Posons pour simplifier 
(Tin s 

c ( c -  .~) v ~  = ~' 
c ' ~  ~. + ( K -  2Ah)O(O - -  A) 

A m ,  _ _  = p. 
G(O - -  A) ~/2h 

Les deux 6quations pr6c6dentes s'dcriront 

A(~' + ~') + c~' = i, 
(r162 = zP(% -- $). 

2h 

=%, 

On d6duit de lh que la 2~ro]ection de la polodie sur le m~ridien qui passe 
~var l'axe des mouvements internes, est une parabole dont l'axe est perpen- 
diculaire tt l'axe de symdtrie de l'ellipsoide. 

Les coordonn6es du sommet de la parabole seront $0 et ~ et le 
semi-param6tre sera P. 

2. Le th6or6me pr6c6dent conduit ~ une construction tr6s simple 
de la polodie par l'emploi des m6thodes bien connues de la g6om6trie 
descriptive. 

I1 suffit de choisir pour I er plan de projection un plan parall61e 
l'6quateur et de prendre le 2 d plan de projection parall61e ~ l'axe de 

sym6trie et ~ l'axe des mouvements internes. L'ellipsoide d'inertie sera 
project6 sur le premier plan dans un cercle, et sur le second dans une 
ellipse. La projection de la polodie dans ce plan sera une parabole ayant 
l'axe parall61e ~ l'dquateur. On obtiendra done la polodie en la regardant 
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comme l'intersection de l'ellipnoide avec un cylindre dont la directrice en~ 
une parabole et qui est perpendiculaire au second plan de projection. 
C'ent pourquoi il n'y a pan de difficult~ pour construire la premiere pro- 
jection de la polodie. 

Par ce proc6d~ noun avonn dessin~ len projections de plunieurs po- 
lodies qu'on a obtenues en changeant la position de sommet et la grandeur 
du param~tre de la parabole. 

.@ 
o 
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o 

, s  

3. L'avant-derni~re figure correspond au cas oh il peut arriver 
une inversion des pSles, c'es~ ~ dire que le i s l e  peut passer d'un bout 
l'autre du petit axe de l'ellJpso~de. 

Pour cela sont ndcessaires et suffisantes deux conditions, savoir 
I ~ la parabole doit passer par les projections des extr~mit~s du 

petit axe. 



Sar la th~orie des variations des lat i tudes.  223 

2 ~ Ie sommet de la parabole doit se trouver k Hnt6rieur de la pro- 
jection de l'ellipsoide. 

Ces conditions seront v6rifi6es lorsqu'on aura 

(8). 

De la premiere on tire 

et par suite 

~ 0 ~  

I *0<~. 

et par suite 

d'oh 

p ~ O~ q ~ O~ r M- ro 

C0 = G0~o~(C__-- A) 
2 ~/r ~ Am, 

Ayant 6gard k l'6quation (8)a on aura 

Cr~(r A) i 

Les conditions n6cessaires et suffisantes pour qu'il arrive l'inversion des 
p61es seront donc 

' ~ (C-- A)r o, m 3 = o .  ml > ~  

4. On peut examiner aussi le cas oh l'ellipsoIde d'inertie se r6duit 
s une sph6re. 

Si A = B-----C, les 6quations de la polodie deviennent 

A(~' + ~' + ~'~) ---- i, 

2A A'(~ ~ § ~ + r + ~ ( m , $  + m~ + m,~) = K,.~ 

Lorsque le pSle sera k un bout du petit axe on aura 

K t - -  2 A h  
Co = ~ i ~  Am, " 
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La polodie sera donc l'intersection de la sphere d'inertie avec le plan 

2A 
(%$+ + = - -A 

et par cons6quent elle sera un cercle de la sphere ayant pour axe, l'axe 
des mouvements internes. 

Dans ce cas les 6quations (3) sont des 6quations lin6aires qui peuvent 
s'int6grer imm6diatement. En effet si on fait coincider l'axe ~ avec l'axe 
des mouvements internes, elles deviendront 

dp dq m dr  m 
A =o, hT+ o, dt - r=o 

d'oh 

~0 ----- 61, (mt  ), q = a ~ c o s \ A  -4-as r ----- a2 sin ( A t + a3 ) , 

al, a2, a, &ant des constantes arbitraires. 
Le p61e se mouvra sur la polodie avec une vitesse constante et la 

2~rA 
p6riode d'une r6volution sera - - .  

m 

Dans ce cas 1'amplitude de la polodie ne d6pendra nullement de la 
grandeur de l'axe des mouvements internes, mais seulement de sa direc- 
tion par rapport ~ l'axe initial de rotation. 

A r t i c l e  u 

I. Les mouvements des syst~mes que nous venons d'6tudier g6om6- 
triquement et que nous allons 6tudier analytiquement clans le chapitre 
suivant sont une g6n6ralisation des mouvements ~ la POINSOT. 

NOUS consacrerons cet article ~ r6duire les 6quations diff6rentielles 
des mouvements ~ la  POI~SOT, celles que nous 6tudions et d'autres plus 
g6n6rales ~ un m~me type. Cette transformation appartient ~ la partie 
cin6matique de la recherche, c.'est pourquoi nous la plagons dans ce 
chapitre. 

Un mouvement ~ la Poi~-sow est le mouvement d'un syst~me d'axes 
qui tourne autour de l'origine fixe de sorte que les composantes de la 
rotation ont des rapports constants avec les cosinus des angles que les 
axes forment avec une direction fixe. 
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Si r~, 72, ~'~ sont les cosinus, p , q ,  r les composantes de la rotation 
et a , b , c  les rapports constants, on aura 

_p = aT~ , q = br2 , r = cy3 

d'oh ron tire, k cause des 6quations de PoIssoN, (Introduction w 3) 

= a ~  = a(rr ,  - -  ar~), d t  

dq dr~ 
-d-i = b ~ = b (pn  - -  rn ) ,  

d r  dys 
d~ = c - ~  = c (qr~ ---~r,) 

ou bien 

iar (~ i) i@ /i ix r ~a-T= - -~  qr, b a i =  ~;---;)  ~, 1dr (I I )  

Si nous posons 

abe tp' q' r') f~ = - y -  ~ + V + - ~ ,  

f , =  [ + - ~ +  

les 6quations prdcddentes pourront s'6crire 

e~ on aura 

@ = d G ,  L) @ _ riG, 5) d,- r iG,  f~) 
d t  d (q  , r) ' d t  d ( r  , T )  ' d--t = d ( p  , ~1) 

2. Au m~me type d'dquations appartiennent les 6quations diff4- 
rentielles du mouvement d'un corps dans lequel existent des mouvements 
internes stationnaires. En effet posons 

I 
fl = 2 ~-~v  ( ( ~  + ~'I)~ + ( ~  + ~ ' ) '  + ( ~  + ~3)') , 

I 
f, = ~ ~/~_o (Ap' + B~' + c,-'). 

A~ta ma'A~mat~. 22. Imprim~ le 5 octobre 1808. 29 
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A.lovs on po~arra ecr re !es 6quations (3) de !a mani~re suivan~e 

d~o aft , ,  ~,) d~ - -  aft,,  ~,) a,. aft , ,  ~,) 
dt  - -  d (~ ,  r) ' dt d(r , p) ' d---t -~ d(2p , ~)" 

Pour avoir les cosinus 7~, ~-~, 7~, il suffit de construire la fonction 

I 

et l'on aura 
OF I OF i ~F 

Tx --~ K op ' T~ -'~ K aq ' 7"~ ~ K Or 

Entre les fonctions {,, {~, F subsisteront les relations 

+ + 

~' = ~ / X ~  ~ + qv~ + r ~ - -  " 

3. En g6n6ral si on a un syst&ne d'axes en mouveinent  autour de 
l 'origine fixe et les cosinus des angles qu'ils forinent avee une direction 
fixe sont donn6s par les formules 

I OF I OF I OF 

K &ant une constante et /7' une fonction quelconque de p ,  q ,  r on a~lra 
k cause des 6quations de PoIssol, l 

a ~F ~F ~ a ~ oF ~F d oP oF ~F 
a t o p  = r V~ - -  q ~ ' at ~ - -  p ~ - -  r ~ , dt  ~r = q vp - -  P V~ " 

' " n Calculons les premiers melnbres de ces equatlo s, on aura 

d ~F ~2F dp ~ F  dq ~ i v  dr 

dt~ 2 ~ ~p~ dt + ~p~q dt + ~p~----~ d-tt ' 

d ~F ~ F  dp _~. a~F dq a~F dr 
d-tt ~-~ = O~tO p dt aq----7 dt + ~l~---~ d--t ' 

d ~ F ~ ~F d~v ~*F dq a ' F  dr 

d t~r  - -  OrOT dt -~ Or~q dt "~ Or ~ dr" 
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On t i re  de 1~ 

dt H 

d a F  d o F  d o F  

d t ~ u  ~ d t o q  ' d t ~ r  

~ l~p  ~ 0!7 ~ ~ O!70r 

O~F OIF Ol~ 

I 

I 

~F oY' ~ F  

Op ~ Oq ~ Or 

~0 ~ q ~ r 

oil 
O F  ~ 

~F ~F o F / / , ]  

0~F 0iF 0~F 

OqOio ~ O~ ~ ~ 0!/0r 

0~F 0iF 0~F 
OrOp ~ OrOc 1 ~ Or ~- 

0 1 / 0 F \  ~ 

o ~ op oF op__F]  
' ~ F ~ + ~  + o,, j 

H ~tant le Hessien de la fonct ion • .  

Posons 

oF o~' oF 

2], 

on a u r a  

dp I d@, ,  9~) 
dt  H d(q , r) 

D'une  mani6re  tou t  k fa i t  ana logue  or~ t r o u v e r a  

gq _ ~ d(~, ,  ~,) dr  ~ d(~ I, ~,) 
dt H d ( r , p )  ' d t  H g ( p  , q) 

Si nous  int roduisons une  var iab le  auxi l iare  r,  te l le  clue 

dt  

d r  

227 



228 Vito Volterra. 

les 6quations pr6c6dentes pourront  s'6crire 

ap d(~, , ~ )  d q _ a ( r  , r 
(9)a d--v = d (q ,  r ) - '  dr. d ( r ,  p) ' 

aj = d(~, ~,) 

dr  d ( p  , ~t) ' 

(*o)a d~ = H.  
dv  

Ces 6quations ont les int6grales ~1 = const., ~ = const, et s ' int6grent 
par  une quadrature.  

Les trois prcmi6res 6quations appart iennent  au m6me type d'6qua- 
tions qu'on a r auparavant.  

4- Lorsque /~ est de 2 0 degr6, ~i et r seront aussi des fonctions 
de 2 d degr6 et H sera une quantit6 constante. 

Alors si on int6gre l '6quation (IO)a on trouve 

t =  H ( r - -  r0) , 

r o 6tant un constante arbitraire. 
Dans ce cas, en posant 

I I)a 
i ~F  r ~F  

les 6quatious (9)~ deviennent 

d p  = d ( f ,  , f~) dq  _ d(f~ , f~) d~ d ( f ,  , f , )  

d t  d ( q  , r) ' d t  d ( r  , T)  " d--t = d ( p  , i t ) "  

Dans la s /~" on peut n6gliger le terme constant, alors il est ais6 
de remarquer  que pour obtenir la fonction 

~F ~F ~F 

il suffit de n6gliger dans la fonction ~ '  les termes de premier degr& 
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C H A P I T R E  I I .  

Z ~ d t u d e  a n a l y t i q u e  d e  l a  ~ ' o t a t i o n  d ~ u n  c o r p s  d a n s  l e q u e l  e x i s t e  

u n  m o u v e m e n $  i n t e r n e  s t a t i o n n a i r e .  

Article I. 

I. Dana le  dernier article du chapitre pr6c6dent nous avons ralnen6 
les 6quations diff6rentielles (3) au type suivant 

(I)b 

dp d (fl , f,) 
d-7 = d ( q ,  ~) ' 

dq _ d ( f , ,  f,) 
St  d (r  , 2)  ' 

& d( f l ,  f~) 
dt  d(p,  q) 

oh f l ,  f~ sont des fonctions de p ,  q ,  r .  

Nous allons par suite commencer 
diff6rentielles de ce type. 

par l '6tude gdn6ral des 6quations 

2. On peut  trouver deux int6grales des 6quations (I)b, c'est ~ dire 

(2)b fl = const. = hi, f~ ----- const. = h~, 

ce qu'on v6rifie tout de suite par un calcul 616mentaire. 
PosoI1s 

( 3 ) .  p = - ,  q = - ,  r = - ,  
~4 X4 X4 

' x, ' - -  h2 " 
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Les fonctions ~1, ~2 auront un degr6 d'homog6n6it6 
maintenant 

d(f,,  f,) _ i d(~,, ~,) 
d (q, ~) ~ a(.~, ..) ' 

~ 9  . .~ I z 4 d x l - - x l d x  4 . 

dt dt  ~4 

6gal k ~. 

par suite la premi6re des 6quations (I)~ s'6erira 

(4)b 
z ,  dz ,  - -  z,  d z ,  .-- d@, , ~ )  

dt d(~, ,  %) 

et de mdme les deux autres pourront s'dcrire 

(4')b 
�9 . & , - - . , d . ,  d(r r 

. 

dt  d (% , x,) 

(4"s  dt d(x, , z~) " 

Enfin on pourra substituer aux deux int6grales (2)b les 6quations 

(5)b ~1 = O, ~ = o. 

Deux quelconques des dquations (4)b, (4')b, (4')c auront la forme 

z ,  dz(~) - -  z(~) dz ,  d (~, , ~,)  

d t  -~" d (x(~+l), x(~+2)) ' 

dt  ~ d(x(~+~), z(,)) 

6tant 

On en tire 

o < ( r ) < 4 ,  (r)  = r rood. 3. 

On a 

all [ af~ af~ \ az(~+2) ~ x(~+l) ~z-~+l) + x(O ~-~(~))" 
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Mais 

x(~) ~ -~- x(~+a ) V ~) ~z(~+~) 

par suite l%quation pr6cfidente s%crira 

dt Oz(r+:) ~x, ~z 4 Sx(r+2) 

281 

On pourra done conclure: si i~, i2, i 3 , i  4 est une permutation quelconque 
d'ordre pair des hombres z , 2 , 3 , 4  on aura 

(6)b dt = ~/(z~, z,,)" 

(7)b 

. 

et soit C le ddterminant  des coefficients c~,8. 
s'annuUe pas. 

Iqous aurons 

Appliquons aux variables x~ une substitution lingaire 

Nous supposons que C ne 

x~, , x~ c11,8, ,c~,8, $8, ~ $8, 

Mais par un thdor6me sur ]es ddterminants, on a ~ 

'f~4 J 83 

par suite I%quation (6)b pourra s'dcrire 

z BALTZER~ Theorie und Anwendungen der Determinanten, I I I  Auflage~ page 50. 
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d'oh 1'on d6duit 

(S)b 

u  Vol t e r ra .  

d~ ed(5~, 6J" 

On tire de 1~ qu'une substitution lindaire ne change pas la [orme des 
$~uations diff~rentielles. 

Article  II. 

I. :Nous voulons maintenant  appliquer lea r6sultats de l'article pr6- 
c6dent au cas oh /'1 et f~ sont des fonetions ehti6res de 2 ~ degr6 par 
rapport ~ p ,  q ,  r .  

On aura alors 

(9)~ 

I 2 fx -- ~(alap + %2q ~ + a3,r 2) + a2aqr + a3xr p + a~pq 

+ al~ p + a24 q + a3,r + a, 

t $ 
f, = ? (b~p § b~,q' § b~3r') § b2ar q § b3~rp § b~,pq 

+ bl~ p + b24 q + b~4r + b. 

En posant 

I I a ~ h  1 = ~ a . ,  b--h~ =~b44 

on trouvera 

(9')b 

et par la substitution (7)b on pourra reduire ~1 et ~2 aux formes suivantes 

io)b 
~ - - :  (~ + ~ + ~i + ~:) 
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I1 suffit pour cela que l 'on ait 

I I ) b  
~,~b~,~C~,hc~,~ ~ I, 

E~.~b~,~c~,,,c~,~ = o, 

I I ' ) b  
~ i ~ , s a i , s c i , ~ c s , h  - ~  )~h~ 

~ ] ~ a ~ , ~ c ~ , h c ~ , ~  ~-- o .  

Les quantit6s 
rapport  k 2 

~ seront les racines de l 'dquation de quatridme degrd par 

all - -2b la  , a l ~ - - 2 6 1 ~  , aa3--~b13 , ax~--~b14 

a~l- -2b21 , a 2 ~ 2 b ~  , a~8--2623 , a24- -2b~ ,  
~ O .  

Par  suite, si B est le discriminant de la forme f~, on aura 

2. Supposons que les racines soient diff~rentes entre elles. 
Soient a,,~ les 616ments adjoints aux 616ments du d6terminant (I2)b. 

NOUS les d6slgnerons par un suffixe a,.~(i) lorsqu'on remplacera 2 par 2~. 
On trouve alors les 6galit6s 

I ~  2'h 2'k bh,k Ch,8 Ck,~ Cl,s C2,s r C4,s 

aLr  a~,r a,r aa,r Y 2h  ~.k bh,k a]~,r ak,r 

Mais par un th6or6me sur les d6terminants on a 1 

~(s) ,~(s) ,~(s) ~.(s) 

par suite, k cause de la premi6re des 6quations (I I)b 

I 
0 s ~ ~,/ (s) ~,, ~*' L (s) 

~arjr  *~h ~k Uh,k ~h,k 

1 BALTZER, Theorie und Anwendungen der Delerminanten.~ I I I  Auflag% page 54. 
Avta mathemativa. 22. Imprim~ le 13 octobre 1898. 30 
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D6rivons l'6quation (I2)b. NOUS trouverons 

~'(~) = - -  X ~ X : ~ b ~ , ~ , .  

et., ayant 6gard ~ l'6galit6 (I3)b, 

X~X,b~a~) = - -  ~;'(L) ----- B ( L + ~ - -  ~ ) ( ~ , ~ -  ~)(~,+~-- 2,). 

Par suite 

( 14)b Ci,s -~" 

Enfin si l'on fair 
terminants on trouve 

a(,) "i,r 

V/ 4:,  ) 

usage de la r~gle pour ealculer le produit des d& 

B C  ~ = I 

d'oh 

I (,5)~ o = ~ .  

3. Les 6quations (8)b , ~ cause des formules (IO)b, deviendront 

dt C 

Posons 

( I 6 ) b  ~:1 -~- ~10"1 (U) ,  ~2 ----- ~20"2(U), ~3 ----- [J~3 0"3 (qA), 

a ,  ~ ,  ~2, a3 &an t  les quatre fonctions de Wr~Ira~STRASS. 
tions pr6c6dentes deviendront 

~ = #4~(u) 

Alors les 6qua- 

, d u  I 

p ,\  d ~  I 
/~,/~(,.+~) ( ,7 ( ,+~)a~ a(,+~)a ) ~ = ~ (,l(,)--),(,~_~))/~(~)p(,+m) o-,,) o.(,+1). 
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Mais entre les fonet ions a subsistent  les relat ions diff6rentielles ~ 

p a r  su i t e  les 

O'( r+ l  ) O' ~ O ' ( r+ l  ) O" = ~ if(r) a t r + l ) ~  

6 q u a t i o n s  p r6c6den te s  p o u r r o n t  s '6cr i re  

du • 
#'#("*'> 87  = ~ ( ( '+" ~ ~(~))/*(~)/~(~+" 

d'ofl l'on tire 

/~f~(~+:) 

p a r  c o n s 6 q u e n t  on  a u r a  

e t  enfin 

( I9)b  

(~(~+2)- 24) d t  0 
2~) dt 

k2 __ e, - -  e~ __ ~, 2 , . 2 , - - 2 ,  
e~ - -  % 2, - -  2 s " 2, 2~" 

4. Des  6quations (I7)b on d6duit  

I d t  

2 
#(oP(~+~) 2c~+~ ) ~ 2~ 

c 'es t  p o u r q u o i  on  a u r a  

p(r) //(r+l) p(r+2) 

~ / 2 ( r + l )  ~ ~(r) 

V/(e(r+l (2(~+~) - -  ~(r+~))(2(r) 2(.+~)) e(r)) 

235 

1 WEIERSTRASS, Formeln und Lehrsdit~e ~um Gebrauch der elliptischen Fanclionen, 
page 28. 
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Or (voir (7b) et (I6)~) 
Xi ~ ~-.~Ci.~p~o'~ 

done, en ea leu lan t  par  les formules  (3)u, (x4)~ et (2o)~ les expressions de 
p ,  q ,  r et en re t r anehan t  les f ae teurs  communs  aux  n u m f r a t e u r s  et aux  
d6nominateurs  on t rouver~ 

[ 3 

~Al,, ,a,,  + Al,4a 
! P = 3  

~ A4,~ar + A~,4a 

~ l r A 2 , r a r  + A 2 , 4 ~  

~ 3 5 

~A~,~ar + A~,~a 

r = 3 

~ A~,~a~ + A~,~a 

oh l 'on a pos6 pour  simplifier 

ac. 2) t~ - -  2,) 

( 2)b 

r (4) 
4 --= a~,~ (%+1) - -  e(.)) (~4 - -  ~(.+,)()~ - -  2(r+~)) 

Pour  t rouver  la  re la t ion  qui  subsiste entre la var iable  t et l ' a rgumen t  u 

des fonctions a, il suffit de r6soudre l '6quat ion (i8)b par  rappor t  k d t  

Si on int4gre apr~s, a y a n t  6gard k l '6quat ion (15) b on t rouve 

u o 6rant une constante arbi t ra i re .  
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On a donc pu int6grer les 6quations (1)b lorsque f~ et f~ sont des 
fonctions de 2 ~ degr6. Les int6grales trouv6es sont des fonctions double- 
ment p6riodiques de lu variable t. 

Article I I I .  

~" rOr * I. On peut appliquer l i n t%ra t t an  
au cas des 6quations diff6rentielles (3). 
I, art. V, w 2) 

g6n6rale de l 'article pr6c6dent 
I1 suffit de prendre (voir chap. 

f, - 
I 

2 ~/-YffO [ (Ap  -[- 'n')~ -t- (Bq -[- m , ) '  -[- (Cr -[- m~)~], 

I 2 
f' = ~ ~/~---ffo [Ap + Bq' + Cr2], 

K * h 
h 1 - -  h 2 ---- 

pour r6duire les 6quations diff6rentielles (3) aux (I)b et les int6grales 
(4) et (5) aux int6grales (2)b. 

2. L'6quation de quatridme degr6 (X2)b devient 

~(~)  = 

A 2 - - 2 A  , 

0 

0 

Am~ 

o , o , A m  1 

, B ~ - - 2 B  , o , B m  2 

, o , C 2 - -  ~ C  , Cm, 

, Bm~ , Cm 3 , 2 h 2 - - K ,  

~-O~ 

off nous avons pos6 

(24)b KI ---- K 2 -  m~ - -  m~ - -  m~. 

En d6veloppant le d6terminant on trouve, apr6s avoir divis6 par A B C ,  

A B C  
- -  = ( A - -  Z) (B- -  a ) (C- -  ~)(g, - -  2ha) + A , . ~ ( B - -  Z)(C--  ~) 

+ Bm~(C--,~)(A--,9+C,~i(.4--~)(B Z ) = o  
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et si l 'on divise par ( A - - , t ) ( B - - 2 ) ( C - - 2 )  

Am~ Bm~ Cm~ 2,~h .Jr- K 1 (25% ~ - x  + / ~ - ~  + c - ~  -~--O. 

A cause de l'6galit6 (24) b cette dquation pourra s'6crire encore 

m~ ~] m~ K' 
(25")b A - - ~  + B - -  ~ ~ c - - ~  + ~-  = 2h. 

Nous supposerons que les raeines soient simples, que m l ,  m 2 , m  ~ ne 
soient pas nuls et que les trois quantit6s A ,  B,  C soient diff6rentes entre 
clles. Dans ces hypoth6ses aucune des racines ne sera 6gale k A ni 
B, ni k C. 

3. Nous aurons, par des ealculs sans difficult6, 

./_(,) - -  m~ v L - =  ~/ ' 
u 

4~4 

(s) -~- ~ r 
, / - ~ -  _ ~ ,~  ( ~  - -  A ) ( ~  - -  

u 

•]•s• a4,4 -= ~/(2s- A)(,ts - -  B)(~s - -  C). 

Si l'on substitue ces valeurs de ~/a~, '~] dans les formules (22)b les 6quations 
(21)b deviennent 

2 1 - A ~ 1  + ~ a~ + ~ __ A a~ ~4 ~ A  a 
P = mx M , ~  + M~a~ + Msa ~ + M W ' 

M, M, M, M, 
(26)b ~,-~, + z - - -~ -~  ~, + ~,7-- B ~  + ~, - - - - ,  B ~ 

q = % M ~  + ~ + i 3 ~  + M~ ' 

M~ M~ ~ ~ ~ 
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M 3  ----- ),~ _ , ~ ) ( ) . ,  _ ) .~)() . ,  _ ,~,) v ' ( i~  - -  A ) ( , ~  - -  B ) ( 2 ,  - -  (;, '), 

x (i(,+~) - -  ;,(~+,)(;,0.~ - -  2(,.+~) ~ / ~  A)(i, - -  t~)(2~-- O) 

Pour t rouver  l '6quation du temps il suffit d'observer que le diseriminant 
B de la forme g= dans notre cas se r6duit 

2h 
B = ABU" 

En substituant cette valeur dans l 'dquation (23) ~ on trouve 

(:7')b 

On peut donc 6noncer la proposition: Si l'on a un corps, 5 l'intdrieur 
duquel existent des mouvements stationnaires et qui n'est soumis h aucun 

couple de rotation, les trois composantes de la rotation par rapport au centre 
de gravild sont des fonctions elliptiques du temps. 

Le probl~me de la rotation est done r6solu par les formules de 
cet article, pour ce qui a rapport  aux trois composantes de la rotation. 

Article IV. 

I. Afin que la solution analytique du problSme soit complSte, il 
faut d6terminer les neuf  cosinus des angles que font les axes  principaux 
avec le syst~me d'axes fixes. Ori les a appelSs d~s ]e commencement 
(voir introduction) a l ,  a2, a~ ; t71, L , / ~  ; Yl, 7"~, Y~. 
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Nous avons d~j~ d~termin~ p ,  q ,  r; il suffit donc d'int~grer les dqua- 
tions de PoIssoN (voir introduction (2)) 

da,  dfl, dr, 
d---i- ---- % r ~  % q ,  dt = f l ~ r - - f 3 q '  4--i7 --~ i ' 2 r - -  r~q, 

d--i- ----" asp  ~ a i r '  d---t- = f lap - -  f l l  r ,  d--t- ~ r 3 P  - -  ~1 r ' 

d %  d~s dr3 
dt = a~q - -  a sp ,  d-i- ~ fl~q - - f l 2 P ,  d'7 ~ ~'~q - -  ~'2P" 

2. Avant  d 'aborder cette question dana le cas particulier du pro- 
blame que nous occupe, nous envisagerons le caa tout  ~ fair g~n~ral et 
nous donnerons dana cot article un th~or~me s u r  la ro ta t ion  des  corps  qui 
simplifiera beaucoup tous les calculs que nous allons faire. Posons ~ 

A1 = 1~1 + / f l ,  -As = ~ "~ ifs, A3 =~3 "~ if3 

on aura les relations bien connues s 

d'oh l'on tire 

(28)b 

et par suite on a 

r l ,  Ts, r3, A1- 
Soit 

B, = 

nous pourrons ~crire aussi 

AIF 1 + A2r 2 + A~r ~ ---- o, 

i A  i - A2F 3 + A ~ T  2 = o  

- -  r~ r~ + i~'3 211, A2 = r~ + r~ 

A~ - -  __r, r~--=2 i t ,  A1 

que A2, A 3 peuvent s 'exprimer rationnellement par 

B 2 ~ -  0~ - -  ifl2 , B~ ---- a3 ~ ifl3 

B 1  = I - -  r? B 2  ----_ I - -  r~ B~ I - -  g 
A 1 ' A~ ~ --~ A 3 

' Voir BRILL, S u l p r o b l e m a  della rota~ione dei corpi. A n n a l i  di Mat. T. IIl, S. II .  

Voir HnRmTE, S u r  quelques applications des fonctions elliptiques. XII ,  page 2 7. 



Sur la th6orie des variations des latitudes. 241 

Par consdquent //1, B~, B 3 pourront de m~me (~tre reprdsent6s rationnelle- 
ment par 7.~, 7.2,7"3, A~, et de 1"~ on d6duit que les six cosinus a~, %, %; 
fl~, fl~, t)3 seront des fonctions rationnelles des m6mes quantit6s. 

Observons enfin que 

donc ~ les neuf cosinus sont des fonctions ralionnelles des trois quantitds 

+ r , ,  r~ + i r ~ ,  a, + i f l ~ .  

On d6duit des 6quations de POlSSON 

dA~ = A~r - -  A3q; 
dt 

par suite, ayant 6gard a.ux 6quations (28)h, nous obtiendrons 

i d A  t - - r , ( r ~ -  r~q) + i(r,r + r,q) 
(3o)  = + ' 

ce qui d6montre que lorsqu'on connMt p ,  q ,  r ;  7.1,7.2,7.3, il suffit d'une 
seule quadrature pour obtenir tous les cosinus. 

3. Les propri6t6s pr6c6dentes rappel6es, nous allons d6montrer le 
th6orSme suivant: 

Si p ,  q , r  ; 7.1,7.~, Y3 sont des fonctions uniformes du temps dont les 
points singuliers sont des p6les, et si dans tout point singulier l'ordre d'infini 
d'une des fonclions ~ ,  7.~, 7.t"3 n'est pas ddpassd par l'ordre d'infini des fonc- 
tions p ,  q ,  r; alors les neuf cosinus seront des fonctions uniformes du temps 
et tous leurs points singuliers seront des p61es. 

En effet, si p , q , r ;  7.1,7.2,7.3 n'ont que des p61es pour points sin- 
guliers, on pourra dcrire 

P Q .R 

i Voir HALI, m~I% Traitd des fonetions elliptiques. T. II, page 1 I. 
Aeta math*matlec*. 22. Imprimfi le 13 oetobre 1898. 31 
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P ,  Q, R ; ['~, F~, F 3; D 6tant des fonctions enti$res. Supposons qu'on 
ait retranch6 toutes les racines communes k ces fonctions, alors on pourra 
dire que ~1,  F ~ , / ~ 3 , D  n 'auront  pas des racines communes. Pour le 
voir il suffit d'observer que si / ' i , / ' ~ ,  F3 ,  D avaient une racine qui ne 
ffi~ pas une racine de P ,  Q,  R,  une au moins des fonctions p ,  q ,  r de- 
viendrait  infinie d'ordre sup6rieur aux trois fonctions i ' i ,  ~'~, T3 pour t 6gale 
k cette racine, ce qui est contraire aux hypoth6ses qu'on a faites. 

Cela pos6, on peut  transformer l '6quation (3o)b en 6crivant 

A 1 dt  
t__ dA___t = ( I - -  ~'l)(r,~" - -  n q )  - -  (~'~ - -  i ts)(  r - -  iq)  

- (~ + rl)(r~," - r~q) + (r, + ir~)(r + i~) 

Mais 

par suite 

+ = + +ir ) 

i d A  1 ~ 7~r - -  T~q r - -  iq _~ 72 r - -  73q .4. ~" + i_____~q . 

A I dt  ! + 71 Y~ + ii'3 ! - -  71 T~ - -  i ts  

Si on a 6gard k l 'dgalit6 
d71 

r2 r -  r~q ----- - -~  ' 

l 'dquation prdc6dente deviendra 

I d A  1 d log (~ -t- T1) ~ --  iq d r + iq 
A I dt  - -  d~ ~'~ + i r  " ~ ~ log (I - -  71) -t- r, - -  i-----~ 

c'est ~ dire 

t dA1 d ( D + P ~ )  R - - i Q  d ( D  P , )  R + i Q  
(3 I)b A ,  d t  = d-t log n F ,  + iP~ = ~ log D "4- I ' ,  - -  i I '~" 

d A  1 
Les pbles de la fonction A ,  d t  seront les valeurs de t qui annul lent  une 

ou plusieurs des quantitSs 

Soit t o une de ces valeurs. Nous pouvons distinguer deux cas. 
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Si t o n'est pas en mdme temps une racine de I '  2 et f3, alors 
/'2 q-iF.j et F~--i I~ ne seront pas nuls ~ la fois. I1 en suit que l'infini 

( ) de A,I dA,dt d@endra du terme ~ log  D +D F~. ou du terme Nlog . 

Mais ehaeune de ees fonetions est la d6riv6e logarithmique du rapport  
dA~ 

de deux fonetions entigres, done dans ee eas A, dt sera infini de premier 

ordre et le rdsidu sera un hombre entier. 
Examinons maintenant  le eas oh t o est une racine de F~ et de F~. 

Alors F~-t-iF~ et F ~ -  iF~ seront nuls k la lois, et puisque 

(D T F~)(D~F~) ---(F~ + iF3)(F2--iF3) 

il faudra qu 'un des facteurs du premier  membre  soit nul. Mais les 

deux faeteurs ne sauraient pas 6tre nuls simultan6ment,  parce que D, 
/ ' ~ , / ' 2 ,  Fa n'ont aucune racine commune. 

On tire de lk que 

(3 2)b l i m  ~ = -I- I. 
t=l~ o 

Calculons la d6riv6e de r2--+ i r r  On aura 

4-7 (r~ +- ir~) = -~ = = ~ \ at 
�9 dD (_r +__ ~r.) --~). 

Mais des 6quations de PoIssoN on d6duit 

d i 

(r~ -+ ~r~) = �9 ~v(r~ -+ ~r~)-  r,(r ~ iq) = v { .  ~P(r~ +_ ~ r ~ ) -  r~ ( n ~  ~Q)}, 

par suite 

(R T iQ) 
dt - -  B - \ 7 i -  / ~ - f i  

et enfin 

(34)b 
R ~ iQ R -T- iQ 

d 
Xt(r~ +_ i ~ )  ~ . dD  i P ) - - @ ( R  
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Soit t o une racine de F~ + i F  3 d 'ordre n,  alors elle sera une racine 

d (F~ _+ i/'3). L'6quation (33)b nous montre qu'elle sera d'ordre ~ - -  I de 

aussi une racine d'ordre n - - i  de R - ~ i Q ,  et par cons6quent le rapport  

/~ T- iQ 
(35)b / ' ,  + iF~ 

deviendra pour t----t o infini de premier  ordre. Ayons 6gard maintenant  

i dA,  Le aux deux expressions (3I)b que nous avons t rouv5  pour A, dt " 

i dA~ 
premier terine de l 'une ou de l 'autre  sera fini pour t ~ to, done A~ dt 

sera in fini de premier ordre. P o u r  calculer le r6sidu il suffira de d6- 

terminer le r6sidu du rapport  (35)~ qui sera 6gal 

R ~ i Q  
p = n lim d 

'='o c r  _ i ~ )  

On peut faire usage de la formule (34)b, ct on a alors 

p = n lim 
R ~ i Q  

t=to -D (I' 2 _ + ii'8) ~ ~ i P  - -  -~  (n ~- iQ) 

D 

-Pl tt "~ i Q ~ ~ i P 

ce qui montre (voir (32)b) que le r6sidu cst un nombre cntier. 
Nous pouvons donc conclure que dans tous les  cas les singularit6s de 

la fonc~ion 

I dA, d 
Atdr  = ~ log A1 

sont des p61es de premier ordre, les rdsidus dtant des hombres entiers. Par  

consdquent A 1 sera une fonction uniforme ayant  pour singularit6s des 
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pSles, et les neuf cosinus qui sont des fonctions rationnelles de T~, T2, T3, A~ 
seront aussi des fonetions de la m4me nature. 

C. Q. F. D. 

4. On peut ~noneer le thdor4me du paragraphe pr6c~dent d'ane 
autre manlere. 

Si  on a 

29 , Q,  R ; /'~ , /'~ , /'~ ; D grant des fonctions uniformes et entiOres du temps; 

et si [ 1 , 1 " 2 , 1 " ~ ,  D n'ont aucune racine commune; les neuf  cosinus seront 

des fonctions uniformes et leurs singularitds seront des 1961es. 

En effet nous avons d~jk vu que si dans chaque point singulier 
l'ordre d'infini d'une des fonctions T1, T~, F3 n'est pas d~passd par lcs 
ordres d'infini de p ,  q ,  r il faut que F a , / 2 , / ' 3 ,  D n'aient aucune racine 
commune. D&nontrons maintenant la proposition reciproque. Soit n 
l'ordre de multiplicit6 d'une racine de D dans un point singulier. II 
y aura une des fonctions Fa, T~, T~ qui deviendra infinie d'ordre n et 
aucune des fonctions p , q , r  deviendra infinie d'ordre sup6rieur. 

Article V. 

I. Pour vdrifier si les conditions n6cessaires et suffisantes pour 
l'application du th~or4me fondamental de 1'article precedent sont satis- 
faites dans le problSme de rotation que nous 5tudions, il faut calculer 
T1, r2, T3, ayant d~j~ calcul~ dans l'article I I I l e s  quantit6 p ,  q,  r. 

Faisons co'incider l'axe z avec l'axc du couple de quantit~ de mouve- 
ment. On aura alors 

Ap + m 1 Bq + m~ Cr + m~ 
T1 ~ K ' T2 "~- K ' T8 ----- K 

et en substituant ~ p ,  q ,  r les valeurs qu'on a trouv~es (voir article 

III (26)b) 
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T~ --~ K M,< + M2a 2 + Msa 3 + M~a ' 

. ,~,-c ~'+~-7-o + ~  +~,~  
T3 = K M~a~ + M~% + M3a 3 + M,a 

Si donc on fait usage des notations de l'article pr6c6dent 
(voir article III  (26)b) 

( ~  M' a ~ 
(38)b Q---~ m2 a, -{--) __~ ~ @ ~ _.~Ba3 -1 t - -  

\~ , - -c  ),--Oa~ +-----0"~~.- + ~  

D = Mla, + M,a, + ~a~ + M,a. 

M~ M~ M 4 '~ 
,~, A a, + ,~-----A o'~ + 

2, - -  C a )  , 

on trouve 

2 4 - - A  a), 

i,M, 
~4 - -  B a )  ~ 

2. Ddmontrons maintenant que les quatres fonctions / ' 1 , / 2 ,  F 3 , D  
n'ont aucune racine commune. Cela suffira pour prouver que tous les 
neuf cosinus sont des fonctions uniformes ayant pour singularit6s des pbles. 

Posons 

et ayons 6gard k l'hypoth6se qu'on a faite que m l ,  m 2,  m~ ne sont pas 
nuls. Alors les 6quations 

(4o)~ D = r ,  = r ,  = r ,  = o 
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9 r  �9 

pourront  s ecrlre 

(4 I)b 

y~ + y~ + y~ + y~ -----o, 

~ - / - ~ y ,  + 2 , ~ v ,  -t 2~ - ~-Y~ + 2, - .a y,  = o, 

2 2~ 24 

2~ 2,  2~ 2, 

L e  d & e r m i n a n t  des  c o e f f i c i e n t s  s e r a  

e t  

A = 

I ~ I ~ I ~ I 

21 2, 2, 2~ 

2~ 2~ 28 24 
2 1 ~ B  ' 2 2 ~ B  ~ 2 s ~ g  ~ 2 , - - B  

e n  l e  d 6 v e l o p p a n t  o n  t r o u v e r a  

~ o  

A 

A B C ( B - -  A)(C-- A)(C-- B)(2, --  2~)(2, - -  2~)(2, - -  2,)(2, - -  2~)(2, --  2,)(2~ --  2,) 
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(2, - -  A)(2, - -  A)(2 s - -  A)(2, - -  A)(2, -- B)(2, - -  B)(2 s - -  B)(2, --  B)(St - -  C)(2~ - -  C)(2~-- C)(24 --  C) 

L e  p r e m i e r  m e m b r e  d e  l ' 6 q u a t i o n  (25)  b p e u t  s ' 6 c r i r e  

~(2) _ 2h ( ; t - -  ,t~)(2 - -  22)(2 - -  2 3 ) ( ~ - -  ~t~) ---- ( A - - 2 ) ( B - -  ; t ) (C--  2)(K~ - -  2h2) 
ABC 

+ .4~(B--,~)C-- ~) + B~(C--,~)(A--,~) + C~(A --,~)(B--,~). 

E n  f a i s a n t  s u c c e s s i v e m e n t  ,~ ---- A ,  B ~ C on a u r a  

( . 4 - -  ~ , ) ( . 4 - -  A ~ ) ( A - -  ~ ) ( A - -  ~,)  = Am: (B  -~ A X e - -  A) 
2h 

( B - -  ~,)(B-- ~,)(B-- ~.)(B-- ,~,) = , m : ( c -  B ) ( ~ -  . )  
2h 

( c - -  a , ) ( c - -  a , ) ( c - -  ~ ) ( c  - -  a,) = em:(A - e ) ( ,  - e) 
2h 
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Par  suite le d6nominateur de A sera 6gal 

ABOm~m'~m~(B- A)'(O - -  A ) ' ( C -  B)'  
8h s 

et par cons6quent 

, ~  ---_ 8 h  . ( a ,  - -  ,~ , ) ( ,~ ,  - -  a , ) ( ,~ ,  - -  ,~ ,)( ,~,  - -  a , ) ( ,~ ,  - -  , D ( a ~  - -  , D  
m ~ m ~ m ~ ( B - - A ) ( C - - B ) ( A - - C )  

Mais on a suppos6 que les racines 2~, 2~, 2.~, ~4 soient diff&entes entre 
elles. I1 en suit que A n'est pas nul, d'oh l 'on tire la consequence que 
les 6quations (4I)b, c'est h dire les 6quations (4o)b , sont incompatibles. 
Cela signifie que les quatre fonctions D ,  2-1, F2, _F n'ont aucune racine 
commune. I1 ressort donc du th6or~me de l 'article pr6c6dent que les 
neuf cosinus seront des fonctions uniformes et leur singularit& seront 
des pbles. ]ls seront des rapports de fonctions uniformes et enti~res, et 
nous en calculerons les expressions dans l 'article suivant. 

.article Vl. 

I. Pour obtenir les expressions des neuf cosinus il suffit de calculer 

puisque les cosinus sont des fonctions rationnelles conn~ues de ces quan- 
tit~s. (Voir article IV, w 2.) 

Si on prend l 'expression de D trouv4e dans l 'article pr6c6dent on a 

Donc Z(u) est une fonction doublement p6riodique dont les p6riodes 
sont 4co et 4eo '. 1 

Posons u ~ 2v, il viendra 

xC v) = 

et ~ aura pour p6riodes 2co et 2co'. Elle deviendra infinie ~ l ' int6rieur 

t WEIERSTRASS~ Formeln und Lehrs~itze, page 28. 



Sur la tMorie des variations des latitudes. 249 

du parallelogramme des p6riodes dans les points o ,  w ,  co', r par suite 
elle sets une fonction elliptique de quatriSme degr6 et l'on aura ~ 

9 ( V )  = e l  O')JG('~5 - -  ~:b)O'(1] - -  (O')a(~] - -  ~:0") ) 

C~ 6tant une constante et 

u, + %  + %  + u ,  =4oY'.  

Par eons6quent 

D = C a("--%~#(u--%~#/'~'--%~#/u--u,~ G \--2--/  k--S---/ \--T~} \ T  } 

et l'on a 

V ~ o,N, 

.,z_o)(,,~ o,)(; ) 2 \2 ~ a --~o" 

De mdme on peut 6erire 

\ 2 / \ 2 / \ 2 / 

C~, C 3 6tant des quantit6s constantes, et 

v, + v  2+v~  + v , - - %  + % + % + % = 4 o " .  

On d6duit de lk les expressions suivantes pour I -]-TI et T~ + iT~ 

I 
IT2 + iT3 ---- L2 

a ( U - -  v , ~ a ( u  - -  %~a(U - -  % ~ # ( u  ~ v , ~  

\ 2 / \ 2 / \ 2 / \ 2 / 

G ?~ - - -  'N't  G ?~ - -  *tl'2 G U __ 'N,, ~" ~lt - -  'll, a \  

\ 2 / \  2 / \  2 / \  2 / 

\ 2 / \ 2 / \ 2 / \ 2 / 

1 I b i d .  p a g e  1 5  . 

A e t a  m a t h e m a t i c a ,  22. Imprim~ le 27 oetobre 1898. 32 
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et il faudra supposer 

Vito Volterra, 

t * i  + %  + %  + u ~  v, + v ,  +v= + v ,  w~ +w~ +%-#-W,__~, 

L~ et L~ 6rant des constantes. 

@3). 

Poson$ 

-_ + _  ~)~ ?)o(v_ ~)o(~ _?)  
D' + / ' '  ~ / u - - v , \  / u - - v~ \  /u- -v=\  p , - - v , \  

= ~ , " t - - ~ - ) " k - - ~ ) " t - - - ~ ) " t - - ~ )  

. -  l u  - -  % \  l u  - -  w, 'k /u - -  w~\ / ~  - -  1,.,,\ 
/ ' ;  + ~r; = ~ , . t ~ - ) . t - - - ~ - - ) = t - - - ~ = ) : t - - - ; - - )  

:,..o(, -~,)~ 
Les trois fonctions D', D' + I " , / ' ~  + i/~.~ seront des fonctions enti@es 
et on pourra les substituer ~ D ,  D + I'1 , f'2 + i/'3 dans les formules 
de l'arficle pr6c6dent. En faisant cette substitution dans la formule (3I)b 
o n  ~ u r a  

t dA~ d D' + F' R ' - - i Q '  
(3I')b A, dt = ~ l ~  D' F; + i f ' .  

oh l'on ~ pos6 

=r 

t Nous derirons a ~  b lorsque les nombres a et b seront tels q~e 

a ~ b ~ 2m~o + 2~w'~ 

m e t  n dtan* des hombres entiers. 
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Duns l'article II[ nous avons &abli la relation qui subsiste entre les va- 
riables t et u. Elle peut s'6crire (voir (27')b) 

off n et u o sont des quantit6s constantes. Par suite 

I dAl d 
log = r  

"A~ dv dv 2r~ P'~ + i1~'3 

D'apr6s des propri6t6s bien connues on pourra dire que les r6sidus de 
la fonetion r seront 6gaux b~ ceux de la fonction r  

3- Cela pos6 supposons qu'aucune des valeurs u~ ne soit congrucnte 
k une valeur vs. On pourra en d6duire qu'aucune des w~ ne sera 
congruente k une valeur us. En effet chaque racine de /'~ + i / : ;  est 
une racine de D ' + / "  ou de D ' - - / " ,  ma~s elle ne peut pas 6tre une 
racine de D', parce que dans ce cas D' et D ' +  Z" auraient une racine 
commune, ce qui est contraire aux hypoth6ses qu'on a faites. Donc les 
valeurs wi ne sont pas des racines ni de D' ni de / " ,  et par suite on 
pourra 6noncer les propri6t6s suivantes: 

m la fonction i ~ pour les valeurs v =~- 

d (D' + 
log D ' / 'D  

est infinie de premier ordre, son r6sidu &ant + i. 
_ _  a- /~S 

2 ~ pour les valeurs v =~-  la fonction 

d log (D' + 
D'/7') 

est infinie de premier ordre, le r6sidu &ant - -  i. 

ws la fonction 3 ~ pour les valeurs v = ~ -  

(44)b 
I 1 ~ ' - -  iQ' 

t ~ t 

est infinie de premier ordre, le rSsidu 6rant +__ I. 



252 V i t o  V o l t e r r a .  

Prenons les points w, % w, w, g l 'int6rieur du parall61ogramme 
2 ~ 2 ~ 2 ~ 2 

des pdriodes. La somma des r6sidus de la fonction dans les points d'infini 
qui sont g l'int6rieur du parall61ograinme des p6riodes devant dtre nulle, 
il faudra que le rdsidu de la fonction (44)b soit 6gal g + I  en deux des 

quatre points w2 et soit 6gal ~ - - ~  dans les autres. 
2 

gappelons maintenant (voir article I, w 3) que la fonetion (44)b dolt 
avoir le rdsidu 6gal A-I oh s'annule D ' - - I " ,  et doit avoir le rdsidu 
6gal - - t  oh D ' q - / "  s'annule. I1 faudra done que pour deux des 

valeurs de la variable v, par ex. % w, - 7 '  2 '  soit nulle la somme D' A - / "  

at pour les aufres w, % soit nulle la difl6rence D ' - - F ' .  Si nous 
2 ~ 2 

choisissons G e t  v 4 de mani6re que l'on ait v, = w 3 , v 4 =  w, ,  on pourra dire: 
1 o p o u r  

_ v l  v~ _ w i  ~ s  

V__  2 ~ V--_~ 2 ~ ? ) - - - -2 -  ~ ~)~-~ 2 

la fonction 

I dA~ 
(45)b A-~ dv 

sera infinie de premier ordre et Ie r&idu sera + i. 
2 ~ p o u r  

~2 
2 

la mdme fonction sera infinie du premier ordre at le rdsidu sera - - I .  
3 ~ la fonation (45)b n'aura d'autres infinis que les pr6c6dents. 
Par suite il viendra i 

I dA,  

m 6rant une constante. 

1 VOir WEIERSTRASS~ Formeln ~nd Lehrs~t~e, page  20.  
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Si 
trouvera 

on int6gre et qu'on d6signe par L~ une nouvelle constante, on 

= L 3 \ ~ /  \ ~ /  \---~--/a\2w--~/lem,," 

\ ~ /  k--S---~ \---S--/ \ ~ /  

Rappelons les formules (42)b e t  ayons 6gard aux 6galitds w~ = v 3, w 4 = v 4. 
Nous pourrons 6crire 

I -Jr ~1 = LI 

(46) b r2 + ir~ = L~ 

~, + ifl, = L~ 

off il faut supposer 

G ? t  - -  V I G ~t-- ~ G ~6-- V a O" /~tt - -  U a 

- - V - /  \ ~ /  if--V- / ~---V- / 

- - v q  
\ - - y - /  \ - -y- - /  \ ~ /  \---y--/ 

\ - -7 - - /  \ - - V - J  ~- -V- /  \---V-/  

e mu 

(47)b Wl + W 2 = V l  A"V~, u, + %  + u  8 + %  v, + v ,  + %  + v , _ _  
2 2 

On a ainsi l 'expression gdn6rale des trois fonctions dont les cosinus d6- 
pendent rationnellement d'une mani6re connue. II est ais6 de voir que 
les formules gardent la m~me forme si l 'on suppose que quelques-unes 
des valeurs u~ soient congruentes aux valeurs v~. I1 ne reste k trouver 
que les relations entre les constantes u~, v i , w ~ , L 1 , L  2, L 8 et m e t  les 
constantes m6caniques du probl6me. 



254 Vito Volterra. 

~ o t e  a u  c h a p i t r e  I I .  

I. La r6solution analytique de la question est compos6e de deux 
parties. Dans la premibre on d6termine les composantes de la rotation; 
dans l'autre on calcule les cosinus des angles que les axes d'inertie font 
avee les axes fixes. 

C'est la m~me d6composition de la question qu'ont fait JACOBI et la 
plupart de ceux qui ont trait6 de la rotation des corps. I1 va sans dire 
que la premiSre question est beaucoup plus simple et plus facile que 
l'autre. 

2. Par rapport ~ la premiSrc question on peut remarquer que pour 
reconnaltre d priori que les composantes de la rotation s'cxpriment par 
des fonctions elliptiques du temps, il suffit d'avoir 6gard /~ la polodie 
qui est l'intersection de deux qu'~driques. Les coordonn6es de cette courbe 
sont des fonctions elliptiques d'un paran%tre, et puisqu'clles sont pro- 
portionnelles aux trois composantes de la rotation, celles-ci pourront de 
n%Ine s'exprilner comme des fonctions elliptiques de ce param~tre u. Or 
on peut d6montrer que u est une fonction lin6aire du temps. En effet 

dt 
si l'on calcule duu on voit tout de suite, /~ cause des 6quations (3), que 

ce rappor t  est une fonction doublement p6riodique. I1 est facile de d6- 
dt 

montrer que, si l'6quatiou (25')b n'a pas de racines multiples, ~ n'a pas 

d'infinis, ce qui prouve que ce rapport est constant. 

2. Relativement ~ la seconde question on peut dire qu'elle a 6t6 
r6solue ais6ment dans le chapitre pr6c6dent en vertu du th6o%me de 
l'article IV. La difi'icult6 t%s-grave de la ddtermination des cosinus a 
6t6 surmont6e presque sans calculs. Si on aurait voulu suivre la vote 
directe il aurait fallu calculer et discuter l'expression (3o')b qui peut se 
mettre sous forme de rapport de deux polynomes rationnels et entiers de 
3 +m+ degr6 par rapport aux fonetions ~. Mats en employant le th6or6me 
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qu'on vient de citer, il u 6t6 suffisant de s'assurer que les num6rateurs 
et les d6nominateurs des expressions de Y , , Y 2 , Y 3  ne s'annulent pas en- 
semble pour reconnaitre que tous lea cosinus sont des fonctions uniformes 
du temps et pour pouvoir apr5s les calculer. 

Si on emploie la m(~me m6thode dans le cas des probl6mes d'Eul, I~n 
et de LAGRA~GE on est conduit tout ais6ment aux m4mes conclusions. 

3. Dans un de ces admirables fragments sur la rotation d'un corps 
que M. LOTT~ER a tir6s des manuscrits de JAconI, on trouve l'explica- 
tion du ~ucces de la m6thode dmtegratmn de JAconI dans le cas du 
probl6me d'EuLEI~. La voici: l'angle r d'EULER form6 par l'interseetion 
des pl'ms $~ et xy avee l'axe x s'exprime par une somme d'intdgrales 
elliptiques de troisiSme espSce auxquelles est attach~ le diviseur 2i. Puisque 
1,~ mOne circonst'mce favorable se pr6sente dans le probl6me de LAGRANGE, 

" t  " JAcom a pu reconnaitre a priori que son proc6d6 pouvait se en(lre 
co eas .  

Allons voir quelle relation subsiste entre l'existence du diviseur 2i 
de JACOBI et le th6orSme de l'article IV. 

La d6riv6e de l'angle r d'EoL~n est donn6e par la formule 

dr162 = Pr, + qr, _ (p + iq)(rl -- irO + i(r2p - r,q) 
dt i ~ y ~  i - -y~  

= 2-i ~ log I + ~3 ~1 + ir~j = ~ ~ log 2 - 

Si F , ,  F~,  Fa,  D ne s'annulent pas ensemble, par un raisonnement 
dr 

semblable ~ celui qu'on a fait dans l'article IV on a que ~- est une 

fonction uniforme dent les singularit6s sent des pbles du premier ordre 

et ses r6sidus sent 6gaux ~ n 2-i' n 6rant un nombre entier. On tire de l~ 

que l'existence du diviseur de JACOBI d6pend du thdor~me de l'article 
IV, c'est ~, dire qu'il existe paree que D , / 1 ,  ] ~ , / ~  ne s'annulent pas 
ensemble. 

On a done que le th6ordme de l'article IV peut remplacer la re- 
cherche du diviseur de JACOBI par l'~tude directe de p ,  q,  r ; y 1 ,  Y2, Y~" 
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4. M. JAttNSKE tout rdcemment dans quelques Notes exprime Fin- 
tention de reven~r sur la question quc j'ai trait5e. 

C'est par ces notes que j"~i appris, upr~s la rddaction du present 
mdmoire, que M. W.~GERIN avait traitd d~ns un savant travail  un 
cas phrticulier en dehors de la question de m(~canique cdleste." Le cas 
de M. WANGEUIN n'est pas cellfi des mouvements internes stationnaires 
qui a dtd trait~ dans les chapitres pr~c6dents, mats c'est un cas particulier 
de mouvement adiabatique. Seulement par un tbSor~me que j'ai donnd 
dana ]e 4 ~ chapitre les mouvements stationnaires et les mouvements 
adiabatiques en g6n6ral restent lids ensembles, c'cst k dire il y a un 
moycn de passer des uns a ux autres et m~me ~ ceux qui tiennent en 
m~me temps des deux types de mouvement. 

M. WA~GERIN s'est limit6 "~ la d6termination des composantes de la 
rotation, parce qu'il ne prend pas en consideration les eosinus des angles; 
c'est pourquoi il s'occupe seulement de la premiere partie du problSme 
dont on a parl6 au premier paragraphe. 
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C H A P I T R E  III .  

L e s  a x e s  p e r m a n e n t s  de  r o t a t i o n  et  l e u r  s tab t l i t~ .  

A r t i c l e  I.  

I. D~j~ dana l'article III  du I chapitre nous avons envisag~ lea 
axes permanents de rotation et d~montr6 un th~or~me h leur ~gard. 
Nous voulons maintenant 6tudier la question des axes permanents, de 
leur distribution, de  leur stabilit6, et tirer les conadquences qui d~coulent 
de Cea recherches. 

Ecrivons lea ~quations diff~rentielles de la rotation comme nous 
avons fait dans le Ier chapitre, article V, w 2 (voir aussi le chapitre II). 
En posant 

fl = 2~/ABO[(~P + m,)' + (Bq + m,)' + (a" + ~ ) ' ] ,  
(')~ 

f~ = 2g2-ff0[AP: + Bq ' + Or ~] 

o n  a u r a  

(2)~ 

dt d (q  , ~') ' 

dg a ft,,f,) ~ = ~ : ~ ,  

,~. d(f, ,  f,) 
dt  d ( p  , q) 

2. Supposons maintenant que p , q ,  r aoient lea eoordonn~es d'un 
point en mouvement P'. 1 

' On pourrait appeler le point P '  l'indice de la rotation pour le distinguer du p61e 

de la rotation (voir ]e Ier chapitre: article I~ w I) qu'on a ddsignd par P .  Entre les coor- 

donndes p ~ ~/, ~" de P '  et les eoordonndes $ ,  7) ~ ~" de P subsistent les relations 

Acta math~m~at/~a. 22. Imprim6 le 8 novembre 1898. 33 
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Puisque leg 6quations pr6e6dentes admettent leg int6grales 

(3). l ,  = cons*. = h~, f,  = const. = h,, 

et qu'on peut env'isager ces 6qua, tions comme le's 6quations 'de d'eux surt~aeea 
flu 2 a degr6, on aftra ~lue les in~:ersectioiis d+e ces surl~ac~s ser'ont toutes 
~es trajeetoires possibl+es 'du point ~', t~es traj~etoires seron~ donc de~ 
'lignes du 4 ~ ordi'e (~aartiquea). Pour trouver les rotations permanentes 
~1 sui~]ra de trouver les positions duns lesquclles t9, est en repos. Pour 
gimplifier on pourra leg appeler lea positions d'dquilibre du point P'. 

Ces positions d*6quilibre seront telles que 

~,4)"~ afro,,,) dff,, f,) o, rift,, ~,) 
d(q  , r) ~ O, d(~ , p) -~" d ( p ,  q) 

e'est ~ dire 

(4')o 

a, 2 a{~ af~ 
ap aq ar 

ap aq Or 

~ 0  

Leg 6quations pr6e~dentes repr6sentent les conditions pour que dang le 
point p , q , r  les deux surfaces du 2 ~ degr6 soient tangentes de sorte 
que ce point soit un point double d'une des quartiques. 

C'est pourquoi on a le th6or6me. (Voir ehapitre I, article III,w x.) 

Les points doubles des quartiques {1 ~ ha, {~ ~ h~ sont lea positions 
d'~quilibre du ]point _P', et le lieu de ces points est la courbe ayant pour 

61uations lea d~uations (4')c. 

Les 6quations (4)0 peuvent s'6erire (volt (6)~) 

(4")~ 

( C - - B ) q r  + m3q - -  m~r = o, 

(A - -  C)rp + m,r  - -  m,p = o, 

(B - -  A)pq + m~p - -  mlq = o, 

c'est pourquoi la condition n~cessaire et suffisante pour que le lieu des po- 
sitions d'dffuilibre de _P' se ddcompose en courbes d'ordre inf~rieur sera 

(s)o ( B - -  cO(o a ) ( a - -  B ) m , m , m ~  = o.  
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nouvelle mani~re d'~erire les ~quations (4)o est la suivante 

(6)o A + ~ - -  B + ~ - -  C + ~ .  p q r 

Si l'on appelle 2 la valeur commune aux trois membres, on trouvera 

(6')~ P = ~ - -  A ' q ----- 2 - -  B ' r = , ~ .  

Envisageons maintenant le cas g~n~ral en supposant que m : , m ~ , m  3 ne 
s'annullent pas et qu'on ait A > B > C. 

T o u s l e s  points de la courbe, lieu des positions d'~quilibre de P', 
s'obtiendront des 6quations prdc~dentes en donnant k 2 toutes les valeurs 
comprises entre - -  ~ et -{- co. 

La courbe aura trois asymptotes qui seront les droites L1, L~, L~ pa- 
rall61es aux axes coordonn6es $, ~ ,  ~" ayant respectivement pour (!quations 

71$S ~q~ a 

f f ~ - - A - - B '  r . - ~ ~ ,  

M s ~tl, 1 

r ----B'---~-O' P " - - - ' B ~ A '  

P ~ C - - A '  q ~ C - - B "  

Elle sera form6e de trois branches gl ,  g~, g~" La premiere branche 
partita du point - - c o  de L 1 et aboutira au point + cxo de L 2. Elle 
correspondra aux valeurs de 2 comprises entre A e t  B. La seconde 
branche partira du point - - o o  de L~ et aboutira au point -l-co d e / ~ .  
Elle correspondra aux valeurs de A comprises entre B et C. Enfin la 
derni~re branehe ira du point - - o o  de L~ au point + oo de L1 en 
passant par l'origine et correspondra k toutes les valeurs de 2 plus grandes 
que A et k toutes celles plus petites que C. 

L a  courbe lieu des positions d '~ui l ibre de _P' est donc une hyperbole 

cubique. I 

i A l'article I V  de ce ehapitre on a exposd de quelle mani~re cette courbe peut 
se ddcomposer en courbes d'ordre infdrieur. 
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4. Lorsque les 6quations (4')~ sont 6quivalentes ~ une seule 6qua- 
tion, ou qu'elles se r6duisent k trois identit6s, alors le lieu des positions 
d'6quilibre de P' n'est plus une courbe. Afin que ces cas se pr6sentent 
il faut qu'un ou plusieurs des syst4mes suivants de conditions soit v6rifi6 

(7)o {i~ 
B ----- m, = m ~ = o ,  

C - - ~  ~ 1  ~-" m8 ~--- o ,  

A ~ 'ff~2 ~ m l  ~ o .  

Si un seul est v6rifi6, alors la d6g6n6ration du lieu conduira k une 
droite et ~ un plan. Si deux sont v6rifi~s, et par suite les trois sont 
v6rifi6s, e'est ~ dire si l'on a 

A = B ~  G'; m 1 -----m~ = m  8 = o  

alors chaque point de l'espace sera une position d'6quilibre du point P'. 
Par l'6tude que nous venons de faire on a r~solu compl~tement la 
question des axes permanents de rotation. Nous consacrerons les articles 
suivants h la classification des axes permanents selon leur stabilit6. 

A r t i c l e  II .  

i. Commenqons par donner la d6finition de stabititd de l'dquilibre du 
point P'. EIIe correspondra parfaitement k celle de rotation stable du 
systSme. 

On dira que la position /)~ de P'  est stable, si, a 6runt un nombre 
aussi petit que l'on veut, on peut trouver un nombre ~ tel qu'en pla(;ant 
P'  ~ une distance de T~ plus petite que s, et en le faisant mouvoir 
d'apr6s la loi repr~sent~e par les ~quations (2)~, il ne s'~loignera jamais de 
/:~ au delk de a. 

Cela pos6, en suivant un raisonnement semblable k celui bien eonnu 
employ6 par Dmlcar.~T, on peut d6montrer le th6or~me suivant: 

Tousles points isolds des quartiques (~)~ seront des positions d'~quilibre 
stable du point _P'. 
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Soit To un point isol6, D6signons par {0, {~ les valeurs des fonc- 
tions {1, {~ au point P'0, et formons l'expression 

i = ( f , -  + (f,  - f o)= 

I sera une fonction continue des coordonn6es p ,  q, r. 
ge dis qu'on peut trouver un hombre a tel que la limite inf6rieure 

des valeurs de I sur chaque sphSre ayant iP[, pour centre et dont le 
rayon est plus petit que a, est un nombre positiE 

En effet s'il n'6tait possible de satisfaire la condition pr6c6dente 
quelque petit qu'on prenait a, les deux surfaces 

f ,  = f?, = 

auraient des points d'intersection r6els aussi voisins que 1'on voudrait 
P~, et par suite ce point ne serait pas un point isol6 de la quartique 
laquelle il appartient. 

D6signons par S la sph6re ayant pour centre To et pour rayon a. 
A l'int6rieur de cette surface construisons une autre sph6re avec le mgme 
centre, et avec un rayon plus petit que ~. On l'appelera S'. Soit ~' 
la limite infdrieure de I sur la surface S'. Ce nombre sera positif. Or 
I e s t  une fonction continue, done ~ l'int6rieur de S', on pourra construire 
une troisi6me sph6re S", avec le centre P0, telle que la limite sup6rieure 
des valeurs de I k son int6rieur soit plus petite que y]'. 

Soit e le rayon de l a  derni6re sph6re. 
Faisons maintenant mouvoir le point F d'apr~s la loi repr6sentde 

par les 6quations (2)c ~ partir d'une positiSn interne ~ S". Puisque 1 
dolt garder une valeur constante pendant le mouvement, sa valeur sera 
6gale k la valeur initiale, c'est k dire sera plus petite que 7]'. Par suite 
zP' ne rejoindra jamais la surface S', d'oh l'on d6duit que sa distance du 
point P~ restera toujours plus petite que a. 

C. Q. F. D. 

2. On peut g6n6raliser la proposition pr6c6dente en d6montrant 
le th6orgme: 

Soit P; un point isold d'une quartique appartenant au syst~me (3)c, 
et soit a un hombre aussi petit que l'on veut. 
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On pourra trouver deux hombres s et s' tels que 
I ~ si l'on change m~, m 2 , m~ de quantitds constantes plus petites que e'; 
2 ~ si clans sa position initiale on place P' d u n e  distance de P; plus 

petite que s, 
le point 1)' en se d@lafant ne s'dloignera de P'o au delhi de a. 

En effet envisageons de nouveau lea trois sph6res S, S', S" du para- 
graphe pr6c6dent. Soit 7/" la limite sup6rieure des valeurs de 1 ~ l'in- 
t6rieur de S". Nous aurons ~/"< 7]'. Posons 7] ' - -~]"-~ p. 

Puisque I est une fonction continue de n h , m ~ ,  m3, nous pourrons 
trouver un hombre s' tel qu'en changeant m~, m2, m s de quantit6s plus 
petites que s ' ,  les valeurs de I ~ l'int~rieur de la sphere S changent 

moins que/2-. Par suite de ce changement la limite infdrieure de I sur 
4 

S' sera plus grande que 7]'--P- et la limite sup6rieure de 1 k l'int6rieur 
4 

de S" sera plus petite que 7/" q- t~ Mais 7/" -b p ~]' P ~. ~ <  ~ ,  done en plagant 

P' dans un point initial interne K S" il se d@lacera sans jamais rejoindre 
la surface S'. 

C. Q. F. D. 

On peut dnoncer le thdor6me que nous venons de d6montrer en 
disant qu'il y a une double stabilitg des rotations permanentes qui corres- 
pondent aux points isolds: l'une par rapport aux changements du mouvement 
de ~vtation, et l'autre par rapport aux changements des mouvements internes. 

3. Passons maintenant ~ d6montrer le th6or6me inverse de celui de 
l'article I, c'est k dire que les points  de l'hyperbole cubique qui ne sont 
des points isol~s des quartiques correspondent ~ des rotations instables. 

Nous nous bornerons dans cet article au cas oh aucune des conditions 
(7)c n'est satisfaite, cn renvoyant  ~ l'article IV pour la d6monstration 
lorsque ces conditions sont vermee- 

Cela pos6 on peut dtre stir que sur chacune des surfaces (3),n'existe 
qu'un hombre fini de positions d%quilibre du point t)'. D6signons par 
P:, une d e  ces positions, et par ~o,~0 les valeurs de ~1 et ~ au point 
P0. On pourra construire une sph6re 27 ayant Po pour centre, et telle 
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qu'aucun point des surfaces {1 = {0, ~ , =  {~, qui est ~ son int6rieur, soit 
une position d'6quilibre de iP'. Or si P0 n'est pas un point isol6 de la 
quartique ~ iaquelle il appartient, il y aura une branche rdelle de cette 
courbe qui passe par P~. 

Soit VP0 une partie de cette branche interne b~ 2' et d6signons par 
2~r la distance entre les points l r et t90 . Enfin soit VV' la partie con- 
nexe de VP0 qui est situde externement k une sph6re ayant 20 0 pour 

, $ 
centre ct dont le rayon est egal k ~; z 6tant un nombre plus petit que 

a et qu'on peut choisir d'ailleurs aussi petit que l'on veut. On ~-oit 
bien ais6ment, en rappelant des thdor6mes connus sur les fonctions im- 
plicltes, qu'on pourra prendre/le nombre u de mani6re que chaque poiht 

$ 
de VV' soit b~ une distance moindre que ~, d'un point de la quartique 

{1= {I, {2 = {0 + u ,  et en outre que celle-ci n'ait aucun point double. I1 
suffit pour cela de remarquer que sur la courbe VV" on n'a aucun point 
d'6quilibre et par suite il n'y a aucun point oh les conditions (4)~ soient 
satisfaites. On tire de 1~ que sur ta ligne f, = ~0, f2 = f2 ~ + u existent 
deux points W' et W, dont l'un est h une distance de P; plus petite 
que e, et l'autre ~ une distance plus grande que a. Si l'on place P' 
dans le point W', il doit parcourir la ligne {, = ~, ~ = {~ + ~ et re- 
joindre le point IV, e'est ~ dire en partan~ d'un point initial qui es~; 
61oign6 de xPO moins que s, il dolt s'61olgner au del~ de a. Cela prouve 
que P0 est une position d'~quilibre instable. 

Article III. 

I. Tous les points d'6quilibre du point P ' ,  c'est ~ dire tous leg 
points doubles des quartiques, se trouvent sur l'hyperbole cubique ayant. 
pour 6quations les 6quations (4')~ 

Les thdor6mes de l'article prdcddent montrent combien il est important 
de sdparer sur cctte courbe les parties oh sont les points isolds de celles 
oh sont les noeuds. Les points de passage entre les unes et les autres 
doivent correspondre aux cuspides des quadriques et nous donneront les 
points de passage entre les rotations permanentes stables et instables. 
Nous consaererons cet article ~ cette s6paration dans le cas g6ndral 
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oh la cubique ne se d~compose pas, c'est k dire lorsqu'on A > B > C, 
ml~m2~ m e n'6tant .pas nulles. Nous renvoyons k l'article suivant pour 
le cas oh ces conditions ne sont pas v6rifi~es. 

2. En diff6rentiant deux lois les 6quations (3)r on a 

Apdp + Bqdq + Crdr ---- o, 

(8)e A ( A p  n t- m l ) d  p -1- B(Bq + m2)d q + C(Cr + ms)dr = o, 

Adp ~ -a t- Bdq ~ + Cdr 2 + (Apd2p + Bqd*q + Crd2~) =- o, 

(9)r A'dp  2 -1- B'dq 2 "t- O'dr" -1- (A(Ap  n t- m,)d2p -t- Y?,(Bq n u m,)d 'q 

-Jr- C(Cr n t- m.)d'r)  = o. 

Ajoutons les ~quations (9)e, apr~s avolr multipli~e la premiere par ~ 2. 
On trouvera, ayant ~gard aux ~quations (5')r 

A ( A  - -  ,t)dp? + B ( B - -  ~)dq ~ -1- C ( C - -  2)dr ~ = o. 

A cause des ~quations (6)r les deux ~quations (8)r sont dquivalentes, par 
suite il suffira d'examiner les deux ~quations 

I A(2 A)dp ~ -{- B ( 2 -  B)dq 2 "t- C ( 2 - - C ) d r  ~--- o, 
o I Apdp -{- Bqdq + Crdr ~ o. 

Par l'4liminat~on de dr on trouve 

A[Cr ' ( I  - -  A) -t- A p ' ( ~ - -  C)]d_p' q- B[Cr'(~! - -  13) Jr" Bq'(,t - -  C)]dq' 

"t- 2AB(~I - -  C)pqdpdq --- o. 

la place de p ,  q ,  r substituons les valeurs (6')r Alors l%quafion A 
pr4c~dente deviendra 

I_ + - -  
Am~(2 --C)-] B[6~m~(2 - -  B) _}_. Bm](,~ C,)-]. 

ABmlm~(2-- C )  , . 
+ 2 af q = o .  

Pour s@arer les valeurs de ~ qui correspondent aux points isolgs de 
celles qui correspondent aux noeuds, il suffira d'examiner pour quelles 
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valeurs de )[ la forme diff6rentielle pr6eddente est d6finie et pour quelles 
valeurs elle ne l'est pas; et pour cela il faudra ca2culer le discriminant 
de la forme diff6rentielie et examiner son signe. :Le rapport entre ce 

ABC 
d6terminant et la quantit6 positive sera (a 

L Am~ Bm] Cm] [ 
(I I)c i = ( / ~ - -  A)(~ - -  B ) ( ~ - -  C) ( , ~ _  A) w -]- ( ,~_  B) Z + ( ,~_  C) a ]. 

Le signe du facteur ( 2 - - A ) ( 2 - - B ) ( ~ - - C )  change lorsque ~ passe par 
les valeurs A , B , C ;  mais 6videmment le signe de l'autre faeteur aussi 
change pour les m~mes valeurs de ),, et par suite le signe de A ne 
ehangera pas. 

I1 suffit donc d'examiner les ehangements de signe du faeteur 

Am~ Am~ C,m~ 
(~ - -  A)~ + (~ - -  B)  ~ + (~ - -  O)~" 

Si 2 crott, chaque terme du trinome d6crolt, par suite le trinome changera 
de signe deux fois seulement, les valeurs A ,  B ,  C except6es: la premi6re 
lois pour une valeur de ~ comprise entre C et B,  et une seconde lois 
pour une valeur comprise entre B et A. Le trinome sera toujours n6- 
gatif pour 2 < C et sera positif pour )t > A. 

I1 en suit que A sera positif le long de la branche g3 (voir article 
I, w 3) de l'hyperbole cubique et en deux parties des branches g~,g2 
adjacentes respectivement aux points '~ l'infini de LI et Z: ;  tandis qu'il 
sera n6gatif d~ns les deux parties r6sidues des branches gl ,  g~ qui sont 
adjacentes au point ~ l'infini de L 2. 

Zes points de passage d'une partie ~ l'autre, c'est 5 dire des rotations 
stables aux rotations instables correspondent aux racines rdeUes de t'6quation 

Am~ Bm] Cm] 
(~ 2)~ (,~ _ A)~ + (~ _ B)~ + (~ _ O)~ - -  o 

qui sont deux et sont comprises entre A et B,  et entre B e t  C. 

3. L'6quation prdc6dente peut 6tre 6crite 

I I 
dr1 = o. ~/]-ffOlApdp + Bqdq + Ordr} ---- dr, --~ i 

Acta mathemat~ea. 22. Imprim6 le 8 novembre 1898. 34 



266 Vito Volterra. 

I1 suffit pour voii~ cela de faire usage des ~quations (6')r 
Les 6galif6s pr6c6dcntes d6montrent le th6or6me: 

Dans les points de passage entre les points isolds et les noeuds, i'hy- 
perbole cubique est tangente aux quadriques appartenant aux syst~mes (3)r 
qui se touchent dans ces 2oints. 

Article IV. 

I. Nous avons jusqu'~ pr6sent envisag6 le cas off le produit (5)r 
ne s'annule pas. Nous allons raaintenant traiter t o u s l e s  cas qu'on a 
laiss6s de c6t6. 

On peut suivre pour cela le m(~me proc6d6 qu'on vient d'employer. 
Puisque tous les  calculs se r6p6tent de la m~me mani6re, nous les suppri- 
merons et nous nous bornerons h 6noncer les rdsultats. 

La eubique se 

ddcompose 

ell 

Ier  C a s  OU ~n 2 ~ O~ 

< B < C  % ~ o ,  

hyperbole 

~ )=o ,  q =  ~ - - B  ' 

comprise entre A e t  ~ ~ rotations instables 

r ~  

n'est pas comprise entre les limites prdeddeutes rotations stables 

droite q-= A - -  B ' r--~ A ~-G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  rotations stables. 

La eubique se 

ddeompose 

ell 

{~ > B > C  

2 ~m~ ~ a $  OU 

< B < C  

m ~ O~ 

m 2 ---~ O~ 

~J~3 ~ O~ 

A~Cm~ + O~Aml  
comprise entre B eL ~Cm~ + ml .~ ~ 8 ~ rotations instables 

~Aml  ~o= TZ--~, q=o, r =  
n'es~ pas comprise entre les limites prdcddentes rotations stables 

q~l qYt.~ 
droite p = B - - A  ' ~ =  B--'----C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  rotations instables. 
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eli 
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3 6me Ca s  o u  m 2 ~ O~ 

< B < C  (m~ ~o, 

comprise entre ~ et ~ ro ta i i ons  ins tab les  

droite p = o ~  q = o  
n'est pas eompris entre les li- 

mites prdegdentes . . . . . . .  ro ta t ions  s tables  

m3 . . . . . . . . . . . . . . .  ro ta t ions  s tables  droite q = O~ r - -  A _ C  

~n.~ ro ta t i ons  ins tab les  droite p = - O ,  r =  B - - ~  . . . . . . . . . . . . . . .  

La cubique se 

ddeompose 

en 

4 ~me C a s  I~ 
> B > C  

o u  

< B < C  

1r162 1 ~ o~ 

m 2 ~ o~ 

~/~B ~-  o~ 

comprise entre ~ et ~ ro ta t ions  s tables  

'droite p = o ,  r = o  
n'cs~ pas comprise entre ]es ]i' 

mites prdegdentes . . . . . . .  ro ta t i ons  ins tab les  

~2 droite q = A _ j B  ~ r ~ - o  . . . . . . . . . . . . . . .  r o t a t i o n s  stables 

m~ 
droite 2 --- o, q - -  C - -  B . . . . . . . . . . . . . . .  r o ta t i ons  stables 

La eubique se 

ddeomposc 

en 

5 ~m~ Cas / A > B > C ,  
/ 

(Cas d'E~m~R) 

droite p = o~ ff = o . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ro ta t i ons  s tables  

droite q = o~ r = o . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ro ta t ions  s tables  

droite r = o~ p = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  r o ta t i ons  in, s tables  
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La eubique se 

ddcompose 

e l l  

La eubique se 

ddcompose 

e l l  

m I ~ O~ 

6 ~me C a s  1 A ~> B = C m~ ~ o ,  

m 3 ---~ O~ 

hyperbole 

m~ m 2 
p = ,~_----~, q =  ~ ,  r = o  

comprise entre  B e t  

A ~Bm28 '~ Jr B~AmI8 2 rotations instables �9 ~ 
+ 

n 'es t  pas comprise entre 

les l imites prdcgdentes . rotallons.stables 

droite p - ~  B - -  A ' ff = co.  

7 ~ m e C a s . A ~ B = C I ' ~ , ~ 0 , 2  

( m~ ~ O~ 

q > A ~ B  . . . . . . . . . . . .  rotations instables 

droite /) = O~ r = o 
/ ~ ~z~ 
( q ~ ~ _ ~  . . . . . . . . . . . .  rotations stables 

m 2 droite ~ A - - B '  r--=-o . . . . . . . . . . . . . . . .  rotat ions stables 

droito p ~ o~ ~ / =  cxo. 

2 o  

de /)' devient  un p lan  et une droite 

[ m 1 >~o o u  m 1 = = o ~  

I ~ Cas A < > B = C  / m 2 = ~  

( m  3 = O~ 

Le lieu des points dYquil ibre [ droite q ~ o: r = o . . . . . . . . . . .  rotat ions stables 

de P devient  plan 2 - -  ~ A  (q e t r  queleonques) . rotat ions instables 

I1 faut  ma in tenan t  discuter  les cas off le l ieu des points d 'dqui l ibre 

1 Lorsque A ~ B = C on peut  ehoisir les axes d ' iner t ie  de mani~re qu 'on air m s ~ o. 

2 I)ans c e e a s  nous supposons qu'on air choisi les directions des axes de sorte que 

m~ et A - - B  aient  le m~me siglle; ce qui est toujours possible. 
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2 ~m~ Cas A = B = C  I 

m I ~ O~ 

~2 ----- O, 

Le lieu des points d'dquilibre ] droite q = O~ q" ~ 0 . . . . . . . . . . .  r o t a t i o n s  s t a b l e s  

de P devient i[plan p----o,9. 

Pour d~montrer dans le premier casque  les rotations eorrespondantes 

_ m, et q et r queleonques sont instables on ne peut pas appliquer bop B--:t 
le th~or~me qu'on a d~montr~ au w 3 de l 'artiele ]I. 

Remarquons que dans ce cas les intersections des quadriques ~1 -----hi, 
,~ = h~ sont un couple de cercles. Les points doubles correspondent au 
cas off les deux eercles coincident. Alors les deux quadriques sont tan- 
genres le long du cercle double. T o u s l e s  cercles d'intersection ou de 
contact des quadriques f l - ~  hi, {: = h~ sont plae6s dans des plans per- 
pendiculaires ~ l 'axe de symStrie des deux quadriques et leurs centres 
sont situSs sur cette droite. Le point P est en 5quilibre dans uu point 
quelconque appartenant aux cercles doubles qui sont placgs dans le plan 

WI,2 
P ---- B--A;  mais aussi pros de ces cercles que l 'on veut existent des couples 

de cerc]es simples qui sont parcourus par ]e point /) '  avee une vitesse 
constante. 

Cette remarque suffit pour montrer que l 'Squilibre du point P '  dans 
m~ 

les points du plan p = B--A est instable, et par suite que les rotations 

permanentes qui correspondent k ces positions sont instables. On tire de 
1s que le thdorkme donnd dans l'ar[icle deuxi~me du w 3 peut s'dtendre au 
cas flu'on avait exclu. 

3. I1 reste encore ~ examiner un cas particulier, savoir lorsque les 
trois syst5mes d'6quations (7)c sont v~rifiSs. On aura alors 

A---- -B-~ C; m 1 = m ~  = m ~  = o. 

Dans ce cas P '  est en 5quilibre dans tout point de l'espaee; par suite 
tout  point de l'espaee est une position d'Squilibre stable. 
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Mais on volt ais~ment que dans ce cas il n'y a pus de stabilite par 
rapport ~ des changements des mouvements internes. 

En effet choisissons les axes de maniSre que l'on ait 

Si nous prenons 

i~o, ff ----- O, r ~--- o .  

~n 1 ~ o ,  ~n2 ~ o~ 17~3 ~ o 

on aura que, quelque petite que soit la valeur absolue de m2, l a  tra- 
jectoire de P' scra un cercle situ5 dans ]e plan q = o, ayant le rayon 
6gale ~ p,  et dont le centre es~ l'origine des axes coordonn~es. 

Donc les rotations sont stables par rapport ~ des changements des 
rotations m~mes, mais elles sont instables par rapport au mouvement 
interne. 

De cette mani+re t o u s l e s  cas qui peuvent se presenter out ~t6 
discutSs et dans chacun on a distingu5 les rotations stables et instables. 

Article V. 

I. l~ous allons d6velopper quelques consequences des th~or~mes des 
articles pr6c6dents. 

Commen?ons par supposer A > B >  C, nh = m 2 = m 3 - - - - ~  Nous 
envisageons le V ~ cas de l'article IV. On peut Mors dire que si le 
couple de quantit6 de mouvement est suffisamment petit, en prenant la 
position initiale du pSle de rotation assez proche d'une extr6mit6 de l'axe 
d'inertie dont le moment est maximum, ou de celui dont le moment est 
minimum, la polodie sera aussi proche que Fon veut au pble d'inertie. 

2. Une remarque, qui parait digne d'intdr4t, peut 4tre d6duit tout 
de suite des consid6rations pr6c6dentes. 

Si l'on voit le p61e de rotation [aire des petites oscillations autour d'un 
certain point, mdme si le systdme ne change de forme, ni la distribution des 
masses ne change non ~lus, on ne pourra pas conclure que le ~oint autour 

duquel le p~le oscille soit un pdle d'inertie. 

En eff'ct si ~ l'int6rieur du syst6me existent des mouvemen~s station- 
naires, le point autour duquel oscille le pSle de rotation au lieu d'etre 
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ie p61e d'inertie sera l'interseetion de l'ellipsoide d'inertie avec le rayon 
vecteur d'un des points isolds des quartiques que nous avons prdc5dem- 
ment envisagSes. 

3. Passons maintenant bo l'~tude des petites vibrations de P'  au~our 
des positions d'fiquilibre stable. 

Supposons d'abord que la cubique (4')r ne se d~eompose pas et d~- 
signons par /t I et 22 les racines rfielles de l '4quation ((2)c. Prcnons 
de maniSre qu'elle ne soit pas comprise entre ces valeurs. Alors 

~ i  'fl1'2 ~tl'/a 
( I 3 ) :  2'o = 2 A '  qo = a - - B '  ro - -  2 - -  C 

seront des valeurs correspondant g une position d'dquilibre stable de P',  
c'est h dire ~ une rotation permanente stable du syst~me. 

Posons 
P = P o  - t - ~ ,  q = go + Z ,  r = ro + P 

et supposons que N,  Z ,  P soient des quantit~s tr~s-petites de manidre 
qu'on puisse nfigliger les expressions du second ordre form~,es avec elles 
par rapport  aux m~mes quantit~s. Alors, puisque les valeurs constantes 
P0, qo, 5 satisfont aux 6quations (4')r les 6qu~tions (u)o pourront s'gerive 

(I4)~ 

d~  m~(,~ - -  B)  %(), - -  C) 
A d i  nt- )~ - -  O_, X , ~ - -  B p = o ,  

"Bd~/~- + ~nl(/]2--A-- C) P m.~22_C-- A)N __ o, 

[ O @ m,(~ - -  A) ~--~-  2' = o. 

Pour int6grer ces ~quations posons 

~) ~-- a d t ,  Z ---~ bd t ,  

a , b , c , z  dtant des quantit~s constantes. 

I Az m3(2 --  B) 
' 2 C 

_ _  m~(l  ~ A)  B z  
2 - - 0  ' 

. ~ ( ~ -  A) ~,(,~ - -  B) 

p ~ ce ~t , 

Z sera une racine de l '~quation 

m~(),- 0) 
' 2 - - B  

O. 
' , ~ - - A  

, t - -  B ' 2 - -  A ' CZ 
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En d6veloppant le d6terminant on trouve 

- -  - -  - -  ( ' ) [ ( 2  ~ 1 )  ~ nt- (2 - -  B )  * ---~o 

d'oh l'on tire 

z = + i r  - -  A)(a - -  B)( a - -  C) l- A ~  
- A B e  t ( a ~ - ~ )  ' + - -  ( 2 -  B) ant- (2--C)3j " 

De l 'hypothdse que nous avons faite par rapport aux valeurs de 2, on 
peut d6duire que les racines z qui ne sont pas nulles, sont imaginaires. 
Par suite la p6riode de vibration du point P' autour de la position d'6qui- 
libre stable sera 

I, = 
2~Z 

r ~ - A)(a - -  ~)(;, - -  C) [ A .~  B . g  C,.~ ] 
AB(~ I_(),- A)' + (~-------B) -~ + (~---C)q 

Si l 'on change 2 entre les limites 6tablies au commencement de ee pa- 
ragraphe, la formule pr&ddente dom~era toutes les p&'iodes avee lesquelles le 

1961e de rotatio~,~ peut osciller autour ties 2)ositio~s d'dquilibre stable. Ajoutons 
' i n  t 'rl't 2 ~7~ s 

les 6quations (I4)~, ap t& les avoir multiplides par i ~  A '  ,~ B ' , ~  ~ 0 "  

On a u r a  
Am, dN Bin, d z .  ~ Cm a dp 0 

2 - -  A dt "q- ~ - -  B dt 2 --  C dt - -  

et en intdgrant 

A m 1 Brn,~ C,n.~ 
2 -- A ~ + ~----~Z + 2__---__"C p ~--- eonst. 

De m6me ajoutons les 6quations (14)o apr& les avoir multipli6es par 
( 2 - - A ) ~ ,  ( ~ - - B ) Z ,  ( 2 ~  C)p  Nous trouverons en int6grant 

(~6)o A ( 2 - -  A)~  = + B ( a - -  B ) f f  + C ( 2 - -  6')p = -~ eonst. 

Ces int6grales montrent  que le mouvement du point P '  a lieu sur une 
elIipse appar tenant  an plan (I4)~, e'est K dire k un pla,n parall~le au plan 

tangent aux surfaces (3)~ an point Po, qo, to" 
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4. II n 'y a pau de difficult6 h diseuter les eas particuliers qui 
peuvent se pr6senter. II suffit pour eelu d'avoir 6gard aux r6sultats 
qu'on a 6tabli duns l 'artiele pr6c6dent. 

Nous cxaminerons seulement le eas oh deux des moments d'inertie 
sont 6guux, le troisi6me 6tant diff6rent. C'es' ~ dire quand on a 

A B=C 

Alors en choisissant les axes d'inertie de mani6re qu'on ait m 3 : o, et 
en employant les r6sultats qu'on u trouv6 duns le cas VI de l'article IV, 
on aura que les rotations stables seront donn6es par 

Po -- 2 - - A '  qo ~ ) ~ - - B '  r ~ 1 7 6  

). 6tant compris entre 

A ~Bm~ + 
B et 

Par suite les p6riodes des vibrations du p61e de rotation autour des po- 
sitions d'6quilibre stable seront donn6es par la formule 

2zrB 27r 

i/ --AF A,.: ] 
(,~ - -  B)  ~' A I_(~ - -  A)" + ( ~ - -  B) 'A  

o ,  

Lorsqu'i! n 'y a pas de mouvcments internes i l  y a une seule position 
d'6quilibre stable du p61e de rotation ( Icas ,  article IV) qui correspond 
h p = Po, q == r ~  o e t  la p6riode de vibration du p61e autour de cette 

2zB 
position est donnde par la p6riode 6ulerienne (B--A)l ,o" On tire de lk 

que les mouvements internes donnent naissanee ~ un nolnbre infini de 
positions d'6quilibre stable du pble et changcnt les valeurs de la p6riode 
eulerienne de mani6re qu'elle 1)cut prendrc toutes los valeurs donn@s 
par l~t formule pr6e6dentc. 

Aeta math~maliea. 22. Imprim6 le 23 novembre 1898. 35  
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C H A P I T R E  IV. 

R o t a t i o n  d ' u n  corps  ~ l ' i n t d r i e a r  d u q u e t  ex i s t e  u n  ~ n o u v e m e n t  

p o l y c y c l i q u e  q u e l c o n q u e .  

A r t i c l e  I. 

I. Dans les chapitres pr~cddents nous avons ~tudi~ la rotation d'un 
corps dans lequel existent des mouvements stationnaires. 

I1 faut en g~ndral l ' intervention de forces h l'int~rieur pour maintenir 
stationnaires ees mouvements. On peut maintenant approfondir l'fitude 
de ces forces et voir pourquoi et quand elles sont n~cessaires (article VI, 
w 3), et l 'on peut 6tudier aprds ce qu'il arrive lorsqu'elles n'existent pus 
(article VII, VIII), ou lorsqu'elles ne sont pus capables de maintenir tous 
les mouvements stationnaires (article IX). 

L'~tude de ees questions sera le but de ce ehapitre dans lequel nous 
introduirons les idles et la. terminologie que HELMHOLTZ a employ5es duns 
ses t ravaux sur les syst~mes cyeliques, t 

z. Commen(~ons par d~terminer la force vive de tout systSme qui 
tourne autour d'un poini fixe. 

Soit ~:~ 72, r un systSme d'axes en mouvement  dont l'origine est fixe. 
DSsignons par p ,  q , r  les composaates de la vitesse angulaire de rotation 
dans la direction des axes. 

Supposons que u ,  v ,  w soient les eomposantcs de la vitesse relative 
aux  axes 2,72 , ~" d'uu point du systSme ayant pour coordonn~es $, r/, ~. 
Alors ies composantes de la. vitesse absolue seront 

u --[- q ~ - -  rT/ ,  v + r e  - -  p ( ,  w n t- p7 2 - -  q$ .  

Si la densit6 du syst&ne est p,  la force r ive sera 

1 Crelle 's Journal.  Bd. 97' 
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S 6tant l'espace oecup6 par le sysI6me en mouvement.  On tire de la 

(I)d 

n u mlp  + m~q -t-mar -t- To 

off l 'on a d6sign6 par A ,  B ,  C les moments d'inertie du syst6me par 
rapport aux axes $,  v], r par D ,  E ,  F les moments mixtes d'inertie par 
rapport aux couples d'axes >2, ~'; ~', $; $,  7], et l 'on a pos6 

8 8 

f p(u ~ -t- v ~ T O = ~ + w~) dS.  

On a done d6sign6 par m~, m~, m a l e s  composantcs du couple de quantit6 
de mouvement  relatif aux axes ~, 72, r et par T O la force vive du m(~me 
mouvement  relatif. 

3. On peut appeler ces mouvements relatifs les mouvements internees 
du syst~me. S'ils ne changent la forme ni la distribution de la densit6 

l 'intdrieur du systbme ils Wrifieront la condition 

a(p,,) -t a(p,) a(pw) 
aS - a ~  + a," - - o  

et le long de route surface de discontinuit6 on aura 

p(u c o s n x  + v cos , ,y  + w cos, ,z)  = p ' (<  c o s ~ z  + v' cos , ,v  + w' cos,,z) 

en d6signant par n la normale ~ la surface de discontinuit6, par p ,  u, 
v ,  w la densit6 et les eomposantes de la vitcsse d'un c6t6 de cette surface, 
et par p', u', v', w"  les valeurs des m~mes quantitds de l 'autre c6t6. 

En g6n6ral ml ,  m 2 , m 3 , T  o seront des fonetions du temps, mais si 
les mouvements internes seront Stationnaires on devra les regarder eomme 
des eonstantes. 
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Article II. 

I. Lorsque les mouvements internes sont stationnaires et le syst6me 
n'est pas soumis k des forces externes on a les  relations (voir introduction) 

I 
(2)d ~ (Ap ~ n t- Bq ~ -{- C,r 2) = const. 

(3)a (Ap q- m~) 2 + (Bq + m2) 2 -)- (Cr -]- m~)2= const. 

Si la force rive T est constante (voir article prdcddent w 2) on dolt avoir 

(4)d m,p + m~q + m~r = const. 

? puisquc I 0 est constante. 
Nous allons ddterminer les conditions pour que 10. relation preicddente 

soit satisfaite, quelles que soient les conditions initiales du mouvement. 

2. En ddrivant l'6quation (4)d par rapport k t, on trouve 

dp dq dr 
(4')d m , ~ + m  2~+m 3 ~ =  o. 

Multiplions los 6quations diff6renticllcs du mouvement (voir introduction) 

A dP ~{ + (C'--  B)qr + m.~q - -  m~r = o, 

B ~t t -{- ( A ~ C ) r p -a t- m l r ~ m.~ p = o, 

cdr ~-~ + ( B -  A)pq + m2p - m~q ----- o, 

En les ajoutant on aura, ~ cause de l'dquation (4')d 

m, (B C) qr -}- ~ (C ~ A)rp -}- m~ (A ~ B)pq 
A -~ -d 

- - r e , m 3 (  ~ B ) P ~  m, m l ( A  ~)q - -  m l m , ( ;  ~ ) r  = O .  
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I1 est ais6 de trouver les conditions n~cessaires et suffisantes pour que cette 
6quation soit satisfaite quelles que soient les valeurs de p ,  q ,  r. 

Elles sont ou 
A = B = C ,  

o n  

OR 

ou enfin 

B -~- C~ m~ ~ m 3 ~ - -  0 

A~B~  m I = m 2 = o .  

On tire de 1s le th60rSme suivant: I1 est n~cessaire et suffisant pour que 
la force rive du syst~me soit constante, quel que soit le mouvement inilial, 
que l'ellipso~de d'inertie soit uue sphere, ou qu'il soit un ellipso~de de rd- 
volution par rapport d.l'axe du mouvement interne. 

3. On peut maintenant se poser la question suivante: 
En prenant d'une fagon particuliSre les conditions initiales du mouve- 

ment, est-ce qu'on t)eut trouver d'autres cas dans lesque]s la force r ive 
reste constante? 

On peut rdpondre tout de suite affermativement ~ cet te .quest ion;  
k cet effet il suffit de remarquer  que la force vive sera constante toutes 
leo fois que le mouvement  de rotation du syst~me ser~ permanent (voir 
le chapitre III). Mais ce cas n'est p'~s le seul; il y en a aussi d'autres. 

Pour les trouver il suffit de chercher les conditions qui doivent ~tre 
remplies pour que les 5quations (2)d, (3)d, (4)6 aien~ un nombre infini 
de racines communes. Par l 'Slimination de p entre ces 6quations on trouve 

B ( B - - A ) q  ~ + C ( C - -  A)r  2 + 2 ( B - - A ) m 2 q  + 2 ( C - - A ) m ~ r  . . . . .  st., 

(Am~ + Bm])q ~ + (Am~ + Cm~,)r ~ + 2Am:maqr - -  2Agm~q - -  2Agm3r ---~ const., 

ayant pos6 

(4)6 g ---- m,p  + m~q + msr ---- const. 

1 I1 est gvident que l e  dernier eas eomprend le premier. 
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Les 6quations pr6c6dentes auront  un nombre infini de racines com- 

munes lorsque b u r  r6sultante aura tous ses coefficients nuls. 
Si l 'on 6crit que le coefficient du terme de 4 ~me degr6 est nul, il vient 

{m~BC(B--C) + m~ C A ( C - - A )  + m ] A B ( A - - B ) }  2 

+ 4ABC{m~m]A(B - -  A) (U- -  A) + m~m]B(G-- B ) ( A - -  B) 

+ m~m~C(A- -C) (B~C)}  = o. 

Cette 6quation sera satisfaite seulement si l 'on a 

A = B =  0, 

ou si m~, ou m~, ou ~rr 3 s'annule. En effet on peut  l'6crire 

{ m~ BC(B ~ C) - - m ~ C A ( C ~  A) ~ m]AB(A - -  B)} 2 

+ 4A2BOm~m](B -- A)(C-- A) 

- - { m ~ O A ( ( J -  A) - -  m]AB(A - -  B ) -  m [ B C ( B -  C)} ~ 

-[- 4B'CAm]m~(C-- B)(A - -  B) 

-: {m]AB(A - -  B) - -  m~B6'(B - -  C) - -  m~CA(C--  A)}' 

iF  2 2 2 4C ABm~m:(A- -  C ) ( B ~  C) -~ o. 

On tire de lk que, si la condition A----B = C n'est pas satisfaite et 

si les quantitds mr ,  m2, m 3 ne sont pas nulles, T sera constante seule- 
ment  lorsque p , q , r  seront constantes. D'oh l'on d6duit le th6or6me: 

Si l'on a u n  syst~me qui n'est pas soumis 5 des forces externes et darts 
lequel subsistent des mouvement stationnaires, la condition n@essaire et suffi- 
sante pour que la force rive soit constante, lorsque A ,  B ,  (J ne sont pas 
~gaux, et m~, m : , m  3 ne song pas nuls, est que la rotation du systdme soit 

permanente. 

4. Supposons maintenant  qu'on air m~ 

tion s'dcrira 

d'ofi 

= o.  Alors la derni6re 6qua- 

m~O(B - -  C) - -  miA(A - -  B) = o 

I / A ( A  - -  B) 
" ~ =  + V ~ ( ~  0)" 
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Donc il iaut que B soit comprise entre A et 6'. En supposant A > B > C 
on pourra poser 

quantit6 eonstante r6elle. Les 6quations (2)a et (3)d 

A p :  + Bq:  + Cr ~ = const. 

A2p 2 + B'~q ~ + Cb "~ + 2eA~/-A(A - B )p  ++_ 2 z C ~ / C ( B - - C ) r  = const. 

Par l'61imination de q entre ces 6quations on trouve 

A ( A  - -  B)p ~ + C ( C -  B) r  2 + 2 s A  ~/A(A - -  B)p  +__ 2sU~/c(B --  C ) r =  const. 

Cette dgalit6 pent s'dcrire de la manidre suivantc 

(5)d [v'A(A-- B)p __+ 4C--~-- C) r + s(A---  C)] 

x [,/~(A_ - BiP �9 v'O-~-- C)r + ~(A + C)] = const. 

Supposons que les valeurs initiales de p et de r soient telles que le 
premier facteur du premier membre de l'6quation pr6e6dente so i t  nul; 
on pent ddmontrer alors que ce facteur sera toujours nul. Cette pro- 
position est 6vidente Iorsque les vaIeurs initiales de p et de r n'annuIent 
pas le deuxi6me facteur. Mais s'ils l'annulent, alors on a 

- -  z A  _ m 1 + s C  + ~ / C ( B - :  C )  m~ 

P 4A(A B) ~ - - A '  r - -  - - - -  = - -  ~/C( B - -  O)  B - -  g B - -  g 

et par suite le mouvemcnt de rotation est permanent (volt chapitre III, 
article IV, w I, 3 ~me cas). p et r garderont alors une valeur constante 
et par consdquent le premier facteur sera toujours nu]. 

Observons maintenant que si l e  premier facteur est nul, la condition 
(4)a pent dtre d6duite comme une consdquence. On pent done conclure: 
la force rive sera constante lorsqu'on a 

et que les conditions initiales du mouvement sont teUes flue l'dgalitd 

~/A(A - - ~ ) p  + ~/C(B - -  C ) r  + s ( A  - -  C) = o 

soit vdrifi@~ q ayant une valeur quelconque. 
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R6ciproquement si la condition (4),~ dolt 6tre remplie, ou elle doit 
co~ncider avec l '6quation qu'on obtient en annulant  le premier facteur 
de l'6quation (5)d, ou ]es deux facteurs du premier membre de cette 
6quation devront ~tre constants et par s u i t e ' p , q , r  seront constants, c'est 

dire le mouvement  de rotation sera permanent .  
Remarquons enfin que si l 'on suppose que non seulement m2, mais 

m~ ou m 3 soit nul, a lors  il faut qu'on ait B = A o u  B-----C, c'est pourquoi 
on revient aux cas envisag6s auparavant (w 2). 

5. On peut r6sumer l 'analyse qu'on vient de faire duns cette pro- 
position: 

Tous les cas particuliers dans !es~uels la force vive du syst~me est 

constante se r~duisent aux suivants: 

I ~ Le  mouvement de rotation du syst~me est permanent; 

2 ~ On a, e dtant une constante 

m I --~ s v J A ( A - - B ) ,  m 2 -----o, m 3 ------ +__s~/G(B---O), A >  B >  C 

et les conditions initiales sont telles q~e 

p ~ / A ( A - - B )  • v 'C(B- -C)  + z ( A -  C) ~ o; 

3 ~ L'ellipso~de d'inertie est de rdvolation autour de l'axe du mouvement 

interne. 
1)ans le 3 ~m~ cas les conditions initiales du mouvement peuvent ~tre 

quelconques. 

Les cas pr6c6dents except6s, la force rive du syst6me dolt changer; 
par suite il faut des forces pour maintenir  stationnaire le mouvement  
interne. C'est pourquoi s i c e s  forces n'existent pas le mouvement  interne 
dolt cesser d'etre stationnaire. 

Donc de la m&ne mani~re q~e les mouvements inte~'nes cha~went le 

mouvement de rotatio~ du systOme, celui-ci tend d chan qer les mouvements 

i,~ternes. 

6. Nous venons de trouver les conditions n6cessaires et suffisantcs 
pour que lu force r ive  du systSme soit constante. Or ces conditions sont 
n6cessaires pour que le mouvement  interne se maintienne stationnaire 
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sans qu'il intervienne aucune force, mats 6videmment elles ne sont pas 
suffisantes. En effet la somme des travaux des forces qui servent 
maintenir stationnaire le mouvement peut 6tre nulle, sans que chaque 
force soit nulle. 

Nous verrons dans l'article VI les conditions n6cessaires et suffisantes 
pour que le inouvement soit stationnaire lorsqu'aucune force n'agit. 

Article  III. 

I .  Nous avons vu dans l'article pr6c6dent que la force rive d'un 
syst6me oh subsistent des mouvements stationnaires change en g6n6ral 
avec le temps. Nous consacrcrons cet article pour en calculer l'expression. 

I1 suffit pour cela d'employer les formules que nous avons trouvdes 
dans le chapitre II, article I I I , w  3. On '~ 

~_A0",  + ~  0"~+ 0"~ + ~--,---~- A 0" 

q = m~ 

? ' =  ~T~ 3 

4 M~ 

1 
4 

1 

4 

~, - -  B 0" + 0" + 0"~ + ~ 0" ~ ;~ - -  B 0"i 

M~0"~ + M~0", + M30" 3 + M~0" = m2 4 ' 
Z M~ 0"~ 

1 

4 

,~, 00" + 0", + 0"~ + ~-7----00" 
- -  1 

Mi0" , + M,0", + M.0". + M,0" : -  m~ 4 
X M~ 0"~ 

1 

off pour sym6trie on a remplac6 a par a~. 
On tire de la 

+ + 0", 
1 

4 

1 

(6)d m l p  + m~q + m3r  = 

Mats les quantit~s 24 sont les raeines de l%quation (voir (25')b) 

Am~ Bm~ C_,mg 
+ , ~ - - B  -at- , ~ - - ~ " [ -  2 h ; t ~ K ~  ----- o 

2 - - A  
Aeta mathematiea. 22. I m p r i m ~  le 2~ novembre  1898. 36 
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par suite on aura 

~-- Am~ Bm~ Crag 

, ~ i -  A + 2~ - -  B + ,ti - -  C - -  
2h,~ i "-~ K 1. 

Ayant  6gard k l '6quation (24) b on peut  6erire 

/s + m~ + m~ + ml = K ~ 

donc (comparer (25")b) 

2h  

et enfin 

(6')a m: p + m,~ /+  m~r = I == K 2 ~ _ _  
4 4 

1 i 

2h. 

2. I1 n'y a plus maintenant  de difficult6 pour ealculer la force 
rive. I1 suffit d 'employer la formule (X)a de 1'article I dans laquelle 
on prendra D = E = F = o .  On aura 

Mais (voir (2)a) 
t 

( A p  2 + B q  2 + Cr ~) = h = const. 

Done, k cause de l'6galit6 (6')a, on trouvera 

4 

T = K  2 1 
4 

1 

h +  ~o. 
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Article IV. 

I. Examinons m a i n t e n a n t  les variations produites par  le mouvement 
de rotation du syst6lne sur le mouvement interne lorsqu'il n 'y a pas de 
forces capables de le maintenir  stationnaire. 

Pour simplifier nous envisagerons d'abord un cas particulier,  et dans 
les articles suivants nous discuterons le cas le plus gdndral. 

2. Supposons que le mouvement interne soit la rotation d'un tore 
de r6volution homogSne autour du son axe de sym6trie, et que eelui-ci 
soit fixe dans l ' int6rieur du corps. 

D6signons par w la vitesse angulaire de rotation du tore, par a , ~ ,  ;r 
les cosinus de direction de l 'axe du tore avec les axes d'inertie du syst6me 

, 7/, ~'; par # le moment d'inertie du tore par rapport  s l 'axe de sym6trie. 
Les composantes du couple de quantit6 de mouvement due au mouve- 

ment interne dans ]es directions $ ,  ~ ,  ~" seront 

m~ ---- #co~, m~ -~ #oJfl, % -----/~w r 

et la force r ive du mouvement interne hera 

I 

To = S i n ,  ~. 

Par  suite la force vive du syst6me, dont la forme et la distribution des 
masses ne changera paR, sera (voir (i)d) 

I 
T =  ~ (ap~ + B~ ~ + or ' )+  p~(p~ + qfl + ~r) + ~a~. 

Si le syst6Ine n'est soumis ~ aucune force externe nous pouvons 6crire les 
6quations du mouvement  de la mani6re suivante (volt introduction) 

(Th 

d/0 do~ A~ + (o-- D)qr + zo, (qr--@ + t , ~  = o, 

dq 
B F + ( ~ - -  c')~p + z ~ ( ~  --~r) + z f l ~  = o, 

cdr 
dt + (B ~ A)pq + pw (pfl--  qa) + #T ~tt = o, 
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Si le tore aussi, en tournant  autour de son axe, n'est soumis ~ aucune 
force, on aura, k cause du principe des forces vires 

I 
(Ap ~ + Bq ' + e? )  + p~(v~  + q~ + rr) + ~ z ~  ~ = const. 

3. Nous avons trouv6 quatre 6quations (7)d e~ (I')d oh paraissent 
quatre fonctions inconnues, c'est k dire _p, q ,  r ,  w. Les quantit6s p ,  q, r 
d6terminent la rotation du syst6me, et oJ d6termine le mouvement in- 
terne. 

En d6rivant l '6quat ion (i')~ par rapport  k t on trouve 

dr dq + + + + + 

&o doJ 
+/~ ~ (P~ + qfl + ~r) + #co 7[  = o. 

Ajoutons les 6quations (7)d apr6s les avoir multipli6es par p ,  q ,  r. I1 
viendra 

dp dq dr do 
APTt + BqT( + Cr~ + #(pa + qfl + r~.)-d[ = o .  

D'oh 

et en int6grant 

dp dq dr do 

~o + ap + tiff + ~'r = const. 

Entre w,  p ,  q ,  r subsiste donc une relation lin6aire k coefficients constants. 
A l 'aide de cette relation on peut 51iminer eo Clans les 6quations (7)d. En 
int6grant ces ~quations on aura p ,  q ,  r et par suite, ~ cause de l '~quation 
(8)~, on aura ~ .  

I1 est ais6 de voir sans mdme faire des calculs que le probl6me de 
l ' int6gration peut  st reconduire aux quadratures  et qu'on obtient des 
fonetions elliptiques. II suffit pour cela de remarquer que  par le principe 
de la conservation des aires on a l ' int6grale suivante des 6quations (70) 

(.~p + ~,o~) ~ + (Bq + #,,fl)~ + (Or + zo, r)~= const. 
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Remplagons dans cette 6quation et dans l'6quation (l')a to par la valeur 
qu'on tire de l'6quation (8)a. On trouvera deux relations de 2r 
entre p ,  q,  r. On d6duit de 1~ que p ,  q, r peuvent s'exprimer eomme 
des fonctions elliptiques d'un param6tre, et par une quadrature on peut 
trouver une relation entre ce param6tre et le temps. L'dquation (8)a 
montre que m6me ~o peut s'obtenir d'une mani6re analogue. Nous en 
resterons 1~ dans la solution de ce eas partieulier, paree que nous con. 
siddrerons le eas gdndral dans les articles suivants. 

Article V. 

i. Nous allons discuter la question tout s fait gdndrale de la ro- 
tation autour du centre de gravit6 d'un corps darts lequel existe un 
syst6me polycyclique queleonque. ~ Le ea sque  n0us avons 6tudi6 dans 
l'article pr6e6dent n'est qu'un eas tr6s-particulier de mouvement mono- 
eyelique. Nous pouvons supposer des mouvements polyeicliqucs de plu- 
sieurs sortes. Comme type nous pouvons par exemple envisagerapproxi- 
mativement des r6seaux de eanaux dont les sections soient tr6s-petites par 
rapport bo leurs longueurs, et dans lesquels eireulent des fluides homog6nes. 

2. Soient p ~ ,  p.~, p.~, . . .  , p, ,  les coordonn6es cycliques du syst6me 
et ~ , $ : , . . . , t ~ , ~  soient les param6tres. 

L'expression de la force vive du mouvement interne sera en g6n6ral 

I ~ d p i d p s  I bhkd~hol~k 
1 1 1 1 

'~ dpi d~h 
~ - -  + Z h cih dt dt 

1 1 

1 1 1 1 1 " 1 

d•oi �9 �9 r en d6signant par tot = - ~ -  les mtens~tes cycliques du systeme. 

Nous verrons apr6s les termes qu'on dolt n6gliger dans cette ex- 
pression. Les coefficients % ,  bhk, % seront des fonctions des param6tres. 

1 Voir HERTz, Die Prinzil)ien der Mechanik. Zweites Buch. Abschnit t  5. 

Dans l 'ar t .  I X  nous envisagerons uu eas de rotation d 'un solide qui reuferme un 

fluide dans ua rdcipien~ tabulaire dont |a section est quelconque. 
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Les composantes du couple de quantit6 de mouvement seront 

ma ~ i ai ~[- + h eh dt i a~w~ 2t- h dt 

I 
1 1 

= Z, + dt 

= ~ h dt i ci /_.. h gh -~ m 3 c~ ~ "4- g~ - -  ~o~ -4- x-" d~,~ 
1 1 1 1 

oh a i ,  b~, c~, eh, fh ,  gh seront~ des fonctions des param&res. On pourra 
aussi supposer que les moments d'inertie A , / 7 ,  C et les moments mixtes 
soient des fonctions des param6tres. 

La force rive du syst6me sera (voir article I) 

( A p  ~ + B q  ~ + Cr ~ - -  2 D q r  - -  2 E r p  - -  2Fpq)  T = ~  

+ m l p  + m2q + m~r + T O . 

3. Un d6placement virtuel du syst6me sera d6termin6 par les com- 
posantes d'une rotation infiniment petite qu'on d6signera par 3 ~ ,  3 Z ,  @ 

et par les differentielles @~ et 8~^. Ecrivons le travail virtuel sous la 
forme 

n m 

1 1 

Me, M~, M~ seront les composantes du couple de rotation; Pi seront les 
forces correspondant aux coordonn6es cycliques Pi et IIh celles corres, 
pondant aux param6tres ~ .  

Par des formules connues on aura 

d 

~q = ~ o  Z + r3~,--p@, 

d 
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En employant  le principe de HAMILTON on trouve done l%quation suivante 

t! 

o =f( r + v)e  
to 

tl 

to 

o T - -  q 3 0 )  

+ ~ a~p + biq + c~ r + . % oo, + ~ % dt oiPi 
1 1 

+ n e,p + fhq + 9j, r + Z , Q , , w ,  + e b'k dt ] dt ~ + Z , ,  ~---~ 
1 1 1 

q- M~3~ q- M~3z q- dFfr q- ~l ~P~@~ q- ~,,l],~h dt 

(~o h 

oh l'on doit supposer que 3~,  3 Z,  3p, o'p~, 3~h soient nuls aux temps t o , t~. 
Par  des int6grations par parties on trouve lee 6quations diffdrentielles 

du mouvement 

I O)d 

i d oT ~T ~T 

d OT OT ~I' 

d OT oT ~T M~, 

di a~p + b~q + cir + Z ~ % w ,  + ~, % dt ] 
I 1 

d bh~ ~T __ llh. ehp + fhq + ghr + ~%oo~ + k ~h  
1 1 

4. Suppoeons maintenant  que les param6tres ehangent si lentement 
que leurs d4riv4es par rapport ~, t soient infiniment petites. 

En les n6gligeant on trouvera que la force r ive du mouvement in- 
terne sera 

. 
0 ~ ~ i ~ a i ,  O)iO08" 
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La force vive totale sera 

Vito Volterra. 

T' = 3 ( A /  + ~ + c r  ~ - -  ~ 1 @ . - -  : .Erp - -  2Fpq) 
2 

~ rt 
I 

ct les 6quations diff6rentielles du mouvement  deviendront 

(~o')~ 

d oT' ~I" ~T' 

d 9T' ~T' ~T' 
~ + ~ ~ - ~  = ~ ,  

d ~T' ~T' ~T' 

d-~ ~-V + ~ -- q~ = M~' 

) -d-t a,ip + b~q + c# ~ + ~ , a i ,  w, = Pi,  

- - - -  = n ~ .  

Pour que Ie mouvement  interne soit cyclique mdme si les d6riv6es des 
intensit6s cycliques nc sont pas n6gligeables, ~ iI faut supposcr que les 
coefficients c~h soient des quantit6s n6gligeables. ~ 

Alors les 6quations pr6c6dentes deviennent 

I O " ) d  

d OT' ~T' ~T' 
~ + q ~ - -  r ~  = ~ ,  

d 8T' ~T' ~T' ~ +  ~--~-~= ~, 

~--t ~-;- ~ ~ - -  q ~ = M:, 

( ) a p~, 

d ~T 
(e~p -5 fhq "4- ghr) ~,h 

1 Voir VOmT, I(omTendium der theoretischen Physik. Ier 13d.~ page 85. 
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I1 est inu~ile d 'ajouter que le syst~me ne sera rigoureusement cyclique que 

si les param6tres seront Constants. 

5. l~e couple 

tr(~is prem'ieres 6quations (Io)a apr6s lea avoir multiplides par 

On t rouvera  
~T d ~T ~T d oT _~. oT d ~T 
O 2 d t o p  nu~dt~ Or dt~r =~ 

En supposant que d'e rotation soit nu l  ajoutons lea 
0T 0T ~T 
01o ' ~/ ' Or 

et en int6grant 

D6signons pa r x ,  y ,  z un syst6me d'axes fixes et reprdsentons dans la 

table suivante les cosinus des angles qu'ils forment  avec les axes ~, ~2~ 

$ , ~ , r  

z r , ,  i%, r2 

En employant  les formules de PoIsso~- on tire des 6quations (*o)a, si 

l 'on suppose toujours Me =- M~ :=- 2]I~ = o, 

oT ~T d ~i + % + % = o, 

/ 

d (r, oT 

d'ofl par int6gration 
0T 0T 

nu % ~-q -}- a3 ~-r --= const. 

n t-//, ~-~ -t-/~3 ~-r : eonst. 

oT 01' 
~- 7, ~q + r3 Or = const. 

24 novembre 1S9B. 

0T 

0T 

~T 

Acta ~nathematica. 22. Impr im~ le 37 
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(3es int6grales sont les int4grales des aires et l'6quation (i I)~ peut 6tre 
d6duite comme une con~6quenee d'elles. 

Si le plan xy est !e plan invariable, alors les deux premieres con- 
stantes sont nulles et la troisi6me est K; par suite il vient 

I ~ T  i a T  i a T  

(I2)a Y~ = K a 2 , "i'~ ~- K ~q ' ~ - -  K ar 

6. On tire tr6s-facilement des 6quations (IO)d, 6tant v < n  

d ~T d aT d aT ~ d aT 

1 

"~ Z ~  dt d r - -  ~ a~, dt 

" ~ d ~ a  
= ~ + ~ q  + i~,-  + ~ ,e~ , ,~  + ~,, ~ et 

1 1 

Cette 6quation peut s'6crire de la mani6re suivante 

~~ + q~ +~r + ~,o,,~ + ~  , ,~t (~,,,~,~_~: / 

aTdp ~Tdq 
Y r 

~Tdr ~-, OT deoi + 

1 1 hL~-~h dt I 
= M~p + ~ q  + M~r + ~ , P , o ~ , + ~ , n ~ .  

I 1 

Mais on a 
I n  

dT OTdp oTdq OTdr OT d~o~ ~T ~T 
~ - ~ + ~ d i + ~  + , 5 ; ~  + ~ , , ~ +  " ~ t : '  h ~ 

O )  i - -  2 T = p ~ + q ~q + ~-jr + Z ~ + 
1 O W l  

m 

Z ~ T d~h 
'h / d ~ h \  d t  , ~[-zJ 
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donc l '6quation prdc6dente deviendra 
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d T ~  
- -  O )  i - -  dt 0~ 

= M , p  + i , q  + M d" + Z , P , o ,  + /._h"h dt 
1 1 

Owi dt 
v4-1 

Supposons que les intensit6s eyeliques oJ~+a, co~+ : , . . . ,  w. soient con- 
stantes, alors il viendr~ 

(~3h 

S'il existe une fonetion des forces relatives aux param6tres I e t  qu'on la 
d6signe par ~0, on aura 

1 

et par suite l '6quation (I3)a s'6erira 

~ T ~ dO 

v + l  1 

Multiplions par dt et int6grons, nous trouverons 

n l v t 

o~,--= f (M~p + M~q + M:r)dt + ~ , f  ~',o~,dt + ,p + h, 
0 r  

v + l  1 

h 6tang un constante. 
Si les mouvements internes sont isocycliques, e'est k dire si les in- 

tensit6s eyeliques sont eonstantes, l ' int6grale pr6e6dente deviendra 

n t 

(,4% r - -  X,o,, ~r 
1 

Si aueune des quantit6s wi n'est eonstante, alors 

t n t 

('4"h T =  f (M,p + 3I~q + Met)dr + ~ , f  _P, odt + r + h. 
1 

1 HERTZ, Die Pri~ipien der Mechanik: page 24o. 
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Article  VI. 

I. Supposons d'abord que le syst~me soit r igoureusement eyelique, 
c'est ~ d i re .que  les paramStres soient constants. Supposons en outre que 
les intensit6s cycliques soient constantes. 

Le mouvement sera isocyclique, c'est pourquoi nous revenons au cas 
oh les mouvements internees seront stationnaires et le corps ~e change pas de 
forme, ni la distribution des densit~s change non plus. 

Alors les 6quations (~o")a se reduiront aux ~quations suivantes 

I O'")d 

d ~T OT o.T 
N ~ q- q ~r ~q 

d ~T ~T ~T 

+ PVq--q 7 

dp dq dr 

et si le couple de rotation est nul les .trois premiSres 5quations de- 

viendront 
d ~T ~T ~f/' 

+ = o ,  

d ~T ~T ~T 
+ = o, 

d oT 0T 0T 
O, 

Pour les r6duire h. la forme qu'on a donn6 auparavant il suffit de prendre 
pour axes ~, 7], r lea axes d'inertie, et alors les 6quations pr6e6dentes se 

reduisent aux 6quations (3). 
On peut done 6nonecr lea r6sultats qu'on a obtenus dans le ehapitre 

2 ~me de la mani6re suivante" Si d l'inldrieur d'un corps qui n'est soumis 
d aucun couple de rotation existent des mouvements isocycliques (les para- 
m~tres dtant constants) alors les composantes de la rotation sont des fonc- 
tions ellipti~ues du temps, et les cosinus des angles que les axes d'inertie du 

sysl~me forment avec des axes fixes sont des fonctions uniformes du temps. 
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2. Remarquons que T est une fonction de 2 ~ degr6, par suite si 
nous posons 

-= ~ ~/~[(Ap--Fq-- Er + m~)'(--t," 19 + B~l--Dr + m~)'(--.E2--Dq 

+Or  + m ~ ) ' ] ,  

V ~,T vT vT 

_ _  I 

H 6tant donn6 par la formule  

H =  F,  B ,  

E, D,  

les 6quations (Io~v)a deviennent (voir article V du chapitre I) 

d p  = d ( f ,  , f2)  d~t _ d ( f ~  , f~) d r  _ _  d ( f ~  , f~) 

d t  d ( f  l ,  r )  ' d t  d ( r  , . p )  ' d t  d ( . p  ~ q)  

et l'on peut obtenir l'intdgration (voir chapitre II, article I I )sans  d6- 
terminer d'uwnee les axes d'inertie du corps. L'6quation de 4 am~ degr6 
dont ddpend la solution sera 

O ~  

E z + F  2 + A ( A - ~ )  , 

~ -  ~ B - ~ ( ~ - ~ ) ,  

F D  - E C -  E ( A  - ,~) , 

A ~ - .Fro2 - Em~ , 

E D - F A - F ( B - 2 )  , : F D - E A - E ( C - , ~ )  , 

_~  + D2 + B ( B -  2) , F E -  D B -  D ( C -  ,O , 

F E - D C - D ( B - , t )  , E 2 + D 2 + C ( C - 2 )  , 

- Fro ,  + B m , ~ -  D m ~  , - Em~ - Din2 + Cm~ , 

AmL - FnT~ - Eros 

- Fm~ + B i n 2 "  Dins  

- Em,~ - D m ~  + Cm3 

221~ - K 1 

oh l'on a (voir (I4')d) 

h =  co, t, c , - ' -  , D r , - -  = 22 
OT 

i 0)i 0 eo-'~ ~ 
1 

K1 = K s - -  , ~  - -  , ~  - -  ~ ,  
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~tant (volr (I X)d) 

Vito Volterra. 

3. Les formules (Io"')d font connaitre un autre 51~ment t%s-im- 
portant darts la question. En effet 1~ derni6re de ces formules nous 
donne l'expression des forces qui sont capables de maintenir  stationnaire 
le mouvement.  On tire de ces formules la propriSt~ suivante qui comp15te 
la proposition que nous avons dnoncSe ~ la fin du premier paragraphe: 

Zes forces ndcessaires pour maintenir stationnaire le mouvement sont 

des fonctions ellipti~ues d,tt temps. 

Pour le caleul de ces forces nous renvoyons au w 4 de l'article I X  
(volt (23)d). En attendant n o u s  pouvons nous servir du r6sultat que 
nous venons de trouver pour chercher dans quels cas les mouvements  in- 
ternes pourront se maintenir stationnaires sans que l ' intervention d'aueune 
force ne soit ndcessaire. Nous emploierons les r~sultats que nous avons 
trouvSs ~ l'article II et nous les compl~terons. Rappelons en effet que 
les conditions que nous avons donn~es dans cet article, par rapport h~ 1~ 
question que nous nous posons, sont des conditions n~cessaires et ne sont 
pas suffisantes (voir w 6, article II). 

On tire de la derniSre des formules (I'o'")a que les forces internes 
seront nulles lorsque 

(I4v)a a,p + biq + c~r = const. (i=1,~ .... n) 

Remarquons d'abord que ces conditions sont vdrifi~es lorsque le mouve- 
ment  de rotation est permanent.  On peut donc dire: 

Si le mouvement de rotation est 2~ermane~#, il ne faut 29as de forces 
!oour maintenir isocycliques les mouvements internes. 

Lorsque le mouvement  de rotation n'est pas permanent,  rapportons 
nous aux axes d'inertie. 
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Si Ies forces ne doivent  pas exister il faudra  que la force r ive  soit 
constante, c'est pourquoi  on aura  (voir article II, w i) 

mlp + m~q + m~r = const. 

Ap ~ + Bq 2 + Cr ~ = const. 

sans que p ,  q ,  r soient des quanti t6s constantes. 

Donc pour. que les conditions (i4~')a soient vdrifi6es il faut  que 

a~ bi el 
M _ _ ~  - -  const. 
m t ~7,~ ~a 

Nous avons donn6 (article II, w 5) les conditions que ml, m~,m 3 doivent 

vdrifier pour  que ]a force vive soit eonstante lorsque la rotat ion n'est 

pas permanente ,  on aura  donc tout  de su i t e  lea conditions ndcessaires et 
suffisantes que nous cherchons. 

En rappelant  la proposition que nous avons donn6e au w V, article 

II, et le th6or6me que nous avons 6nonc6 tout  k l 'heure  on aura:  

Les forces ~tant nulles, le mouvement interne sera isocyclique dans les 
cas suivants: 

i ~ lorsque le mouvement de rotation est permanent, 
2 ~ lorsqae 

a,i = Oi ~/-A~-A - -  ~B), b i ----- o ,  cl = _+_ Oi ~ / C ( B  - -  C)  

les quantitds O~ ~tant des eonstantes et les conditions initiales du mouvement 
~tant telles que 

15 

 /A(A - -   --Sp -+- ( c ( B  - v ) r  + (_4 - -  c )  = o,  
1 

,~o lorsq~t '  ot~ a~ lra  o 

.A  = B ,  a i --= b i = O, 

le mouveme~t initial de rotation dtant arbitraire. 

Article ~rII. 

I. Nous allons examiner  dans Cet art icle un eas impor tan t  qui peu t  

se prdsenter.  C'est le cas oh les forces correspondant  aux  coordonn6es 
cyeliques sont nulles. 
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Si /'1 = / ~  . . . . .  /)~ = o, on aura 

( !: d a i p  -4- b iq  + c i r  + -4- = o d-tt s ai~ to s a Cih 
1 1 

et en intdgrant 

-y/- 
1 1 

K~ &ant une quantit6 eonstante. 

2. En employant ]es int6grales qu'on vient de trouver on peut  61iminer 
les intensitds eyeliques. En effet, en ayant  6gard "X l'6galit6 % =- %,  eal- 
eulons le ddterminant 

a l  1 ~ a l  ~1 ~, �9 �9 �9 ~ a l , ,  

�9 o ~ o ~ o �9 , �9 , ~ . o �9 

a n l  ~ a n 2  , . . . , a n n ]  

et d6signons par A~, le rapport  entre l%16ment r6ciproque 
d6terminant. 

On aura, en posant 2_.~, cih-~- = v~, 
1 

(5 6)a Z ,  a . t o ,  : K i - -  v~ - -  a l p  - -  b lq  - -  c~r 
1 

d'oh 

de % et le 

(I7)a 

Ou si 

n 

to, = X, & ( K , - -  v , ) - -vz ,  A,,a,--  q z , & b , - -  

v ~ ~ h k 'dr 
1 1 

on a (voir article V, w 2) 

I n 

= ? ~ wi  (I(~ ,4- v ,  - -  a~p - -  b i q - -  e i r )  4 -  r .  



Et 
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en remplagant o h par l'expression (I7) a on trouve 

I n n 

n n n n 
I 

- -  XeiX,  s A i s ~ i V  * -Jr  T~ 
1 i I 

ayant 

Si 
o n  a 

d'ofl 

pos6 pour simplifier 

n 

n n 

n ?l 

b = ~,i~_,,Ai, bib,, 
1 1 

n n 

n 

C ~ ~ i  ~8A~sc$~85  

n n 

297 

dans les formules (9)a on remplaee co , . . ,  row par les expressions (I7) a 

n n ~ d~h 

1 

n m 

x x fd h m ,  = , ,&(IC,--v,)b,--fp--~q--dr + ~-,,'~-dT' 
I 

1 

l'on tire 

m~p + m~q + m~r = ~ (ap ~ + bq ~ + cr ~ + 2dqr + 2e~T + 2fpq) 

1 

I 1 ~ ~ ~/~ 1 dt J 

+ ,  -A (~--~,~)c, + ,,v,, i s is 
1 

Acta malhemagca,  22. Imprim~ l e  16 janvier 1899. 38 
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On peut done calculer l'expression de la force rive du. syst&me 
obtient par l'61imination des intensit6s cycliques, savoir 

qu'on 

I ")o Cr)= ~ l ( . a - ,~ ) /+  ( ~ -  ~))r + (c--  c), -~- :(D + ,~)qr 

- -  ~(E + ~), .p--  : ( F  + f)pq} 

+ P hehdt - + q h t " d (  + r Z h  ghde~'dt 
1 1 1 

,s163 ,s s 
+ 2 i Ai, KiK,  + 2 h k k,, dt dt 

1 1 1 1 

ayant pos6 
n n 

eh ~ eh i s A i8  c~ cih 

n 7~ 

n 

e ;  = ~ , , , -  x, x.  A,.,.c,,, 
n n 

b' E E  h~ ~ bhk ~ i . A i s  Cih C.k" 
1 1 

Nous avons 6crit (T) au lieu de T pour d6signer l'61imination qu'on 
vient de faire. 

3, Pour transformer les 6quations (IO)~ par l'61imination des quan- 
tit6s wi, remarquons que Yon a 

( I 8)d 
1 1 

+ /d~,h\ 

A cause des 5quations (i5) a on peut 6crire 

~T 
~(oi 
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et des 6quations (I7)a on d6duit 

~0) i 
h 

1)2; Ais as - -  q Zs Ai~ bs --- r ~'.Mi. Cs) 

Z ~, dt 
1 

Par  suite en posant 

~ t t ~i~.,Ai, I(~a , ~--- Ii, .,Y, iJ~,Ai, Kib , = [~, ZiZsAisKiC,  ~--- la, 

n n 

la formule (I8)a s'dcrira 

or = ( F ~ -  + ~ r -  ( ~ - -  + ~)~r + ~ / ~  
V i~,A 

1 

"* _ _ [  " d~h l l p _ _ 1 2 q ~ l j ] 3 $ , , "  _]_~,, o T +  Z'~Z,A~,K~If , --~hsh-EF 
1 1 

Mais 

~ ( ~ )  = _ _  
~(T) ~(T) ~ m 

i ~(~h 

X o(T) ~d~,, 

en cons6quence si nous comparons les derni6res formules nous aurons 

(I 9)a 

[oT o(~v) ~ T  ~(T) ~T ~(T) 
= -~-- + l~, ~ ~ + l~, ~, -- Or + l~, 

0f ~(T) 
,'d~,\---- (~._t~)+s, 

~T 
[(T) �9 ~-, d~ ] 

+ l~p + l,r + l~r t + h S h - -  ~ --2~2'~Ai~K~K~ 
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On peut, donner k ces 6quations uric expression plus simple. 

effet posons 

o (T)+ @+ @+~j-+ ~ ~ '  
1 

ou bien 

A oct 

2oh 
I 

o --  ?{(A - ~ ) / +  ( B -  ~)q~ + (c' - e)r ~ -  : (D + d)qr 

On 

~lt m 

+ 2 Z h Z * ~ *  dt dt + Z ~  S" dt 
1 1 1 

n n 

2 i s is 

aura alors 

~T ~0 ~T ~O ~T ~0 

~T ~0 
~T ~T --  e'hp + f'hq + g~,~ +/_. .k  v~,k dt + s~, 

et par suite les ~quations (Io)d peuvent s'6crire 

2 I)d 

d ~e ~0 a0 M~, 

d ~0 ~0 ~0 

d~O ~0 ~0 

1 

~0 
-~-- f]1,. 
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Artic le  VIII. 

I. Supposons que les param6tres du syst6me cyclique soient constants. 
Alors les dquations qu'on vient de trouver se r~duisent aux trois 6quations 

2 I ~)d 

d ~0 ~0 00 

dOO ~0 ~0 ~ + p ~ - - ~  =~• 

dans lesquelles on aura 

(~o,)~ O = ~{ (~ - -  ~,)p: + (S - -  b)q' + ( C - -  c)r' - -  :(J) + d)qr 

- -  ~(E + ~)rp-- : ( f  + f)pq} + l~p + @ + z,~. 

Les coeffiSients de tous les termes de cctte expression sont constants, 
par suite les 6quations (2i')a correspondent ~ la rotation d'un syst6me 
dans lequel existent des laouvements stationnaires, en supposant que les 
moments d'inertie par rapport aux axes $, ~2, ~" soient 

A - - a ,  B - - b ,  C - - c ,  

que les moments mixtes d'inertie par rapport aux couples d'axes 7/, ~'; 
r $; $, 7] soient 

D + d ,  E + e ,  F + f ,  

et enfin que les composantes 
mouvement interne soient 

du couple de quantit6 de mouvement du 

11, l : ,  /3" (Vole article VI.) 

On tire de lk le th6or6me suivant: 

Soit un corps dont la figure reste invariable, clans lequel la distribution 
des densit6s n'est pas alter@, d l'intdrieur duquel existe un mouvement poly- 
cyclklue laissant les param~tres constants et sur les coordonn@s cycliques 
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duquel n'agit aucune force; sous l'action d'un couple donn~, il tournera autour 
du centre de gravitd comme un autrc corps dans lequel existe un mouve. 
ment stationnaire, qui est sollicitd par le m~me couple moteur; les intensitds 
cycliques d@endront d chaque instant de la ~vtation du corps. 

2. Remarquons que la forme quadratique 

(2o")d [ { ( A - - a ) p '  + ( B - - b ) q  ~ + ( C - - c ) r ' - -  2(D + d)qr 

- -  2 (E + e)rp- ,(F + f)pq} 

est une forme d6finie positive. Cela d6pend de l'expression (I")a trouv6e 
pour (T) qui &ant celle de  la force rive dolt 4tre toujours positive. 
Mais on ne peut pas d6montrer que A - - a ,  B - - b ,  C m c, v6rifient les 
conditions 

( B - -  b) + ( C - -  c) > A - - a ,  

(C--c) + (A--a) > B - - b ,  

( A - - a )  + ( B - - b )  > C - - c ,  

auxquelles doivent satisfaire les moments d'inertie d'un corps r6el dont la 
densit6 cst toujours positive. C'est pourquoi dans le th6or&me pr6c6dent 
lorsqu'on parle du corps qui tourne de la m6me mani6re que le corps 
donn6, il faut envisager un corps id4al dont la densit6 peut devenir aussi 
n6gative. Du point de vue analytique et cin6matique il n'y a aucune 
diff6rence entre le mouvement de ce corps et celui d'un corps r6el, puisque 
la forme qu~dratique (2o")d est une forme quadratique d6finie. 

3. Le th6or&me qu'on a donn6 h lu fin du w i ram&he la recherche 
du mouvement d'un corps dans lequel existent des syst~mes polycycliques, 
et qui n'est soumis ~ aucun couple ext5rieur, au probl~me qui ~ 6t6 
trait6 auparavant, et l'int6gration, dans ce cas plus g~n6ral, s'effectuera 
encore ~ l'aide des fonctions elliptiques. (Voir le chapitre II.) 

On pourra 6noneer la proposition suivante: 

Les composantes de la rotation et les intensit~s cycliques d'un systOme, 
dans lequel existent des syst~mes polycycliques, dont la figure et la distribution 
des densitds n'est pas altdr~e, et qai n'est soumis it aucune force extdrieure, 
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sont des fonctions elliptiques du tem:ps; les cosinus des angles que les axes 
d'inertie forment avec des axes fixes sont des fonctions uniformes du temps. 

4. Si l'on voulait effectuer la solution de la question en la rame- 
nan~ ~ celle du mouvement d'un corps duns lequel existent des mouve- 
ments stationnaires, on pourrait d'abord r6duire les 6quations k la forme 
(3) et apr&s faire l'int6gration par les m6thodes qu'on a donn6es aupara- 
rant. Mais il est 6vident qu'on peut atteindre le but d'une mani&re di- 
recte beaucoup plus simple. I1 suffit pour cela d'app!iquer les propo- 
sitions de l'article V du I e r  chapitre, w167 3, 4, comme nous avons d6jk 
montr6 duns l'article VI. En effet, lorsque 3I~ = M, = M:-----o on peut 
ramener les 6quations diff6rentielles (2I)a an type (I2)a , puisque 0 est 
une fonction de 2 d degr6. Le HESSlEN de la fonction 0 sera 

A - - a  , - - ( F  + f )  , - - ( E  + e) 

H =  - - ( F + f ) ,  B - - b  , - - ( D  + d) 

- - ( E  + e) , - - ( D  + d) , C - - c  

et on calculera tout de suite les fonctions fl et f2 par les formules 

+ [ - - ~  + f )p  + ( B - - b ) ~ - - ( D  + d)r +12] ~ 

+ [ - ( E  + ~ )p -  (D + d)q + (O--e)r + l,]'}. 

/',~ ~--- 2,I/~{(,,~-- - -  a )p  ~ "q- ( B - -  b)~" JI- ( C - - c ) r ' - -  2(D .ql_ d)qr 
" 4  

- -  ~(E + e ) ~ p -  , (F + f )~} ,  
de sorte qu'on aura 

dp _ d(fl ,  f~) dq _ cl(fl, f;) d~. d(f~ , f;) 
dt  d(~ , ~') ' d t  d (v  , /9) ' dt  ~ d ( p  , q) 

5. On peut int6grer direetement ees 6quations par la m6thode 
qu'on a donn6e duns le 2 ~me chapitre ~ l'article II. Cette integration 
d6pendra de la r6solution d'une 6quation de 4 ~me degr6 qu'on 6erira tres- 
ais6ment en partant de l'6quation (I2)b du rnSme article. (Comparez 
article VI, w 2.) 
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:Los expressions des composantes de l~ rotation et celles des intensitds 

cycliques seront les suivantes 

(22)~ 

-~ = M~ atu + M(~) a~u + M(~)aaqz -b M(4)a ~ '  

"'(~)~ o, N(d)a,u N~%u 
q ~ M(,)a(u + M(~)a~u + _M(~)a3~ + M(4)an ' 

a~v +.LY~ a2u + + 

M~ + M(2)Gu + M~)a3u + 3l(~)au' 

fDi ~ .MO) al~ -{- _M(2)a~u + ]]'/(a)aau -{- 2]~(4)0"U 

oh L! h) , M~ ~') , N~ h) sont des quantit6s eonstantes. 

Si nous emp]oyons les quantitds ~-(~')du 2 m~ chapitre, article lI ,  

on aura 

~ 4 4  

_ _  - - .  08  a 2 4  - -  

(h~ 
OLt4 

La relation 

(24).  u = r  - ~,,)(~, -- ~.~)(t - -  to), 
(e 1 --  e~)// 

t o 5tant une constante arbi t ra i re  e t  21 , ~2 , ~3 , ~4 les 
tion du 4 ~'~ degr6. 

qui subsiste entre t et u sera l%quation lindaire (voir (23)b) 

racines de l'6qua- 

Pour  eMculer les cosinus des angles que les axes $ ,  72, ~" torment  

avec les axes fixes, il faudra d'abord d6terminer r l ,  r2,7~. En employant  

les formules (I2)a on aura 

(E § e)r + ll], rl = ~ [  (A - -  a)~ - -  (F + r)~ --  

(~s). I 
r~ = g [ - - ( F  + 5 p  + (B - -  b) q - -  (D + d ) r +  ~],  

I 
r~ = x [ - - ( E  + e ) p - - ( D  + d)~ + ( c - - ~ ) r  + ~:,]. 
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Par la m6thode qu'on a ~ donn6e aux articles IV, V, VI du 2 ~~ ehapitre 
on pourra obtenir l'expression des autres cosinus. 

5. Dans le cas que nous venons de discuter le syst4me est aban- 
donn6 k son inertie, car on a suppos6 toutes les forces nulles, soit le 
couple de rotation, soient les forces relatives aux coordonn6es cycliques. 
On peut d6signer ce cas en disant qu'il correspond k un mouvement 
adiabatique du syst~me. Donc clans un mouvement adiabatique (les para- 
m~tres ~tant constants), les composantes de la rotation et les intensit~s cy- 
cliques sont des fonctions elliptiques du tem_ps. 

I1 faut remarquer cependant que le mQuvement interne n'est pas 
adiabatique. En effet calculons les moments cycliques. On aura 

n 

aT, _____ ~,a~,o, ----. ~ - -  alp - -  biq - -  cir, 
qi -~- Owl 1 

On volt qu'ils ne sont pas constants, mais qu'il sont des fonctions li- 
n6aires des composantes de la rotation du syst6me. 1 

Article IX. 

I. Les r6sultats qu'on a trouv6s aux articles VI, VIII prouvent 
que les param6tres 6tant constants, et le mouvement du syst6me 6tan$ 
isocyclique ou adiabatique, la solution peut 6tre obtenue par les fonctions 
elliptiques. 

Nous allons maintenant discuter un cas plus g6n6ral, dont ceux qu'on 
a envisag6s sont des cas particuliers, et dans lequel la solution peut 
s'obtenir de la mdme mani6re. 

2. Supposons que quelques-unes seulement des forces relatives aux 
coordonndes cycliques soient nulles. Alors on volt bien ais6ment qu'on 
pourra 61iminer dans les 6quations du mouvement autant d'intensit6s 
cycliques, qu'on a de forces nulles. 

Pour obtenir ce r6sultat il n'est pas n6eessaire de faire de nouveaux 
calculs. On peat se servir des formules que nous avons trouv6es k l'ar- 

1 Voir  HERTZ: Die Prin~i~ien der Mechanik, page  230. 
Acta math~ma~. 22. Imprim6 le 16 janvier 1899. 39 
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ticle VII. I1 suffit pour cela de supposer que quelques-unes des coor- 
donn6es ~ , ,  ~ ,  . . . ,  ~,, ne paraissent p~s explicitement dans les formules 
(I0)~. Alors elles deviennent des coordonn6es cycliques et les param6tres 
sont les coordonn6es r6sidues. 

Donc les formules qu'on trouve par l'41imination sont les 6quutions 
a0 

(2I)a dans lesquelles on devr~ retrancher les termes ~ relatifs ~ celles 

des coordonn6es ~a qu'on a suppos6es 4tre des coordonn6es cycliques. 

3. Appliquons ce r6sultat au cas ok le syst6me est rigoureusement 
cyclique. Alors on pourra supposer que toutes les coordonndes ~ ,  ~2, 
. . . ,  ~ soient des coordonn6es cycliques. D6signons leurs d6riv6cs 

d~  d~, dm,~ qui sont des intensit6s cycliques, par eo~, eo~, . . . ,  co', 
dt ' d - - i - '  " ' ' '  d t ~ �9 

et posons Hh = P~, Les 6quations (2I)~ pourront s'6crire 

(2 I ;')d 

off 

daO' ~0' ~0' 

d ~0' ~0' ~O' ~ + ~ - - p ~  = M~, 

,( ~ ) 

(:o"), ~ ' =  ~ { ( a -  ~ ) / +  ( v -  b)q' + ( e - , ) ~ ' -  :(D + a)qr 

- -  ,(E + e)~p-  ~(F + f)p~} 

) ) 
2 1 1 

d~h 
On a supprim6 dans l'expression de 0' les Lermes z~hSh-~-et  les termes 

1 

t 2  ~ , A ~ , K ~ K ,  qui paraissent dans l'expresslon de 0, mais qui dispa- 

raissent dans les calculs des d4riv6es. 
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t p ! 4. Soient maintenant les intensit6s cycliques to1, c o 2 , . . . ,  co, des 

quantit6s constantes. Dans ce cas les coefficients de p , q ,  r dans tous 
les termes de O' sont des quantit6s constantes. Par suite le thdor~me dnoncd 
au I ~ w de l'article V I I I  s'dtend au cas o~ quelques coordonnges cycliques 

ne sont pas soumises d des forces et les intensitds cycliques corres2ondantes 
aux autres coordonndes cycliques sont constantes. 

Si le couple de rotation est nul, alors l'int6gration des 6quations 
(2I")d pourra s'effectuer par les fonctions elliptiques. 

En effet en rappelant les r6sultats obtenus ~ l'article V du I ~ cha- 
pitre on pourra 6crire les 6quations (21") sous la forme (comparez le 
w 4 de 1'article VII) 

dp d (f'( , f'd dq d (f'(, f'~) dr d (f; ' ,  f~) 
(22)a d t  d ( q  , r)  ' ~ ~-- d ( r  , p )  ' d t  - -  d ( p  , q) ' 

/~' et f~ 6tant donn6s par les formules 

f ; '  _ _ _  

t 
f 2  - -  F 

i j[ ]2 
2~H ( A - - a ) p - - ( F  + f ) q - - ( E  + e)r + ~e'htO'h + 11 

ra 2 

+ [ - ( ~  + r)p + ( B -  b)q - (D + ~r  + ~ f;~'~ + Z~] 

~ '] 
+ [ - - ( ~  + e)p--(~ + d)~ + (C--c)r + ~g:,~; + ~'1 ' 

_ _  I J 2 ~ ( A - - ~ ) f  + (B--b)q ~ + (C--c)r'--  :(n + d)qr 

- -  ~(~ + e)~v-- : (r  + ~)pq}, 

H =  

A - -  a , - - (F  + f) ,  - - (E  + e) 

- - ( F + r ) ,  B - - b  , - - ( D + d )  

- - ( E  + e) , - - ( D  + d) , C - - - c  

Les expressions des fonctions inconnues p ,  q ,  r ; oJ 1 , e%, . . . ,  co. sont les 
m6mes que celles donn6es dans l'article VIII au w 5. 

Pour obtenir les expressions des forces P;~ c'est ~ dire des forces 
qui sont capables de maintenir constantes les intensit6s cycliques w'l, 
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~o;, . . . ,  ~o', il suffira de remarquer que la derni6re des dquations (z~")o 
s'dcrit 

dp _, dq , dr 

et k cause des ~quations (22)d 

e' d ( f , ,  f~) ~ [ ,  d(f~, f~) + , d(f~, 5) 
-]~i----- a~(q-r  ) . ad(r ,p)  g a ~ ( ( ~ : q )  ~ 

Par suite en posant 

o n  a u r a  

(~3). 

On tire de l~ que 
elliptiques du temps. 

[(o h) ---- e 'h p -{- [ 'h q + g 'h r 

les forces 

d(y,  q, r) 

T~ seront reprdsentdes par des fonctions 

Article X. 

I. NOUS avons donnd k l'article V les formules (Io)d dans lesquelles 
on a introduit les coordonndes cycliques et les paramdtres. 

Les paramdtres que nous avons considdrds sont des quantitds indd- 
pendantes, mais on pourrait trds-bien envisager des paramdtres lids par 
des relations correspondant k des "liaisons. Si les paramdtres 6talent lids 
par les relations inddpendantes 

f1 ($ , ,  ~ , ,  . . . ,  $ ~ ) = o ,  f , ( ~ l ,  $ , ,  . . . ,  $~) = o ,  . . . ,  r , ( ~ l ,  $ , ,  . . . ,  $~) = o, 

il faudrait modifier les dquations (IO)d en ajoutant  au second membre 
de la derni~re d'elles les termes 

g 

2. Nous n'allons pas approfondir le rdsultat qu'on trouverait de 
cette mani~re. Plutbt comme compldment des formules que nous avons 
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donn6es, nous voulons envisager le cas du mouvement d'un corps solide 
et d'un corps liquide homog6ne qu'on peut supposcr remplir une cavit6 
du premier corps. 

S 6tant l'espace occup6 par le liquide, la force rive du syst6me 
sera, en se rapportant ~ des axes li6s invariablement au corps solide 
(voir article V) 

(Ap 2 + Bq 2 + Cr 2 -  2 D q r -  2 E r p -  2Fpq) T-----~ 

S 8 

+ ~f (44-~,.-<o~, + ~f(o~-~9. 
S S 

oh $, ~2, r sont les eoordonn6es des points d u fluide et p sa densit6. 
Pour v6rifier l'6quation de continuit6 il faudra prendre 

W+~+~=o. 

Par suite, en employant le principe de HAMILTON, en trouvera les 
6quations 

(--4)d 
d ~ .--1- 2 
dt ~ - -  

#r  
dt ~ __ 2 

( ~ _ ~ ) +  ~,~ ~(~_ o, 
d$ dr dp a P (~ ~ _ ~ )  + ~ _ ~  + ~ (~_ ~) = o  

d$ P d~ dp dq a 

(24')a 

d aT aT  aT ~Vp + q ~ - -  r ~  = M~, 

d aT aT aT  
dt a--q- + r - ~  - -  p a7 = M,,  

d aT aT aT ~ +P a-~-- q~ = M~, 
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V ~tant la fonction potentielle des forces agissant sur le fluide et M s, 
M , ,  Mr les coml)osantes du couple de rotation. Si nous posons 

et si nous d~signons par le symbole ~ la d5riv~e partielle par rapport 

t d'une quantitd en la regardant comme une fonction de $,  ~ ,  ~', t, 
les ~quations pr~c~dentes deviendront 

(2s)~ 

9u Ou 9u 0u 

a~ a , . . ( P t O  + r -~i ~ ~ ~ + -~ -~ - -  ~ o , 

~v ~v ~v ~v 
+ u ~  + v V~ + w ~  + 2 (ru--low) 

+ ~  ~ r  - -  = o ,  

~w Ow 9w 9w 

+ ~ / - - . ~  +~  ~-- - o ,  

(~s'h 

oh 

~0 vO d g O  + q - - - - t - - = M e ,  
-~ Vl) 9r ~fl 

d ~0 ~0 aO 

d O0 9 0  O0 ~ i l ia ,  

I 
0 ~- ~ (Ap  2 + Bq ~ -Jr" Cr 2 - -  2 D q r - -  2 E r p  ~ 2Fpq) 

+ p f ( ~  - ~)pds + qf(r -- ,~)pds + ~f(e~--  ~)pds.  

A c e s  ~quations il faut ajouter l'~quation de continuit5 

0u 0v 9w 
(26). -~ + ~ + ~ --- o 
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et l'6quation au contour 

(2 7)~ u c o s  n $  + v c o s  n,~ + w c o s  n~" = o ,  

n &ant la normale 

311 

la paroi qui limite l'espace oeeup6 par le fluide. 

3. Envisageons le eas oh le fluide n'ait pas de tourbillons, c'est 
dire oh l'on air 

?~ -~-~-- V -~-Oy ~ ~z ~ x  ~ - -  W ~-~----. 

Les 6quations (25) d s'6criront 

(~) +(~) '+ 'l - 

~-[~ ~ '+ '1 - 

/ ~9 ~ ~9'\ dp d~ + ~t,Pv~--q~r + ' ~ i - e ~  

C'est pourquoi 

dp ~d~_ = ~ r ~ ( ~ - ~ )  + , ~ - ~ ] .  

On tire de l& et de l'6quation de continuit6 

et d'une mani~re analogue on a 

/ ~ ~ ato) dr 

0 7 

~ 0 ~  

--.~0. 
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Par une int6gration on trouve 

~ ~ ~ dp dq dr 

6 6tant une quantit6 eonstante. 
Si le mouvement de rotation du corps solide est permanent~ cette 

6quation devient 

(29) a p~--~- q ~  -~- r~.~ = 

La constante C dolt 6tre nulle, parceque si nous conduisons un plan 
tangent s la surface qui limite le fluide, et qui soit normal ~ l'axe de 
rotation, au point de contact on aura 

a~o v~ aq, p~ + q~ + r~ = o. 

Prenons pour axe ~" l'axe de rotation, alors l'6quation (29)0 deviendra 

et les 6quations (28)0 s'6eriront 

a I ( ~ ' }  + - - -  V] = 2r a~' \ a  T / p aT] ' 

+~--v]=-- ] 2r~-~ , 

en supposant qua le mouvement du flulde soit stationnaire. 
L'~quation de continuit6 (25)6 et celle (27)a qui dolt ~tre v6rifi6e 

au contour seront 

~-~ + ~ = o ,  ( 2 7 5 0  - - =  o .  

Donc si r cst la fonction eonjugu6e de 9', c'est k dire si 

r + ir = P(,  + i~) 
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on aura 

P ~r ~ 2 r p p + K ,  

K 6tant une constante. 
Pour que les conditions (26')d, (27')d soient v6rifi6es, il faut que 9 

soit polydrome et qde l'espace occup6 par le fluide n'ait pas la connexion 
lin6aire simple. 

Calculons maintenant Ies composantes du couple de quantit6 de 
mouvement du ituide par rapport aux axes. La composante dans la 
direction ~: sera 

�9 m~ = - -  C v p d S = - -  r p d S = p f l ~ - ~ d S ,  

8 8 

et puisque r est constant le long des intersections du contour avec des 
plans parallSles au plan $72, on trouvera m I = o. De mdme on aura 
m~ = o .  

On tire de lk que l 'axe du couple du mouvement interne est pa- 
rall41e ~, l 'axe de rotation, c'est pourquoi ccIui-ci (voir (6')~) doit 6tre un 
axe d'inertie. 

Nous avons done une infinit6 de mouvements possibles permanents 
du solide et du fluide renferm6 dans un recipient tubulaire sans que ]e 
fluide uit des tourbillons, (Voir la note k l'article V de ce ehapitre.) 

1Vote a u  c h a p i t r e  I V .  

I. Nous avons fait usage dans le chapitre prSc6dent du principe 
de HAMILr, o~ et des 6quations du type LAGnANGE-LIOUVlLLE; mais on peut 
tr~s-bien s'en passer et d6montrer directement la relation qui ,~ubsiste entre 
le mouvement adiabatique ct le mouvement isocyclique en employant seule- 
ment l'6quation symbolique du mouvement, c'est ~ dire l'expression ana- 
lytique du principe de LAGnA~GE. I1 fafit pour cela se servir d'une trans- 
formation tr~s-616gante de cette 6quation donn6e par M. ]~ELTiCAMI. 1 

2. Lorsqu'on a un systSme qui peut tourner autour d'un point 
fixe, soient ql,  q2, q3 des param~tres qui d6terminent sa position. Suppo- 

1 ~BELTRAMI~ Sulle equa~ioni dinamiche di Lagrange. Rendiconti del Istituto 
Lombardo~ S. I[~ Vol. 281 fase. 14. 

Aeta math~mat~a. 22. Imprim~ le 21 janvier 1899, 40 



314 Vito Votterra. 

sons que dans ce syst6me existent des mouvements cycliques et que les 
forces relatives aux coordonn6es cycliques soient nulles. 

L'6quation symbolique de M. BELTaAMI peut s'6crire dans ce cas 

• )' ( ~ L ~ U - -  77~qi , 

oh L e s t  le travail du couple des forces appliqu6es au systgme et U est 
donn(i, par des calculs que nous supprimons, par 

I 
- -U= ~[(A--a)p~+(B--b)q'+(C--c)r'--2(D+e~qr--2(E+e)rp--2(F+ f)pq] 

+ lip -Jr- 12q + l~r m ~  

les notations 6tant les mdmes que eelles que nous avons adopt6es dans 
le chapitre pr6c6dent. 

On peut tirer de lk ais6ment le th6or~me auquel nous avons fair 
allusion et de m~me les 6quatlons du type LAGRA~cG~-LIOUVlnnE. 

C H A P I T I ~ E  V. 

Quelques applications a~t mouvement du p61e terrestre. 

Article I. 

I. Lorsque les mouvelnents internes ne sont pas stationnaires nous 
avons vu que les 6quations diff6rentielles du mouvement sont les suivantes 

(voir introduction (7)) 

AdP ~[ + ( C ~  B)qr + m3q --m~r + din,dr 

(,)o 

~ -  O~ 

~t dm~ B + ( A - - C ) r p + m ~ r - - m ~ p +  dt = ~  

C d~ . am.  
dt + (B- -  A)pq + m,p- -m,q  + dt = o 
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et on a l ' intdgrale (voir (6)) 

(2)o (Ap + ,~,)~ + (Bq + ,,,,)~ + (C," + ,n3)~ = K ~. 

En g6n6ral on ne peut pas donner d'autres int6grales et par suite on ne 
peut obtenir l 'int6gration par des quadratures. 

Supposons A = B; alors les 6quations pr6c6dentes deviennent 

(8)6 

~ i +  r +  X q =  m~r-- -X' 

( "~--  ~. {_ P = --ml~" dm,~  I 
dt / X '  

dr I dm~ ( ' tn lq  - -  m ~ o )  

d-t = O dt "-~ G 

2. Pour intdgrer ces 6quations diff6rentielles nous pouvons employer 
une mdthode d'approxlmations successives. 

A cet effet remarquons que si l 'on connaissait p et q, on pourrait  
' i calculer r par la troisi6me equat on. On trouverait 

(s)o 
I I 

" =  ~, --o '*.  + -o f ( " lq- -  "~,P) dt, 

a 1 6tant une constante arbitraire. 
De m6me si l'on connaissait r, on pourrait int6grer les premi6res 

6quations. En effet posons 

(5)~ c - A  ~, T r + - X  = p ,  

(6)6 

on aura alors 

I 
~ / din,',, 

un~r- - -d~- )  = a, 

dt 

dq t ' l  

d~ 
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En posant 

ees 6quations peuvent s'6crire 

u ~ f p d t  

d'oh 

du + q 19' du -P t9 

p = C 2 cos u - -  C 3 sin u. 

q = C ~ s i n u + C  3eosu,  

dC~ dC. 
-~/ cos u - - ~ - -  sin u = a, 

dos dO, sin u + ~ cos u = ft. dt 

Par" l ' int6gration des derni~res 6quations il vient 

c, = f (~  cos. + Z si. .)dt + .2, 

c~ = - f ( .  sin . - - f l  cos.)dt + as, 

a s e t  a~ 6tant des constantes arbitraires. Par  suite 

(7)o 
I q = [f(acosu + ~Ssinu)dt + a~]slnu 

- [ f ( ~  ~n ~ - z co~.)d~ + ~0] co~ . .  

Prenons d 'abord r donn6 par la formule 

I 
r l  ~ a l  - -  0 ms 

et substituons cette valeur duns les 6quations (6)o. D'apr~s les 6quations 
(7)~ on d6terminera _pet  q et en substituant les expressions qu'on trouvera 
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dans l '6quution (4)e on aura une nouvelle valeur  pour r .  On pourra de 

m6me employer cette expression de r pour obtenir une nouvelle d6ter- 

ruination de p e t  q. Ainsi de suite on aura lu solution par des approxi- 

mations successives. 

3. I t  est ais6 de ealculer les s6ries qui donnent la solution par 

cette m6thode. 

En effet posons 

t 

r l = a ~ - - O  r~ A + dt, 
0 

( al ----A m2rl --d[ / '  151 = - - re ' r1  dt ] '  

[/( ] Pl = % c~ + fll sinul)dt + as c~ 

[/ ] + (a 1 sin u 1 - -  fll cos u,) dt + a~ sin ul, 

t 

ql = (% c~ + fll sinul)dt + a 2 sinu, 

[/ ] (% sinul -- i l l  c~ + a~ cosu 1 

et 6crivons pour n > I les formules r6currentes 

t 
I 

r~ = -o f (ml qn_~--m~pn_l)dt, 
0 

C - - A  t 
A f r ~ d t ,  

0 

r  1 \ 
A ~ ~ qi_!) r,,, 

( �89 c-~n-' ) 
fin = .A~ ~ ~l i lP i__ l rn ' 
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p~ COS 

+ [ / [ a ~  sin ( ~  ui) --fin COS (~1 Ui)ldtlsin(~l Ui ), 

q n  

0 

- - I / [ a ~  sin ( ~  u/) - -  fl~ 

Les int6grales des 6quations propos6es seront 

oo oo 

1 

On peut d6montrer que ces s6ries sont convergentes pour les va- 
leurs de t comprises entre certaines limites si l'on suppose que m~,m2,ms ,  

dm~ dm~ soient des quantit6s finies. 
dt ' dt 

Article  II. 

i. Dans les 6quations diff6rentielles (I)o on peut regarder ml, m~, m s 
comme les fonctions inconnues et p , q , r  comme des quantit6s donn6es. 

Le probl6me m6canique qui correspond ~ cette question analytique 
est le suivant: 

On connait le mouvement de rotation du syst~me, dgterminer les mouve- 

ments internes qui correspondent au mouvement de rotation donnd. 

Dans le cas off m l , m 2 ,  m s sont les fonctions inconnues, l'applica- 
tion de la m6thode des approximations successives conduit ~ des r6sultats 
beaucoup plus simples que dans le cas trait6 dans l'article pr6c6dent. 
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En effet, prenons d'abord 

319  

t 

~[tfl 1 ,  - - f  [(C--B)qr + a~q a2r]dt--A(p--po), 
0 

t 

,~, = - J ' [ ( A -  cO~p + ~ ~ -  a~p] dt - -  B ( q  - -  qo), 
0 

t 

m() ' = - -  f E(B-- A)pq + a2p- -a~q]d t - -C(r - -  ro) , 
0 

a~, a~, a~ 6tant des eonstantes arbitraires. 
Ecrivons aprbs les formules r6currentes 

(8)0 

t 

~nl ") = - - / [ m i ~ - ' q  - -  mi"-')r]  dr, 

t 

,,4" = - - f [ ~ i " - ' ) ~ - -  ~"- 'p ldt ,  

t 

04" = - - f [ ~ " - ' p  - -  ~i"-"q] dr, 
0 

et calculons lea s6ries 

I n I 

m 2 -~- a 2 -{- ~ m (") _ n 2 
1 

oo 

m 3 ~ a 3 + ~ m (") 1 n 3 " 

Elles donneront les int6grales des 6quations diff~rentielles (I)e. 
Le th6or4me g6n6ral de M. PICA~D 1 sur la m6thode des approximations 

succeasives, avec la modification apport6e par M. LINDELOF, prouve que 
]es s6ries pr6c6dentea sont con~ergentes pour route valeur du temps qui 
soit limit6e dana un intervalle oh p ,  q ,  r sont des fonctiona continues et 

i PICARD~ Traitd d'ana]ys% T. III ,  page 88. E. LINDEL6F ( C o m p t e s  r e n d u s  
26 fdvrier 1894 ). 
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finies. I1 est int6ressant de partieulariser le raisonnement g6n6ral ~ ee 
eas partieulier pour avoir un r6sultat que nous allons 6noneer. Soit P la 
limite sup6rieure des valeurs de p ,  q ,  r pour t comprise entre - -  T et T. 

Les formules (8)e montrent que si l 'on suppose 

on aura 

M t~ 2? p-1 
I '~ '  I < I~ + I( ~ -  ~) 

2 M P i n +  ' 2 N P t  ~ 

Supposons maintenant  que l 'on ait 

A > B > C  

(i=1~ 2, 8) 

et par suite 

im~l,i < [A--C2 P + a J e P t  + A A  

1 (2Pt)', (2Ptp -~ 

ee qui prouve que les sgries (9)o sont~ eonvergentes. 
On aura aussi si It I <  T 

I O)~ I1.,I < [~-~ c P + . ] ( e " - - , )  + ~ A e " .  

Par  les raisonnements ordinaires oil prouve que les s6ries (9)~ satisfont 
aux 5quations diff6rentielles (I)e lorsque les d6riv6es de p ,  q, r sont finies. 
Prenons dans les formules pr6e6dcntes t----t 1, puis faisons 6vanouir t I e t  
ehangeons en m6me temps les fonetions p ( t ) , q ( t ) , r ( t )  de mani4re que 
p ( t l ) , q ( t l ) , r ( t ~ )  gardent toujours les m6mes valeurs, qu'on d6signera 
par p , q , r .  On aura h la limite pour t~-----o 

. , 1 - - . 1  = A ( p - -  po), , . , - - . ~  = B ( q - ~ o ) ,  . , ~ - - . ~  = c ( r - -  to). 

On a ainsi les relations ffui doivent subsister entre p ,  q ,  r ; m 1 , m~ , m 3 dans 
leurs points de discontinuitd. I1 est facile d'interpr~ter cos formules comme 

et soit A la limite sup6rieure des valeurs de I P - - P 0  [, I q - -  q0 l, I r -  ~0 [ 
e t a  la plus grande des quantit6s 1 ,11 ,1~, l , la ,  I. Alors  on aura 
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celles qui donnent les discontinuit6s de la rotation dues k un choc qui 
change brusquement les valeurs de nh,  m2,m 3. 

2. Les r6sultats du paragraphe prde6dent nous eonduisent k la pro- 
position: Soit donn@ une loi arbitraire de rotation. On pourra toujours 
engendrer dans un corps quelconque des mouvements internes qui ne changent 
ni la forme ni la distribution des masses du corps, tels que le corps sans 
~tre soumis d aucune force externe, tourne autour du centre de gravitd d'~Jr~s 
la loi donn~e. 

Si le corps 6tait rigide il suivrait les lois bien connues de la rota- 
tion libre d'un corps rigide, par suite le th6or6me prdcddent peut dtre 
6nonc6 de la mani6re suivantc: 

Toute anomalie qu'on remarque dans la rotation libre d'un corps peut 
~tre expliqude par des mouvements internes qui ne changent ni la forme ni 
la distribution des masses da corps. 

La formule (xo). montre que [ma], Ira2] , [m31 sont aussi petits que 
l'on veut, pourvu que A et T soicnt suffisamment petits. 

Donc route altdration de la rotation d'un corps, pourvu qu'elle soit 
suffisamment petite, peut dtre produite par des mouvements internes qui ne 
changent ni la forme ni la distribution des masses du corTs et ~ui sont aussi 
petits que l'on veut. 

3. Les propositions pr~cddentes conduisent k des consdquences im- 
m6diates dont nous allons donner quelques exemples dans ce paragraphe 
et dans le paragraphe suivant. On commit la rotation d'un corps dans 
lequel existent des mouvements internes qui ne changent ni la forme ni la 
distribution des masses du corps. Comment peul-on chanqer les mouvements 
internes de mani~re qu'ils produisent tou]ours le m~me effet, c'est d dire que 
la rotation du corps ne change pas? 

Si m~,m'2,m~ sont les nouvelles valeurs de m~, m~, m 3 il faut qu'on ait 

dp 
A-di + ( C - - B ) q r  -b m~q - -m'2r- t -  dml dt = O, 

dq B-g{ -1- (A - -  C)rp + m'lr ~ m'3p n t- dra; 
�9 d t  - -  O ,  

d r  
C-if[ -t- ( B - -  A)p~ -4- m ~ p -  m',q Jr" dm', 

d-- i -=~ 
Aota mathemat~a. 22. Imprim6 Ic 13 f~vHer 1899. 41 
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Retranehons les 6quations (~)o et posons 

'on trouve 

' d i -  + ,i'~" q - -  m;' r -=  o ,  

dm'~" 
~dt --[- m ~ ' r ~  m;'p = o, 

d,~.7 
~ V  + mT'p - -  m.;' q = o 

les 6quations 6~ant d u  m~lne type que Ies 6quation~ d~ PolssoN (Voir intro- 
duction), Si nous appelons ~ ,  fl~, ?'j ; a, , /?~, ~'2 ; %,/?~, ~ les cosinus 
cles angles que lcs angles ~, 12, ~ forment avec les axes fixes x ,  y ,  z, 
les intfigrales g4nSrales seront 

~.;' = c,=, + cJ ,  + qr,,  

~ ; ' =  c,% + c j ,  + q r2, 

C~, C2, C 3 &ant des eonstantes arbitraires; d'ofi l 'on tire 

,,2; = , n ,  + c,~, + ~ ,  + ~r, ,  

Ces formules r~solvent compl~tement la question propos~e. 
En prenant m 1 = m  2 : m 3 = o et en rempla~ant al ,  a2, % ;fl1,/72,/?~; 

r~, r~, ~'3 par les expressions donn~es par J)_com pour ees eosinus dans 
le cas d'un systbme rigide qui n'est soumis ~ aucune force, on aura tous 

les mouvements internes qui ne produisent .a~tcun effet dans la rotation libre 

d'un corps. 
De m~me si nous prenons m~, m 2 , m~ constants et que nous mettions 

la place de %,  %, % ;/?~,/?2, fl~ ; T1, ~'2, J'3 les expressions que nous avons 
trouvdcs ~ l'article VI du chapitre II pour ces cosinus lorsque les mouve- 
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ments internes sont stationnalres, on trouvera tous tes mouvements internes 

variables qui produisent  le mdme effet que les mouvements s tat ionnahes.  

On tire de l'~ qu'un corps peut avoir un mouvement de rotation, 
comme s'il 6tait rigide ou tr6s, rapproch6 b~ celui qu'il aurait s'il 6tait 
rigide, eL cependant il peut s'engendrer b~ son intdrieur un mouvement 
tel que le moment du couple de quantit6 de mouvement soit aussi grand 
que l'on veut. 

4. Un r6sultat qu'on peut concevoir beaucoup plus facilement est 
le suivant. 

Supposons qu'on air trae6 les polodies correspondant au mouve- 
ment rigide sur l'ellipsoIde central du corps ayant pour 6quation 

A~ ~ -I-B~ ~ + G~ ~ = I. 

Si en supposant B compris entre A et C, on conduit les plans 

: U (A-B) 
= v-C  - -  c ) ' = - -  V C ( B  - -  C ) '  

la surface de l'ellipso~:de sera ddcoupde en quatre r6gions. 
En prenant deux polodies situ6es dans la mdme r6gion on peut d6- 

former l'une d'elles avec continuitd en passant par routes celles inter- 
m6diaires jusqu'~ la faire coIncider avec l'autre. 

Cela ne peut pas dtre fait pour les polodies situdes dans des rdgions 
diff6rentes de l'ellipso'ide. 

Remarquons que chacune de ces courbes peut dtre parcourue par le 
p61e lorsque les mouvements internes sont nuls. On peut doric pr6voir 
qu'engendrant des mouvements internes aussi petits que l'on veut le p61e 
puisse parcourir une courbe dont les spires soient rapprochdes aux polodies 
et que cette trajectoire soit telle qu'en partant d'un point d'une polodie 
on aboutisse ~ un point d'une autre polodie quelconque appartenant ~ la 
marne rdgion de l'ellipsoIde. Les formules qu'on a donn6es le montrent 
d'une manidre fort simple. En efi'et a y a n t  6gard i~ l'intdgrale (2)~ des 
6quations (I)o, posons 

Ap + m, Bq + m~ Cr + ~a.~ 
( I , )~ r, = K ' ~ =" K -' r~ =- K 
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ees quantit6s seront les eosinus des angles que leg axes $ ,  y], ~' ibrment 
avec raxe  du couple de quantit6 de mouvement  qui est axe. (Voir In- 
Croduction.) 

Rdsolvons les 6quations prdc6dentes par rapport  h p ,  q, r et substi. 
tuons les valeurs qu'on trouve dans les 6quations (I)~; on aura 

dr' = (c ~ b)r2T ~ + ~- i'~ --- T~, 
( [ ' ) ~  d-V ~- 

0~ a ~d~ t 
d-i- X 

dr, (b ~ a) ~', r2 + ~ r2 - -  ~ r, dt 

K K K 
off l'on a pos6 a = ~ ,  b = ~ ,  c =  

Lorsqu'on suppose m~ = .m~ = m~-----o, cos 6quations deviennent 

dy~ dy~ 
( , . , ) o  dr ,  _ ( ~ - - ~ ) r ~ r ~ ,  - -  = ( ~ - - c ) r ~ r , ,  - -  = (b . ) r , r . ,  dt dt dt 

c'est k dire elles se r6duisent aux 6quafions diff6rentielles du mouvement  
rigide. 

Leg 6quations (I")e ont les deux int6grales 

et ]a quantlt6 constante e dolt a t rc  comprise entre a et c, si nous sup- 
posons que la valeur B soit comprise entre A et C. 

Si nous nous rapportons k la distinction des polodies qu'on a faite 
tout k l'heure, on aura que le passage des polodies d'une r6gion k celles 
d'une autre a lieu lorsque e franchit la valeur b. 

Si nous prenons avec JACOBI 1 

a > b > e > c  ou a < b < e < c  

les int6grales des dquations (1")~ seront 

~ C  ~ e 
r, = . _ ~, sn [ . ( t - -  t o ) ,  k ] ,  r2 = ~ _ b  c n [ n ( t - - t o ) ,  

r0 = k ] ,  ~ t 3 - -  ~t 

Voir tlERMITE: Sur qudques applications des fonetions elliptiques. w167 X, XI. 
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oh t o est une constante et 

n = ~ ( ~  - -  . ) (~:  ~ t , ) ,  i / z ( J ,  - -  ~ ) ( r  - -  ,~,) 

Calculons les d6riv6es de T~, 7":, T~ par rapport  aux eonstantes t o et e. 
On aura d'abord 

~ tT=  - r~r. ,(c--  b), ~to = - -  r ~ r l ( . - - ~ ) ,  u -~= - -  r,r~(b - - a )  

par suite ces dfriv6es seront des quantit5s fiIfies. Les dfrivfes des fonc- 
tions sn ,  cn ,  dn par rapport au module deviennent infinies lorsque k =  t. 
On tire de l~ que les dfiriv6es de iq,  T2, T~ seront finies si e n e  prend 
pas les valeurs limites b e t c .  

Cela pos6, employons la m6thode des variations des constantes arbi- 
traires, et ts de v6rifier les {!quations difffirentielles (z)o en p renan t  
t o et e fonctions du temps. 

Ces ~quations ddviennent alors 

, . ,% 

l ~t--/ d-f q- ~e dt -1- --ff r. ~ T, = o, 

~}'~ d& ~y~ de nl a m 1 
i vt-Td-T + ~ at + -C r' ~ - X r ~  = o, 

t o  dT + ~T a~ + --X r~ - - - ~  r, = o. 

t t s t t  t t  Soient T l , r~ , r~ ,  et I~ ,r2 ,Y~' deux syst6mes de valeurs de I I , f ~ , r 8  
qui correspondent k deux valeurs quelconques r' e r" de t - - t  o et k 
deux valeurs e' et e" de e comprises entre les limites b e t  c. On pourra 
prendre t o et e fonetions du temps de mani6re qu'en posnnt r ( t ) = t - - t o ( t  ) 

on ale 

, {d tq  {dto~ 
~(t,) = r ,  z(t~) = ~" + 2 . o . ,  ,.(u / ,~, ,  = o ,  \ ~ / - / , o , ~  = o ,  

e(&) =: e', e(&) = e", ( e ' - - e ( t ) ) ( e " - - - e ( t ) )  < o, 

= 
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2eo 6rant la p6riode r6elle des fonctions elliptiques correspondant au 
module 

k = ,,' [ 2 ' - - . - ~ - - ~  

Alors lea fonetions 

r ,  = r ,  (t - -  t o ( t ) ,  e ( t ) ) ,  r~ = r , ( t  - -  t o ( t ) ,  e ( t ) ) ,  r ,  = r , (  t - -  t o ( t ) ,  e ( t ) ) ,  

pour t--~ t 1 prendront lea valeurs Y[, 7"~, F~ et pour t -~ t~ prendront lea 
valeurs Y'I', F~', F~' et leurs d6riv6es par rapport  ~ t o et ~ e seront finies. 

:Nous pouvons calculer d'aprSs les formules (I'")o un systSme de 
valeurs m~(t), m~(t), m~(t) de m~, m2, m~ qui lea v6rifient de sorte que 
ces valeurs soient nultea pour t----t~, et pour t = t~. 

Ayant  6gard aux formules (II)0 on tire de l~ que si pendant le 
temps t~ . . . t  2 les mouvements internes sont caract6ris6s par ml(t ) , m2(t ), 
m3(t ) et si les composantes de la rotation du corps au temps t 1 ant lea 
valeurs 

t t Ar~ Br.~ Cr.~ 
K ~ K ~ K  

au temps t 2 elles deviendront 

Ari' Br'; 6'r;' 
K ~ K ~ K  ~ 

ce qui prouve que le pble peut passer d'un point d'une polodie ~ un 
point d'une autre polodie appartenant  ~ la me!me r6gion de rellipso'fde. 

Mais on peut choisir les fonctions to(t ) et e(t) de sorte que les d6- 

rivees" ' dtdt~ ' dtde soient aussi petites que l'on veut  de mani@e que m6me 

m I , m~, m a aicnt des valcurs absolues plus petites qu'une quantit6 donnSe 
arbitrairement;  donc le passage du p61e peut arriver par des mouvements 
internes aussi petits que ran  veut. 

Nous avons jusqu'ici exclu 1~ valeur e = c qui correspond ~, un 

sommet de l'ellipsoide, parce que pour cette valeur vr_~, ~r, ~r__~ de- 
~e ~ ae ~ 0e 

viennent infinies, maia on reconnalt facilement que cette exclusion n'est 
pas n6cessaire. En effet il suflit de changer de variable et de prendre 
~ / ] c - - e j =  3 au lieu de e et l 'on volt tout de suite que si l 'on regarde 
7"1, Y2,Ya eomme des fonctions de t , t  o et ~, leurs d6riv6es par rapport  
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'~ 3 ne sont ~phP, infinies lorsqne '$-~ O. On peu~; 'do~c gdn6raliser la 
proposition pr&6dente cn disa'nt que l~ai" des mo'avements internes aussi 
petits que l'on veut le p61e pe't~t ~t~e condait ffun point ,~ un autre 
situds intdrieurement s la m'dme ~'dgi'on de l"ellipsoIde. 

Le m&n~ r6sultat p~at ~tr'e obtenu d'une autre mani6re en suivant 
Ihquel~e il n'est pas n6cessaire d'exclure les points situ6s sur les frontiSrcs 
des ?6gions dans lesquelles la surface de l'ellipsolde a 4t6 partag6e. I[ 
suffit pour cela de remarqucr que los polodies se rapprochent autant que 
l'on veut aux sommets de l'ellipsoide et aux fronti6rcs qui sdparent les 
rdgions qu'on a envisagdes, et en outre d'avoir dgard au dernier th6orbme 
du :m~ w 

Si A---=-B, e'est h, dire a-----b, alor~ + k---~o, les polodies sont les 
parall6les de l'ellipsoide et les propositions pr&6dentes, valables pour 
ehaque r6gion, peut s'6tendre b~ toute la surface de l'cllipso'ide par  les 
m~mes raisonnements qu'on vient de faire. 

5. Nous avons calcul6 dans cet article les composantes du couple 
de quantit6 de mouvement relatif au mouvement interne, qui correspond 

un mouvement donn6 du p61e. 
Or on peut imaginer d'une infinitd de mani6res des mouvements cy- 

cliques internes qui correspondent aux valeu~'s trouv6es en g6n6ral pour 
n h , m~, ma. II suffit pour cela de rappeler, que lorsque les param6tres 
sont constants les 6quations (xo")a sont 6quivalentes aux dquations (X)e. 

Prenons maintenant les formules (9)d qui deviennent 

n 

n 

7]]~ -~- ~l ibi(l)i, 

n 

~?a = 1 ~ i  Ci O)i" 

Les fonctions m~, m 2 , m a 6tant connues, on pourra d'une infinit6 de ma- 
ni&es trouvcr des fonctions tOl, to.2, . . .  , ton qui satisfont affx dquations. 
pr~c6dentes. 
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Article III. 

i. Dans les articles pr6e6dents nous avons montr6 que p a r  la 
mdthode des approximations successives on peut rdsoudre la question de 
d6tcrminer le mouvement; de rotation du syat6me loraqu'on connait le 
mouvement interne, et r6ciproquement on peut d6terminer les mouve- 
ments internes, la rotation du syst6me 6tant donnde. 

Dans Its applications pratiques au mouvement de la terre, la question 
analytique se simplifie, en n6gligeant des termes tr6s-petits qui paraissent 
dans les formulea gdn6rales. 

En effet dana ce cas "nous pouvons regarder Ies moments d'inertie 
A et B 6gaux et p e t  q tr6s-petits. 

On pourra supposer que les variations de r soient aussi tr6a-petites, 
de sorte qu'en poaant r =  to + s on puisse regarder to eomme constant et 

comme une quantit6 du m6me ordre que p et q. Alors de la derni6re 
des 6quations (3)~ on tire 

t 

~ .  = ,~o - f (m~p - -  %q) , l t  - -  o's = ,.~ + u, 
o 

oh ms ~ d6signe une quantit6 eonstante. 
Lea premi6res 6quations (3)~ peuvent s'derire 

,it + (,o + :.) + ~c + ~, (d . , ,  - -  = - -  - A  \ - ~  

~.o + u 

Si l'on suppose que lea termea 

.4 ~ ,It + "~, (w + s) = ft.  

(! 2)e uq u p  m~s m,  r C - -  A C ~ A 
. ~ ' - X '  A ' A ' - - - x - s q ' - - X  - s p  

soient n6gligeables, alors les dquations prfe6dentea deviendront 

(~3)o 
~/-+ + A ] q  = _ _ _  

dq [(2;'-- Ato 
A \dr  "4- m~to = f t .  



Sur la tMorie des variations des latitudes. 329 

2. Pour  r6duire les 6quations diffdrentielles k la forme pr6cddente 
il n'est pas n6cessaire de supposer que routes les quantitds (I2)~ soient 
ndgligeables, pourvu qu'on change la variable ind6pendante. 

Divisons les premi6res 6quations (3)~ par r ,  on aura 

Posons 

ep + A ~ {e,~, 

t 

0 

eo &ant  la valeur de r pour t = o. Si nous prenons r pour variable 
ind6pendante, on trouvera 

(~1) [~_A_ m3oJ] I [ d i n 1  ) 
d--; + o) + X 7J q ---- A \ dr m~o) , 

D6signons par m ~ la 
il viendra 

valeur de in 3 pour r = - o ,  et dcrivons r - - w - - - - s ,  

d'ofi 

(I4)~ 

f (  ~ o ~ m 2 p  - -  mx q) r d r  - -  Cs  
0 

~r + - -~---  to + q + v q - - - - - - - -  

I dq [e - A 

A1 \~--[d'~' m,oJ), 

A \ dr "4- 

v &ant  donn6 par la formule 

Aet, a mathematiea. 22, Imprim~ le 13 f~rrier 1899. 

) oJ d r  + + AoJ/  
q r 

42 
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Supposons maintenant - p , q ,  r trSs-petits de sorte que par rapport aux 
autres quantit6s qui paraissent dans les formules on puisse les regarder 
comme des quantitds infiniment _petites du premier Ordre. La formule pr6- 
cddente d6montre que v e s t  infiniment petit du m~me ordre. Par  suite 
les termes qv,  pv seront des quantit~s infiniment _petites du second ordre. 

En les n6gligeant, les 6quations diff6rentielles (l 4)~ deviendront 

(,s')o i q - -  
I ( d,/n,, ) 
A \ d r  - -m~c~ , 

, [dm~ m~co) 
A \ d r  + 

On a donc r6duit les 6quations diff6rentielles ~ la forme (13) e en sup- 
posant seulement qu'on puisse regarder p ,  q ,  e comme des quantit6s in- 
finiment petites du premier ordre et en n6g l igean t  les infiniment petits 
du second ordre. 

Entre les 6quations (I3)r et (I3')~ il n 'y  a que la variable ind6- 
pendante qui soit diff6rente. Dans les premiSres 6quations on a t, dans 
les autres on a r. Mais remarquons que si l 'on pose a~ ---- 2~r et si l 'on 
se rapporte au mouvement de la terre la variable qui mesure effective- 
ment le tem-ps est r. 

I1 est 6vident que la discussion que nous allons faire des 6quations 
(~3)o est applicable sans aucune modification aux 6quations (I3')~. 

3. Dans les 6quations (i3) e on peut supposer que m x et m~ soient 
donn6es et qu'on les int~gre par rapport  ~ p e t  q. Au contraire on peut 
donner p et q et d6terminer m 1 et m v Comme nous avons d6jk vu dans 
les articles pr6c~dents le premier probl~me correspond d ddterminer le 
mouvement du p~le lorsqu'on connait le mouvement interne et le second 
probl5me se rapporte ?, la ddtermination des mouvements internes lorsqu'on 
connait le mouvement du p61e. 

I1 est 6vident que si nous voulons appliquer les r6sultats de 
M. CHANDLER (voir l 'article V ) i l  faudra avoir 6gard au second pro- 
blbme. Nous allons cependant traiter les deux probl6mes ensemble. 

Posons pour simplifier 

0 --  A m~ 
- - -X--oJ  + = p 
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et ajoutons les 6quafions (I3)~ aprSs avoir multipli6 la deuxiSme ~qua- 
tion par i. On aura 

d t  - -  dt" Zt- ie~ + imp) = a + ifl 

d'ofi l 'on tire 

( 5)o e "'[- ["- C], + iq = Ljx~ + ifl)e-~P*dt + 

C et D 6rant des constantes arbitraires. 

4. Dans le cas que nous diseut0ns le p61e est tr~s-peu ~loign6 de 
l'extr6mit6 de l'axe d'inertie r et dans l'ordre d'approximation dans 
lequel nous envisageons la question nous pouvons supposer que le mouve- 
ment air lieu dans le plan tangent k l'ellipsoide d'inertie conduit par 
l'extr6mit6 de l'axe ~'. Alors on peut regarder les coordonn6es ~, 7] du 
pble dans ce plan comme proportionnelles k p e t  q. 

Supposons maintenant que le mouvement du pble soit d~composable 
dans une s6rie de mouvements harmoniques. 

Avant de d6velopper les cons6quences qui d6coulent de cette hypo- 
th6se nous allons donner quelques d6finitions. 

Nous concevons un mouvement harmonique comme un mouvement 
d'un point sur une ellipse de mani6re que le rayon vecteur conduit par 
le centre ddcrit des aires proportionnelles au temps. La pdriode est la 
dur6e d'une r6volution. 

Si nous envisageons tous les  mouvements harmoniques d'une p6riode 
donn6e, sans avoir 6gard ~ leur amplitude, nous trouverons une infinit6 
de mouvements possibles en ehangeant le rapport de la longueur des 
axes de la trajectoire et leurs inclination par rapport k un axe fixe. 

Un point qui pourra se mouvoir dans un plan avec un mouvement 
harmonique d'une p6riode donn6e sur des ellipses dont les axes sont dans 
un rapport quelconque et ont une direction quelconque aura routes les 
sortes de mouvements harmoniques qu'on a consid6r6s pr6c6demment, et 
pour simplifier nous dirons qu'il peut prendre un mouvement harmonique 
quelconque de la pdriode donnde. 
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5. Cela pos6 6erivons les formules qu'on trouve 
que nous venons de faire sur le mouvement du p61e. 

On aura 
= = % + E ( %  cos ~ t  + ~t'. sin ).~t), 

dans l 'hypoth6se 

d'oh 

fl = A + X (ft. cos a. t  + fl'. ~in a.t) 

+ = + e:, 

= _a 0 + X(A.e'~-' + A;,e -,~-,) 

ayant  suppos6 

(~6)~ A o ---- % + iflo, A.  = a~ + p~ + i(fl~-- a,',) 2 

~, , , -  5'. + i((,'. + 5.) A ' . =  
2 

Par cons6quent 

f(~,  + ~,~)~-,,'dt --  f{.4o~-',' + x(~.e(, . .- ,~,  + A>-'~'.-+~,')ld~ 

- ~-(a: ~-p) e~(*'-~+ - - i (a .  + e) - -  i p  

Employons maintenant  la formule (15).. Nous trouverons 

p + i q =  Ao ( A~ a'~ ) ip + Cd~' + ~ e ~a~ + e - ~  " i(~. - -  p) - -  i(& + p) 

et en s6parant la pattie r6elle de Ia pattie imaginaire on aura 

(I7)o 

p = - - &  + (C~ cosp t - -  O~ sinpt) p 

+ 

S o 
q = - -  + ( e  1 SiIl/0~ 71"- (~2 COSp~) p 

z--xP - -  ( s  + a.p) cos a.t + (fl.~,~ --  a~p) sin ~,.t, + 

ayant pos6 C = G 1 + iC 2. 
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De m6me si nous 6crivons D ~ D 1 + iDa, o n  pourra c~lculer les 

wleurs  de ~i- et ~- et on trouvera les formules suivantes 

(,8)~ 

m_~ __--- t i c  + (D, c o s e o t - - D  2 sin wt) 
A oJ 

A 

~2 - -  ,~'~ 

ao + (D, sin tot + D 2 cos cot) 
O) 

6. Les d6nominateurs des formules (i 7)o et ( i8),  s 'annulent lorsqu'on 
a ~,,-~ p,  ~,,----o~. On tire de lh que le p61e peut avoir un mo,tvement 

2~ (2~ > o~) tandis qu'il ne peut avoir harmoniyue ~luelcon~lue avec un ~odriode 

qu'un mouvement harmonique circulaire avec la pdriode 2-5. 
( 1 ;  

En effet si ~,, ~-~o il faut que 1'on uit 

fl~ ' f l ,  

Donc les termes relatifs ~ 18 p6riode 2__~ qui paraissent duns les expres- 
eo 

sions d e  p e t  de q sont de la forme 

sin wt v - -  - - ,  c o s  o~[~ 
oJ ~ t o  o J - - p  

t~ coseot v sincot 
- - p  eo --p 

et ils correspondent 6videmment k un mouvement  harmonique circulaire. 
Si 2, = p  on doit avoir 

t f i t  �9 

, �9 _ _  par suite les termes de p et q qui sont relatifs ~ lx perlode err auront 

ls forme [ 
(C~ + h,) eosp t - - (C,  2 -t- h2) sinpt ,  

(Ol - -  lh) sin pt + (C~ - -  h2) eospt, 
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hx et h~ 6rant des quantit6s arbitraires; ct par suits ils eorresponden~ k 
un mouvement harmonique quelconque. 

Si ~,, ~ une valeur qui n'est dgale ni ~ p n i  k o~, on pourra prsndre 
arbitrairemen~ les coefficients a . ,  ~ . ,  a ' . , /~  et en consequence le mouve- 
merit harmonique eorrespondant sera quelconque. 

C. Q. F. D. 

7. D'une maniSre tout k s unalogue k ce que nous avons ~tabli 
pr~c6demment on pourra dire maintenant qu'il cst possible qu'il existe 
un mouvemcnt interne quelconque de ]a p~riode ~ si duns les expressions 

~b 1 ~7,$ 
de ~- et ~- paraissent des termes de la forme 

m cos ~t + n sin ),t, m' cos 2t + n' sin ),t 

oh los coefficients constants m,  n ,  m', n' peuvent avoir des rapports quel- 
conques entre eux. 

En r6pdtant le raisonnement qu'on vient de faire dans le paragraphe 
pr6c~dent on arrive k la conclusion que si le mouvement du p61e est dd- 
com posable duns une sdrie de mouvements harmoni~lues, it peut exister des 

mouvements internes qudconffues ayant une pgriode diffdrente de 2-t-~, mais il 
P 

ne peut exister qu'un mouvement interne particulier ayant la p~riode z~. 
P 

8. Nous venons de reconnaltre que les pdriodes z~ z'~ , sont des 

p~riodes singuliSres pour les mouvements du pSle et pour les mouve- 
mcnts internes. 

Une autre propri~t5 qui as rattache k ces pSriodss est la suivante, 
et ells d~coule immSdiatement des formules (I7)~ et (i8)~. 

I 

respond un mouvement interne ~riodique ayant une p~riode ~gale et r~ci- 
proquement. Les eonstantes ~.,  ~,', ~,,, ~'. ddfinissent les deux mouvements 
ind~pendamment des mouvements ayan~ une p~riode diffdrente. 
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Au contraire les mouvements internes ~e peuvent pas caractdriser le 

mouvement du p~le ayant la pdriode 2~r, et le mouvement du p61e ne peut 
P 

pas caractdriser les mouvements internes ayant la 2driode 2__r,. I1 peut exister 
CO 

des mouvements internes ayant la 2driode 2~ qui n'ont aucune influence sur 
CO 

le mouvement du p61e. 

A r t i c l e  I V .  

I. Regardons l 'axe 011I du mouvement interne comme rdsultant 

d'un vecteur constant, d 'un vecteur variable avec la p~riode 2___~ d'un 
r  

vecteur variable avec la p~riode 27: et enfin des vecteurs OM (~,), OM~ 
P 

variables avec les p~riodes 2~ 2= ~, , ~ , . . .  en supposant 

L>I 
Lea projections de OM (~'") dans les directions 5 ,7 /  soient lea termes ayant  

la p4riode 2z dans les expressions de ml ,~,t~ z,, A ' A que nous avons trouvSes 

dana l 'article prdcddent (voir (18)r 
Nous allons r~soudre l a  question suivante: ddterminer le mouvement 

de l'extrdmitd M (~) du vecteur OM ~ dtant connu le mouvement du pdle ayant 

la pdriode 2_~ ~ 2Z. 

II est dvident que les formules de l 'artiele precedent nous donneront 
le mouvement de la projection du point M (~') dans le plan de l 'dquateur. 

Prenons les plans coordonn~s $~" et ~ de maniSre que lea axes de 
l 'ellipse ddcrite par le pble dans le mouvement  harmonique ayant  la 

2rr 
pSriode -~- soient situds dans ces plan,~. 

Nous aurons 
pr q(Z) 
- -  ---- a cos ,~t, - -  ~ b sin 2t 

(O 6O 

ayant  d~signd par p(Z) et q(*) les termes des expressions (i 7), qui ont la 

p~riode z_~=. 
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Si 9, et ~b sont les s6miaxes de l'ellipse d6crite par le pble et si on 
les Inesure en secondes d'arcs on aur~ 

a = t g f ,  b----- t g r  

Soient a ,  a', fl ,  fl' les constantes des formules (I7) ~ qui correspondent b~ 
27r 

la p6riode T "  Oi l  ~url l ,  

~ _ p~ = a o , ,  ~ + fl'p = o ,  

~ - -  dp ---__ boJ 

d'oh l 'on d6duit 

~P = o, f l ' =  o, f l =  (~a--ap) ,o ,  = (bp--aa)o, .  

27/" 
Par suite les termes de m, m~, qui ont la p6riode T seront 

Aco ' A(o 

m(1 ~') (b2 - -  ap)eo + (bp - -  a,~)2 
cos ~t, 

Ate 

Aeo 
- -  ( b 2 -  a p ) 2  - -  (bp - -  a ) , ) , ,  sin 2t.  

)2 __  (02 

2 ,  

nTr 
leurs t = 7 '  n 6tant un nombre entier, et sont donn6s par 

 ,17 ) I(b - ap)eo + (bp--a),)~[ 
Aeo 2 2 ~ to" 

,~tZ (1) 
Les maxima des valeurs absolues de ~-o correspondent h t 

Ils sont 

d'ofi l 'on tire 

( I  9)e 

Les maxima des valeurs absolues de *n~) correspondent a ux va- 

M ~ Z _ ~ ) { - - ( b 2 - - a p ) , t - - ( b p - - a 2 ) e o  I 
A eo 2 '~ - -  o~ 2 ' 

j A (2b~ ~ 2(Lto) o) "Jr" (2@ -- 2(z~)t~ I r 2 M(1 ~) C o ) ,  
I 

I 2M(a) ~ A--(2b~--2aD)~--(2bl~176 
2' - -  to ~ Co) .  

2 2 
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On pourra donc 6noncer les propositions suivantes: 

I ~ Si nous projetons sur le plan de l'~quateur l'extr~mitd M (~) de l'axe 
2~ 

des mouvements internes partiels dont la pdriode est -~-, la projection #h 

a un mouvement harmonique sur une ellipse dont ies axes sont parall~les aux 
axes de l'ellipse ddcrite par le p61e dans le mouvement harmonigue de la 
mdme pdriode. 

2 ~ Lorsque mx rejoint un sommet de sa trajectoire, le pdle aussi clans 
le mouvement harmonique de la mdme pgriode rejoint un sommet. 

3 ~ l_,es longueurs des axes de l'ellipse ddcrite par le point m~ sont 
donndes par les formules (I 9)o. 

27c 
3. Le mouvement harmonique du pble ayant la p6riode ~- est le 

mouvement r6sultant de deux mouvements harmoniques de la m6me p6- 
riode qui ont lieu sur les axes $,72. 

De m6me le mouvement du point ma peut 6tre obtenu en composant 
deux mouvements harmoniques dont les trajeetoires sont les axes coor- 
donn6es 4 ~, ~/. 

.Le mouvement harmonique du p61e el celui de m~ clans la direction 
auront la mdme phase si la qztantitg 

est positive, et ils seront en opposition de phase si la m~me quantit~ est 
n~gative. 

Ze  mouvement harmonique du pdle et celui de m~ dans la direction 7q 
auront la mdme phase si la quantitd 

- -  ( b , ~ -  a e )  ,~ - -  (b e - -  a ,~)~,  - -  ,~ (2o')o 2 2 ' - -  to' - - ( a + b ) P +  ,t--(a--b)P+o~--~- ,t 

est positive; et si elle est nggative les deux mouvements seront en oppo- 
sition de phase. 

Nous supprimons ]a dgmonstratlon de ees propositions qu'on ddduit 
ais6ment des formules prdcddentes. 

Ae.ta maf, hemativa. 22. Imprim~ le 25 f~vrier 1899. 4~ 
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Article u 

I. Si nous voulons appl iquer  les r6sultats pr6cddents au mouvement  

de la terre il faut  supposer que 2~r repr6sente le jour  siddral. 
o, 

On n'a observ6 aucune variation diurne des latitudes; cela ne signifie 

pas qu'ils n 'y  ait pas de mouvements  internes avec la p6riode diurne, 

ear on a vu qu'il peut  exister des mouvements  internes avec la pdriode 

2~: qui n'ont pas d'influence sur le mouvement  du p61e. (Article IV, w 8.) 
(@ 

2. Examinons la p6riode --.2= Nous avons ~ 
p 

0 -  A m~ ~ ~ 
p + 

d'ofi, cn prenant  pour unit6 de temps le jour  sid6ral, 

2z: 305 305 

P I + 305 ~ I + 3o6~-~ 

Done 2__~ es~ la p6riode eul6rienne chang6e dans le rapport 
P 

i 

I + 306 m~ 

Si de tellc maniSre on voulait ~rouver la p6riode de 43 ~ jours d6couverte 
par M. CHANDLER on devrait  avoir 

430 _ i 
m o 

3o5 I + 3O6c~ 

C - - A  I 
, Nous supposons ~ 305 sans diseuter ioi si ee rapport qu'on ealeuld d~apr~s 

]es ph4nombnes de prdeession et de nutation ne peut Oxe chang6 ~ cause du mouvement 
interne. 
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3. Sans discuter ce rdsultat, appliquons les r6sultats ~tabiis par 
M. CHA~DT.ER dans le N ~ 329 de l ' A s t r o n o m i c a l  J o u r n a l  de l 'ann6e 
I894, relativement au mouvement  du pSle ayant la p6riode annuelle. 

On peut  t irer de 1~ les 61~ments correspondant au mouvement  in- 
terne capable de l 'engendrer. 

A cet effet il suffit de substituer dans les formules que nous avons 
trouv~es les valeurs suivantes: 

~-~- 2~T~ 

2;r 

2 ~  ~ 0",3 , 

2~b ----- o " , o 8 ,  

le jour sid6ral 6tant l 'unit6 de temps. 
En effectuant les calculs, oil a approximativement  

3 
2a = 2 t g~  = 27rIOX36oX6oX6o, 

2b ---- 2 t g r  ---- 2~- 
8 

[ o o x  3 6 o x 6 o x 6 o  " 

I1 faudra supposer que l 'axe $ forme avec le m6ridien de Greenwich 
un angle de 45 ~ . 

Prenons comme au paragraphe pr6c6dent 

A _ 305 

O 306 ' 

on trouvera ~ cause des 6quations (19) o 

iO~O 

= 
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27r 
si l'on suppose p = ~-~ ; et 
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23 2Mi ~') = ~ Co,, 

3 I 

2~ 
en supposant p = 430" 

L'axe a de l'ellipse d6crite par le pble forme un angle de 45 ~ avec le 
m6ridien de Greenwich, par eons6quen~ le grand axe de l'ellipse parcourue 
par le point m (~) sera situ6e dans le plan m6ridien qui a la longitude de 45% 

Remarquons encore que la quantit6 (2o)~ est positive et la quantit6 
(2o')~ est n6gative. 

En r6sumant tous ces r6sultats on peut 6noncer les propositions 
suiwntes: 

Si l'on cherche la variation que dolt subir t'axe O M  (~) du mouvement 
interne terrestre (dans l'hypoth~se de la non.plasticitd de la terre) pour donner 
au p6le le mouvement harmonique gtudid par M. Chandler, ayant la pdriode 
annuelle, on trouve que: 

i ~ `projetant M a) sur l'dquateur en m a), ce `point ddcrira une ellipse 
dont le grand axe fait un angle de 45 ~ avec le mdridien de Greenwich; 

2 ~ les axes de cette ellipse seront ~gaux ~ io '~ Coo, Co~, ou ~ ~ C0,, 

31 2re 2w 
i o,O Cw suivant que l'on suppose p----3-~S ou p =-4~o; 

3 ~ ddcomyosant le mouvement du ~ l e  et celui de m~ suivant lesdirec- 
tions des axes de l'ellipse ddcrite par le pfle, les deux mouvements dans la 
direction du grand axe auront la m6me `phase et les mouvements dans la di, 
rection du petit axe auront des `phases opposdes. 

4. Pour exercice des formules qu'on a donn6es dans l'article pr6c6- 
dent on peut r6p6ter un calcul analogue ~ celui qu'on vient de faire 
pour r6soudre le probl~me suivant: 

Supposons qu'il existe un mouvement interne ayant la pdriode de 4 3 0  
jours. Quels sont les dldments de ce mouvement .pour 9u'il soit capable de 
produire le mouvement du pSle dtudid par M. Chandler ayant la mdme pdriode? 
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27g 
~1 noua prenons p = 

305 
valeura suivantes 

il &udra subatituer dans lea formulea lea 

~0 ~ 2~'~ 

2 ~  

430 

Le mouvement du p61e eat circulaire et sa demi-amplitude est o",I,  
par suite 

= r = o",I 

d'oh approximativement 

a =  b = t g #  = 2re 
Io • 36o X 6o X 6O 

et g cause des dquationa (I9)~ on aura 

M, = M ,  = -4 0~. ~-~ 

C H A P I T R E  VI .  

A p e r ~ u  s u r  les p e r t u r b a t i o n s  dues  & la  p las t i e i t~  de la terse .  

A~ticle I. 

I. Supposons que le mouvement interne soit stationnaire et cher- 
chons les perturbations produites par la plasticit6 sur le mouvement de 
rotation que nous connaissons par les dtudes que nous avons faites dans 
le chapitre pr&ddent. 

Nous par t i rons  de l 'hypoth&e que l'effet du i~ la plaaticitd consiste 
dana la tendance d u  p61e d'inertie i~ ae rapprocher du p61e de rotation 
lorsque lea deux points ne coincident pas. Nous discuterons apr6s la 
loi de ce rapprochement. 

e. Envisageons lea r&ultats de l'article III  du chapitre pr6cddent 
lorsque le mouvement interne est stationnaire. On pourra les rapprocher 
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eeux qu'on a trouvSs dans le chapitre III sur les petites vibrations du p61e 
autour des positions d'~quilibre stable dans l'hypoth~se que rellipso'ide 
d'inertie soi~ un solide de r~volution. 

Si le mouvement interne est stationnaire les formules (I7)~ et (I8)~ 
de l'article III du chapitre V deviennent 

P = - -  ~ -b Cx cos p t  - -  C 2 sin p t ,  
P 

ao _1_ C~ sin p t  -t- C~ cos p t ,  

qr~.,,..~x __ ~o 
A o) 

A 

et en posant pour simplifier 

Cl ~ _ ~ I  (/) 
G2 

C 2 ~ - - ~  ~O 

on aura 

(I)f 
= A--p + cl cospt ~ c 2 s i n p t ,  

q me 
= A--: + cl sinpt + c~ cospt. / -  

La quantit~ p sera donn~e par la formule 

C ~ A rgF~ s p = - - X - -  § -X . 

3. Pour fixer les idles, supposons que m~ soit une quantit6 n~- 
gative, c'est ~ dire supposons que les projections de l'axe du mouvement 
interne et de l'axe du couple de quantitd de mouvement du ~ la rotation 
de la terre, sur l'axe terrestre n'aient pas la m~me direction, b~ous dis- 
cuterons apr~s comment on doit modifier les formules lorsqu'on suppose 
que cette hypoth~se ne soit pas v6rifi~e. 

Ayant 5gard qu'une rotation positive a lieu dans le m~me sens que 
a rotation des uiguilles d'une montre, nous pouvons conduire les deux 
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segments OR et OM qui repr6sentent la rotation de la terre et l'axe du 
mouvement interne en prenant pour origine le centre de la terre. En 
prolongeant les deux segments dans leurs directions positives ils rencon- 
treront respectivement l'h6misph~re sud et l 'h6misph5re nord. 

Nord 
~r 

M 

R ?u~ 

Cela pos6, soit OP = I un segment ayant la m6me direction de OR. 
En projetant ee point sur l'6quateur en 7r, on aura que les projections 

OM 
de Orr sur les axes $ e t  7/ seront a,'o/p q De mdme soit OS~--~p  un 

segment ayant la mdme direction que OM, et soit h la projection de S 
sur l'6quateur. 

Les projections de Oh sur les axes $ e t  ~ seront m, tn~ 
Ap ' Ap" 

Nous pouvons maintenant 6noncer d'une mani~re g6om6trique la loi 
rep]:~sent~e par les formules (i)~ en disant: Le point rc tourne avec la 
vitesse angulaire p sur une circonfdrence ayant h pour centre. 

4. Conduisons une sphere ayant O pour centre et dont le rayon 
soit 6gal ~ I. Eile rencontrera l'axe OM dans le point M '  et l'axe OR 
clans le point P. Puisque ce point est trSs-proche du pble d'inertie ~', 
nous pouvons par approximation regarder la trajectoire qu'il d6crit sur 
la sphSre comme une circonf6rence ayant pour centre le point H de la 
sphere qui se projette en h sur l'6quateur. Si nous voulons envisager 
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t ous les  616meats dana l'h6misph6re nord il suffit de construire les points 
C ,  H ' ,  P'  situ6s dana une position diam6tralement oppos6e aux points 
r H , / ) .  I1 est 6vident que les quatre points F ' ,  H '  ,C, M'  appar- 
tiennent ~ l'hdmisph6re nord. 

Nous lea d6signerons par les roots: ~61e de rotation, centre du mouve- 

meat polaire, p61e d'inertie, centre du mouvement interne. 
Soit h' la projection de H '  sur r~quateur. On aura 

par suite 

d'oh 

Oh'----- Oh, 

sin H ' C  --'-- Oh ~ OS sin M ' C ,  

sin H'C OM ~/m~ + m]  + m ]  
(2)t  sin M ' ~ '  = O S  = = d p  ( C - -  A)aJ + m s 

Poaona 

nous aurons 

et par consdquent 

(3), 

M = ~/m, ~ + m~ + ~n~, 

n h ---- - -  M cos M'C, 

M 

r --'-- ( C  - -  , 4 ) , 0  - -  M cos 2~1'~' ' 

(G - -  .4) oJ - -  M cos M'~'  
P ~  A 

5. Nous avons suppos6 jusqu'ici que m~ soit une quantit6 n~gative; 
c'est pourquoi on a pris l'intersection de O M  avec le sph6re sur l'hdmisph6re 
nord. S i : m  3 est poaitif, prolongeona M O  du c6t6 du point O jusqu'k 
rencontrer l'h&nisph~re nord en M'. On appellera toujours ce point le 
centre du mouvement interne. Lorsque m s 6tait n6gatif le point  C ~tait 
situ6 entre M'  et H', tandia que duns l'hypoth6se aetuelle /147' et H'  

seront situ~s du mdme c6t6 par rapport ~ r 
D6signons par a et fl lea arcs CM'  et CH'  et prenons leur origine 

dana le point ~". Les 6quations (2)f et ($)f pourront s'~crire 
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2 ' ) f  
sin f l  

sin a = + r ' 

(3')t 

M 

- -  (G - -  . 4 ) a ,  -T- M cos  a ' 

( 6 ' - -  .4)  ~ ~ M cos  a 
P----- A 

et l'on prendra le signe sup6rieur dans le premier cas (m 3 < o) et le 
signe infdrieur dans le second eas (m 3 > o). 

/g 

6. En r6sumant les lois du mouvement du pble, si l'on suppose 
les mouvemen~s internes stationnaires, et que l'on n6glige In plasticitd 
de la terre, on trouve 

I ~ Le  centre du mouvement interne, le p61e d'inertie et le centre du 

mouvement s sont situ~s sur un grand cercle de la sphkre. 

2 ~ a et t 9 dtant les arcs de grand cercle conduits par le lo61e d'inerlie 

et les centres du mouvement interne et du mouvement s on a 

sin a ( C - -  A)w T M eos a 

3 ~ Ze  p6le de rotation parcourt une circonfdrence autour du centre du 

mouvement polaire avec la vitesse anqulaire 

(G - -  A ) o J  ~ M cos  a 
P---- A 

Aeta mathematlca. 22. Imprim6 le 25 f~vrier 1899. 44 
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Ces lois repr6sentent d'une mani~re fort claire l'effet produit par les 
mouvements internes sur le mouvement du p61e. 

En effet s'ils n'existaient pas, le pble d6crirait une circonf6rence 
autour du p61e d'inertie a v e c l a  vitesse angulaire 

G - - A  
A m; 

par suite les mouvements internes ont une double action, savoir: 
I ~ Ils changent le centre de rotation du mouvement polaire qui est 

repouss6 (ou attir6) du centre des mouvements internes le long du grand 
cercle qui passe par ce point et le pble d'inertie. 

Le d6placement du centre du mouvement polaire est d6termin6 par 

l'angle ft. 
2 ~ Ils changent la vitesse angulaire de rotation du pble de 

__ M cos a 
+ A 

et ce changement correspond ~ une variation de la p6riode Eulerienne. 
Nous remarquons enfin que le point H '  correspond '~ un pSle de rotation 
permanent. Nous renvoyons pour cela au chapitre III oh l'on a discut6 
et approfondi cette question. 

Article III. 

~. Nous allons maintenant d6terminer les perturbations auxquelles 
seront soumlses les lois que nous avons 6nonc6es dans l'article pr6c6dent, 
par effet de l a  plasticit6 qu'on avait n6glig6e auparavant. 

Prenant le point O pour centre de projection, projetons la surface 
de l a  terre sur la sphSre. Si nous env!sageons les ph6nom~nes pendant 
un intervalle de temps qui ne soit  pas trop long, nous pourrons supposer 
que, m6me si la terre se d6forme ~ cause de sa plasticit6, la configuration 
des mers et des continents sur la sphere ne change pas sensiblement, mais 
il faudra supposer que le p61e d'inertie se d6place sur la sphere. 

Ce sont done ces d6placements du pSle d'inertie sur la sphere, la 
projection de la terre sur la sphSre 6tant fixe, qui d6c~lent sa plasticit6. 
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On pourra ~noncer la propri~td que le mouvement  interne est station- 
naire en disant que le centre du mouvement  interne est un point fixe de 
la sphere et que M----~/m~ + ~,~ + ~n~ est constant .  

Nous raisons aussi l 'hypoth~se que les points 1t', P',  C se maintiennent 
toujours tr~s-proches, de mani~re qu'on puisse ndgliger les puissances de 
leurs distances sup~rieures h la premibre puissance. Rappelons h ce propos 
que l 'analyse de l 'article III du chapitre pr~cddent, dont nous employons 
h present les r~sultats, est appuy~e sur cette hypoth~se. 

Enfin nous supposerons que l'influence de la plasticit~ se manifeste 
de mani~re que le pble d'inerr tend toujours s s 'approcher du pble de 
rotation avec une intensit~ proportionnelle ~ la distance entre ces points. 

D'une fa~on plus precise nous ~noncerons cette lot dans les termes 
suivants: 

Ze p61e d'inertie se ddplace d chaque instant dans la direction de l'axe 
du grand cercle qui passe par ce point et par la position occupde dans le 
m~me temps par le p61e de rotation, avee une vitesse proportio~nelle d la 
distance entre ces points. 

Le rapport entre la vitesse du pble d'inertie dans son mouvement  
relatif k la sphere et cette distance sera d~sign6 par # et nous l 'appellerons 

coefficient de plasticitd. 2 
Sa Valeur sera positive e~ nous la laisserons inddtermin~e. 
Nous aurons donc oo >/~ > o. On peut 6tablir d~s h prdsent Ia signi- 

fication des cas limites: la valeur / z ---- o correspond au cas de la rigiditd 
compl+te; et # = cxv au cas de l 'adaptation immddiate du sph~roide terrestre. 

2. Par les hypotheses qu'on vlent de faire le problSme de la rota- 
tion de la terre se pr~sente de la maniSre suivante:  

OJ'~ a quatre points situds sur la sphere: M '  (centre du mouvement  

i Voir D~-Rwr~ On the influenc~ of the Geological Changes on the Earth's Axis 
of Rotation. Phil.  Trans. Roy. Soe.~ Vol. I57. 

Voir SCH~ArARELLI, De la rotation de la terre sous l'influence des actions gdolo- 
giques. Saint-Petersbourg I889. Nuovo Cimento~ T. 30. S. 3% Le cas intermddiaire 
ne correspond pas compl~tement ~ eclui quc M. SCHIAPARELLI a discutg. Mats en em- 
ployaut la mdthode ggomdtrique dont il a fair usage on pourrait l'envisager d'une mani~re 
analogue~ en ayant dgard aux r~sultats du chapitre prdcgdent. On a adopt6 l~hypoth~se 
qu'on vient d'dnoncer pour simplifier les calculs des articles suivants. 
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interne), r (p61e d'inertie), H '  (centre du mouvement  polaire), P '  (pSle de 
rotation) qui suivent dans leurs mouvements sur la sphOre les lois suivantes: 

I ~ M '  est un point fixe de la sphere. 
2 ~ M ' ,  ~', H'  ap_partiennent 5 un grand cercle et 

sin ~"H' __ -T- M 
sin ~"M' ~ + $ (C - -  A) o~ ~ M cos CM' 

3 ~ /)' tourne 5 chaque instant autour du point H'  avec la vitesse an. 
gulaire 

(0 - -  A) ~o ~ M cos ~"M' 
P---- A 

4 ~ ~' se d~place ~ chaque instant dans la direction tangente 5 ~'P' 
avec une vitesse ~gale d ~.  ~ 'F.  

Par  ces conditions on pourrai t  ~tablir tout de suite les 6quations 
diff~rentielles du problSme. Cependant dans l 'article suivant nous le 
transformerons de maniSre qu'on pourra l 'aborder par une analyse tout 

fait ~l~mentaire. 

Article IIL 

I. Pour  simplifier la question dont nous avons parl~ ~ la fin de 
l 'article precedent nous envisagerons une representation de la terre sur 
un plan au Iieu de la representation sph~rique que nous avons consider& 
Pour  passer de l 'une ~ l 'autre de ces representations nous employerons 
la projection st~r~ographique. 

Lc plan de projection sera le plan tangent ~ la sphere dans le point 
~ / '  et nous prendrons pour centre de projection le point diam~tralement 
oppos~ de M '  que nous d6signerons par M" .  

Le p61e ~tant en M',  soient 8 la colatitude et ~ la longitude des 
points de la sphere. Alors le carr~ de l '~l~ment lin~aire de la sphere sera 

da ~ = dO 2 q- sin 20d~ 2 

at le carr6 de l'616ment lin6aire dans la projection st6r6ographique sera 

ds 2 =  i (dO2 + sin2 Od~2) 
I 

COS g-  0 
2 
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d'oh l'on tire 
ds 
da 

cos ~ I 0 
2 

On a suppos~ qu'on puisse n6gliger les puissances des arcs CH', H'P', 
P'~", sup6rieures k la premibre puissance. 

/ 

/ 

Cela revient k regarder ces arcs comme des quantit~s infiniment 
petites. C'est pourquoi on pourra dire que par la projection st6r6ogra- 

I 
phique leurs longueurs ont chang6 dans le rapport 

C08~ I r 
2 

Soient ~,  H 1,/)1 les projections st6r6ographiques des points ( ' ,  H', P ' ;  
nous aurons 

 HI= c'H' 

2 

Mais 

sin ~"H' 
s i n a  ~ + ~' 

par suite, en remplagant s inCH'  par l'arc CH', il vieudra 

r  ----- ~ ~ s in  a 
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d'ok 

D'ailleurs on a 

H1 ~ s sin a __ I - -  ~ + 2 z t g ~ a .  
C0S2 I 

2 

I 
2 t g ~  a = ~ M ' ,  

donc 

Ht - - + * "  

En outre, k cause; des propridt6s bien eonnues des projections st~rdogra- 

phiques, on pourra  remarquer  que /)1 tourne autour  de H, avec la vitesse 

angulaire p .  Par  suite les lois que nous avons 6nonc6es dans ]e I ' '  article, 

6 ~ w lorsqu'on n6glige la plasticit6, pourront  6tre remplac6es par les 
lois suivantes: 

I ~ Les projections st~rdographiques M ' ,  ~ ,  HI du centre du mouvement 
interne, du pole d'inertie, et du centre du mouvement pohdre sont situdes en 

lone droite et 

r  - -  + ~ "  

2 ~ La projection stdrdographique P1 du p61e de rotation ddcrit une 
circonfdrence autour du point t [  1 avec la vitesse angulaire p. 

2. Passons maintenant  ~ d6terminer des lois analogues en ayant 6gard 
la plasticit& 

A cet effet nous allons transformer les expressions de e et de p. 

En posant ~'~M' = D ,  on aura 

I 
D = 2 t g ~ a  

d'oh 

C O S  ~X ~ - -  

D ~ 
4 

- - o  

I D~ I + -  
4 
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Par cons6quent nous pourrons 6crire 

351 

(3 ")t 

M 

p 

i o;) 
(O-- A)eo u M 4 

I 

( 
A 

On tire de lk les quatre lois suivantes qu'on pourra substituer aux lois 
~noncdes au w 3 de l 'article precedent. 

On a darts un plan quatre points M' ,  ~ ,  tl~, 1)1 
I ~ M'  est un point fixe. 
2o M ' ,  ~ ,  111 sont situ~s en ligne droite et 

D 

ayant d~signg ~ M '  par D. 

\) I - 

( C -  A)(o ~ M 4 
ID2 +7, / 

3 ~ PI tourne de chaque instant autour du point 111 avec la v~tesse an- 
qulaire 

i i D~\ 

4 ~ ~ se d6place d ehaque instant dans la direction ~P1 avec la vitesse 

[A~, 03 ~ 80ni/~e ~IP1 . 

La derniSre loi a ~t6 obtenue en remarquant  que dans la pro jec t ion  
st6rdographique les vitesses sont chang6es dans le mSme rapport  que les 
arcs infiniments petits. 
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3. Cela pos6, on peut dcrire bien ais6ment les dquations diff6ren- 
tielles du probl6me. 

HI 

M' 

Soient x ,  y des axes orthogonaux fixes par rapport au plan oh l'on 
a fait la repr6sentation st6r6ographique, situ6s dans ce plan et ayant pour 
origine le point M'. D6signons par x , y ;  x l , y l  ; x2,Y~ les coordonn6es 
des points P~, ~ , / / 1 .  La deuxi6me condition 6nonc6e au paragraphe 
pr6c6dent s'6crira 

- -  Xl - -  Yl 

et la troisi6me condition 

(5), 

dg~ a- /=  _ p (y~ -- y ) ,  

dy 
~-7 = p ( x ,  - -  x ) .  

Le sens de la rotation sera d6termin6 par l'orientation des axes x ,  y. 
Enfin de la quatri6me condition on  ddduira 

(6)~ 

d x  1 
- - ~  -~'-- tr ( x ~1~1 ) '  

dy, ~ = ~. , (y-y, ) .  

4. A cause des 6quations (4)f on aura 
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par suite les 6quations (5)r deviendront 

353 

(s'), 
= - - p [ 0  + ,)v, --,J], 

dy 
dt 

-+ 

On tire de 1~, en posant A 2 =  x ~ q-y~, 

d A  ~ ( dz dy\  

ou bien 
dA zly ~ y,z 

Remarquons que p e s t  une quantit6 petite et ( x l y - - y l x )  est le double 
de l'aire du triangle M ' P I ~ ,  c'est pourquoi le rapport 

z~y --  ylx 
& 

sera petit du m8rne ordre que ~ P I ,  d'oh l'on tire que les variations de 
grandeur de A et par suite de D seront petites. En outre dans les 
expressions que nous avons trouv6es pour z et p (volt 6quations (3")e) 
le terme 

est petit par rapport b~ ( C - - A ) e a .  Si done on envisage le mouvement 
pendant un intervalle de temps qui ne soit trop long on pourra n6gliger 
les Variations de s et de p e t  par suite on pourra les supposer constantes. 

Nous avons 6t6 conduits aux quatre 6quations diff6rentielles (6)f, (5')~ 
qu'on pourra regarder comme des 5quations diff6rentielles ~ coefficients 
constants. Nous consacrerons l'article suivant h. leur int6gration. 

Aeta mathematiea. '22. Imprim~ le 6 mars 1899. 45 
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Article IV. 

i .  Nous avons r6duit  dans l 'article precedent les 
rentielles du mouvement  au syst6me 

6quations diff'- 

(6), 

= ~ ( x - -  z,), 

dy,  
-z/- - -  ~ ( Y - - Y , ) '  

(5 ')~ 

dg& = - - p [ ( ~  + ~ ) y , - - y ] ,  

dy 

dt 

dans lequel p et e peuvent dtre regard~s comme des quantit~s constantes. 
Pour  l ' int~grer posons 

~C ~ Ce *e K e  ~e 

Xl = C~ e~t, Yl ---~ K1 ezt, 

C ,  C~ , K ,  K 1 , z 6rant des constantes. 
Pa r  la substitution des valeurs pr6c~dentes on aura  

(7), 

c , ( z  + #) - -  c #  = o,  

K,(z + #) - - K #  = o, 

Cz + ~C,p(, + ~ ) - -  r  = o, 

- -  C,#(~ + ~) + C# + Kz = o. 

z sera donc une racine de l '6quation de quatri6me degr6 

z + #  , - - p ,  o , o 

o , o , z + t e  , ~ p  

o , z , p ( ,  +_~), - ~  

~p(i+~), p , o , z 

~ - O .  
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Cette 6quation pent s'6crire aussi de la mani6re suivante 

(8)~ ~+ + ,,~z ~ + (/~ + p ' )z '  -~ :p~+z +/~'p~" = o. 

Soient z', z", z"', z ~ lea racines et CC~ ~ K "(~), K~ i) un syst~me de valeurs 
de C, C~, K ,  K 1 qui v6rifient les dquations (7)~ lorsqu'on prend z ---- z (~), 
i o n s  a n r o i l s  

(9), 
I ! Mi ~o e+(Ot X -.~ 

E M+ Kt" e , y -- .  "" AOt 
1 

4 

z, = Z ~+ 2 o e +(')', 
1 

I O)f 4 

Yl = ~-'Mi.K~ %~(~ 
1 

lea quantit6s Mi 6tant des constantes arbitraires. 

2. Pour r6soudre l'$quation (8)f poaons ~ e = e'. 

z ~(z + ~)' + p~(z + / ~ ' ) '  = o 

d'oh 
~(z + ~) +_ ip(z +/~.+') = o. 

Par suite les racinea seront 

S t 
- -  I t  + u - -  i(p - -  v) 

2 

Z" = ~ it + u + i (p--v) ,  
2 

Z ' " - - - - t Z - - u - - i ( P  + V) 
2 

Zt v ~ _ _ - I t - u  + i (p + v) 
2 

oh u e t  v sont donn6s par lea formules 

u = (It" + p ' ) '  - ~6it'P~'(~ - -  ~) + It" - - P '  
2 

V ~-- r  -t- lo') '  - -  I6it 'p"r - -  r 4- p ' - - I t '  
2 

lea radicaux 6rant pris dans leurs valeurs absoluea. 

Elle a'6crira alors 
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3. Examinons plus particuliSrement les cas limites envisages dans 
l'artiele II, w 2. 

Si # ~ o (e'est ~ dire dans le cas de la rigidit6 complete) l'dquation 
(8)f devient 

Z 4 ~ p~Z 2 --~ O. 

Deux des racines deviennent 4gales ~ +_.ip et deux racines s'annulent. 

Donc le raouvement est p4riodique et la p~riode est 2-5, c'est k dire on 
p 

trouve la p6riode eulerienne modifi~e de la "' mamere que nous avons vu 
dans le chapitre pr6c~dent. 

Soit # ~ o,v. En divisant l'4quation (8)f par #2 et en faisant apr~s 
I 
------  o on trouve /l 

z 2 -{-  p 2 e 2  ~ o .  

Cela signifie que deux des racines sont infinies et les autres sont + i p r  

2re 2r~A Dans ce Donc le mouvement est p~riodique et la p~riode est p-~ ~---~-.  

cas les ~quations (6)f deviennent 

x ~ x 1,  Y ~ Yl, 

c'est ~ dire le pble d'inertie coincide avec celui de rotation. 
I1 viendra ~ cause des (iquations (5')f 

dx M dy M 
d~ ~ - -  P~Y  ----- - -  -A Y ' ~ --~ p ~ x  ----- -~  x 

d'oh 

N 1 et _Y 6tant des constantes arbitraires. Le p61e de rotation d~erit donc 
une circonf~rence autour du centre du mouvement interne avee la vitesse 

M 
angulaire ~-. 

Turin le I8 octobre I897. 
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