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On connait le r61e fondamental que joue l'int6grale particuli~re i 
r 

de l'dquation &u = o dans la thdorie du potentiel. On connalt de mdme 
des int6grales particuli~res des 6quations d'~quilibre d'un corps 61astique 
isotrope, qui pour cette partie de la thdorie de l'~lasticit~ jouent un r61e 

tout ~ fait analogue ~ celui de la fonction i dans la th6orie du potentiel. 

Les dites int6grales particuli~res ont pour caract~re commun la propri6t~ 
if&re homog~nes du degr6 - - I  et d'avoir un seul point singulier r&l 

distance finie. 
I1 est naturel de se proposer la question s'il existe des int6grales 

particuli~res des 6quutions de l'6quilibre d'un corps cristallis6 quelconque, 

jouissant des mdmes propri6t& que la fonction I .  
r 

J'esp~re d'avoir donn6 une r6ponse satlsfaisante de cette question par 
les r&ultats suivants. 

Dans le premier chapitre j'ai donn6 une formule repr&entant toutes 
les int6grales homog~nes du degr6 - - I  et analytiques, d'une dquation 
aux d&iv&s partielles et ~ coefficients constants. En dormant aux dl6- 
ments arbitraires dans cette formule des valeurs convenables, on trouve que 

les 6quations diff6rentielles de la forme ~ ,  ~Y, ~ u = o, oh f e s t  une 

forme d6finie, admettent toujours un certain nombre d'intdgrales qui sont 
r6guli~res pour tout syst~me r6el des variables, le syst~me x ~ y----z = o 
seul except& 
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A l':lide de ces intdgrales je ddduis, dang ]e second chapi~re, du 
thdordme COTmU de Bl~'r'rI une formule permettant  d'exprimer leg compe- 
fantes de ddformation i~ l 'int6rieur d 'un corps, si on se donne ees com- 
pos:mtes h la surface ainsi que les forces agissant sur la surface. 

La dire formule se compose de trois espdces d'intdgrales, parfaite- 
ment analo~ue~ �9 aux intdgrales qui reprdsentent, dang ]a th6orie du po- 
tentiel, leg potentiels d'une masse dtendue ~ trois dimensions, d'une eouche 
fimple et d'une touche double. Dang le troisi&ne ehapitre on trouvera 
une 6tude de ees int6grales. 

Dang le mdme ehapitre j 'ai  de plus ddmontrd que l'on pourra ex- 
primer route intdgrale homog&le de degr6 n6gatif entier des dquations 
d'~quilibre, qui eft r~gulidre pour des valeurs r~elles, eomme fonction 
lindaire des d&iv&s des int~grales rdguli&es du degr6 ~ I. Enfuite 
j 'ai montr6 quelle eft la signification physique des int6grales homogdnes 
du degrg - -  T, et j 'ai rgsolu le probldme d'(iquilibre d'un milieu dlaftique 
infiniment grand, non d~form6 k l'infini. 

C H A P I T R E  I. 

1. L e g  s o l u t i o ~ s  b o m o g ( u e s  d-ft. d e f f r :  - -  i d e s  ~ q ~ t a t i o ~ s  d i f f 6 -  

ren t i e l l e .~  t i l l&t i re s  & coe f f i c i en t s  c o n s t o n t s .  

Le.~ fonetiona homo_~dne,~ du degr6 - - l ,  gatigfaifant h nne dquation 
dit]'~irm~tiel/(, lin~.aire homogime ct h eoeflMents eonftants 

O~ 

peuvent s'ohtenir de l 'intdgr'lle p'lrticulidre 

I 
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cn formant 1'expression 

f r 7) aS 
r  �9 

Dans cctte formule les variables sont li6es l 'un b~ l 'autre pal" la rclat io,  

f(~, ~) = f (q ,  ~, .) = o, 

~[ ., 
1~(~, ;7) ddsigne la ddrivde ~ ,  et ~(~, :7) est une fonction entmre ratio,,,,elle 

cn ~7 du degr6 n - - I ,  n 6tant le degr6 de f, par  rapport  k 5 elle sera 
une fonction analyt ique.  

Cela  pos6, nous faisons sur f ( ~ ,  ~:~, ~3) les hypoth6ses: 
I. qua le coefficient de ~; soit diff6rent de z6ro, 
2. que les facteurs de f, si ella est r6ductible, soicnt tous i,~6gaux. 
En vertu de l 'hypoth6se ~ nous pourrons 6crire 

f($, ~) = f0~" + f,;7"-' + . . -  + f.,  

oil /'~ est certainement diff6rent de z6ro. En vertu de la sccon(le hy- 
poth6se les racines ~ . . . ~  de l '6quation f(~, ;7 )~  o seront en g6n6ral 
in6gales. 

Substituons maintenant  ces racines successivement pour ;7 dans | 'ex- 
pression (2) et raisons I3 somme des r6sultats, nous aurons une foncdon 
symdtrique des racines ;7, dont on obtient l'expression en fonction de 

seul de la mani6re suivante. 
D6composons cn des fractions simples la fonction rationnelle dc 

r (~. ,~) 
f(~, r + ~ + ~ ) '  

Pourvu que la variable ~: ait une valeur telle que les racines ;7~ de 
l '6quation f(~, ;7)----o soient tous in6gales, on obtient 

" r  w) l 

(3) f(~,  ~)(~, + ~ + ;~) ,~=--7 ~ 

~(~, 7~ 
+ f(~, ,;.)(~z. + ~ + ~ ) '  

off 7]o est d6termin6 par l 'dquation ~:x~ + ;70x= + x~ = o. 
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D~veloppons maintenant les deux membres de l'dquation (3) suivant 

les puissances ndgatives de 7/ et 6crivons quc les coefficients de ~ sont 

6gaux, nous aurons l'expression cherch6e 

(4) ~ ~ q~($' ~v) ---- - -  r ~~ �9 

Posons maintenant 

~b($, 7/) ---- k,y "- '  -4- k ~  "-~ -4-... -4- k,, 

avec les valeurs suivantes des coefficients k: 

(s) 

k. = f.r 

k, = f. r + f.r 

1,. = f ._ , r  + f ._ , r  + . . .  + foe. ,  

oh les ~b d6signent des fonctions analytiques ind6termin6es. 
En formant maintenant l'int6grale d6finie 

(6) u = - -  2-~ d ~, f (e  ) a t ,  
C 

oh le contour ferm6 C ne doit contenir d'autres points singuliers que les 
racines de l'6quation f($, ~70) ----- o, on obtient une int6grale homog6ne du 
degr6 - - i  de l'6quation (i), comme cela r6sulte 6videmment de l'6quation 
(4). Nous allons d6montrer qu'on pourra choisir les fonctions ind6termin6es 
Cv de mani6re que les n premiers coefficients du d6veloppement de u sui- 
vant les puissances croissantes de x 2 seront 6gaux aux n coefficients cor- 
respondants dans le d6veloppement d'une fonction homog6ne du degr6 - - I .  

En d~veloppant la fonction r suivant les puissances d6- 

croissants de ~ on trouve 

(7) . , r (~ , , ; )  ~-  - - . - - ;  ~- + P + " + ~ -  + - -  " 



Sur les ~quations de l'$quilibre d'un corps solide ~l~stique. 5 

Ce d~veloppement converge, pourvu qu'on ait donn~ k ~ une valeur sa- 
tisfaisant k l'in6galit6 ]7]] > R, oh /~ d6signe la valeur absolue de la 
plus grande racine en 7] de l'6quation f($ , 7]) ---- o. 

Soit ~ z~ - ~ - -  un point r6gulier pour les fonctions fl,~(~)...~,,,(~) 

et choisissons pour contour d'int6gration un cercle C avec le point ~' 
X 1 

comme centre et avec un rayon p assez petit pour que C ne contienne 
aucun point singulier des fonetions r  Supposons cette condition v6rifi6e 

�9 x~ peOi si p < (~ et posons ~: = ~ ~--~ + pe ~ d'oh il vient 7/o = - - - -  �9 

Parce que les racines de l '~quation f(~, 7]0)=o pour x~ = o deviennent 

tous ~gales k z~ -~, on pourra ehoisir x~ assez petit pour clue le cercle 

C contienne toutes ces racines, et qu'en m~me temps le module de ~0 
soit plus grand que R. 

Les conditions pr~c~dentes dtant vdrifi~es, on pourra int~grer les deux 
membres de l'~quation (7), ee qui nous donne le rdsultat 

,(8) 
- ,  -=-' ( .+. )  
- C r  __r - - "  +...+ (_  ,).-, I,,_~=~ r _ _ _  + .... 

: a , ,  ,c, ,o  oe,,o,on, ,o  ' .,.+ z~+~ v,+~ - -  est une fonction ho- 

mog6ne des variables x 3 et x 1 du degr6 - - (~-{-  I), qu'on pourra choisir 
arbitrairement si ~ < n - -  I. 

Done, la formule (6) nous donne bien route int6grale homog6ne du 
degr6 - - z  de l'6quation (I) qui est d6veloppable suivant les puissances 
croissantes de x 2. 

Comme on peut toujours faire un changement lin6aire de variables 
a ~  

de m mere qu'une fonetion, de l'esp6ce consid6r6e ici, soit r6guli6re pour 
x 2 ----o et que l'hypoth6se I soit v6rifi6e en mgme temps, on peut con- 
sid6rer comme r6solu le probl6me de trouver les int6grales homog6nes 
et analytiques du degr6 - - I  de l '6quation (i). Toutefois il reste une 
restriction, k savoir l 'hypoth6se 3. Mats il est ais6 de voir que cette 
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restriction" n'a aueune imI)ortance. Car l'expression (6), satisfaisant iden- 
t iquement k l'6qu'ttion (x), ne ecsse pas it satisfaire h la mOne 6quation, 
si la fonetion /($~ z $:~) par hasaTd a un fi~.cteur multiple. De plus le , ,~ ,  
ddveloppement (8) a la mdme forme encore dans ee eas, et les coefficients 
des n premiers termes sont des fonetions arbitraires. 

La formule (6) est ainsi toujours l'expression de l ' int6grale ehereh6e. 
On dolt observer que les intdgr~les, dont nous avons donn6 l'ex- 

pression sous forme d'intdgrale d6finie, peuvent se pr6senter sous une 
forine dfbarra~sde de tout signe d'int6gration. Car, en st servant de l'dqua- 
tion (4), on peut ais6ment effeetuer l ' int6gration dans la formule (8) et 
on trouve pour expression de u la somme suivante de rdsidus 

( 9 )  
4 -  r ~) u = .  

oh ~:~, 7/, dfsignent les coordonn6es des points d'interseetion des lignes 

f'(~, ~;) - -  o, ~x, + ~x~ + x~ = o, 

et fi et f2 sont d6finies par les formules 

of of 
tl  = f ,  = 

En se serwmt des coordonndes homog&ms ~ ,  ~ ,  ~ i~, la place de ~ et 

, af de 72 on peut dol,ner a a unc forint plus symdtrique. Posons f,--= a~,  

il vient 
f ( "  ~ " )  /" - t - - f2"  4 - f .  ~ ~7, ~'I ~ q~ ' ~ ~--  l q l  q:~ q~ = O. 

Comme nous avons 

x~ ,  + : 5 ~  + x ~  = o, 

on d6duit, cn introduisant trois constantes ]:1, k~, k~, 

Iq , k~,  k 3 
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Pour  que la derniSre expression ne soit pus illusoire, il faut  que 
les k satisfassent a 1 meoah te  

k~ $, + k~$, + k~6:~ =l= o. 

Par introduct ion des expressions $ = ~- et r 2 ~-- ~- on trouve 

_ r g ,  r + z,& + k.&) 
k,  , k, a , k~ 

f , , f , , f ,  

oh l 'on a. d&ign6. ,, , par ~b (~ , ~.~, ~:,) l~t fonetion homo~6ne, dn de.,*r6 n -  2 

~a ~b ~' , r . L expressmn de u l 'aide des eoordonnee~ homogenes 

devient  done 

(,o) u 
k, , k~ , k~ 

Ogl ~ ~J~ ~ ~ 3  

f ,  f;, f; 

v ~" S " r $~', Sa 6tant les eoordonn6es des points d rater, eetmn des lignes 

f(~, ,  $~, $~) = o, ~$~ + x , ~  + ~ = o, 

et f~-~-- , ,  .~. 
Afin d 'obtenir  une expression sym6tr ique de u en forme d ' int6grale 

ddfinie il eonvient  d 'expr imer  la variable ~: dans la formule  (6) par une 
variable anxiliaire s de la mani~re suivante. 

Defim, sons ~l, r et % en fonetion de s par l equa t l on  

k 1 , k~ , k:, 

( I  I )  ]~1'1 2f_ k~*, -3 I- ]gag ~ = X 1 , X 2 , X a 

a,s  + b, , % s  + b 2 , a.~s + b.~ 

qui doit 6tre v6rifide quelles que soient les quant i t& k,. 
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Nous supposons que les a~ et les b~ soient des constantes arbitraires 
r6elles mais ind6pendantes des k~. 

Pour k~ = xv la formule (i I) nous donne 

x, ~, + z,$,  + x,$, = o. 

' " $' $' et De l expressmn ~----~ il vient 7/0 = ~  

d~  ---- r - -  r162 

expression qui prend, apr6s un calcul facile, la forme 

d ~ - -  

X 1 

~s 

bl 

X 2 X 8 

a~ a s ds, 
i 

b~ b31 

ou, si nous d&qignons le d6terminant par (x,  a ,  b), 

d$  = ~l , 

En introduisant ees expressions des ~, ~0 et d~ dans la formule (6) on 
trouve enfin 

f r  ~, ,  ~)(,,,, b, ~)ds. u = 

C 

Par  rapport  k cette formule nous raisons les remarques suivantes. Le contour 
C dolt contenir du moins une des racines de l '6quafion f(~:~, ~:2, $3)----o, 
autrement u serait nul. 

Supposons qu'on ait fix6 un contour d'int6gration C. Alors il est 
clair qu'on pourra faire varier les constantes qrbitraires av et by d'une 
manibre continue sans que cela air aucune influence sur la valeur de u, 
pourvu que, pendant cette variation, aucun des z6ros de f($l,  $~, $3) ne 
traverse le contour C. 

I1 est clair qu'on pourra aussi faire varier les x~ sous la m~me condition, 
sans que l ' int6grale (I 2) cesse de repr6senter la m~me fonction analytique. 
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En particulier, supposons que le contour C soit l 'axe des s r6elles et 
que f soit une forme d6finie. Alors deux syst6mes de valeurs des con- 
stantes a, ,b ,  donnent la m4me valeur k u, si on peut passer de l'un 
syst6me k l'autre par variation continue, sans rencontrer de syst6me pour 
lequel il y a des racines r6elles de l'6quation f----o. Mais s'il y a 
une racine r6eUe en s de l'6quation f----o, les valeurs correspondantes 
des ~,, ~ ,  ~s seront ~, ~---~-----~8 = o; dans ce cas l'4quation (I I) nous 
donne,  en y posant k,-----G, 

a,~: i -~- a,~, -.~ as~s f (a, b,  x) = o. 

La condition (a, b, x) ----- o es~ ainsi n6cessaire pour que f ~ o ait une 
racine r6elle en s. 

En supposant de plus que ~b(--x , ,  - - % , - - % )  = ~b(x,, % , % ) ,  
eherchons quelle sera la valeur de u(x,, x2, :r,3), quand on change le signe 
des variables x , ,  x~, x 3. Parce qu'on ne peut passer du point (x 1,x~,~c~) 
au point ( - - x l , - - ~ 2 , - - x 3 )  sans rencontrer des valeurs pour lesquelles 
on a (a, b, x)----o, il est n6eessaire de faire varier les quantit6s a,,  b, en 
m4me temps que les x,. Supposons par exemple que les valeurs des 
quantit6s G, b, soient telles que (a, b, x) conserve la valeur ] pendant que 
(x,, x~, x,) passe du point (x~, x, ,  x.) au point ( - -  x , , - -  x~, - -  x~). Comme 
alors les foncfions ~b et f ne changent pas de signe, on aura 

w 2. L e  cos  b~  f (~ ,  ~ ,  ~s) est  u n e  f o ~ n e  d~t~nie. 

Supposons que la forme f ( ~ ,  ~ ,  ~a) soit une forme d4finie, c'est 
dire que l'4quation 

e s )  = o 

n'admette pas de solution r~elle autre que la solution 6vidente 

= o .  

Nous allons d6montrer, dans ce cas, qu'il se trouve parmi les int~grales 
e homogen s du degr6 - - i  un certain nombre jouissant de la propri6t~ 

A~ta mathematics. 23. Impr im6 le 2 ,  avril '1898. 



1 0  I v a r  F r e d h o l m .  

d'6tre holomorphes dans le voisinage de tout point r6el, l'origine seule- 
meat except6. 

Lea fonctions consid~r~es ici dtant homog6nes, il sufflt de ddmontrer 
que nos fonetions sont rdguli~res pour mutes lea valeurs r~elles satis- 
faisant k la condition 

+ x l + z l =  

De l'6quation (i t) on tire, en donnant aux quantit6s k~, k2, k 3 les valeurs 

a t ~ a~ ~ as~ 

d'oh l'on conclut que la distance du point St, $~, Ss k l'origine n'est 
jamais moindre que 

b, 

Supposons, ce qui est toujours possible, les nombres a,, b, choisis de mani6re 
que r soit plus grand qu'une quantit6 donn6e diffdrente de z6ro, soit d. 
En appelant # le minimum de f ($t ,  ~ ,  ~3) pour lea valeurs r6elles 
satisfaisant h l'6quation 

on peut affirmer que le minimum de f($~, ~ ,  S~) pour des valeurs 
r~elles de s n'es~ pas moindre que /~d ~. 

Alors l'6quation f($~, ~2, $3) = o n'admet aucune racine r6ellc en s. 
De plus, le coefficient de s ~ dana eette 6quation 6rant 

r(x x I �9 x )  
a~ a 3 a s a I a t a~ 

on pourra toujours choisir a 1 ,a~, a 8 de mani6re que ce coefficient sera 
en valeur absolue plus grand qu'une quantit6 positive donn6e, soit A. 
Lea autrea coefficients dtant toujours finis, il est clair qu'on pourra 
d6crire du point s-~ o comme centre un cercle C avec un rayon p in- 
ddpendant de x~,x~, x s e t  assez grand pour que routes les racines en s 
de l'6quation f(r $2, Ss) - - ~  soient int6rieures k C. 

Prenons maintenant pour contour d'int6gration dans la formule (12) 
un demi-cercle C t avee le rayon Pt plus grand que p ayant le diam~tre 
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sur l'axe des s r6elles et l'origine pour centre. Alors je dis que la 
fonetion u(~a, x~, xs) d6finie par r6quation 

u = f r  ' $'' ~)(~' b, 
t /  
c~ 

oh r d6signe une fonction enti6re rationnelle et homog6ne du degr6 n - - 2 ,  
n 'aura pas de singularit6s r6elles. 

On voit maintenant que la valeur absolue de f($1, $2, $3), quand s 
parcourt la partie eurviligne de C1, ne descend jamais au dessous de la 
quantit6 A(p,--p)".  Soit m le plus petit des hombres #d" et A(p,--p)";  
alors m est une limite inf6rieure des valeurs absolues que prend f($,, $,, $3) 
quand s d6crig le contour C,. Cela pos6, on peut trouver deux nombres 
h et % < m de mani6re que l'in6galit6 

If(x, + h,, x, + h,,x  + h3, s)l =< m, 

soit v6rifi6e pour tous les h, satisfaisant aux in6galit6s 

('3) Ihvl<h. ,v-,,,,., 

Dans l'in6galit6 pr6c6dente on a d6sign6 f($,, $,, $~) par f(x~, x2, xs, s). 

Maintenant i l  est facile de voir que le d6veloppement de (a, b, ~)r 
f 

suivant les puissances croissantes des h~ converge pour tous les h~ satis- 
faisant aux in6galit6s (I 3). Posons 

( I 4 )  (a ,  b,  z )r  V" ,n /,~, /,a, /,a, 

et soit G une limite sup6rieure des valeurs de(a ,b , x ) r  pour les valeurs 
des variables consid6r6es. Nous avons montr6 que la valeur absolue de 
f(x, -4" hl, x~ "4" h~, x~ -t- h~) n'est pas moindre que m--m~, par suite 
on trouve 

G i 
I qt~,~a~ I < - -  m - -  m ,  h l s+l~+) '3"  

(~ 4) 6tant ainsi uniform~ment convergent, on a l e  Le d6veloppement 
droit d'6crire 

(I5) u = f ( ~  
el 

, b ,~)r  

Jq~,~;q tt l 
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II den su i t  que la fonction u est d6veloppable dans le voisinage d'un 
point r6el quelconque x~, x2, x~ satisfaisant k l '6quation x~ "4- x]-4- x] = I 
et que ce d6veloppement converge pour tous les h, qui sont moindres 
que h. Soit ce d6veloppement 

~ "  , ,  ]gat/ . ,X2gl,  U = ~ f ,4 ' I ta21 s Io I I t  2 l e  3 
~zl2~s 

le d6veloppement de u autour  d 'un point x~, x~,  x 3 satisfaisant ~ l '6galit6 
x~ + x~ + x ~a = r 2 s'6crit 

( ,6)  Z ,a2t).#s l~J, tl~a21t).s 

et converge par suite, si les h, satisfont k l ' in6galit6 

(,7) 

et a fortiori si ~/~ + h; + h~' < h ~/z; + z: + z~'. 
I1 importe d'observer que le ddveloppement ( i 6 ) e s t  aussi uniform& 

ment  convergent, si on le consid6re comme fonction des variables r6elles 
x 1, x s , x 8 assujetties k la condition 

I 

car dans ce cas encore chaque terme du d6veloppement de u est inf6rieur 
en valeur absolue au terme correspondant d'une s6r ie  convergente dont 
les termes sont ind6pendants des termes dans le d6veloppement de u. 

w 3. Applicat ion ~ un syst~me d'dquattons diffdrenttelles. 

Dans la suite nous aurons en part icul ier  besoin des intdgrales homo- 
g6nes du degr6 - -  t de deux syst6mes d'6quations diff6rentielles, ~ savoir 

3 

8 a) X = o,  (x8  b) ~ t A ~ v ~ _  . - -  o .  
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oh les A~ d6signent des symboles d'op6ration de la forme 

18 

(a, fl = 1, 2, a) 

/~,,X 
O'11 ( D  designe an eoe~icient constant, 

Nous aurons les int6grales cherch6es de la mani6re suivante. Elimi- 
nons soit entre les 6quations (I8 a) ou (I8 b) deux des ineonnues, noun 
obtenons une 6quation diff6rentielle qui peut s'6crire sous forme symbolique 

All AI~ AI, 

A~l Ag2 A=a 

Aal Aa2 Aa3 
V ~ O .  

Cette 6quation diff6rentielle eat lin6aire, homog6ne du sixi6me ordre et 
coefficients constants. Appelons f la fonetion qu'on obtient en rempla- 

a a par des va- ~;ant dans le d6terminant les signes d'op6ration az, 'ax, 'az~ 

riables $1' ~2' ~3" 
D'apr& ce qui pr6e6de les int~grales ehereh6es seront repr6sent6es 

par les formules 

(,9) 
? ;, .=~ (e, ,~,)(t., + ,~.., + .,3' 

C d 

oh il ne s'agit que de d6terminer les fonctions r 
En introduisant les expressions (I9) dans les 6qua,ions (IS b), on trouve 

C 

(g=1,2,3) 

oh les ~]~ d6signent les fonctions qu'on obtient en rempla~ant dans les 

~ a~ 1 ' az--~ '~-~ par ~, ~,, I respectivement. 
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On voit qu'on satisfait aux 6quations pr6c6dentes en prenant pour 
les ~ des fonctions du quatri6me degr6 d6pendant de trois constantes 
arbitraires et d6finies par les formules 

k I A~I A31 

k~ A ~  A3~ 

k 3 A~3 A33 

, ~b2= 

All kl A31 

A1~ k~ A3~ 

AI~ k~ A~3 

A11 A~I kl I 

Al~ A~2 k~ ]. 

I A18 A~a k 3 

Prenons enfin pour contour d'int6gration C le demi-cercle d6fini 
dans le numdro pr6cddent, les formules (I9) repr6senteront des intdgrales 
du syst6me (I8 b) dont le seul point singulier r6el b~ distance finie est le 
point x 1 = x 2 ----- x 3 = o. D6signons par fll,fl2,fl3 les int6grales ainsi 
obtenues. Maintenant on aura irnm6diatement les int6grales analogues 
du syst6me (iS a) en 6changeant entre eux darts les expressions des ~b 
les indices des A.  Appelons ces int6grales al ,  % , a  s . Il r6sulte de la 
formule (I o) w I que ces int~grales a et/~ sont des fonctions alg6briques. 

C H A P I T R E  I I .  

La m~thode de Green. 

w 1. D ~ m o n s t r a t i o n  d ' u n  t h d o r ~ m e  f o n d a m e n t a L  

Consid~rons un corps 61astique quelconque. Soient Ul, u~, u 3 les 
composantes du ddplacement d'un point du corps, xl ,  x~, x 3 les coor- 
donn6es rectangulaires du mgme point dans l'6tat naturel. Alors on sait 
que le potentiel des forces int6rieures s'exprime ~ l'aide d'une forme 
quadratique d6finie des six variables 

dr, ~u~ ~ ~u~ _1_ ~u~ - -  ; ~ z , '  ~ = ~x---~ ~--~ " ( ~ , t , , , = l , ~ , a )  

Soit f cette forme, d S  l'616ment de volume S du corps consider6, ]e dit 

potentiel est 6gal b, rint6grale f f d S ,  6tendue sur le volume S. 
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En appliquant le principe des vitesses virtuelles on s'imaginee nu 
autre d6formation, dont les composantes seront vl, v~, v a et on consid6re 

l'int6grale fAdS, oh A est la forme bilin6aire 

~f ~v, ~f ~v~ ~f ~s 

.% .,,,) .f (.,,, 

La consid6ration de l'int6grale fAdS nous conduira au th6or6me 

fondamental, dont la d6monstration fait l'objet de ce paragraphe. 
J'observe d'abord que la forme A est loin d'etre la forme bilindare 

]a plus g6n6rale qu'on puisse former avec les ddriv6es premi6res des 
fonetions u et v. Cependant, comme les th6or6mes que j'ai l'intention de 
d6montrer subsistent encore dans le cas g6n6ral, je suppose, que A soit 
une forme bilin6aire quelconque des premi6res d~riv6es des fonctions 

u 1 ,u  2 , u ~ , v ~ , v  2,v~. Posons pour abr6ger 

~u~ ~v~ 

Nous exprimons la forme A par la formule 

= ~ i a  Ugfl * (t,#l, a , ~ = l , 2 ,  3) attap 

oh le symbole (~a~) d6signe une constante et ehaeun des indices prend 

les valeurs I ,  ~, 3 ind@endamment des autres. 

Nous supposons que les six fonctions u~, u 2 , u 3 , v I , v 2 , v 3 et leurs 
d6riv6es des deux premiers or(Ires soient des fonctions continues dans un 
certain domaine r6el D. 

Introduisons des quantitds T~. et 2 ~  ddfinies par les formules 

T~ aA vA 

Prenons dans l'int6rieur du domaine D un volume S limitd par une 
surface to, poss6dant un plan tangent d6termin6 en chaque point. Soit 
dto l'616ment de to. 
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Des identit6s 

on d6duit maintenant 

l'int6grale fad8 
8 

(3) 

d'une mani6re bien connue deux expressions de 

fad8 
Iff 

[ i  ~ a T ~ a ~ 8  ---- /X:,X.T~acOS(~x.)d~ 
l$ 

et 

fX.,,.X,Z.co,(,~#)d~,-- X.u.~, v,, 
,v ,2 8 

oh n d6signe la normale ext6rieure de la surface oJ et cos(nx=) ( a =  1,2,3) 
ses cosinus directeurs. 

De l'6quation (I) on tire les expressions des T~ et 2~a 

(4) 
. u #  - ' "  

d'oh il vient 

(5) 

,~=, 

' C,)" = . ,  , w---: + 2 ~ +  3 ~ v ~  

8a~l ,TI a ~(~,) ,I.. ~ ~Tf~ = ~ ~Gp' 

$ 

E a~p 
B=I 

( 2a~) a~v~ 
~ ~a ~ "  

Si l'on introduit maintenant les signes d'op6ration 

(6) 

(7) 
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on pourra 4crire les formules (4) et (5) 

(s) 

(9 a) A~U~, 

(9 b) ~ : ~  ---- ~:~ A~v~. Z ~  ~zp 

Maintenant je suppose que les fonctions us et v~ satisfassent aux systSmes 
d'~quations diff4rentielles 

(io) 

oh les lettres U~ et V~ d~signent des fonctions continues et uniformes. 
En formant maintenant la difference des expressions (3) j'obtiens, en ayant 
~gard aux ~quations (Io), l'5quation 

B 

cos (nx.)-- E~u~E~:~. cos (nxolld,,,. 
En posant pour abr6ger 

T~ = 2:~T~. cos (.x.),  ~ = E . ~ .  cos (nx~), 

on peut ~crire la formule (i I) sous la forme 

(i2) 
~g o~ 

Cette formule est l'expression du th6or~me fondamental, qui pour 
les syst~mes (Io) joue le m~me rSle que le th~orSme de Ga~N pour 
l'6quation de LAPLACE. Dans le cas particulier, oh A est la variation 
du potentiel int~rieur d'un corps ~lasfique, le th~orSme fondamental est 
identique au thdordme connu de BETTI. 

A~ta matitcma~ir, a. 23. Imprim~ le 21 avrll 1898. 3 
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w 2. A p p l i c a t i o n  de  la  mJ thode  de Green  a u x  sys t~mes  

Soient u~, u~,u~ trois fonctions satisfaisant aux dquations 

8 

et supposons que les conditions de continuitd du w I soient v~rifi~es. 
En prenant pour les fonctions v les fonctions fl~(xl--x~, x~--x~,x3--x~) 
nous pourrons appliquer la formule ( I : )  du w i k condition d'exclure 
du domaine d'intdgration S la partie ~ l'int(irieur d'une surface fermde 
w'. Nous supposons que w' soit une sphdre avec le rayon arbitrairement 
petit r et avec le point A(x~,x~ ~ comme centre. Soient r  et r les 
fonetions d~duites des fonctions fl de la mdme mani~re que les quantitds 
~ et ~ des fonctions v. Appelons S' le domaine S moins la sphSre o;. 
Alors l'application de la fornmle (i2) nous donne 

(,3) f z ,  (p, r, - . ,  ~ , ) d ~ o  + fz,(~,  r, - u,~,)d~, 

f Z ~dS' - - - -  p " 

Faisons maintcnant ddcroitre le rayon r, l'intdgrale 

converge ~videmment vers z~ro, paree que les int~grales tip sont des fone- 
tions homog~nes du degr~ - - I  et Tp reste finie pour r =  o. 

Voyons ee que deviendra l'autre partie de rintdgrale appartenant k la 
sphere o)'. I1 suffit de eonsiddrer l'int~grale 

off n d6signe la normale ext~rieure au volume S', c'est k dire ]a normale 
int6rieure h la sph6re ~'. D6signons par a~a la valeur de la fonction 
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homogSne du degrd ~ 2  0.,~ sur la surface d'une sphdre au rayon I 
concentrique avec o,', et l'dl&nent de surface de cette sphbre par do,,. 
Alors les valeurs de lu fonction 0.~,~ en deux points sur le mdme rayon, 
l 'un sur co' et l'uutre sur o~, sont li(!es par la formule 

et on a de plus 

I # 

do , '  ~ rgdo,1 .  

Ainsi on peut ~crire 

4 = fu,('0.,, cos @ x , ) +  0..' cos ( . x , )+  0.;3 cos(.xD)do,,. 

Dans cette formule u 1 seul d~pend de r .  Posons u,(x~,xg,x~176 
k cause de la continuit~ de u, nous pourrons choisir r assez petit pour 
que l u,~u~ soit moindre qu'une quantit6 arbitrairement petite ~. Soit 
de plus g la plus grande valeur absolue de la quantit~ entre les paren- 
theses duns l'expression de Ja, il vient 

r , __  U, 0.1I I$ 

f (  . ,  , , 
= ~, - -"1) (0 .1 ,  CON ("~1) -{- 0.'$ COS ( .X/ )  + o'13 Cos (nx3))do) ,  

r I 

< @ fd0., 

c'est ~ dire 

Posons pour abr~ger 

(x4) 

nous aurons 

< 4a'~g, 

lim J1 -~ u~ f0.,d~ 
r=O W' 

Lp = f0.pdo,', 

Iim f ~,,u,0./o,' -- L, u7 + L~u ~ + L3u:. 
r = O  q j  J 

L'int4grale duns le second membre de  l'~quation (I3) conserve ~videm- 
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ment une valeur finie, quand nous raisons tendre r vers z6ro, car, en 
d6signant par G et g les limites sup6rieures des I ~ l  et tr~pl, nous aurons 

l /X,  ~,,ds,[ < ~ f d s '  t ~ g j  ~. . 

K 

Mais on salt que l'intdgrale dana le second membre conserve une valeur 
finie, quelque petit que soit r. Par consdquent il est loisiblc d'dcrire 

- -0  ~ 8 

Le r6sultat des tous ces passages b~ la limite s'exprime par la formule 

(,s) L1r + L~u'. + L . , : - - fx .~ .r . - -~ .o . )d to- - fxpv .p .aS .  
w ,$ 

De m~me on obtient une formule analogue pour les fonctions v., satis- 
faisant au syst6me adjoint 

En d6signant par r~ la quantit6 analogue & ~ d6duite des intdgrales a, 
et par Mp l'int6grale 

M. = f cdto'. ,.-', ', ') 
to' 

la formule s'6crit 

(,6) M,r + + V =,ds. 

Envisageons de plus le cas off le point A(x~ x ~ x ~ est situ6 ~ la 
surface to, et supposons que la surface to ait en A un plan tangent 
d6termin6. D6crivons ~ cet effet, de A comme centre, la sph6re to' et 
appelons ~ la pattie de to qui est ~ l'extdrieur de la sph6re to'. Soit S' 
la partie de 8 qui est] ~ l'ext6rieur de la sph6re to'. Appliquons le 
th6or6me de r6ciprocit6 au volume S', nous aurons, en appelant to' la 
partie de la surface sphdrique to' qui est h l'int6rieur de S: 

f r . (a ,  r.-,,,.,)do,, + f x , ( p , r , -  
y 

=-/E,u, flfl8'. 
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On d6montre, eomme dans ce qui pr6c6de, que Ia limite de l'int6- 
grale dans le second membre pour r = o est une quantit6 finie. De m6me 
on trouve la limite de la premi6re int6grale 

l i m  f ~(flp T p  - -  u p q p ) d e o ' =  - -  u ~ f ~ld~'-- u ~ f ~d.,'-- u~ f ~d,,', 

oh les int4grales dans le second membre doivent dtre 6tendues ~ la partic 
de la surface sph6rique co' qui est du c6t6 intdrieur du plan tangent 

to au point A ~ le c6t6 intdrieur du plan tangent 6tant celui de la 
normale int6rieure. Parce que les ap sont des fonctions paires quantit6s 

I-L On d6montre aussi il s'en suit que la valeur de fap dw' est ~gale ~ z p" 

que la limite de l'int6grale 

f Y.,(fl, r, -- u,~,)d~ 
y 

pour r-----o est une quantit6 finie. Cette limite peut donc dtre exprim6e 
par l'int6grale 

f z,(fl, r~ -- u,~,,)d,,. 
tt 

Nous sommes ainsi conduits ~ la formule 

~t de m~me ~ la formule analogue 

M.v: + + M.,: = : f - -  , ,.ldo - -  : f 
ta ,g 

Enfin, si A est un point ~ l'ext6rieur du volume S je rappelle qu'on a 

f ~ ( ~  ~ -  v~) d~ - f ~  v~ ~ds = o, 
t~ s 

car en ce cas aucun point singulier ne se trouve k l'int6rieur de to. 
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Dans le paragraphe suivant nous allons calculer les valeurs des coeffi- 
cients L et M. Comme il en r~sultera que ces coefficients sont diff6- 
rents de z6ro, les formules (z5) et (I6)permetten~ de calculer les vateurs 
des fonctions ~t et v dans l'int6rieur d'un volume S, si nous connaissons 
les valeurs de ces fonctions et de certaines fonctions lin6aires de leurs 
premi6res d6rivdes pour les points (x~, x2, x3) appartenant ~ la surface to. 

En particulier ces formules s'appliquent "s la thdorie de l'dquilibre 
d'un corps 61astique cristallis6 quelconque. Dans ce cas les quantitds Tp 
d6signent les composantes de pression ~ la surface du corps consid6r6. 
Nous reviendrons dans le dernier chapitre h cette application. 

w 3. Calcul des coefficients ~ et M. 

Nous avons d6fini le coefficient Lp par la formule 

Lp = f  'Ato , 

oh l'intdgrale doit dtre 6tendue sur une certaine surface sph6rique to. 
En prenant cependant pour les fonctions us des valeurs constantes, 1'appli- 
cation de la formule (i5) w 2 nous apprend que Lp est ind6pendant de 
la forme sp6ciale de la surface d'int6gration, de sorte que to peut etre 
une  surface fermde quelconque contenant rorigine, pourvu que par une 
d6formation continue, elle puisse se ramener ~ la sph6re to. Prenons en 
particulier pour to un cylindre C parall61e ~ l'axe des x~ et dont les bases 
aient pour 6quations x~-~ a e t  x~ = -  a. En appelant ds l'616ment li- 
n6aire de l'intersection du cylindre C avec le plan des x~, x 3, on pourra 
6crire l'expression de Lp 

+ a  

Lp = f f apdSdzl + B, 
�9 - - a  

oh B e s t  la somme des deux int~grales 6tendues sur les bases de C. 
Mais en appelant A l'aire du base et en ddsignant par a 0 la plus grande 
valeur absolue de trp quand x~ est 6gal ir l'unit6 on a 
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I1 s'en suit que l i m B  = o pour a infini. Par  suite on pourra 6erire 

+a +~ 

Lp = lim f f ,Tpdsdx 1 = f f ,,pdsdx l. 
a = Q o  3 - - ~  - - 0 0  $ 

Mais il est clair qu'on pourra choisir une quantit6 positive a 0 telle que 
les deux int6grales 

o o  - - a o  

(I - - G  

aient des valeurs moindres qu'une quantit6 arbi t rairement  petite si a est 
positive et plus grande que a 0. I1 s'en suit que l 'on a l e  droit d'in- 
tervertir  l 'ordre des int6grations dana la formule pour Lp. Calculons 
d'abord l ' int6grale 

+a 

- - a  

Si noua supposons pour le moment que x 2 ait une valeur positive, nous 
pouvons employer l'expression de fi~ que nous avons donn6 duns le cha- 
pitre I, w 3: 

fl" = af,(r w)(&, + w z ,  + x,)'  
C 

oh le contour C ne doit contenir que ceux des z6ros de 8x 1 + ~7~x2 + x a 
dont la partie imaginaire est positive. De cette expression de fi~ on d6duit 
l 'expression suivante de ep~ (voir w i form. (8)) 

= ]  , os  w) (~ ,  + w , , *  ~o 
C 

oh lea expressions A;p d6signent lea fonctions lin6aires en ~ et 7/ qu'on 
a a a 

obtient en remplagant duns lea expressions (7) w ' les signes az, ' az ,  ' az ,  

respeetivement par $ ,  7]~ et I. 
Noua aurons par suite pour l ' int6grale J une expression de la forme 

+a 
6 a a 

~ . = - , - = '  f f v a. oo~ (~,,) + A. co~ (~.,) d~d~,. (,) 
a-") = - } d . . e . r . o ~ # ;  vo~,~, + ,~o~, +~,), 

- - a  C 
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D~signons pour abr~ger A~ cos(n, a~) + A~ cos(n,x~) par ~(S, y~), nous 
aurona en ex~cutant l'int6gration par rapport k x] - -  ce qui est ~videm- 
ment loisible 

J(a)  = af,(r ~,)(a$ + ~]a% 4" ~ ,X- -aS+ ~aZ, + ~,)" 
C' 

Mais dans cette formule il est ais6 h effeetuer l'int6gratioia, ce qui nous 
donne le .r6sultat 

E 4a r (S~, T~) dS 
J(  a) = i [ ~72----~f % ~f)_ 7b% \ a  - -  (-- aS. + + %) 

E 4a ~(S'., ~'~) + i  
~' ( - -a  ~_( -- ~, fff~(aS',, "F ~:z, "1- gs) 

oh l'on doit donner aux S~, 7]~ les valeurs satisfaiaant aux ~quationa 

f (S, ?q) = o, aS "F ~x, -l- xs ~- o 

et aux S' ,  ~]~ lea valeurs satisfaisant aux ~quations 

f (S ' ,  = o, - - a S '  + + x, = o;  

dana les deux eas S et S' doivent avoir ses parties imaginaires positives. 
A l'aide de ees (iquations lin~aires on peut ~erire l'expression de J ( a )  
eomme il suit 

Z a r ,;,) Z a r  ~;) 

et nous aurons k chereher la limite de cette fonction pour a----co. 
Puisque pour a = 6x~ les lignes droites qui d6terminent S, S', y], 7/' 

tendent vers la ligne S = o, lea valeurs correspondantes de r/ satisfont 
k l'6quation 

f ( o ,  = o. 

Comme de plus la partie imaginaire de S est positive et que noua 
avons suppos6 que X, eat positif, il s'en suit que la partie imaginaire de 7/ 
doit fitre n6gative et la partie imaginaire de 7]' doit gtre positive. Ce 
raiaonnement suppose, il est vrai, que les racines de f (o ,  7])----o soient 
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finies, mais on pourra toujour s par un ehangement de coordonn6ei s'ar- 
ranger de mani~re que les dites racines soient h la lois finies et in6gales. 
Cela pos6, on trouve facilement la limite chercMe 

S 

lim J(a) = 2i Z ~f ~(.__oo, ~_~) 
"-| , . ~(~,`, ,  + ,̀~) 

8 

�9 2 i  ~f - ' 7  

Mais en introduisant la valeur de ~, on trouve 

f ,,,dx, = (,,`,,) + .4, cos(.,,.) 
- |  , , f , ( o ,  , ' / . ) (~` , ,  + `,.) 

A;' # '  co. (.`,,) oos (n`,,) + 
f,(o, ~;)(~;`,, + `,,) 

Dam la d6duction de cette formule nous avons suppos6 x 2 plus grand que 
z6ro mais on voit que l'6galit6 subsiste encore quand xg est n6gative, ear 
ap ne change pas de signe si on change les signes de x~ et xs, et le second 
membre a la m6me propri6t6. Nous aurons maintenant ~ calculer 

f J(~)ds, 
$ 

mais eomme la valeur de cette int6grale ne d6pend pas de la forme du 
contour s, on conclut que A~ et A~' doivent satisfaire aux relations 

y y y ,  ! y* 
A=~, + A. = o, A=7/, + A3 = o. 

En tirant A~ et A~' de ces formules et en se rappelant que n d6signe 
la normale int6rieure de s, on parvient ~ la formule 

y '  ! 

f,(o, ~2;)(~;̀ ,, + `,.) 

mais ici il est facile d'6x6cuter les int6grations; on trouve 

f T'dx.__A ___ 2m, -I- d% 
~], % + % 

Aata mat/~mati~a, 23. Imprim6 le 22 avril 1898. 

= - -  2 m ,  
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et par suite 

Lp = 4 7 r ~  

o/~ l'on doit 6tendre la sommation h routes les racines de l'6quation 
f (o ,  7 ) ~  o. Si on observe que la somme dans le second membre n'est 

A. 
autre chose que le coefficient de ] dans le d4veloppement de f( ~ ~) 

suivant les puissances d~croissantes de 7, il est facile de simplifier l'ex- 
pression de Lp. Nous avons en effet (voir form. (I) et (2) ce paragraphe) 

t kl i 11 I V~p A1s k S A~s V~p A1s As2 k S ----V~plk~ Ass Ass -k d" 

Asa Ass Als ks As* Azs Ass ka 

d'ofi r on tire, en se rappelant les formules (6) et (7) w ~, la valeur 
suivante du coefficient de ~' dans A S 

(:;) 
(,,) (,~) 

k l  ~ 2 2  ~ 2 2  

k s  ~ 2 2  ~ 2 2  

k s  ~ 22  ~ 2 2  

+(;:) 
(,~) (::) 

2 2  ~ k l  ~ 

2 2  ~ kS  ~ 2 2  

2 2  ~ ~ 2 2  

+(::) 

(i,) (2~,~ kl 
22 ' \z2/ , 

2 2  ~ 2 2  ~ ]~2 

2z ' 22 ' k3 

ou plus simplement (ii) (~,)(3,) 
2 2  ~ 2 2  ~ 2 2  

(I~) (~) (~) =k, 
2 2  ~ 2 2  ~ 2 2  

~ \ 2 2 /  

mais ici le d6terminant qui multiplie k, est 6gal au coefficient de ~' 
dans f(o,~7); par cons6quent on aura 

i p  ~ 4 ~ "  
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aft) et comme on aurait Parce que Lp ne d6pend point des coefficients ~/~ 

obtenu la valeur de Mp par le m~me calcul, en prenant pour point de 

(a,) en (~a) on conclut que la d6part des formules oh l'on efit chang6 ~/~ ~ , 

valeur de M~ est 

Les formules (i 5) 
suite la forme 

et (I6) du paragraphe pr~c6dent prendront par 

i f  i f  (x5a) k~u~176176 Zp(Tpflp--upap)dm 4zt Z~,UpflpdS 

et 

f I fE.  Y~cc~dS. (I6a) klv~ q-k2v~176 = - ~  
8 

Dans le cas oh le point (x ~ ~ ~ est un point de la surface ~ avec 
un plan tangent d6termin6 on a les  formules 

, f  if  (I7a) ktu ~ +k~u~176 ~.,p(TpjSp--upop)dw 2:: EpUpflflS, 

(I8a) klv~ + k~v~ + ksv ~ = ~ - -  2~ 

CHAPITRE III. 

Applications. 

w 1. Application it la th~orte de l'~qutltbre d 'un corps soltde 
~tasftqcw. 

Soit f une forme quadratique d6finie des six variables 

~ y  ~ ~u i, 
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nous avons ddjlt rappel6 que /fdS peut reprdsenter le potentiel des 
forces intdrieures d'un corps dlastique. Prenons un autre syst6me de 
variables 

je rappelle que nous avons (w ~, chapitre II) 

~f ~f ~f 

= ~f r +_~, 4,  + s_._Lf r + s._Lf r + ~t ' r  + ~t" a,,. 

I1 s'en suit que les quantitds T~ sont identiques aux compounds de 
pression qu'on ddsigne d'ordinaire par t~a (voir p. ex .  CLEBSCH, T~o/'~t~ 
d. E/ast/c/tat). 

Soient X1, X~, X~ les eomposantes rectangulaires de la force solli- 
citant un dldment de volume, les composantes de ddformation satisfont 
aux dquations 

3 
Z~t~a ~ ~ Xa" (a~l, gsn) 

Mais ces dquations sont identiques aux dquations diff6rentielles (Io) w i, 
chapitre II. Cela suffit pour voir les rapports des probldmes traitds 
auparavant avec le probl6me de rdquilibre d'un corps 61astique solide. 

I1 reste ~ ddmontrer que le ddterminant des fonctions A~ s n e  peut 
dtre nul pour alacun syst6me de valeurs rdelles des variables. Darts rex- 
pression de A posons u~ = v~, il vient 

2f---- A(u, u). 

Substituons dans cette dquation u~-~ x~p, on obtient 

= 

C'est ~ dire, si l'on fait dans 2f les substitutions 
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on obtient une forme quadratique en x~, x~, x3, dont le d~terminant est 

pr6cis6ment le d6terminant des fonctions /x~. 
Supposons que ce d~terminant fdt nul pour un syst6me de valeurs 

rSelles des variables, soit ~ ~ a~, oh l'une des quantit~s a~ doit ~tre diff6- 
rente de z6ro. Alors on pourrait trouver un syst6me de valeurs r6elles 
x~ ~ a~, oh l'une des cluantit6s a~ doit ~tre diff6rente de z~ro, pour lequel 
f serait 6gale ~ z6ro. Mais pour l'6vanouissement de f il faut que 
d~ ~ o, ~ ~ o, ou bien clue les 6cluations suivantes soient v6rifi6es 

Nous pouvons supposer que a 1 soit diff6rent de z6ro; il s'en suit que 
a~ = o. En substituant cette valeur darts les autres 6quations, on trouve 
a~a 1 = o, aaa 1 ----- o, d'oh 1'on conclut que a~ = a, ---- o, ce qui est contraire 

la supposition. Ainsi le d6terminant des fonctions A~, est diff6rent 
de z6ro pour tout syst6me de valeurs r6elles des variables ~,  le syst6me 
~ - - - -~  = $~ = o seulement except6 C . Q . F . D .  

w 2. D d v e l o p p e m e n t s  e n  s ~ r i e .  

Nous avons vu que les fonetions a, et ~ jouissent de la propri6t6 
d'etre d6veloppables en des s6ries de puissances dans le voisinage d'un 
point r6elle a i ,  %,  a 3 quelconque, h l'exception seulement du point 
a 1 ~ a ~  ~ a ~  ~ o .  De plus le dgveloppement de a ( a l - t - h l , a ~ - f - h , , a s T h a )  

suivant les puissances des variables h i ,  h~, h a converge pour routes les 
valeurs de ces variables h satisfaisant k l'in~galit~ 

oh ft est une quantit6 positive ind6pendante des quantit6s a~ et h~ et 
inf6rieure ~ l'unit6. 

Cela rappel6, supposons que u l , u ~ ,  u 8 forment un syst6me d'int6- 
grales de 6quations diff6rentielles (7) chapitre II v6rifiant les conditions 
n6cessaires pour l 'application du th6or6me de B~TTX darts un domaine 
limit6 par deux surfaces sph6riques i et 2 ayant l'origine pour centre 

et p~ et p~ pour rayons. Supposons l'in6galit6 P--' < #s remplie, il s'en suit 
pz 

/l 
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Prenons un point x~, x2, x 3 situ~ entre les spheres des rayons ~ et PiP 

et soit $1, $~, $8 un point sur la sphere 2, le d~veloppement de 

$3--x,) 

suivant les puissances des variables $. converge, si 

ou, en consid~rant ]a s~rie comme fonction de Xl,X2,X3, si 

&,' + .; + *] > P'. 

Soit 71,72,73 un point sur la sphSre ~, le d~veloppement de 

a(7~--Xl, 7,--x, ,  7~--x,) 

suivant les puissances des variables x l ,  x~, x 3 converge, si 

~/~ + ~ + ~ <14ox. 

Ainsi les deux d~veloppements des fonctions 

a ( 7 z - - x x , 7 ~ - - x ~ , 7 ~ - - x . )  et a ( $ ~ - - x l , $ g - - x ~ , $ s - - x 3 )  

ont pour domaine de convergence commun l'espace entre les deux surfaces 

sph~riques des rayons ~ et PiP" p 
Ces d4veloppements convergent encore dans le m~me domaine si le 

point $ i ,$2 ,$3  est ~ l'int~rieur de la sphere 2 et le point 71 ,72 ,7 ,  
est ~ l'ext~rieur de la sphere x. 

Appliquons maintenant la formule (4) cl~apitre II aux fonctions 
ux, u~, %. En prenant pour domaine 8 l'espace entre les deux spheres x 
et 2, nous obtenons en appelant o~ et e% les surfaces des deux spheres 
z et 2: 
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k~u~ + ksu , + k,u, 

f 8 ;tl J.~ J,s~i14-~ls+J,s r 

i f 8 .a..a~ .a.a~.+~.+~.~,(z..z..z. ) 

p = 1 Jq ~ ' a  

Mais de la convergence uniforme des sdries il suit qu'on en pour ra  
effeetuer rintdgration en intdgrant chaque terme; on obtient ainsi un 
ddveloppement de 1'expression k1% "4" ks%-4" k8%, valable darts l'espace 

entre les deux sph6res des rayons & et Pig" Ce ddveloppement consiste 

en deux parties dont l'une est une sdrie de puissances et l'autre est une 
sdrie dont les termes sont les ddrivdes partieUes des fonctions fl,. La 
premidre de ces parties converge ~ rintdrieur de la sph6re de rayon/~& 

et la seconde k l'extdrieur de la sphdre de rayon &. 

Considdrons maintenant le ddveloppements de quelques fonctions spd- 
eiales. Supposons d'abord que u~, us, u3 d6signent les fonctions homo- 
g6nes du degr6 entier ndgatif - - n  et vdrifiant les conditions ndeessaires 
de con, inuit6 dans toute respace g l'exception de rorigine. Quand le 
rayon p~ tend vers rinfini les deux premi6res intdgrales tendent 6videm- 
merit vers z6ro. Des autres termes.il ,  ne reste que ceux qui sont ho- 
mo@nes du degr 6 - - n ,  de sorte qu'oh obtient 

k~u~ T k~% -t- k~u~ 
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oh les valeurs A~,~, et B p sont des coefficients constants et ]es indices pd.~ta 

doivent satisfaire aux conditions 

Px + la~ + p~ = n - -  2. 

Supposons en particulier que n soit 6gal k l'unit6 il vient 

k,u, + k,u, + k,u, = .a,fl~ + A , A  + Asfl,. 

De plus nous savons que les fonctions /~ d6pendent lin6airement des 
constantes k de sorte qu'on peut 6crire 

tip = k, flp, + k, fl~, + k.fl~,, 

d'oh r6sultent pour les fonctions u les expressions 

u~ = A,fl~. + a~fl,. + Asfl,.. ( . . , , , , , ,  

Posons dans ces formules u~-----av nous obtenons, en observant que dam 
ce cas & = kp 

On ddduit de cette formule, en 6galant les coefficients des constantes k, 
et en posant 

la r61ation 

k l'aide de laquelle on pourra 6crire l'expression des fonctions u de la 
mani6re suivante 

uv ~ A l a v l  "[- A2a,~ + Aso~s. (~-1,~,8) 

I1 r6sulte de cette formule que les fonctions a~ sont les seules int6grales 
homog6nes du degr6 - -  I des 6quations (7) w 2 ayant la propri6t~ d'etre 
uniformes et continues ainsi que leurs d6riv6es des deux premiers ordre~ 
pour toutes les valeurs r6elles des variables. 
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w 3. Des propri~t~s des tnt~grales clans les formules] 'ondamentales .  

Dans la formule fondamentale (z5) chapitre II nous avons d6sign6 
par Tp eertaines fonetions lin6aires des premi6res d6riv6es des fonetions 
u l , % , u  8. Laissons maintenant de c6t6 cette d6finition des quantit6s Tp 
et supposons seulement qu'elles soient des fonetions finies et en g6n6ral 
continues des param6tres qui fixent la position d'un point sur la surface to. 

Soient z ~ , x ~ , x  8 les coordonn6es d'un point r6el A d'ailleurs quel- 
conque, et $~, $2, $3 les coordonn6es d'un point A' sur la surface to. 

Consid6rons l'int6grale 

/ET, fl, 
montrons que ~ est une fonetion continue pour tout syst6me de valeurs 
r6elles de x , ,  x~, xa. Comme il r6sulte imm6diatement de ce que nous 
avons dit dans le paragraphe pr6c6dent que ~ est continue pour des 
points ext6rieurs k to, prenons un point A sur to. 

D6crivons de A comme centre une sph6re s de rayon z; soit ~0 la 
pattie de l'int6grale ~ 6tendue sur la pattie too de to int6rieure k s e t  
d6signons par 9' le reste ~---~0" Alors ~' est une fonetion continue en 
A. Mais nous savons qu'on peut d6terminer une quantit6 finie et po- 
sitive g de mani6re que 

IPpl< -g, 
r &ant la distance AA'. 
tions Tp, on a 

Soit de plus G une limite sup6rieure des fone- 

3 G . g / d m  I o1<  7 ~ 

~0 

Mais on eonnait des 616ments de la th6orie du potentiel que la valeur 
de l'int6grale dans eette in6galit6 converge vers zdro avec le rayon 6. 
Done, on pout d6terminer z a, sez petit pour que la diff4renee de deux 
valeurs de 90 en des points int6rieurs g s soit moindre qu'une quantit6 
arbitrairement petite, d'oh r6sulte bien que ~ = ~0 + 9' est une fonction 
continue en A. 

Avta mathematiea. 23. Impr im6 le 22 avril 1898. 5 
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Passons maintenant k l'intdgrale 

,f 
oh Up est une fonction continue des variables ~i, $~, ~s- 

I1 est clair que ~ est une fonction continue ainsi que ses d6riv6es 
pour des points A(x~, x~, xs) ext6rieurs au volume S. 

Pour dtablir la continuit6 de ~ pour des points appartenant h S on 
n'a qu'h rdpdter la ddmonstration bien connue pour la continuit6 du po- 
tentiel d'une masse 6tendue ~ trois dimensions. 

Par la mdme m6thode on 6tablit aussi la continuit6 des premi6res 
ddriv6es de ~. 

Revenons maintenant s la formule (i 5 a) chapitre II. Nous avons 
vu que l'expression 

o 

pour des points .4 appartenant au volume S repr6sente la fonetion 
k, ul + k~u2 + k3us et si le point .4 se trouve sur o~, l'expression (2) est 

~ (kxu~ + k2u~ + k3us) et enfin, si A est en d6hors de 8 elle est 6gale 

6gale ~ z6ro. Mais de ce que nous avons d6montr6 de la continuit6 des 
int6grales ~ et 0, il suit que les changements brusques de l'expression 
(2) sont dus ~ l'intdgrale 

I f  

Soit s u n  point de la surface to. D6signons par $, la valeur de 
au point s, par $ .  la limite de $ quand le point A(xl, z~, xs)tend vers 
s en 6tant ~ l'int6rieur de la surface, par ~e. la limite de $ quand le 
point A tend vers s e n  6tant ~ l'ext6rieur de la surface, on a les deux 
relations 

-- I 
~.  = to , - -~  (klul + k~u~ + k3u,), 

(3) 
u,. = u,. -4- ~(k,u, + k~u~ + k,u,). 

Donc, si u l ,  u2, u3 sont les valeurs sur la surface to de trois fonctiom 
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des variables $~, ~ ,  ~8 et si les fonetions aient des d~riv~es continues 
des deux premiers ordres, les formules (3) nous informent de la discon- 
tinuit@ de l'int~grale $. 

Mais nous allons d~montrer que les formules subsistent encore dans 
des conditions un peu plus g~n~rales. 

Soient u l ,  u2, us des fonetions des param~tres qui fixent l a  position 
d'un point sur to. Supposons que ces fonctions admettent des d~riv~es 
finies du premier ordre, et prenons sur eo un point s oh la eourbure est. 
finie. D~erivons de s comme centre une sphere de rayon e, qui  d~coupe 
sur la surface eo une courbe 7- Soit $ '  ]a partie de l'int~grale relative 

l'aire to 0 int&ieure ~ ~-, on aura 

'fr. ~ '  .-~ ~ p u p o ' p d e o  - -  4re 
-- m&, + 

Mais comme ap est une fonetion homog~ne du degr@ - - 2  qui est r~guli~re 
en dehors du point s on peut poser, en d~signant par r la distance de 
s h u n  autre point de ~o:  

0 ap 

o est une fonction dont le module a une limite sup~rieure finie, Oll O'p 

soit g. Alors on a 

~,. ----j,--~ 7 ~  
Wll 

Mais il existe une l imi~ sup4rieure finie de ! (~e__u;), quelque petit 

que soit r; soit u cette limite on pourra ficrire 

W0 

Mais dans la th@orie du potentiel on d~montre que l'int~grale a une valeur 
absolue moindre que 

c o s  To 
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oll To d6signe le plus grand angle d'une normale i~ oj o a v e c l a  nor- 
male en s. 

L'int~grale I_4~r f Ep u; ap do~ n'est jamais plus grande que k~u~ + k~u: + ksu;. 

Nous pouvons donc 6crire l'in6galit6 suivante 

3gur 

d'oh il r6sulte qu'on peut choisir le rayon r assez petit pour que l'int6- 

,f grale ~-~ ~,p(up--u;)%doJ soit en valeur absolue moindre qu'une quan- 
O 

tit6 arbitrairement petite d. 
Comme l'int6grale ~ - - i i ) '  est continue dans le voisinage de s, on 

conclut que l'int6grale 
I a 

~o 

est continue au point s. De lk on d6duit imm6diatement les 6quations (3). 
Comme les seconds membres dans les 6quations (3)song ind6pendants 

des coefficients dans les ~quations diff6rentielles d6finissant les fonctions 
fl, on volt (voir p. :7)  que les formules (3) subsistent aussi pour les 
fonctions d6finies par l'int6grale 

'f( 4"~ elY1 + v2r~ + v, rs)dto. 
a~ 

Nous avons 6tabli que les fonctions ~ sont des fonctions continues; au 
contraire ses d6rivdes premi6res pr6sentent des discontinuit~s dont nous 
allons montrer la nature sous l'hypoth6se que les T~ soient des fonctions 
ayant des d6riv6es du premier ordre. 

Comme vp d6signe une fonction lin6aire des constantes arbitraires k, 
mettons-les en 6vidence, en 6crivant 

~, = k~g + k,e, + k,e,, 

oh les g sont des fonctions lin6aires des cosinus directeurs de la nor- 
male de r 

g - Z .  r  cos (~.), 



Sur les 4quations de l'~quilibre d'un corps solide 6lastique. 37 

d'ofi on d6duit l'expression suivante de g~ (voir form. (8)chapitre II w 
et chapitre III w 2) 

A l'aide de ces notations nous pouvons substituer aux formules (3) l'6nonc6 

suivante: l'int~grale fv~d~, est une fonction continue de (x~, x~,xs)si ,t 

est in~gal ii a; au contraire, si ;t ~ ~, l'int6grale pr4sente une discontinuit6 
d6finie par les formules 

L .  Ct3 - J , i  L~ , I  - - iS  

En diff~rentiant maintenant rexpression de ~ ii l'aide des s a 

, f  4 7r ~, 

on obtient 

Z : ~ . A ~ ,  f ,~ ,  - - - -  - -  - -  4re 

,f  
r  

Multiplions les deux membres avec cos(llx~) et raisons la somme par 
rapport s l'indice a, nous aurons 

,f  (4) 2:o cos(,~xDZ, A~ .  =- -4~  (r, ~ + T,~ + r,~)d,,,. 
t t t  

Or rint6grale dans le second membre est de la m~me forme que 
l'int6grale d~finissant la fonction 0,  donc nous pouvons rendre compte 
de la discontinuit6 de l'expression (4) par les formules suivantes 

]~ cos  (nx=) ~ . f D .  , = 

( COS tlX ~ 2 
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Reprenons maintenant l'6tude de l'int6grale 0, en supposant que les 
fonctions Up admettcnt des d6riv6es continues du premier ordre. En 
vertu de cette hypoth6se on pourra 6crire, en appliquant une formule 
bien connue de la th6orie du potentieh 

t~ ~t 

En 6galant les coefficients de k~ dans les deux membres de cette 
dquation et en remplagant les foncfions ~ par les expressions 6quivalentes 
%p, on trouve 

f - -  = - -  E ,  c o s  a v .  
az. 4~r d 

Prenons la d6riv6e des dcux membres par rapport k x a i l  vient 

41rJ ~--'p ~zp ~ 
tt, 8 

oh le dernier terme est une fonction continue. 
En multipliant les deux membres de l'6quation par le coefficient 

( ~ )  et en faisant la somme par rapport aux indices a et fl, on trouve 

,f A~Os = ~-~ ~ .  Z U, Zp  (~) aaS'cos(nx~)dta + une f~176 c~ azp 
w 

Rappelant la formule 

on pourra 6crire l'expression de A~O~ 

i f ~ p  Up A~%p cos (nx.)do~ + une fonction continue. Aa~Of' = - -  4--~ 

Prenons la somme par rapport a p,  nous aurons 

~ A~O~ = -- 4~ ~ f ~  ~p Up ~ A~  %p cos (nx.) doJ + une fonction continue. 
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Mais on a la formule 

l'aide de laquelle on obtient 

I / ~ p  Up ~ dea -b une fonetion eon t inue .  

o) 

~Tous avons d4montr6 que l'intdgrale qui figure dans cette formule 
6prouve une diminution brusque 6gale h ~ quand le point A(xl,  x~, xs) 
passe de l'int6rieur g l'ext6rieur de la surface a~. Mais nous savons que 

~ A ~  est 6gale g z6ro pour les points ext6rieurs g 8; par suite on 
a pour les points int6rieurs 

I1 r6sulte de ce que nous avons d&nontr6 sur les fonctions 0 qu'elles 
nous donnent la solution du probl4me suivant: 

Ddterminer l'6tat de d6formation d'un milieu 61astique illimit4 quand 
ce milieu n'est soumis qu'g des forces agissan{ aux ~16ments de volume 
int6rieurs k une certain surface et  qu'on suppose que la d4formation 
distance infinie est nulle. 

Prenant en particulier le volume S infiniment petit on trouve que 

4~r P J 

d'oh, en p o s a n t  = -  on d4duit 

I 
= + + 

Ainsi il est clair  que ces fonctions O repr6sentent les composantes de d& 
formation dans le cas limite, oh le milieu est sollicitd en un seul point 
par une force dont les composantes sont X1, X~, Xa. 
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w 4. Usage de foncttons eompensatrices. 

En s'inspirant des id6ea de GREEN on peut r6duire les probl6mes 
g6n6raux de l'6quilibre d'un corps 61astique k des probl6mes particuliers 
de la mdme nature. 

Envisageons d'abord le cas, oh l'on se donne les composantes de 
d6formation sur la surface eo d'un corps S, et les forces agiasant sur lea 
616ments de volume du corps. 

Si on peut r6soudre le probl6me d'6quilibre dans le cas particulier, 
oh lea composantes de d6formation ~ la surface w sont dgales aux fonc- 
tions a~ ( ~ -  xl, $ 3 -  x2, $ ~ -  xs) et lea forces int6rieures sont 6gales k z6ro, 
on peut aussi r6aoudre le probl~me g6n~ral. D6signons lea composantea 
de d6formation dana Ie probl6me particulier par rx, r~, h et lea compo- 
santes de la pression i~ la surface par / '2, / '~, /"3.  Alors le th6or6me de 
BETTI nous  donne 

o -- 4~ ,(r, T , - -  r ,u , )  d,o - -  - -  47r ~ U~ r" d S" 

En formant la difference de eette expression et le second membre de 
l'6quation (x 5 a) w 3 chap. II, on trouve la solution du probl~me g6n6ral: 

i f  k.u. + k2u, + k.u. = ~ X , ( r , - -  .,) 
r 

4re 

Consid6rons le second probl6me, off les forces agissant sur la surface 
sont connues. D6signons par Tp les composants de ces forces. Soient 
U1, U2, U s les composantes de la force agissant sur un 616ment de 
volume de S. Alora on sait que le corps S doit 6tre en 6quilibre sous 
l'influence de ces forces, ce qui entraine les six conditions 

f r ,  d., + f v ,  e s =  o, 

r ,.g 

- - - - - 0 .  
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La solution de ce probl~me d'6quilibre n'est pan unique; soient 
u~, u~, u~ des fonctions donnant une solution, on obtient toutes Its autres 
par les formules 

oh a~ et p, d6signent des eonstantes. 
A Ia d6formation d6finie par Ies fonctions a~, a~, a3 correspondent 

des composantes de pression 6gales aux v,, ~'~, r3. Nous avons d6j~ trouv6 

que frpdo~ =4z~kp. Err substituant duns la formule ( I sa )  ehapitre II 
o) 

des fonctions lin6aires pour les u, on trouve 

w 

Prenons maintenant pour origine le centre de gravit6 de la surface 
o~, et pour axes les axes principales d'inertie de la surface o~. 

Appliquons ~ la surface eo des forces dont les composantes sont 

Ecrivons les conditions pour que les forces - - t  e t r  se fassent 
6quilibre, nous aurons 

f t d,o = f = 4zk , 

On volt que les valeurs des coefficients b e t  c satisfaisant h ces 6quations 
sont des fonctions lin6aires des variables x~. Pourvu que lescoefficients 
b e t  c aient 6t6 choisis de manidre h satisfaire aux conditions d'6quilibre 
et en fuisant l'hypoth~se que le probl~me de l'6quilibre soit possible, on 
peut rdsoudre ce probl~me duns le eas particulier off les forces agissant 
sur eo sont 6gales b~ 

D6signons, duns ce can particulier, par 3~, ~.,, 33 les composantes de 
d6formation et par A~, A~, A~ les composantes de pression correspondantes. 
On a par suite pour len points de la surface eo les relations 

~ p -  Ap = tp. 
Acta raathematlea. 23. I m p r i m ~  le 15 mars 1899. 6 
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D'ailleurs le thdor6me de BETTI nous donne 

o = - -  ~. . (~pTp--Apup)doJ----  
4~ ' f x  G,~pdS, 4 r ,  P 

s 

et la formule 05)  chapitre II 

I I 

S 

d'ofi l'on obtient, en formant la diff6rence, 

/ ' f  ki~q -It- k2~t2 -~- k3U~ 4rr 

fz ,  G(~,- r 4rr 
8 

Mais ici la seconde int6grale est 6gale k une fonction lin6aire des variables 
x~ de la forme 

k , ,  k~ , t'~ 

kL al + k~a2 -4- ksaa q- p, , p: , p.~ , 

X t ~ X ~  ~ X 3 

et qui par suite repr6sente un simple d6placement du corps. En supi)o- 
sant cette fonction 6gale k z6ro, nous obtenons la solution 

", - •  f E~u~(~-~),~s. k,u, "4- k2% A- kau~ = -~ f ]~pTp(%-- %)dto 4z J 
to S 


