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UBER FIJNDAMENTALSYSTEME FUR SYMMETRISCHE FUNKTIONEN 

V O l ~  

KA/~L THEODOIr VAI:[LEN 
in KONIGSBERG i. Pr.  

I )  

Es seien xl ,  x 2 , . . . , x , ,  die Wurzeln der Gleichung 

x" + a,x"-' + a~x ~-~ + . . .  + a. = o, 

und s~, s~, s~, . . .  die natiirlichen Potenzsummen dersclben. 
Dann ist die Entwicklung bekannt: 

gleich 

Z2 Z3 
. . . . . .  2 ( ~ $18, J 

e ~'~ % % ""= I - - % z + - - s ' ~ 2  +~!z  ~ +  __ + 2 

aus der (lurch Koeffizientenvergleichung folgt: 

a I ~ -  _ _  8 1 )  

8 2 8~ 

$a 818~ 8t 

% =--~-+ 2 6 

U. ,% W.  

Aeta math6matiea. 28. Impr*a]6 le 7 juillet 1899t 

( k = l , 2 , . . q n )  

8 3` . 
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Da jede rationale symmetrisehe Funktion von x~, x ~ , . . ,  x. eine ratio- 
nale Funktion der a~, a2, ..., a. ist, so folgt dassclbe ftir Sl, s2, ..., s. oder: 

Die  n ersten Po tenz summen  yon x~ , x~ , . . . ,  x ,  bilden ein Fundamen ta l -  

sys tem fiir symmetrische F u n k t i o n e n  yon x~ ,  x ~ , . . . ,  x , .  

I I .  
Wie die vorhcrgehende Entwicklung auf dem Additionstheorem der 

Exponentialfunktion, so beruht die folgende auf de,n des hyperbolisehen 
Tangens: 

tgh a~ + tgh a~ 
tgh (% + %~ = I + tgh a,. tgh a~ '  

woraus allgemcin: 

tgh(% + a.~ + . . .  + a,) = Stgh a, + S tgh a , .  tgh a , .  tgh a 3 + . . .  
I + ~ t g h a , . t g h a ~  + . . .  

folgt; hier stchcn im ZMder dic combinatorischcn Summen ungrader Ord- 
hung, im Ncmler diejenigen grader Ordnung. 

Diesem Satz zufolge wird nltmlich: 

a~z + a~z 3 + a ~ + �9 , ~  . o *  

I + a~z 2 + a,z* + . . .  
= - -  tgh 1~ arc tghxkz (~=1,~ ....... ) 

k 

I Z3 Z5 1 also gleich - -  tgh slz  + s 3 -~ + s t ~ + . . . .  Daher muss diesc scheinbar 

transscendentc Funktion von z eine rationale Funktion n ter Ordnung 

a , z  + a3z 8 + . . .  

x + % z  ~ + . . .  

sein; woraus folgt, dass ihre Kettenbruchentwicklung: 

Za Z 5 ) ~~ 
- - t g h  s , z + s  3V + s ~ T  + . . . .  Z 2 C t , $  

I + - -  

I + - -  

I + . . .  
splitestens mit c ,_ l z  2 abbrechen muss. 

Wir wollen zeigen, dass in diese Entwicklung nur die Potenzsummen 
s 1 , s~, s a , . . . ,  s:,,_ 1 eintretcn. 
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Es ist namlich: 

93 

I 4" c n z  - i + x ~ ( x ) ,  
Cn-~l~  

I q - . . .  

wo unter ~(x)  ganz allgemein eine Potenzreihe a "4. bx  4" cx  2 4" . . .  zu 
verstehen ist. Demnach wird auch durch Division in c._lx: 

i +  On_ 1 

I .4_ c .  x 
C n + l ~  

I - t - -  

I T . . .  

= x + c ._,x + z ' ~ ( x ) ,  

wo nattirlich ~(x)  eine andere Potenzreihe bezeichnet. Durch Division 
in c ._~x  folgt jetzt: 

I ~-  On--2 gg Cn--2~ = I "3 I- "Jr- X 3 ~ ( X ) ;  
Cn__lX I --~ Cn_lSg 

I-4- 
I .-I- - -  

x "-I- �9 �9 �9 

und durch Division in c . _ sx :  

i +  ~"-~ + x ' $ ( x ) .  ~--- I JI- cn--3~ 
Cn--2 26 Cn--2 i +  i +  

Cn_l~  I --~ Cn_lX 
I T  

c n 
I T - -  

I -4- . . .  

U. s. w., schliesslich 

I 

Cl~g I-k 
I "b csx 

CaT, 
I " 1 - - -  

i +  

C n X 

I - b  . . .  

I Jc  r  

I - b  %a: _ _  
c a ~  

I T - -  

I +  

I Jr  C n _ l ~  

+ x"~(z). 
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Multiplieirt man mit CoX und setzt x =. z', so l~ommt: 

(~nZ CoZ = . - -  + Z2a+l  ~ ( Z ' ) )  

CIZ ~ CI z$ 
I + - -  I .-~ C~Z~ C~Z" ~ 

I + - -  I + - -  

I =~ Cn_ l~  s 

woraus hervorgeht, dass man die Entwicklung von 

Z a Z 5 

nach Potenzen von z nur  bis z ~"-I zu verwenden braucht, so dass in den 

c o , c~ . . . .  , c._1 nur  die P o t e l l z s u i t l l n e n  8~, 8 a ) . . . ) 8.~_ t v o r k o m m e n .  

Vcrwandel t  man den Kettenbruch:  

CoZ 

I + clz'~ 

I + .  

I + Cn_l zs 

in einen gewshnlichen urid vergleicht ihn mit a,z + a~z3+.. .  I + a ~ z ' + . . .  ' s~  

sich die a ~ , a ~ , . . . , a ,  als rationale Funktionen yon c o , c ~ , . . . , c . _ l ,  

also aueh als rationale Funktionen von s~, s 3 , . . . ,  s~._,. Daher der 

Borchardt 'sche Satz: ~ 

Die n ersten Potenzsummen rail ungradem Index bilden ein Fundamen- 
talsystem far symmetrische Funktionen. 

Darstellung der aa, a , ,  . . . ,  a. dureh die s~, Wir suchen die explicite 

8 a )  �9 . . ) 8~n-- l .  

Die Entwicklung yon 
CoZ 

I + clzs 
I §  

I + ckz ~ 

1. C. W. BORCHARDT~ ~ber eine Eigenschafl der Poten~summen ungrader Ordnung. 
M o n a t s b e r i c h t c  d e r  B e r l i n e r  A k a d e m i e ~  Jun i  I857 ~ p. 3o i .  G e s a m m e l t e  

W e r k e ,  hcrausgegebcn yon G. Hcttner~ p. I o 7 - - I 1 8 .  
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in eine Potenzreihe hat die Form: 
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� 9  ) C i~ o.~+] CoZ - -  coc~z ~ + (coc~c ~ + CoCD~ ~ + . . .  ( - -  I)~(Coq. c~ +g,(co Cl , . . . ,  ,-x,:- 

+ g~+,(c0,  c , ,  . . . ,  c~)z ~+ '  + . . . .  

wo unter gk, gk+~ ganze rationale Funktionen verstanden sin& Man be- 
weist dies dutch den Sehluss v o n k  auf k q- I, indem man 

Cl. 

I + C k + l Z  ~ 
---- c ~ -  c~c~+~z ~ q -  . . .  

far c, einsetzt. Dureh Vergleiehung mit 

- - t g h  s l z  Jr- s s -~ q- s~-~ Jr- . . . .  SlZ + $8• 8 + StjZ g~ + . . . ,  

wo 8~+1 rational uncl ganz von s, ,  s a , . . . ,  s2k+1 und yon s,,+~ nut li- 
near abhangt, erglebt sich c~ als rationale Funktionen von s 1, s s . . . .  ,& .~q ,  

deren Zghler s ~  1 nut linear, deren Nenner s2~+1 gar nicht und s~k-1 nur 
linear enthMt. 

Die Rechnung ergiebt z. B.: 

C O - - -  ~ 81 , 

8 
I $t - -  8s 

C 1 - - -  _ _ ,  
3 Sl 

6 I s, - -  5s,~s,.+ 9s~s~- 5 s] 

Die Verwandhmg von: 

CtZ ~ I -[- a ~ z  ~ -~- . , .  
i +  

! -~  cs  ~2 

i +  

I -.~ Cn__l ~s 
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ergiebt:  

Karl Theodor Vahlen. 

a 1 ~-- Co, 

a2 ~ S Ck~ ( k = l , 2 , . . . , n - - 1 )  

a3 ~ S c o c k ,  @ffi~,s . . . . .  n - D  

aa ~ S Vac,, 

,0 = e0S c ~ , ,  (~,%y;_,n-,) 

a n ~ Cn_lCn_sCn_f) . . . .  

Hier sind unter den S eombinatorisehe Summen mit  Ausschluss der 
Sequenzen c~c~ , c~c a , . . . ,  Cn--2Cn--~ ZU verstehen. 

Daraus folgt im Besonderen, dass an eine rationale Funktion von 
s~, s , , . . . ,  s~,_~ ist, welche s~n-1 nu t  im Zahler und dort linear, und 
s~,_3 im Nenner linear enthMt. 

2 3 
Wenn die Kettenbruchentwicklung yon tgh(s lz  + s 3 ~ + . . . )  wirk- 

lich erst mit on_ ~ abbricht, so sind die a~, a : ,  . . . ,  an vol lkommen be- 
stimmte Funktionen yon s~, s . ~ , . . . ,  s~._l, d. h. das System: 

xl + . . .  + X, ----- st, 
$ z ? + . . . + x n  = s , ,  

�9 �9 �9 �9 �9 �9 , ~ �9 �9 �9 �9 �9 

1 -[- . . .  -b x~ ---- s2~-1 

ist eindeutig, dureh ein Wurzelsystem x~, x ~ , . . . , x ~  15sbar. Jede sym- 
metrisehe Funktion der x~, x~, . . . ,  x.,  z. B. aueh s~.+~ wird rationale 

Funktion yon s~, s 8 , . . . ,  s~._~, also: 

Q,(~, ~ , , . . . ,  ~-~) 
82~+1 ~ P , ( s  I , s 9 , . . . ,  s~,_~)' 

wo Pn und Q. ganze rationale teilerfremde Funktionen yon sl, s~, . . . ,  s~,_l 
sin& Wir wollen die irreduktible ganze Funkt ion:  

~ . + l P . ( ~ , ,  s~, . . . ,  s ~ , _ , ) -  Q.(~,, s ~ , . .  , s~_,) 
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yon s 1 , s  3 , . . . , s 2 . + ~  mit:  

-1~.+1(81, 8 3 , . . . ,  8~n+l) 

bezeichnen. 

Dann folgt also aus dem Bestehen der n-{- I Gleichungen: 

Xl q"  . . .  q"  X ,  ~ Sl ,  

�9 * �9 ~ �9 o ~ . ~ # �9 �9 ~ 

X~ "+1 + . . o "~  X2:+1 ~__ 82,+1 

die Gleichung: 
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/~,+1(sl , s3 , - . .  , s2.+1) = o. 

Bricht aber  der Ket tenbruch schon mit  c , , , k _ ~ z  ~ ab, so ist 

! I $ 

coz - -  a~z 'q- a s z  "-{- . . .  

c,z  ~ I + a~s '  + . . .  
I + - -  

I + .  

I "Jr Cn--k--lS 2 

eine gebrochene Funkt ion  . -  k re" Grades, also 

(~o Z 
~ I 

I + .  

I ~ C._k_IS s 

eine Gleichung n - - k  re" Grades. Um dieselbe in eine Gleichung n t~" 

Grades zu verwandeln, erweitere man 

P I 8 
a l z  q- a s s  .at . . .  

I + a'~' + . . .  

mit  dem unbest immten Faktor :  

a ,  z 2[~] i + "4" + . . .  + [:] 

und ftige ftir ungrades k noeh das Glied a,,z" mit  a , - - - -o  hinzu. Nun- 
mehr  ergeben sich a~, a~, . . . ,  a, als rationale Funkt ionen yon s 1 , s~, . . . ,  

.data r 22. Imprim6 le 7 juin 1899. 13 
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S~__ 1 und den [~] unbestimmten Grsssen 

die ~ Wurzeln der Gleichung: 

(a;~ + a;~' + . . . ) ( i  + ~lZ' + . . .  + a[~_] 

~ , , . . . ,  ~[:_]. 

mit i ,  . . . ,  
~t 

es sind aber [~]  

handen, Wurzeln yon: 

r'b"l 

und k - - 2 1 ~  | Wurzeln 

stehen die Gleichungen: 

und es ist: 

Bezeichnet man 

+ <, + . , +  )L," + . , , , + .  + _ - o  
m 

I 
=.--' so genOgen also xl ,  x2, . . .  , ~. den Gleichungen: 

Xl + - - -  + ~ ,  - - S  1, 

�9 �9 �9 �9 �9 ~ �9 �9 �9 �9 ~ �9 �9 �9 

x,.-~ + . . .  + ~,:-x __ s,._l; 

Paare contr~rgleicher Wurzeln z t ,  x ~ , - ' . ,  ~[{], vor- 

; [ ; ]  + . . .  + ~[:_] = o, 

Null, n~tmlich eine, x , ,  oder keine. Daher be- 

X,+l "a t- . . .  + X. -~ sl, 

�9 �9 �9 �9 �9 ~ . �9 �9 �9 �9 * �9 ~ 

�9 +1 + . . . + - ~  ----s2,-1, 

/~._.+~ (s,, 8,, ..., s~(._~+~) --- o, 
�9 ~ �9 �9 �9 �9 �9 ~ . �9 �9 �9 �9 �9 �9 . �9 * 

R.(s , ,  s , , . . . ,  s,,_,) - -  o. 

F~r den Fall der Unbestimratheit ist mindestens k ~ 2, also mindestens: 

/ ~ . ( s  1 , s , , . . . ,  s~._,) = o und ~ . _ , ( s l ,  s , ,  . . . ,  s,._,) ~ -  o .  
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Umgekehrt: ist jetzt 
R~_~(8~, 8~, . . . ,  s~._,) . o 

so ist das System: 
x s + . . . + x .  - - - - s~ ,  

�9 * �9 �9 , �9 �9 , �9 �9 �9 �9 * 

�9 i "-~ + . . .  + x ' : - '  = s,._o 

bestimmt eindeutig 15sbar. Ist nun 

. ~ . _ , ( s ,  , s . ,  . . . ,  s , . _ , )  = o 

und setzt man 

9 9  

eintreten, also 

~-~(si, s~,..., s,~_0) = o 

sein milsste. 
Demnach ist auch die Gleichung: 

x~ ~-~ + . . .  + x~: - '  = s~._,  

effilllt. Is t  ferner: 

.e,,(s,, 8 , ,  . . . ,  ~ ._ , )  = o 

so beweist man ebenso, dass auch die Gleiehung 

x~ ~-~ + . . .  + ~ : - '  = s~_ ,  

~ - 8  + . . .  + x~ ' - '  = s;n_~ 

so ist auch R~_I (sl, ss, . . . ,  s;~_s) ---- o; also, wegen der Linearit~t der 
beiden Gleichungen in s~_8 und s~_8 

F 

8~n_ 3 ~ 82n_ 3. 

Die Gleichung R~_~(s:, s s , . . .  , s ~ _ 8 ) =  o kann namlich nicht identisch 
fiir jedes s~-8 erfiillt sein, da sonst der Fall der Unbestimmtheit ft~r das 
System 

x3 -}- �9 �9 �9 .4- x~ = s l ,  

�9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 

x~ ~-~ + . . .  + -,~-~ 
~ ~ 89n_ s 
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erfQllt ist, so dass bei beliebigem x~ -------x~ das Gleichungssystem besteht: 

1 1 + . . . + ~ : .  = s .  

�9 * �9 �9 �9 . �9 �9 �9 * * . . 

z~.-i + . . .  + ~,2-1 = s~._,. 

Also: Der Fall der Unbestimmtheit tritt dann und nut dann ein, wenn 

/L(s  I , s , ,  . . . , s , . _ l )  = o 

und 

sin& 
Wir wollen 

aussprechen: 

/ ~ . -1  ( s l ,  s~ ,  . . .  , s2.-8)  ---- 0 

der spl~teren Anwendungen wegen noch das Corollar 

Wenn /~.(sl, . . .  , s~._~)= o ist, so tritt der Fall der Unbestimmt- 
heit dann und nur dann ein, wenn noeh R . _ l ( s l ,  s s , . . . ,  s ~ . _ , ) - ~  o i s t .  

Es werde jetzt der ordinare Fall 

/ ~ . ( s  1 , s 8 , . . . ,  s ~ . _ , ) ,  o 

betraehtet. Aus den Gleiehungen: 

X 1 "1" �9 �9 �9 + Xk--1 + Xk4-1 + �9 �9 �9 + Z n  81 - -  X,~ 

�9 �9 �9 �9 �9 ~ * �9 ~ �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 , �9 ~ �9 �9 

x'2n--1 X2n--I  rt,2n--I _,~2n--1 ~ x ln - - I  
1 + + t--1 "4- "4- + = 82.--1 �9 " " "~k-bl . . . .  n 

f o l g t :  

R . ( s l  - -  x k  , Ss - -  x ,  s , . . . , s ~ . _ l - x ~ " - ' ) = o  fQr k ~ -  1 ,  2 , . . . , n ,  

d. h. die Gleichung 

. ~ n ( S ,  - - X  9 8 3 - -  X 3 - -  X 2 - - 1 )  = �9 �9 �9 9 8sin--1 0 

hat die n Wurzeln 11, x ~ , . . . ,  x.. Sie hat keine weitere Wurzel; denn 
ware etwa $. eine solche, und ~ ,  $~, ..., $,-1 die zugeh(irige Lssung des 
Systems: 

$ , + . . . + $ . _ ~  = s ,  - - ~ . ,  

�9 * . �9 �9 �9 �9 . �9 �9 �9 �9 * , �9 �9 , 



U b e r  F u u d a m e n t a l s y s t e m e  f t i r  s y m m e t r i s c h e  F u n k t i o n e n .  

so wi~re das Systems: 

x , + . . . + x .  =s~ ,  

�9 �9 . * * �9 �9 �9 �9 . �9 �9 

X ~ - - I  t]r , + + = s~._l �9 * *  ~ n  
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auf mehr als eine Art 15sbar, was der Voraussetzung/~.(sl, ss , . . . ,  s~._l) * o 
wiedersprieht. Da ferner die Ko~ffizienten der Gleichung 

1 - - X  ~ �9 �9 �9 ~ '~2n--I - -  ;/9 / ~ O 

ganze rationale Funktionen von a~, a ~ , . . . ,  a. sind, so kann die linke 
Seite derselben abgesehen yon einem Faktor nut  eine Potenz der Gleichung 

x "  -{-  a x " - l  --[ .- -.I- a,, = o 
1 " *~  

sein. 
Diese Potenz kana nur die erste sein, well/~.(sl,  ss, ...,s~._~)ebenso 

wie der Z~hler yon a, die Grssse s2._~ nur linear enthalten. Setzt man: 

R.(s, - - x ,  . . . ,  s , . _ , - -  x'"- ' )  /~.(s,, . . . ,  s,._,) + xR~)(s,, . . . ,  s,._,) + 

so ist also: 

. . .  + x" /~( : ) (s , ,  . . . ,  s , ._, )  

•(i) [$ 

a . _ l  - -  R( : ) ( s~ ,  . . ,  s ~ . - 1 )  

U. S. W .  

Wir bewiesen frt~her, dass der Nenner von a. unabhangig yon s,._l und 
in s,._8 linear ist. Nehmea wir jetzt R . ( s l , . . . ,  s2.-1)~ o, so wird a. 
unbestimmt dann und nur dann, wenn R~)(s~, . .  , ,  s~._3) - -  o ist. Durch 
Vergleichung mit dem entsprechenden frt~heren Resultate folgt nunmehr: 

~ ' ( s , ,  . . . ,  ~ ._ , )  = ~ . _ , ( s i , . . . ,  8~._,) 

bis auf einen Zahleni~aktor. 
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Demnach wird bis auf einen Zahlenfaktor: 

Durch Verbindung mit 

R .  1r 

a~ ~ R n - i  ~ a ' - I  ---- R=- I  
U. B. W. 

a .  ~ c . _ z c ~ _ s c . _ , .  �9 �9 

foigt jetzt: 

R. 
c " - l c ' - s C ' - 6 " "  " ~ ~.-l" 

l~at~lrlich ist ebenso allgemein: 
Rj 

CIs--lCl~--|Ct--~ * " "  ~ ~ k - - I  

bis zu 

WO ~ o ' - - I  zu setzen ist. 

R 4 
CSC 1 ~ ~ 

CsC o --~ ~ ' 

Rs 
C 1 ~ 

RI 
Co = ~ . . ,  

Durch Division der Gleichungen: 

Rk 
ck-1 c~-a c~_~ . . . .  - -  t : , - 1  ' 

R k ~ 2  

folgt: 
R/ :  ~ .~k--2 

c,-x ---- R---~-I"/~-s 

(~,,,,m D m--lp. . )  

Zahlenfaktor. Zu der Bestimmung desselben gehen wir 
Ist p.  das Gewicht yon R., so liefert a . R . _ x  ~ R .  die 

bis auf einen 
nunmehr 0her. 
Bestimmung: 

p .  ----- n + p . _ ,  ---- ,~ + (,8 - -  x) + _~._~ - - . . .  - -  
n(n + I) 
m .  

2 
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Wit  nehmen R . ,  R~_~ , . . .  ml t  solchen Zahlenfaktoren multiplizirt  an, 
dass darin das hschste vorkommende Glied: 

.(.-I-1) (.--I). 

81 2 2 ~81 ~ . . ,  

.(#+1) (.--I). 

den Koeffizienten ( - - I )  ' , ( - - I )  ~ , . . .  besitzt. Dann sei 

Ch'--I = ~k--I "-D----" : - ' t~--I 

wo ,~_~ die zu bestimmenden Zahlenfaktoren sin& Also wird: 

a t z  + aaz 8 + . . .  
I + a , z ' + . . .  

Setzen wir jetzt: 

, +  

RI 

Rs s 

R1 

i +  
lg, R s , 

~s -- : --z 
I + R~ R~ 

I+ 

�9 R. R._g t 

1: ~ "  

I 
X 1 ~"~- X~ ------... " ~  ~ .  ----- - - -  W, 

und gehen zur Grenze n - - .  c ~  ~iber, so wird 

a I ~--X 1 --X 8-...-x# ~ I~ 

as ---- 2 "n-~ --~ ~2' 

~ ( ~  "~ I ~  4 " : 2 )  I I 

a3 = , .  8 .  a = l_3 

U. 8. W. 

und 8 ~ = - - I ,  s 2 = o ,  s 8 = %  u. s. w., also 
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Die obige Entwicklung wird: 

Z s Z s 

r r ,],z' 
I + 2js~ 

I + 2sz~ 
I + ~  

I + .  

~o 

also in der That: 

Vergleicht man dieselbe mit dem Lambertschen Kettenbruch: 

Es sol gestattet bei dieser Gelegenheit eine Herleitung der Lambertschen Formel 

zu ver0ffentliehen~ welehe m i r v o r  lgngerer Zeit mein hoehverehrter Lehrer L]SOPOLD 
KRO~_ZKER brieflich mitteilte. 

Sei 

Z Z 2~ I 
R. -- 2.3:. 2k'(2k + I)(2k + 3)(2k + 5) (2k + 2n + I ) '  t-O I . . . . .  

we aber ftir k = O, wie gew0hnlieh~ an Stelle yon 1 . 2 . 3 . . . 2 k  nur I gu nehmen ist~ so 

ist offenbar: 

L • n - l = ( 2 n  + I~Rn +$SR~+z fttr n =  1 , 2 , 3  . . . .  in inf. 

und fiir n = o wird: (2g + I)R~ + z~R~+l = I(eS + e-  O. Bezeiehnet man dies mit 

R-1 so gilt also die Reduetionsformel I aueh far n = o. 

Deren successive Anwendung ergiebt: 

R - t  ~' R o z ~ R 1 z '  - ' + N '  R--:= R--: = 5 + N  . . . .  
R, R, R, 

und da R - ,  

auf welche 

J{--1 Zt 

R - - =  ! + o 3 + z' 
5 + z~ 

7 + ~  
9 + . - -  

so resultirt die Lambertsche Formel: 
I I 

- ~ (e + e-O, R o =  ~ (e' - -  e-9  ist, 

~ - - - I +  
e z ~  6--z 

3+  

aueh jener Leibnitzsche Aussprueh: 

~2 

5 +  
7 + . . .  

numero Deus impari gaudet Anwendung 
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eZ ~ ~--S 

Zz ~ Z l  

I " 3 i I + Z '  z .-b ~, 3 + z' 

3.5" 5 + ~  
I "~ Z' 7"~- 

5-7 i J  r 

I + .  

so ergiebt sich: 

also: 

I I I 
" ' "  

R 1 

I +ag~ s + . . .  R, 

z + R~ 

R, R, , 

5 + R~ R~ 
7 +  

Kt~rzt man diese Gleichung dureh z und setzt z ~  x, so erh~lt man 
die Entwicklung des Quotienten zweier beliebigen ganzen rationalen oder 
ganzen transscendenten Funktionen, und ftir a~ ~ a 4 ~ a~ ---=... ~ o die 
Entwicklung einer bel iebigen ganzen rationalen oder ganzen transscen- 
denten Funktion in einen Kettenbruch. 

Wir  ksnnen der Kettenbruchentwicklung die Gestalt geben: 

I 4" a~z t "b . . .  R o z I 

a~ + a,z' + . . .  - ' R ~  + R~ ~' 

5 ~ +  . . .  

findet~ und welche nament~ich dadurch merkwtlrdig ist, dass daraus unmittelbar die Irra- 

tionalit~t yon ftlr jeden rationa]en Werth yon �9 hervorgeht. ez ~ 6 - -z  

6 .  Aug. 8 7. KRON]$CKER.:D 
Aet~ m a ~ m a $ / ~ .  22. Impr im6 le 7 juin 1899. 1 4  
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also dieselbe durch die Rekursionsformel: 

ft_,(Z) = ( o k - -  I ,  R._,R f.(~) + Z'ft+l(Z) 

mit den Anfangsfunktionen: 

f o ( z )  = I "It" a , ~  1 " 3 t - . . . ,  

f,(z) = a, + a,z' + . .  

darstellen. Far  z = o folgt: 

also wegen 

u. s. w. allgemein 

I Rk-2R~ 
f~(o) = ~ k -  ~ R : _ I  5_,(o), 

f0(o) = ~, 

R, 
r , ( o )  = ~, ,  

1 R, f,(o) = ~ . 3 " E '  

( '2 :~r)  

I R~ I ~ : )  11. g. W. 
an ~ "  1.3. 5 . . . (Zn - -  I) R,--I'  a ,_ l  ----" 1.3 . . . (2n - -  i) "--'R,_x 

Nun ist s~.+~ eine ganze Funktion yon a~, a~, . . . ,  a. also wird s~.-1 

und 

f~(o) = 1 .3 .5 . . . ( 2k - -  I) Rk-1 

Umgekehrt sind hierdurch die Quotienten q, in der Rekursionsformel: 

f,_,(z) = q~f~(z) + z'f,+,(z) 

und damit die Kettenbruchentwicklung vollkommen bestimmt~ 
Mit Berficksichtigung der Zahlenfaktoren wird jetzt: 

I R~+~. Rk-1 
Ci. ~"  ( 2 k - -  IX2]~ -~- i)" Rt  "~l,--g 
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eine rationale Funkt ion yon s~, s3, . . .  , 82,_~, deren Nenner  eine I~otenz 
yon R,_~ ist. Mithin: 

P.+I/~+I ~.+I~o,,.--I- Q. 

wo p,+~ ein Zahlenfaktor ist. Nun wi rd :  

rn- lP . -~  -Jr : n  -b I ----P.+I 

woraus 

also 

folgt. 

Ta--1----" I 

Die Funkt ionen R,  haben noeh eine andere einfache Bedeutung. 
Setzen wir  in R . ( s l , . . .  , s~,_1) und R,_a(Sl, . . .  , s2,_3)ftir 81, s,, 

�9 . . ,  s2~_~ ihre Ausdriicke als ganze Funkt ionen yon a l ,  a 2 , . . .  , a. ein, 
so erhalten wi t  zwei ganze Funkt ionen yon a l ,  % , . . . ,  a, die wi r  mit  

1~ ' (a l ,  % ,  . . . ,  a.) und R'._~(a~, % ,  . . . ,  a.) bezeichnen wollen und zwisehen 
denen die Relation besteht: 

I 

1 . 3 . 5 . . . ( 2 ~ - - I )  R:(al  ' a~,  . . . ,  a.) = a .R ' , _ l (a l  , a , ,  . . .  , an). 

Geben wir  also a ~ , . . . ,  a~ solche endlichen Werte,  dass 

n'._,(a,, a , ,  . . . ,  a . )  - -  o ,  

also die Gleichungen 

x 8 -{- . . .  -t- x, ----- sl, 

�9 o o �9 , , ~ �9 o �9 �9 ~ . 

x 2 n - - 1  --2a--I 
3 ~ " ' "  ~ ~ n  ~ 8 2 , - - 1  

erftlllbar, d. h. ein Wurzelpaar  x l ,  x 2 mi t  contr~irgleichen Wer ten  vor- 
handen; es verschwlndet daher die Geminante:  

II(xh Jr" xk) -~ a n ( a , ,  a , ,  , a.). ( h<k \ �9 �9 �9 t, h j k = l , 2 , . . . n J  
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Umgekehrt, wenn G~ == o ist, so ist ein Wurzelpaar mit versehwinden- 
der Summe vorhanden, also die Gleichungen: 

z ~ + . � 9  ----s,, 
�9 �9 �9 �9 �9 * �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 

�9 ~'- '  + . , .  + ~ ' : - '  - -  s,._, 

erfilllbar, also 
~.--1(819 8s9 . . ' ~  8~.--s) = O. 

Daraus folgt, dass 

k , , G . , , ( a , ,  a 2 ,  . � 9  . , a , , )  . -  .~m_1(81 9 . . . ,  82tt_8) 

is,, wo km ein Zahlenfaktor und der Exponent a wegen der Gewiehts- 
gleiehheit der beiden Funktionen gleieh Eins is,. 

Um den Zahlenfaktor zu bestimmen, setzen wir in 

�9 .+, == o, also 

k . + x G . + l  = ]~m 

und fl~r ~ ,x~ . . .  x,---- ( - -  x)"a. seinen Weft 

so kommt: 

�9 3!g x)-k.+,]~CT~_ - -  x ) u . _ ~  G. = R . .  

Dividirt man durch: k.G. =/~._1 so fo]gt: 

(-- x)'k.§ = x � 9  x)k., 

also 

(-- x)" R,, ein, 

re(n+1) 

k.§ = ( - -  x) ~ ( 2 , - -  x ) (2n- -  3 ) ' ( 2 , -  s ) ' . . .  3"-' x-, 
~(m--1) 

g { 2 " - -  (2~ + i ) } i a . ( a l , . . . ,  a.) = ( - -  i) s ~._1(81,8s, . . � 9  8s.-s). 

Beaehtenswert ist, dass die Geminante yon s~._, unabhtmgig und yon 
s l ,  s s , . . . ,  s~._s eine ganze, wenn aueh nieht ganzzahlige Funktion ist 
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III. 

Die Entwicklungen in I. und II. sind die beiden ersten Ft~lle all- 
gemeinerer Entwicktungen, zu denen wir jetzt obergehen. 

Wir bezeichnen mit p eine beliebige ganze Zahl und definiren ~ - - ,  
dem arctg analoge Funktionen durch die Gleichungen: 

Zv..~l Z2v-I-1 
~, ,(z)  = z + ,, + ~ 4- 2'` +----i + " ' "  

~,~(z) = ~- + ~ +----~ + 2,` +---~ + " ' "  

av--] $2v--1 ZB~--I 
~ , . , ( z )  = ~ + ~ + - -  -~ . . . .  

' ` ~  I 2 ' ` ~ I  3 ' ` ~  I 

Ftir diese Funktionen ist offenbar: 

~'(~) + ~'~(~) +" + ~'~'(~) = -- g;/i -~' 

wenn ~, wie auch im Folgenden jede beliebige ~ Einheitswurzel bedeutet. 
Wir definiren ferner ~ dem Sinus und Cosinus analoge Funktionen 

yon ~ -  i Variablen durch die Gleichung: 

Setzt man hierin: 

l,g 1 = . - ,  ~(x~z)  ---- s , z  + s~+, ~ + s,.+~ 2,, + i ~ +  . . .  

as Zv+2 Z2v+_____~2 

. ,  = ~ :  ~ , ( x , z )  = ~ ,  ~ -  + s ,+ , ; -4 -  ~ + s ,~+,2 ,  ' + 2 + " ' "  
k = l  

~w--I Z2v--1 ~$v--I 
- -  ~~ ~ , ,_~@~) = s~_~----~-~ + s~,_, z--;--~-~_ I + s,~_~ 3 ~  ~tg~.. 1 + �9 �9 �9 
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ein, so kommt  links" 

K a r l  T h e o d o r  Y a h l e n .  

I - -  SZIZ 

,ffil ~/I - -$g~zv  

= (I  4- a~z ~ 4r a ~ z  'v "b ...) 4" e ( a l z  -[- a ,+ , z  ~+t "4"...) "q-... 4- r  a , v_ , z  ~ - '  .~...) 

und rechts: 

I - - ~ t z  

wenn man zur Abk~rzung: 

~ , ( x , z  , ~ , ( z , z )  , . . . , ~_, x , ~  = F h ( z )  

ftir h ~ o ,  . . . ,  ~ - -  I setzt. Daraus folgt, dass die ~ ganzen transcendenten 

Funktionen:  
F0(z) ,  F , ( z ) ,  �9 � 9  Fv_l(z) 

den ~ ganzen rationalen Funkt ionen:  

f o ( z )  = I .q- a , z  ~ . - [ - . . . ,  f 1 ( z )  --- a l z - 4 -  av+,z  ~+1 - 4 - . . . ,  . . .  , 

f~_ , (z )  = a~_,z "-1 + a,~_,~ ~-1 + . . .  

proportional sind. 
Zur  Ermi t t lung  der rationalen VerhMtnisse der ~ transcendenten 

Funkt ionen F o ( z ) ,  . . . ,  F , _ ~ ( z )  wenden wir  den veral lgemeinerten Ketten- 

bruchalgor i thmus in einer etwas andern als der llblichen Form an. 

Wir  setzen allgemein: 

Fh(~) ~h(~), ~h(~) ~(~) 
z h ~ ~ h ( o )  ~ (h..0 . . . . . . .  1) 

und bilden die Entwicklung:  

r = ~ ( ~ )  + c,_, r (~)r 

~(~) = r + c, ~+~(~)~', 

u. s. w., wo die Koeffizienten c,_~, c , , . . ,  so gewahl t  werden, dass stets 
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~,(o)-----I ist, fi~r jeden Index k. Diese Entwicklung bricht splttestens 
mit der Gleichung ab: 

indem nltmlich ~ _ . + a ( z ) =  ~._,+s = . . . .  ~.(z) der grSsste gemeinsame 
Teller der Funktionen Wo(z), ~ '2 (z ) , . . . ,  ~,_l(z) wird. In der That  werden 
dann, n~---mv + r ( r < v - -  i) gesetzt, W0(z), ~ ( z ) , . . . ,  ~ ( z ) g a n z e n  ra- 
tionalen Funktionen vom Grade m in z ", und E+l(z) ,  W.+s(z),. . . ,  W~_~(z) 
ganzen rationalen Funktlonen yore Grade m -  I in z ~ proportional;  wie 
es ja  sein muss. 

Wir  bezeichnen mit  
S ' 2 ( ~ , ,  c , ,  . . . ,  c.) 

die Summe aller  derartigen Produkte yon je h der Elemente c a , c 2 , . . . , c . ,  

in deaen keine zwei der h Indices um weniger a l s  ~ yon einander diffe- 
riren; z. B. 

Sin'(ca, c~, c~, c , ,  c~) = cac, + c,c~. 

Dann erhMt man aus dem Gleichungssysteme: 

~ _ , ( ~ )  = ~ ( ~ )  + c~+,_~§ ~ , , - , , ~  . . . . .  . - ~ + , )  

die laufende Proport ion:  

~,(z) : ~,(z) : ~ , ( z ) : . . . :  ~,_,(z) 

= I + SIV)(Cv__I , C v , o .  �9 , C n _ l ) Z  v " ~  S @ ' ( C y _ l ,  �9 �9 o ,  C . _ 1 ) ~  ' ~  " ~  . �9 �9 

�9 ~ + Si~'(c~ , c ~ + , , . . . ,  c._a)z ~ + Si~'(c~ , . . . ,  c ._ ,)~ ~ + . . .  
_ X Z ~ v  �9 ~ + S(;~(c~+~, c ~ + ~ , . . . ,  c._~)z ~ + S i ~ ) ( c . + a , . . . ,  ~._lj + . . .  

�9 �9 ~ o �9 �9 �9 ~ . ~ �9 . �9 �9 �9 ~ ~ 

: i + c<~)/~ c(~)~c c,,_~)z ~ + . , ~...Dl \v2*'--2, C2~--1 , " ' "  ' Cn--l)  z v  "*Jr" . . D 2  ~, 2 v - - 2  , " ' ~  , �9 " 

wo die Grsssen 
S ~ ) ( c , ,  . . . ,  c._~) 

far  h > n ~ k gleieh Nul l  zu setzen sind. Setzt man noch: 

C 0 ~ a 1 

C I  ~ a 2 ~  

o o . . ,  o o 

Cv_ 2 ~ a v _  1 
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so ergiebt sich also: 

u. s. w. bis zu 

Carl Theodor Vahlen. 

S / O ( c , _ , , . . . ,  c._,) --- a., 

c o S t ' ( c ,  , . . . ,  c . _ , )  = ~,,+,, 

c, S i " ( c , + , ,  . . . ,  c ._ , )  - a ,+, ,  

�9 �9 �9 �9 . �9 �9 �9 . �9 �9 �9 . �9 . �9 

C n _ l C t t _ v _ l C a _ l t s . _ l C t t _ l t , _ .  1 �9 . . ~ a m .  

Wit  wollen die natl~rliche Zahlenreihe naeh Entfernung der Vielfaehen 
yon v bezeichnen mit  v~ ,v~ ,  v s , . . . ,  so dass 

pl~---I~ P g ~ 2 ~  Pc----3, " ' ' ~  P t . - - - l ~ P - - I ~  Pv "~'~p~-I~ Pv+l ~ p ' ~ 2 ~  . . . .  

Ferner wollen wir  jede ganze rationale Funktion yon s,., % , . . . ,  s~,, die 
l inear in s,, ist, kurz mit  {vh} bezeichnen. Dann ist z. B. 

:fQr h---~ I~ 2 ~ . . . ~ - - I .  ~.=lhl 

Dann werden offenbar: 

~0(~)--  Fo( 6 

. ~ ( z )  = F,(~) 
d~ta~ 

a~z s 

= ,  + {~ - ~  } :  + { ~ , , -  t } .  + . . . ,  

ffi ~ + {~ + ,} : { ~  + ~ } .  + . . . .  
{'1 + {'1 

= ~ + {~ + 2} z~ + {2~ + I~} {2} ~}: '  + . . . ,  

, , . _ : , - , =  { ~ - i } " +  {~- ,}  + . . . .  

Wir  behaupten, daaa allgemein filr o < r '  < v: 

{,,,'~ + ,.,} {(~, + ,)~ + ,.'}_,, 
~'"-~'-"+"(~) = ~ + I("' - ' ) '  + "}~" + It"' - x)~ + ~ ~  + " "  

und:  

,tn/v -'I- t"} 
c . , ( ~ , + , , - ,  = low - x)~, + ,-'} 
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und beweisen dies durch den Schluss yon m ' ~  I auf m'. Die Gleichung: 

ergiebt in der That: 

und 

{~'V + r'} 
c.,(~_,)+,,_~ = { (~ ,_  i)~, + ,"} 

e,,(,_,,+..(z) .= ~ + {(~' + ~)~ + ' '}]  + . . , ,  {~'~ + ,.'} 

wenn das Entsprechende far  

~._,,(~_,+.._~(z) ur, d 

vorausgesetzt wlrd. 
Aus der Gleiehung ft~r e, der wir aueh 

c,_1--t~,- .+J 

folgt, dass die 

die Form geben k5nnen: 

GrSssen c o , c ~ , . . . , c . _ ~ ,  also auch a ~ , a  2 , . . . , a n  ratio- 
nale Funktionen yon sv, , sv~, . . . ,  sv. sind, also der Satz: 

Iron denjenigen Potenzsummen, deren Indices nicht Multipla einer ge- 
gebenen ganzen Zahl sind, bilden die n ersten ein Fundamentalsystem. 

F a r  a. erhMt man insbesondere noch: 

{v.I 

Im allgemeinen ist, nach dem Vorhergehenden, das Gleichungssystem 

x~' 4" . . .  + ~,'  = s,, ,  

x? + . . .  + z~"--- s~ 

durch ein einziges Wurzelsystem ~ l , X ~ , . . . , ~ ,  zu erfiillen. 5ede sym- 
Aaa mathamatie, a. 28. Imprim6 le 20 Jntn 1899. 15 
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metrische Funktion yon x], z2, . . . ,  x~ ist rationale Funktion yon s~,, ..., s~., 
also speciell 

O.(s~, , . . . ,  s~.) 
s..+, = v , ( ~ , ,  ; ;  ~.), 

wo P~ und Q. teilerfremde ganze rationale Funktionen slnd. 
Ergiebt sich dagegen s~.+, nicht als bestimmte eindeutige Funktion 

yon s : , , . . . ,  s,., so kann das System 

~ ,  + . . .  + ~,- = s.,, 

x~- + . . .  + x:: = s~. 

nieht eindeutig 15sbar sein. Wir wollen die ganze irreduktible Funktion 
s~.+,P~(s~, , . . . ,  s ~ . ) - -  Q,(s~, , . . . ,  s,.) mit R,+l(s~ ,  , . . . ,  s~.§ bezeiehnen. 
Dann folgt also aus dem Bestehen der Gleichungen: 

x i ' + . . . + x ; '  = s , ,  

�9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 o �9 �9 

X ?  "l-I + �9 �9 + --71~Y'+I = S y . . l .  l 

die Gleichung: 

Der Fall der 
wicklung mit c._,_1 abbricht und k ~ ~ ist. Die Funktionen 

I + a ~ z  + . . . ,  a ~ z + a ~ + i ~  + 1 + . . . ,  . . . , a ~ _ ~  + . . .  

erhalten dann einen willkrtrliehen Faktor 

, 

und unter den n Wurzeln x l , . . .  , x. der Gleichungen: 

z? + . . .  + x;- = s, I, 
�9 �9 �9 �9 . �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 

x~" + . . .  + x;" = s~. 

= o .  

Unbestimmtheit tritt  ein, wenn die Kettenbruchent- 
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[ ! ]  ~-tupel vorhanden, z. B. x , , x , , . . . ,  x~, ffir welche xh = sind $hx 1 

( h =  I ,  2 , . . . , ~ - - x ) ,  also 

x~, + . . .  + z~, = o,  

Y $  x ? + . . . T z ~  = o ,  

x ? +  . . .  + x 2 =  o 

und k - - ~ [ !  l Wurzeln Null, so dass far  die t~brigen n - - k  die Gleich. 

ungen bestehen: 
V !  z,+~ + . . .  + x:,! = s~!, 

�9 . �9 * . �9 �9 . �9 �9 �9 o �9 

Y n  Y ~  x~+l -{- . . .  2[_ x~ ~--- s~. 

Also ist: 

R n . ~ -  O~ / ~ n - 1  ~ O , . . . ~ R ~ _ , +  1 ~  O. 

Da far  den Fall der Unbestimmtheit k > ~ sein muss, so ist mindestens: 

Umgekehrt beweist man wie unter II. dass, wenn diese ~ Grsssen ver- 
schwinden, die Gleichungen: 

Y l  z~+~ + . . .  + x~' ---- s,,, 

x~+~ + . . .  + x:: ----s~. 

erffillbar sind, also der Fall der Unbestimmtheit eintritt. Also: 
Fiir das Eintreten des Falles der Unbestimmtheit ist nothwendig 

und hinreichend dass die ~ Grsssen Rn, R , _ I , . . . ,  Rn_v+l verschwinden. 
Daraus folgt, beilaufig bemerkt, dass das System (R. ,  Rn_l, R,_~, 

�9 . . ,  Rn_v+l) aquivalent ist dem System der ~ -  x symmetrischen Pro- 
dukte: 

1/(x~ + . . .  + x~) ,~-1 ..... ~ - ,  

welches hier an die Stelle der Geminanten H(x 1 -{-x2) tritt. 
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Wir sprechen noch das Corollar aus: 

Wenn R~ ----- o, . . . ,  R._~+2 ~ o, so tri t t  der Fall  der Unbest immthei t  
dann und nur dann ein, wenn auch noeh R._,+I ~ - o  ist. 

Die Gleichung: 

R. (s~, - -  x ~' , . . .  , s~. - -  x~J = o 

ist - -  man beweist dies wie f r t i h e r -  ft~r x----xl,x, , . . . ,x. erft~llt und ffir keinen 

weiteren Weft  yon x. Die linke Seite derselben kann, wegen a.----{v._,+,} 

und R, = {v,} keine Potenz der Gleichung a,, + a,,_lx + . . .  + x " = o sein. 
Setzt man also: 

R . ( s ~ , -  z ~ , , . . . ,  ~ . -  z '.) = R.(,~, ,  . . . ,  ~.) + . . .  + ~ : ' ( ~ , , . . , ,  ~ . )x' ,  

so ist: 

R~.), a . _ l  -- R~,, u.  s. w .  

Nun muss im Fall  der Unbest immtheit  jedenfalls a. unbestimmt, also 
R, - - - -o  und //c~)= o werden. Also, da /F:)---- {v,,_,+,} wird, folgt: 

Wenn /~.---- o , . . . ,  R._,+, ---- o ist, so t r l t t  der Fall der Unbest immt-  
heit dann und nur  dann ein, wenn auch R(~ " ' - -  o ist. 

Durch Vergleichung mi t  dem entsprechenden froheren Resultat be- 
z~glich R._~+t, und wegen R~_,+, = {v._,+~} und R~")-----{v,,_,+~} folgt 
jetzt, dass R( : ) - -  - B,n-,+x ist, bis auf einen Zahlenfaktor. 

Also wird: 
R .  

at* : Cn--lCn--v--lCn--lv--I " " ~ --~n--v+l 

und al lgemein 
Rk 

Ct--1 Ct--,--I C~--~,--I �9 �9 �9 -- Rk--,+t 

w o r a u s  
Z{k Rk--v 

Ct--1 --'-- Rk--,+l : ~k--~,+l 

folgt, bis auf einen Zahlenfaktor. 
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/ t  
Ferne r  e rg ieb t  sich s~.+, als ganze F u n k t i o n  von  a . - - -  

Rn--v+l 

a"-1 - -  l~._,~+x ' "" " ' also als ra t iona le  F u n k t i o n  yon s , , , , . . . ,  s~., deren 

Nenne r  eine Po tenz  yon  R,_~+~ ist. Dahe r  

R~+I ~- ~ Rr2 - ~ + 1 -  Q,. "vn+ 1 n--~+l 

Ist p ,  das Gewich t  von R , ,  so fo lg t  aus  

dass 

p.  = n + p._~+, = n + (n - -  ~ + ~) + (n - -  :(~ - -  ~)) + . . .  

ist;  ist 

so ist 

also 

+ ( , -  ( m ' - -  I ) ( p -  i)) + p~_~(~_,> 

. = m,(~- - , )  + r, (~. < ~ - - ~ )  

p._. , . ,~_,)  = , ,  - -  ,,,,(~ - -  i )  

p. = .  + ( . -  (~--,)) + ( . -  :(~--~)) + . . .  + (- -,.,(~ _ ,)). 

N u n m e h r  fo lg t  aus:  

dass 

~ 'n-v+l  "~- 

P,,+l ~ P.+1 -]- T,- ,+lP.- ,+I  

- -  P . + l  + (~ "1- I )  "~- (ll, "~- I - -  { ~ - -  I))  + . .  �9 "~ (~/, + I - -  m ' { Y - -  I))  

( )~ - - (~- -  i)) + . . .  + (n - -  m'(~ - -  i )) 

ist;  fi ir  

u n d  f a r  

r ' - - - - - p - - 2  

D e m n a c h  be t r ag t  die Differenz 

e rs ten  Fa l l :  
- - (m'~  + r' + ~) + (n + ~) + m' = o 

ist ~.+, = (m' + I)~. 

des Z'~hlers u n d  Nenne r s  yon  y._~+~ im 
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und im zweiten Fall: 

A l s o  is t  r . - v + l  ~ i 

Karl Theodor Wahlen. 

- - (m,  + ,)~ + (. + ,) + m, = o. 

und 

R.+ 1 ~--- s , . ~ , R . _ , +  1 - -  (~. 

bis auf einen Zahlenfaktor. 
Wir hatten die Kcttenbruchentwicklung: 

r  = r  + :~,+,_~ ~;+,_,(~), 

die an die Funktionen 
~ ( ~ )  

~i(z) = ~h(o) 

anknfipfte. 

ausgehen und die 
formel definiren: 

(h = O, 1, ..., u--l) 

Wir wollen dersclben eine andere Form geben, indem wir von 

�9 h(~) = Fh(~) Zh (h ~0j 1, ...) v-- l)  

Funktionen: @(z),  @+~(z) , . . .  durch die Rccursions- 

Dann gicbt die Vergleichung mit: 

O,_,(z)  ~(z) 

dass 

qk ~ - -  

~ k + y - - l ( Z )  
--+z'c ,+~_~ ~,+,_i(o) 

u n d  

~(o) 

r n ' - ' ' -  o,_(o) " ' - '  

Setzt man das lctztere Resultat in die Form: 

Ok__ 1 = ~k__v(O ) 



~ber  Fundamentalsysteme ftir symmetrische Funktionen. 

und beri~cksichtigt die Anfangswerte: 
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Co = al ----- "/~1 = ~l 1 (0 ) ,  

c,: = a ,  ----R, = 4~ 2(o), 

Cv_ 2 = av_ 1 ----- .i~_1 = ~**.1(O),  

so ergiebt sieh allgemein: 

0 ~ ( 0 )  - -  - -  
R~ 

R~-v+1 

l~k--1 Rk womit auch qk = R,_~ :R,_~+~ und d a m i t  die Kettenbruchentwicklung be- 

s t immt ist. Hier ist R 0 =  I, R_~-----I, R_2----x, u. s. w. zu setzen. 
Es bleibt die Best immung der Zahlenfaktoren. Nehmen wit  die Rk 

mit  einem solchen Zahlenfaktor multiplizir t  an dass darin s[ ' den Koeffi- 
cienten ( - - i )  p~ ha~, so werde 

R k - ~  Rk 
q, = 2~. R~_, : R~_~+'I ' 

wo 2~ die zu bestimmenden Zahlenfaktoren sind. 
Setzen wir jetzt:  

I 

X 1 ~ X 2 ----- . . . ~ X n ~ - - -  

und dann n = oo, so werden alle Rk---- I, und: 

Z A Z 2~ 

�9 o(~) = , + + : + . . .  

I Z v Z ~ 

~ ( ~ )  _ i~ + l(~+,) + i ( ~ +  ,) + . . .  

I 

und dureh die Formel:  

- - - - +  I(~---:?~ + j(3~-,----~ + "'" 
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werden sowohl die Zahlen 2k, als auch die Funktionen: 

o . ( ~ ) ,  0 . + , ( ~ ) ,  o~+,(~) ,  u . . .  ~ .  

vollstiindig bestimmt. 
Man findet n'~mlieh, wegen uh~,_~)+,- u~ = hu: 

Z u 1~ 2v 1~ 3v 

Ok(~) = I~,. Y,I... I/t e l~ l~u. . �9 I/~,--I+, + ) 2V Y2t,--1...I/2,--2+,__ + 1 3V I/3~,--2...I/~t,--,+, 

und 

. . .  

daraus folgt im allgemeinen Falle: 

I R t  
r  = - -  - - ,  

Y I Y 2  �9 �9 �9 ISk / ~ / * - ( u - - 1 )  

wodurch auch 

und c, bestimmt sind. Aus a.---- ~,(o) folgt noch 

1 R. 
a n  ~ m 

1~ t . . . Pp R n - v + l  " 

Die Aufgabe die GrSssen al, a ~ , . . . ,  a, als rationale Funktionen 
der s,,, s , , , . . . ,  s,. anzugeben, ist durch die vorstehenden Entwicklungen 
vollsti~ndig und in einfacher Weise gelsst. 

Ksnigsberg Pr. im Oktober x898. 


