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UBER DIE IRREGULAREN INTEGRALE 

DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ZWEITER 0RDNUNG 

MIT RATIONALEN COEFFICIENTEN 

VOlg 

J. H O R N  
in C H A R L  0 T T E l l ' B U R G .  

�9 r Im 8. Band der Ac ta  m a t h e m a t i c a  hat sieh Herr POISCAaE mit 
der asymptotisehen Darstellung der irreguli~ren Integrale der linearen 
Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten durch die im all- 
gemeinen divergenten Normalreihen beschifftigt. In der Differential- 
gleichung 

d n y d "-1 y d y 

seien die Coefficienten ganze rationale Funetionen yon x und zwar P0 
yore Grad m, / )x  ( ~  I , . . . , ~ )  hschstens yon Grad m § ),k; dann ist 
x ~ co eine singuli~re Stelle der Unbestimmtheit ~ far die Integrale, und 
die Differentialgleichung hat an dieser Stelle den Rang p ~ k § 1.2 
Ft~r eine Differentialgeichung yore Rang I, in welcher der Grad der 
Coefficienten P~ (2 = ~ , . . . 1  n) denjenigen yon/)0 nicht iibersteigt, unter- 
sucht Herr PoINcAn~ ~ das Verhalten der Integrale bei der Annaherung 
der Veranderliehen x an die Stelle x ~ o,v vermittels der Laplace'schen 

:Bezeichnung yon Herrn Fucus (Sitzungsberiehte der Berliner Akademi% I886). 
Y g l .  SCHLESINGEI% Handbueh der linearen Differentialgleichungen. 

I:)OINCAR]~ a .  a .  O .  

American Journal, Bd. 7; Acta. math. Bd. 8. 
Acta mathemati6a. 23. Imprim~ le 4 septembre 1899. 



172 J. Horn. 

Transformation.  ~ Die Differentialgleiehung n ter O r d n u n g  v o m  Rang  p 

(p > I) wird  auf  eine Differentialgleichung n pte~ O r d n u n g  vom Rang I 

zur t ickgefahr t ;  aus den Ausdr~lcken der  In tegrale  y der ursprt~ngiichen 

Gleichung dureh geeignete In tegrale  der neuen Gleichung yore Rang I 

schliesst Herr  POI~'CAR~, dass, wenn die Veranderl iehe x mi t  e inem be- 

s t immteu  A r g u m e n t  ins Unendl iche geht,  das a l lgemeine  Integral  y durch  

eine der n Normal re ihen  asymptot isch  dargestel l t  wird. Aber  gerade die 

Different ialgleichungen h6heren Ranges bediarfen noch einer e ingehenderen 

Untersuchung,  welche ich in dem vor l iegenden Aufsatz zunliehst ftlr li- 

neare Different ialgleichungen zweiter Ordnu~g in Anknf ip fung  an die ci- 

t i r ten Arbei ten des Herrn POI~C_~R~ durchft lhre.  ~ Abgesehen davon, dass 

bei Herrn  PoIscAR~ die auf  Differentialgleichungen hSheren Ranges be- 

ziiglichen Unte r suchungen  weniger  vol ls tandig geffthrt sind als diejenigen 

fiat den R a n g  I, beschri~nke ich reich n ich t  auf  Wege,  welche mi t  e inem 

bes t immten  A r g u m e n t  nach der  Stelle x = ~ gehen, sondern ich suche 

das Verhalten der Integrale in der ganzen Umgebung der singuldren Stelle 
so welt zu ergrl lnden,  ~ dass es gelingt,  Aufschluss tiber die Lage der 
.Nullstellen i~ der Umgebung der Unbestimmtsheitsstelle zu gewinnen und  

den Begriff  des Ranges als Verallgemeinerung des Begriffs des Geschlechts 
einer ganzen transcendenten Function erscheinen zu lassen. 

a Im 50. Bd. der Math. Annaleu ftihre ich die auf Differentialgleiehungen vom 
:Rang I beztigliehen Untersuehungen in einer Riehtung weiter~ welehe ieh im 49. Bd. 
bereits ftir den einfaehsten Fall~ die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit 
linearen Coeffieienten~ eingesehlagen babe. 

2 Im I18. Bd. yon Crelles Journal habe ich die Differentialgleiehung zweiter 
Ordnung vom Rang k -t- I 

d'y ( a, a~ ) cl~/ ( bl b~ ) 
dz ~ + z ~ ao +--z + ~ + ' '  " ~ + ~c'~ bo +--,v +-z" + ' ' "  y = ~ 

ohne Benutzung dor Laplace'schen Transformirteu nach einer Methode untersueht~ welehe 
sigh, wie ieh im II 9. Bd. zeig% auf nieht liueare Differentialgleiehungen Ubertragen lltsst. 
Die in der vorliegenden Arbeit behandelte Differentialgleiehung ist insofern speeieller, als 
ihre Coeffieienten rational sind; ieh kann jedoeh unter dieser Besehriinkung mit Benutzung 
bestimmter Integrale das Verhalten der Integrale der Differentialgleichung weiter verf'olgen~ 
als es in meinor frtiheren Arbeit gesehehen ist. 

Man vergleiehe die Untersuehung der linearen Differentialgleiehung zweiter Ordnung 
rait linearen Coefficienten im 49. Bd. der Math. Ann. 
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Die hier geftihrten Untersuchungen, die sich ft~r die Differential- 
gleiehungen zweiter Ordnun~ besonders fibersichtlich gestalten, gedenke 
ich in einer spateren Arbeit auf die allgemeinste lineare Differential- 
gleichung mit rationalen Coefficienten auszudehnen. 

I .  

Die Differentialgleichung 

d~y dg 
(A) ~0 ~ + Pl ~ + P~Y = o 

habe als Coefficienten ganzc rationale Funktion von den Graden m, 
m + ~ - - i ,  m +  2 p - - 2  

F o = x " A - . . . ,  

-Pl ~ al xm+p- '  "4- . . . ,  

so dass sie an der Unbestimmtheitsstelle x ~-- co den Rang p besitzt. 1 
Die charakteristische Gleichung 

a 2 -t-  a~ a -t- a2 = o 

habe (in den drei ersten Paragraphen) zwei v e r s c k i e d e n e  Wurzeln a~,  %,  

so dass die Differentialgleichung (A) durch zwei Normalreihen 

afxP ~ilX~ - 1  

s~ 

formell befriedigt wird. Wir setzen % und % als reel1 und a~ > a~ 
voraus, was durch eine Substitution yon der Form 

yXP 

y -~ e ~ y ' ,  x ~ cx '  

erreicht werden kann. 

1 Der erste Coefficient yon P1 and die beiden ersten Coefficienten yon P~ sollen 
nieht gleichzeitig verschwinden. 
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Ist y = f ( x )  ein Integral yon (A) und e eine primitive pt~ Einheits- 

wurzel, so geniigt 
y~ = f(.,.' x) 

einer Diffgrentialgleichung 

p d~y dg 
(A,) - ,o ~ + ~,., ~ + P~,,v 

welche dutch die Normalreihen 

E(~"~), s #  ~~) 

formelI befriedigt wird.. Das Product  

geniigt einer linearen 

geseizt wird, die Form 

O~ 

(B) 

(,~= 1, . . . ,p-- l )  

Differentialgleichung 2 vt" Ordnung, welche, wenn 

X P ~ t  

Der hier ausgeschIossene Ausnahmefall Qo = o wird in w 2 behandelt. 

POrSCAR~, a. a. 0.~ w 5. ~ SCHLESlSGER, Handbuc~a B~I. I~ S. 355. 

Q~, = b p  + . . . ,  ~=o,1...0.,) 

wo b o yon Null  verschieden angenommen werden kann, da die Differen- 
t ialgleichung (B) vom Rang i ist.~ Die Gleictmng (B) wird durch die 
2 p Reihen 

wo jeder der Indices 20 , ),~, . . .  den Werth o oder I haben kann, formell 
befriedigt, worunter sich die beiden Normalreihen yon Rang I 

T ~ =  S~ t~ S~ st~ . . .  '3~ s ,-~t  ----e~"t / D ~ + 7 -  + - V + ' ' "  (~=~'" 

annimmt und worin Qo im allgemeinen 1 nicht identisch verschwindet; 
Q0, Q 1 , . "  sind ganze rationale Functionen yon t 

d 2p ,tt d 2p-1 ~t~ 

Qo ~ -  + Q' dt~'-, + "'" + Q~,u = o 
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befinden. Diejenigen Reihen, in welchen k der Zahlen ~0, ~ , " "  gleieh 
I, die Qbrigen / ) ~ k  gleich o sind, enthalten einen Exponentialfactor 
yon der Form 

ka~ + (p--lOa~ t §  
e P 

Die charakteristische Gleichung 

boil" + b fl + . . .  + b,,  = o 

yon (B) besitzt demnaeh die Wurzeln 

( p -  I ) a  1 "-~ (Z, ( i D - - 2 ) a t  "~ 2at 
p ~o 

und zwar % und % einfach, die abr igen mehrfach. Die Laplaee'sche 
Transformirte yon (B) 

(c) 

hat als Coefficienten 

dq v d q - 1  v 
l~o ~ +.R ,  ~--dT~V + . . .  + tt~v ~ o 

ganze Functionen 2 l~ Grades yon z und zwar ist 

Sind o ,  I , . . . ,  q - -  2 und 2~ (i---- I , 2) die Wurzeln  der zu z = a~ ge- 
hSrigen determinirenden Gleichung, so hat  (C) ein Integral  yon der Form 

(i=lj2) 

wo ~ ( z - - a s )  eine in der Umgebung yon z = a~ convergente Potenzreihe 
ist. l Dann ist durch die Gleichung 

(i= I, 2) ul = f viCzdz 
h 

filr ein gewisses Gebiet der Veranderlichen t ein Integral  yon (B) dar- 
gestellt, wenn der Integrationsweg l~ aus einer mit a r g ( z - - a i ) =  eo aus 
dem Unendlichen kommenden, vor a~ endigenden Geraden,  einem kleinen 

t Im Text 
Aeta math. Bd. 8~ 
sigh iindern. 

ist angenommen~ class ~i keine ganze Zahl sei; andernfalls treten die 
S. 3o8--314~ aagogebenen Modificationen ein~ ohne dass die Resultate 
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den Punkt  z ----- a~ einschliessenden Kreis und der rt~ckwarts durehlaufenen 
Geraden besteht. Nehmen wir etwa m -----~ an, ~ so gelten, wenn t als 
reelle positive Grssse ins Unendliche geht, die asymptotischen Gleichungen 

und es ist fiar l im t ~- + cxv 

lim d log % 
dt  ~ ~t~ 

~ T I ~  u ~ ' . ~ T  2, 

lira d log ~t~ 
dt 52" 

Der Grenzwerth der logarithmischen Ablei tung eines Integrals u yon 
(B) kann nur einen der Werthe 

(~1 ~ ~ " " " ~ 5 2  P 

haben, 2 welche der oben gemachten Voraussetzung gemass reell und ab- 
steigend geordnet sind. Dann ist, wenn Integrale, welche sich bloss um 
einen constanten Factor unterscheiden, nicht als verschieden betrachtet 
werden, u~ das einzige Integral yon (B), dessen logarithmische Ableitung 
ftir l imt  ~ + ~ den Grenzwerth a~ besitzt. 

Um dies zu beweisen, setzen wir 

u = u~ f w d t ,  

wodureh die Differentialgleichung (B), wenn voriibergehend 2 p ----r gesetzt 
wird, in 

d r-1 w d r -2  w 
Zo dt~_~ + L t  dt~_~ -t- . .  �9 + .L~-xw = o 

tlbergeht; dabei ist 

L0 = Q0, 

L,  = + ( r -  ,)A-,Q, 
' /12 qd2 

Aus 

! 

+ . . .  + q~-x ~'j + q~. 

p 

lim ~*~ = % 
' t l  2 

Der Integrat ionsweg /t muss dabei dem P u n k t  a .  ausweiehen. 

POIXCAa~, Am. Journ ,  Bd. 7. 

Q.  = 1, . . .  r - - l )  
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also 
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lira @) 

l~ l i m  Lx -= (r)x b0 a~ -a t- (r - -  x)x_l b, a~-~ q- . . . .  

177 

Die charakteristische Gleichung der Differentialgleiehur~g ffir w 

oder 

/ 0 f  -x + l~r "-~ + . . . .  o 

bo(r + ~)~-~ + b~( r + ~,) '- '  + . . . .  o 

hat als Wurzeln die um % verminderten Wurzeln 

( p - -  I)a 1 + a 2 a ,  "~ ( / 9 - -  I )~s  

P p 

der charakteristischen Gleichung yon (B) im ursprtinglichen Vielfachheits- 
grad, also lauter reelle positive Wurzeln. Es ist also 

lim d log______ww 
dt 

ffir jedes Integral w reell 
Integral ~ yon (B) mit 

und positiv. Ware ein yon u~ 

Jim d log a~ 
dt ~ % 

verschiedenes 

vorhan'den, so ware 

Wenn man 

d log 
tim % 

dt  

d log ~._! 
d~ -r 

setzt, so lasst sich nach Angabe einer beliebig kleinen positiven Grssse 
Acta matl~matia~. 23. Imprim6 le 4 septembte 1899. 23 
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r eine posi t ivc  Zahl  t o so angeben,  dass fi'~r t ~ t  o J ~ ( t ) J < z  ist. 

ist also 
- t 

" ' -  C,~(t) e'. , 
dt 

Es 

wo C eine Cons tan te  ist. Zu  u = '~2 gehSr t  w = 

d ~  

dt ' 

und  da  

l i m - -  
d log~ 

d~ 

reel l  u n d  posi t iv  i.st, so ist ein posit ive Grssse h so v o r h a n d e n ,  dass ftlr  

t > t o 

I [>e 

J t 
f ~(t)dt 

e~' < C~(t)e'* 

ist. Es  ist  also fi~r t ~ t  o 

<: ] C} ee "u-''~, 
was n ich t  mSgl ieh  ist. 

Wie  ich im I I 8 .  Bd. von  C r e l l e s  J o u r n a l  gezeigt  habe,  besitzt  

die Di f fe ren t i a lg le i chung  (A) ein einziges Integral 7, l f i i r  welches  fttr  

I im x = -{- co  

lira x -(p-l) d log 7] __ 
dz % 

ist;  ebenso ist f a r  ein einziges I n t e g r a l  ~ yon  (A~) 

l imx- (p- , )  d log rtz w 
dz 

W e g e n  x p -----t ist also fi~r l i m  t---- -I- cxv 

l im  d log (~,~,... ~p_~) 
dt "~ a2" 

i Immer yon einem constanten Factor abgesehen. 
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Da ~ 1 . . .  ~]p-i ein Integral  yon (B) ist, so muss sein" 

% ~-- 7Fh �9 �9 �9 7]p_1. 

Durch wiederholte Differentiation dieser Gleichung und Berficksichtigung 
yon (A) und (A~) erhi~lt man Gleichungen yon der Form 1 

&~ ~ . . . ~ p _ ~  + . . .  + A ~ , ~ _ ~  . . .  a~ ' 

= I , . . . ,  

wo A~0, A i ~ , . . . ,  A~,~,_~ rationale Functionen yon x sin& Da die Diffe- 
d~ 

rentialgleichung (B) dutch EIimination tier 2P- -  I Producte ~ 7h... ~ _ ~ , . . .  

aus diesen-2P Gleiehungen entsteht, so ist 

Wenn der bisherigen Annahme gemass Qo nicht identiseh verschwindet, 
dy 

so lasst sieh aus den 2 p - -  z ersten Gleichungen ~ 7h.. .  72p_1 in der Form 

berechnen: 

d-~ ~ h ' "  " ~/~-1 --~-~ ' 
) .=0  

wo _~ eine rationale Function yon x ist. In Verbindung mit  

ergiebt sich 
2P--I[ 

d log ~ Z I d~'% 
dz = F~ u-~ --d-~-x ~"  

~ = 0  

Setzt man hierin ft~r % die asymptotische Reihe /'2, so erhMt man 
hieraus die asymptotisehe Gleichung 2 

fur den Fall, dass x uls reelle positive Grssse ins Unendliche geht. 

1 POI~CARI~ Ac ta  math.~ Bd. 8. 
2 Ac t a  math. Bd. 8, S. 3 3 8 - 3 4 2 .  
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Man kann aber, und das ist liar die Erforschung des Verhaltens der 
Integrale yon (A) wesentlich, ohne Miihe einen Schritt weiter gehen. 
Falls der geradlinige Theil des Integrationsweges l 2 yon 

= fv/ dz 

in der negativen reellen Axe verlauft, definirt das Integral die Function 
u 2 in der Nahe von t----r fi~r 

- - - < 2  a rg t  < ~. 

Man kann aber den geradlinigen Theil yon 12 um weniger als r in po- 
sitivem und um weniger als ~ in negativem Sinn drehen, ohne dass der- 
selbe einen der auf der reellen Axe gelegenen singularen Punkte 

( p - -  i)a, + a~ a, + ( p - -  i)a, 
~ a  ~ ~ " " " ~ 

2 _P 

der Function v~ iiberschreitet, so dass der Werth yon argz am Anfang 
yon 12 zwischen - - , - :  und z: variirt. Da das Integral einen Sinn behMt, 

so lange a r g t  yon ~ - - a r g z  urn weniger als ~ nach der einen oder 
2 

anderen Seite abweicht, so ist die Function u 2 in der :Nahe yon t = c-xv 
durch den Integralausdruck far  

~ - -  3 ~ 3,-r< a r g t  < - -  
2 2 

definirt, ohne dass der geradlinige Theil des Integrationsweges abgesehen 
yon der Drehung deformirt werden muss. In den Math.  Ann .  a habe 

1 Im 49. Bd. ftihre ich die Untersuchung ftir die lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung mit linearen Coeffieienten und im 50. Bd. ftir eine beliebige lineare 
Differentialgleichung yore :Rang I mit rationalen Coefficienten unter der Voraussetzung~ 

dass die Wurzeln der charakteristischen Gleiehung verschieden sind. Abet auch ftir die 

Differentia]gleichung (B) bleibt die ganze Entwickelung bestehen~ soweit es sich um die 

In~egrale "a 1 und u 2 handelt, deren Integrationswege 11 , 12 die einfachen Wurzeln a t u n d  
aa der charakteristisehen Gleiehung umkreisen, A. a. O. habe ieh allerding8 ganzzahlige 
Werthe yon ),i nicht beriieksiehtigt; dass aber der ausgesprochene Satz allgemein gilt~ 

ersieht man~ wenn man die yon Herrn P o I ~ c A ~  ( A e t a  m a t h .  Bd. 8. S. 3 I o - - 3 1 4 )  

gemaelaten Bemerkungen mit der Entwiekelung in den Math. Ann. verbindet. 
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ich gezeigt, dass, wenn 5 eine beliebig 
die asymptotische Gleichung 

U2 ,-'-~ . T  2 

kleine positive Grosse bedeutet, 

in der Nahe yon t ~ cx3 gleichmassig ftir 

3 ~ 2 + 3 <  a rg t  < 3 z - -  3 
2 

besteht; d. h. wenn man, nachdem ein beliebiger Werth  yon n gewahlt  ist, 

u~ ~ e'~r t P'~ .-{- 
,u=O 

setzt, so l~sst sich nach Angabe einer beliebig kleinen positiven Gr(~sse 
eine positive Gr5sse /~ so bestimmen, dass fa r  

z + (~< a r g t  < 7 - -  

Io 1 < 
1 

ist. 1 Wenn z = tP gesetzt und einem reellen positiven Wer th  yon t 
der reelle positive Werth  yon x zugeordnet wird, so geht alas Gebiet 

_ _ _  < 3 , ~  3~r 3r, in 3 z <  a rgx  aber. ~- < arg t < e zp ep 

lq~he yon z = c~ die asymptotische Gleichung 

Demnach besteht in der 

gleichmi~ssig ftir 

d. h. wenn man 

3z I- $ < a r g x < 3 r r  5; 
2/9 2p 

v] ---~ e ~ x p2 -~-  -1- 
\ / ~=0  

2 In  demselben Sinn bestehen die asymptotischen Gleiehungen 

d% dT~ 
dt  d t  
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setzt, so ist nach Angabe  einer beliebigen positiven Grosse z eine positive 

Grssse R so vorhanden, dass ]7.t < r ist far 

[x[ > R , 
3~ 3;r d. 
2 r +  d < a r g X < 2 p - -  

Wir  zerlegen nun die Umgebung  von x = cxv in die 2p Gebiete 

G (") (p = O ,  I , . . . ,  2 p - -  I) 

(zp - -  ,) zr < arg x < (L~ + I) z 
2/) 2p 

Geht x mit  einem dem Gebiet G (:~) (u = o ,  I , . . . ) a n g e h s r e n d e n  Ar- 
gument  ins Unendliche, ~ so ist ftir ein einziges Integral  7/(2~) der Diffe- 

rent ialgleichung (A) 
"p a) d log ~(~Y) 

l im x- '  - d~ ---- % 8 

und es besteht wie oben die Beziehung 

~p--1 I?  I d ~ . ,  d log ~(,o = Z '- ~" ~ ~ '  
dz ~,=o 

woraus man schliesst, dass die asymptotische Gleichung 72~ " --~ S 2 in der 

Nahe von x----o,v gleichmassig ft~r 

(4v--3) r c+  5 < a r g x < ( 4 v +  3) rr d 
2p z.p 

gilt. Dabei ist u~ dieselbe Function yon t = x p wie vorhin; es wird nu r  

err, bestimmte einem recllen positiven Werth  ,con t der durch a r g x  = 
P 

Werth  yon x zugeordnet.  

Das Gebiet 
( 2 p - -  I)~ q" ~ < arg x < (2p + I)~ 

2t9 219 

werde mit ~-cp) bezeichnet. 
2 Vgl, C r e l l e s  J o u r n .  Bd. II8~ S. 267. 

Die bisher mit 7} bezeichnete Function heisst jetz~ ~(o). 
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Wenn x im Gebiet G ~2~+~) (v ----- o ,  i ,  ...) ins Unendliche geht, besitzt 
(A) ein einziges Integral  r] (2"+a), ftir welches 

l i r a  x - (p -a )  d log ~(2,~+1) 
d~e = ~xl 

ist. Nehmen wit etwa a rgx  = , so ist a rg t  = ~'. Die Diffe- 
P 

rentialgleichung (B) besitzt nur das eine Integral  u~, filr welches 

lim d log u 1 
d t  - -  al  

ist, wenn t als negative reelle Grssse ins Unendliche geht. Dieselben 
Sehltisse wie oben fi~hren auf die Gieichung 

d log ~](~v+t) Z ~)" ~ --d~z z ' 
d~ z=0 

woraus man schliesst, dass die asymptotische Gleichung 

~(2y+1) ~ S1 

in der Nahe von a = co gleichmassig far  

(2V- I)ff (2V "Jr" 5)~__ 
2p + 3 < a r g x <  2p 

besteht. 
Wenn x in einem der 2p Gebiete G (~ G (1) G (~p-1) ins Un. 

endliche geht, strebt die logarithmische Ableitung des allgemeinen In- 
tegrals yon (A) bezw. dem Grenzwerth %,  a~, . . . ,  a 2 zu; es entspricht 
aber jedem der 2 2 Gebiete ein bis auf  einen constanten Factor vollstandig 
bestimmtes particulares Integral ~](0), 7;ci), . . . ,  ~/(~p-1), dessen logarithmisehe 
Ableitung den Grenzwerth % oder al hat, je nachdem der Grenzwerth 
der logarithmischen Ableitung des allgemeinen Integrals in dem betreffen- 
den Gebiet a~ oder % ist. Das Integral 7/(~) wird in dem aus G (:~-1), 
G (~), G (~+~) zusammengesetzten Gebiet dutch die Reihe S~, das Integral 
#(~+~) in dem aus G ~ G (2~e~), G (~-v+2) zusammengesetzten Gebiet durch 
die Reihe S 1 asymptotisch dargestellt. 
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Ga) 

• 3__.,~_ A 911; / 

G~2j G t~ 

(~/3? 

In der beigegebenen Figur, welche dem Rang p = 2 entspricht, be- 
zeichnen die Buchstaben 72(~ und ~(2) die Giiltigkeitsgebiete der asymp- 
totisehen Gleichungen ~/(0)~ $2 und ~(2)~.. $2 ' die Buchstaben 7/(1) und ~(3) 
die Gfiltigkeitsgebiete der asymptotischen Gleiehungen ~2(1)~ $1 und ~(~)~S z. 
Wenn beide Grenzen eines Gebietes beliebig wenig verengert werden, gilt 
die betreffende asymptotische Gleichung gleichmassig. An die Endpunkte 
des Bogens 7] (p) sind die Argumente gesetzt, durch deren Angabe die in 
S z und S 2 enthaltenen Potenzen x p' bezw. x p, in jedem Fall fixirt sind. 

Bei beliebigem Rang p bilden wir im Gebiet G (p) ein Fundamental- 
system yon (A) aus dem Integral ~(o) und dem aus G C~+1) fiber die Gerade 

a r g x -  (2p + z)~ nach G (p) fortgesetzten Integral ~(P+~) (oder aus ~ )  und 
22 

(2p--~)= nach G ~) fortgesetzten Integral dem aus G Cp-3) tiber a r g x -  2p 

~(p-l)). Dann ist in G (2~) 

und, wenn b yon Null verschieden ist, 

1 Es is~ 

alXP 
y = b e p  

alxr 

= b 6 P  

y = a~(~-~> + b~(~+'~,, bS~; ~ 

--+"" xp,(O, + C'--x~ + . . .  + C,,,+ r,) 
z z ---7 , ~ +  

--+...  ( C,, el. 3," I xp, C, +--z + ' ' "  +-x" + ~ ] '  

a2x~ +... 
a~ p z~(g, + ~) 
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im Gebiet G (:~+" ist 

und 

185 

wenn b yon Null verschieden ist. Bewegt man sich in dem aus G (~ 

und G ~ zusammengesetzten Gebiet, so ist die asymptotische Gleichung 
in der Form 

y ~ aT(O) + b~(1)~ aS 2 + bS1 

beizubehalten, ohne dass yon den Reihen 81, S 2 die eine gegen die an- 
dere vernachlassigt wird. 

Wi t  fassen die Ergebnisse dieses Paragraphen, soweit sie fiber die in 
der Arbeit  des Verfassers im I I8. Band von C r e l l e s  J o u r n .  1 enthalte- 
nen hinausgehen, in den folgenden Satz zusammen: 

Die characteristische Gleichung der Differentialgleichung (A) mit ratio. 

nalen Coefficienten und yore Rang p an der Unbestimmtheitsstelle x ~ cxv 

habe zwei verschiedene Wurzeln a, ,  a 2, (und zwar seien beide reell und 

a~ > %, worin keine Beschrdnkang liegt), so dass (A) durch zwei Normal. 

reihen 
aixP allg p-I oo 

Si ---- e 3-- § ~ +"" x p' ~ (7,~ ( i=1,2) 

/~=0 

formell befriedigt wird. Dann besitzt die Differentialgleichung 2p ausgezeich- 

nete Integrale 
~(0)  7(I) ,  . . .  , r}op-1) 

yon der Art,  dass rff ) in der _Nahe yon x = c,~ far 

(2p - -  3)1r (2p + 3)Ir ~ 
2p -I- ~ < arg x < 2p 

w e B I I  
(a~-a~)~. +... 

gesetzt wird; est ist lira Jn = O~ wenn � 9  Gebiet G (~O ins Unendliehe geht. 

1 Vgl. den Satz auf S. 274. 
J ist eine beliebig kleine positive Grttsse. 

.Aota mathcmat/ea. 23. Imprim6 le 6 septembre 1899. 24 
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bei ungeradem p durch die Reil~e S~, bei .qeradem p durch die Reihe S 2 

gleichmdssig asymptotisch dargestellt wird. 

Dass der Satz auch in denjenigen (darin nicht erwahnten)Ausnahme- 
fallen gilt, welche in diesem Paragraphen ausgeschlossen worden sind, 
wird im n~chsten Paragraphen gezeigt werden. 

2. 

Die bisherige Annahme, dass die Determinante Q0, welehe den ersten 
Coeffieienten der Differentialgleichung (B) bildet, yon Null versehieden 
sei, lassen wir jetzt fallen. 

Da die 2 p Reihen 

S~ z t ~ 
o I " * "  i ~ - I  / 

mindestens p 4- I verschiedene Exponentialfactoren 

( P - - 1 ) a l 4 " a ~ t 4 _ , . .  

e azt , e v , . . .  , e ~ .  ,t 

enthalten, so ist die Anzahl der versehiedenen Rcihen mindestes p 4- I, 
und die Ordnung der Differentialgleichung, weleher u gentigt, kann nicht 
geringer als p 4- I sein. Fiir 

u ~ YYl �9 " �9 Yv-1 

ergeben sich wie in w I die Gleichungen 

�9 . . A  I i I 
u (2 )  - -  A~,oU ~ A ~ y ' y ~ . . .  Yv-~ -Jr " 4 -  ~,2,-~Y Y~ " " " Y~-~ 

oder, wenn man durch u dividirt, 
p ! 

- - - -  ~ ~ . ~  

u y Y ~ Yv-~ 
( ~ . =  1 , 2 ,  3 ,  . . . )  

Alle aus dem System 
" /4 ) .1  ~ �9 . . , . A ~ / , , . ~ - I  0 . = 1 , 2 ,  . . . ,  ' 2~- -  1)  

gebildeten Determinanten r t~n Grades seien gleich Null, wahrend eine De- 

i Vgl. Fig. S. I84 far p---- 2. 
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terminante ( r - - I )  ~" Grades yon Null  verschieden sei. Dann erhiilt man 
f 

durch Elimination yon y - , . . .  aus r der  angeschriebenen Gleichungen 1 
Y 

fiir u eine lineare Differentialgleichung (B) mit rationalen Coefficienten 
deren Ordnung ger inger  als 2 p ist, und zwar ist diese Gleichung, wenn 

t = x p als unabhangige Veranderliehe eingefflhrt wird, wie frliher vom 
Rang x, und ihre charakteristische Gleichung hat die Wurzeln  % und % 

einfach, die Wurzeln  (p - - i )a~  + a, u. s. w. einfach oder mehrfach. 
P 

Im Falle p =. 2 folgen aus 

die Gleichungen 

~ Y Y l  

wo die A und B rationale Funct ionen yon x sind. 

u' --~ Y'Yl + YY[, 

u" ~ Aou = A~y' y~ + A~yy~ + 2y' y'l, 

u'" - -  Bou --'-- B ty ' y  ~ + B~yy~ + B3y'y ~, 

W e n d  

I I 0 

Qo-- A1 A, 2 = o  

B , B , B ~  

ist, genrlgt u der Differentialgleichung dri t ter  Ordnung 

Y,' ~. I ~ 0 

(B) u" - - A o u  , A 2 ,  2 = o .  

u " ' - - B o u  , B ,  , .B ~ 

Wenn man aus den Gle iehungen  

, ~ t  y t  t 
_ = _ + Y ,  - -  IP 
u y yl 

__Ao ~ __,41 Y' Yl Y' Y~ - -  A , - +  2 - -  
Yl Y Yl 

Vgl. die folgenden Beispiele. 
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�9 t 

Y2 eliminirt, erhMt man fiir y die quadratische Gleichung 
Y~ y 

welche unabhangig yore Versehwinden der Determinante Qo besteht. Wenn 
Q0 = o ist, entsprechen einem beliebigen Integral u yon (B) zwei Integrale 
y yon (A), deren logarithmische Ableitungen der quadratischen Gleichung 
geniigen. ~ h n  Falle Q0 4= o gehsrt  nu t  zu gewissen Integralen u von (B) 
ein Integral y yon (A) und zwar ein einziges, dessen logarithmische Ab- 
leitung der quadratischen Gleiehung gent~gt, aber auch wic friiher rational 

durch -u' ~,"__ __u'" ausgedrtickt werden kann. 

h n  Falle p = 3 folgen aus 

die Gleichungen 
u = YYl Y2 

v i 

u' Y" + Yt_{.ys 
u y Yl y~ 

t t  i p t , t i t t p i ~  

~ Aou = A i v  + A , -  + A , -  + 2 + + -  , ) 
u y~ y, ,,y y, y -y, y, y,/ 

t s v ,* 

Y' Y' Y2 + .. .  + 6 y y_t y__, u'"u B ~  B ~ y  + ' "  + B ' y y ,  y y, y, '  

n(4) t t t / ?f ?f u__, + . . .  + c7 v v_, v_,.,. 
- - - -  CoU = + . . .  + c, v, y 

Wenn z. B. alle Determinanten vierten Grades aus den Coefficienten auf  
der rechten Seite verschwinden, geniagt u der linearen Differentialgleichung 
vierter Ordnung 

(B) 

? t  t 

- -  ~ I ~ 0 

rp 

A 0 , A 1 , 2 , 
~ t  

~ t  H~ 

- - -  B o , B l , B ~  , 
U 

~ ( 4 )  

c, ,  

o 

O 

O .  

6 

Dabei siad constante Factoren yon ff und u als uuwesentlich angesehen. 
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Ist der Rang p beliebig, so bestehen, welches aueh die Ordnung von 
(B) sein mag, Gleichungen von der Form 

p ! 

T - -  ' " " Y Y l  " Y z - 1  
(;L= 1, ...,p) 

WO 
p 

Z Y' y~ Y~--I 
�9 " _ _ ~  

Y Y~ y~-I 

die Summe von je 2 Producten der p GrSssen 

t p ! 

Y Y~ Yp-1 
~ �9 * . ~ - -  

Y Y~ Yv-1 

bedeutet, wahrend an Stelle der Punkte Ausdrt~eke stehen, deren Dimen- 
sion in diesen Gr0ssen geringer als ,~ ist. Dutch Elimination yon 

t i y~ yp-1 
Y~ yp-1 

aus diesen p Gleichungen erhMt man in allen Fallen eine Gleichung von 
der Form 

~ U  ~ O ~  
i t  

deren Coefficienten L~ von , , . . .  und yon x rational abhiingen und 

nicht sammtlich identisch verschwinden. Setzt man hierin fiir u ein In- 
tegral von (B), welches die Form Y Y l . . .  Y~-~ hat, so geniigt jedes Integral 
y von (A), aus welchem die angenommene Function u dutch Multiplication 
mit geeigneten Integralen Yl, . . . ,  Yp-~ von (A1), . . . ,  (Ap_l) hervorgeht, 
der angegebenen algebraischen Gleichung, wenn auch nicht umgekehrt 
jede Wurzel dieser Gleichung die logarithmische Ableitung eines Integrals 
y yon (A) zu sein braucht. 

Wir schalten den folgenden Hilfssats ein: 

Wenn die Coefficienten der algebraisehen Gleichung 

G ( z )  = ~A~z~ = o 

Functionen von x sind, welche in der Nahe von x = o,v ftir ~, < arg x < e% 
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I 
durch Potenzreihcn v o n -  gleichmassig asymptotisch dargestcllt werden, 

so wird jcde Wurzel z durch einc dcr die Gleichung formcll befriedigen- 

x I 1) in dem bezeichneten Gebiet gleich- den Potenzrcihen yon - (oder von -i-  
x m 

massig asyInptotisch dargestellt. 
Es sei 

aZn a]tl a ),a (Z).n 
A~ = A~.,, + - ~  = a~.o + -~- + �9 . .  + - ~  + - ~ ,  

wo a~,. far  to 1 < argx < t% gleichmassig zur Grenze Null convergirt. 
i 

Irgend eine Wurzel z erscheint als algebraische Function yon - und den z 

ax., wenn die a~.,, vorobergehend neben [ als unabhangige Veranderliche 

aufgefasst werden. Dutch Nullsetzen der as, geht z in eine Wurzel z. 
der Gleichung 

EA~,z~.  =- o 

I 1 fiber, welche sich als Potenzreihe yon - darstellen lttsst: 

Wenn man 

C t C'a ~n4-1 ~'nq-2 
z . = C o + E + . . .  + ~ + ~ + ~ +  . . . .  

Cn ~n 
Z=Co + ~' . . .  + ~ +  ..  2g 

I 
setzt, ist ~'. eine algebraische Function v o n -  und a~.., welche for a~. = o in 

obergeht,  also far 

~ n + 2  r.+,~ + ~ _ + . . .  

I 
-----o,  a~, = o verschwindet und in der Umgebung 

t Dureh eine Substitution z ~ - z ' ~  kann erreicht werden, dass keine gebrochenen 
Potenzen auftreten~ und durch eine Substitution yon der Form y ~ zmy,, dass die Reihen 

keine positiveu Poteuzen yon z euthalten. Im Beweis wird diese Voraussetzung der Ein- 

fachheit halber gemacht. 
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dieser Stelle stetig ist. Wenn x im Gebiet to1 <: a rgx  < ta~ ins Unend- 
liche geht, convergiren die a~, gleichmassig zur Grenze Null, so dass das 
Gleiche far  ~'~ gilt. Durch die Reihe 

C~ 5-1-  § . . .  Z ~ C 0 .31.-x 

wird die Gleiehung G ( z ) ~  o formell befriedigt. 
Wie in w t hat die Differentialgleichung (B) ein einziges Integral 

u~ v o n d e r  Eigenschaft, dass for lira t----- ~ cxv 

llm d log r 
dt ~ a~ 

ist; ebenso ist fiir ein einziges Integral 72 yon (A) 

d log ~] 
lira x -(p--~) ----- % 

x~4-~ d x  

und ftir ein einziges Integral Yh von (A~) 

lim ~-(p-1) '], log rz~ 

so dass wle in w I 

ist. Es erscheint daher 

U2 ~---- ~ 1  " ' "  7]Y]P -1  

p 

als Wurzel der algebraischen Gleichung 

= o .  

Die Glelchung 

welche man erhalt, wenn man ftlr u~ d ie  asymptotische Reihe T~ setzt, 
wird durch die Reihe 

d log S~ 
dz 
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7' 
formell befriedigt. Nach dem soeben bewiesenen Hilfssatze wird - als 

Wurzel yon (a) durch eine der der Gleichung (a ')formell  geniigenden 
Reihen mit unendlich vielen negativen und einer endlichen Anzahl po- 

1 

tenzen yon x (oder x m ) asymptotisch dargestellt; bezeichnet man diese 

Reihe mit d log ~ ,  so ist ~ eine normale oder anormale Reihe. Aus der 

asymptotischen Gleichung 7] ~ S folgt, dass ~ der Gleichung (A)formell 
genagt, was nut mSglich ist, wenn ~ mit S~ identisch ist. Es ist also 

7]-- ,.~ d log S 2 

dz 

und 

7]~ ,8  2. 

Die sammtlichen asymptotischen Gleichungen gelten zunachst, wenn x als 
reelle positive Grssse ins Unendliche geht. Nun gilt aber die asymp- 
totische Gleichung 

u~.-.~ T~ 

gleichmassig far  

3~r 3~r 
2 q- ~ < arg t < y ~ 3, 

woraus die gleichm~ssige Gt~ltigkeit der asymptotischen Gleichung 

far 

3~r 3rt 
2p + ~ < arg x < ~ - -  

folgt. 
Wir haben dasselbe Resultat wie in w 2. Die weiteren Schlasse ge- 

stalten sich wie friiher. 
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w  

Wir wollen die asymptotische Darstellung der Integrale der Diffe- 
rentialgleichung (A) benutzen, 1 um tiber die Lage der Nullstellen der In- 

tegrale in der Umgebung der Unbestimmtheitstelle x ~ oo Aufschluss zu 
gewinnen. 

Setzt man 
aagP 

= c + r), 

wo die Grsssen a , . . . , p  und G mit dem Index I oder 2 zu versehen 
sind, je nachdem der Index p yon ~7 ungerade oder gerade ist, so lasst 
sich naeh Angabe einer beliebig kleinen positiven Grssse e (]el < C)eine 
positive Grssse r so bestimmen, dass fiat 

I x [ > r  ( ~ p - 3 ) ' ~ +  3 < a r g x  < ( 2 P +  3)" 3 
' 21, 2p 

[~-] < s ist. Die Function ~(p) ist demnaeh in dem bezeichneten Gebiet 
von Nullstellen frei. 

Ffir ein beliebiges Integral 

y = at](~ + b~7 (1), 

fiar welches-im Gebiet G (~ die asymptotische Gleichung 

besteht, ist 
y "-~ bS 1 

alxP +... 

v = x"(C1 + r), 
Vgl. racine Arbeiten: Verwendung asymptotlseher Darstellungen xur Unlersuchung 

der Inlegrale einer speciellen linearen Differentialgleichung (Math.  Ann.  Bd. 49) and 
~Tber das Verhallen der Inlegrale einer linearen Differenlialgleichung ersler Ordnung in der 
Umgebung einer Unbeslimmlheitsstelle ((3relies J o u r n .  Bd. I20). Ich kann reich im 
gegenw~trtigen Paragraphen kurz fassen, wo es sich um die ~bertragung der in den ge- 
nannten Arbelten ftir die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit linearen Coeffi- 
cienten und die lineare~ nicht homogene Differentialgleichung erster Ordnung entwickelten 
Methoden auf eine beliebige lineare Differentla|gleichung zweiter Ordnung mit rationalen 
Coefficienten handelt. Nach dem Muster der Arbeit im 49. Bd. der Math. Ann. liessen 
sieh die jetzigen Entwiekelungen welter ausflihren. 

Aela mathematlea. 23. Imprim~ le 7 septembre 1899. ~5 



194 g. Horn. 

wo 7 im verkleinerten Gebiet ~(o) gleichm~tsslg zur Grenze Null  con- 
vergirt. Das Integral  y kann daher im Gebiet ~(0) keine Nullstellen be- 
sitzen, wenn Ix] hinreichend gross genommen wird. 

Wenn also ein Integral y yon (A) Nullstellen x~ yon der Ar t  besitzt, 
dass ftir l im 2 = cx9 I xal---- cx9 ist, so muss sich argxa einem der Grenz- 

werthe 
( ~ P -  ' )~ (~o,,,2,...) 

2 p  

nahern. Die im Unendlichen befindlichen Nullstellen eines Integrals y 
ksnnen nur in unendlicher Niche der Trennungslinien der Gebiete G (~ G ~ ... 
liegen. 

Betrachten wir z. B. die Gerade 

so lasst sieh das Integral 

wenn a und b beide yon 

arg x ---- ~ ,  

y = bT/(~ + aT ~ 

Null  verschieden sind, in der Form schreiben 

a,xp +. . .  a ~  § ... 

y = ae ~ x~,(c,  + r,)  + be ~ x , , ( c ,  + r,), 

wo 7, und r~ im Gebiet 

75 7g 
- - - -o~ < a r g x  < ~  + r 
2p 

wo to eine kleine positive Grssse bedeutet, gleiehmassig zur Grenze Null  
convergiren; dasselbe gilt fa r  3, und o~,, wenn wir 

'~ b~'~+"7 (q 
y ----- a e  ((", q- 7,) q- q- r~) 

setzen. Die Gleichung 

schreibt sich 

oder 

y = o  

XP 

e(~,-~,+a,-z,)~- ___ o C 2 + 7, 
a C t + 7, 

:= s~ ( ,  + ~ ) ,  
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wobei 

gesetzt ist und f~ eine Function yon x bedeutet, welche gleiehmassig zur 
Grenze Null geht, wenn x in dem oben bezeichneten Gebiet unendlich 
gross wird. Wir zeigen, unter ~ eine beliebig kleine positive Gr6sse ver- 
stehend, dass ein mit dem Radius elsaJ um den Punkt x = s~ beschrie- 
bener Kreis K eine und nur eine Wurzel der Gleichung 

x = s~(~ + ~ )  

enthMt, wenn 2 hinreichend gross genommen wird. Das geschieht durch 
den Naehweis, dass fiir hinreichend grosse Werthe yon 

~fd l o g ( ~  - -  8~ - -  8,~) = ,  
K 

ist, wenn der Kreisumfang K als Integrationsweg genommen wird, oder, 
was dasselbe ist, durch den Nachweis, dass 

f a log(~- ~ - ~ ) -  f a l o g ( . -  ~,) 
I f  K 

K 

beliebig klein wird, wenn man 2 hinreiehend gross annimmt. Das letzte 
Integral ist dem absoluten Betrage nach kleiner als das Product aus dem 
Kreisumfang 2rrzlsx[ und dem Maximum des zu integrirenden Bruches 
auf K. Der Z~hler ist dem absoluten Betrage nach kleiner als Isalz~ 
(wo 7/ eine beliebig kleine positive Grssse bedeutet), wenn man Jt hin- 
reichend gross wahlt; da }~1 fl~r hinreichend grosse Werthe yon 2 kleiner 
als 7/z isL so ist der Nenner dem absoluten Betrage nach grSsser Ms 

t Dabei ist ,~ eine ganze positive Zahl;  die Wurzel ist so fixirt, dass ftir 

/17 
2p 

wird. 
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Der absolute Betrag unseres Integrals ist also kleiner als 

~ ' ~  Is~l.  ~, i ,~1, ( ,  _ ,~) = ,  _ ,~' 

d. h. beliebig klein fiir hinreichend grosse Werthe von 2, w. z. b. w. 
Das Integral hat also die Nullstellen 

WO 

ist. 

xa = s~(I + e~), lira 2 = + c~, 

lim e~ ----- o 

Wir bringen nun den Begriff des Geschlechtes einer ganzen transcen- 
denten Function und den Begriff des Ranges einer linearen Differential- 
gleichung an einer Unbestimmtheitsstelle in Verbindung. Wenn die zur 
singularen Stelle x = c,~ gehSrige Fundamentalgleichung zwei verschiedene 
Wurzeln e ~"~, , e ~ besitzt, hat man ein Fundamentalsystem von der Form 

u, = ~ " P , ( ~ ) ,  (,~ 

wo P~(x) eine naeh positiven und negativen Potenzen von x fortschrei- 
tende, fi~r hinreichend grosse Werthe yon Ix] convergente Reihe ist. Eine 
der beiden Functionen P~(x), welehe kurz P ( x )  heissen mOge, habe die 
Nullstellen x~ ) (p = o ,  x , . . . ) ,  wo 

lim argx~ ) = (zp ~ i)~ 

ist. Bezeichnet man mit 
Sy (v=l,~,..., | 

diejenigcn Nullstellen, deren absoluter Betrag grOsser als die beliebig zu 
wahlende Gr0sse r ist, so ist, wie man aus den asymptotischen Ausdrticken 
f•r die Nullstellen ersieht, yon den beiden Reihen 

Z ' ]~- , ] ~ , p + l  

die erste divergent, die zweite convergent. Das unendliche Product 

x 1 t z ~  I I I x ~ P  

n ( X )  ---" I - - ~ ) e  v 



Uber die irregularen Integrale gewisser Differentialgleichungen. 

ist daher far jeden endlichen Werth von x convergent. Dann ist 

197 

F(x)  = o(~) 

far Ix ! > r vo ,  Nullstel len frei, so dass eine fiir lxl > r convergente Ent- 
wickelung v o n d e r  Form 

dlog F(x) = ~  + dg(z) 
dz ~ d~ -~ 

besteht, wo g(x) eine nach positiven Potenzen von x fortschreitende, be- 

( ' )  standig convergente Reihe und ~. ~ eine far Ix[ > r eonvergente Potenz- 

I 
reihe yon darstellt. Es ist also 

wo # eine positive oder negative ganze Zahl und 

I 
eine Potenzreihe yon - ist, welche fiir [x[ > r yon Nullstellen frei ist. 

Wir haben demnach 

Mit Benutzung unserer asymptotischen Darstellungen und eines Satzes 
yon Herrn HADAMAI~D 1 zeigt man, dass g(x) eine ganze rationale Func- 
tion ist, deren Grad nicht grSsser als p sein kann, so dass 

G(x) = e~(')n(z) 

eine ganze Function vom Geschlecht p ist. Wenn wir unserem Integral 

den Rang p an der singularen Stelle x-----o,9 beilegen, so stellt sich der 

~ Liouv. gourn. I893. 
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Begriff des R.anges als Verallgemeinerung des yon LAGVEaRE eingefiihrten 
Begriffs des Geschlechtes einer ganzen transcendenten Function dar. 

Die Hauptergebnisse dieses Paragraphen mSgen in der Satz zusam- 
mengefasst werden: 

Das ausgezeichnete Integral ~(P) yon (A) besitzt far 

(2p - -  3)7: T ~ ~ a rgx  ~ (2p + 3)~ ~ 
2p 2y 

keine Nullstelle, deren absoluter Betrag eine gewisse Grenze ~bersteigt. Ein  
beliebiges Integral y besitzt in der Umgebung yon x - ~  oo unendlich viele 
Nullstellen x~ ) yon der Art,  dass [~2r l ira ~-----oo 

lim [x~)[ ~ co,  lira argx(~ p) - ( 2 p -  ')~ 2T 

ist. Es  ist z. B. far y = b~(~ a~ (') 

/st  

i /-o( ) 
xl ') = ", ? log ~ ~, + 2 ~  . (~ + ~,), 

l im e, ~ o. 

y, = x~P, (~)  , , - , , , ,  

das zu x ~ oc~ gehdrige kanonische Fundamentalsystem yon (A), so ist die 
Laurent'sche Reihe P~(x) yon der Form 

wo G(x)  eine ganze (transcendente) Function yore Geschlecht p ist, welche 
diejenigen Nullstellen von y~ be~itzt, deren absoluter Betrag gr6sser als r 

(r beliebig) ist, wdhrend , eine ganze Zahl und ~ ( ~ )  eine fdr I x l ~ r  nicht 

I 
verschwindende Potenzreihe yon - darstdlt. 

* ,~ ist eine beliebig kleine positive Gr~sse. 
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w  

Wir lassen jetzt die in w i gemaehte Voraussetzung, dass die Wurzeln 
tier charakteristischen Gleiehung yon (A) 

a ~ + ax~ + a~ = o 

versehieden seien, fallen. 
Ist a eine Doppelwurzel, so wird die Gleiehung (A) durch die Sub- 

stitution 

y-----e P z 

fibergeffihrt in 

dgz 

oder wegen a " ~ + a a a + a  2 = o ,  2 a + a ~ - - o  in 

�9 d~z  d z  Xm+~p_ 4 
(z ~ +...)~, + (b~z '+ , - '  + ...)~ + (b~'z -+ ' , -~  + b;' §  = o. 

Ist b~ yon Null versehieden, so fahrt die Substitution 

x ~ t  2 

auf die Differentialgleiehung 

� 9  ~ d ~ z  d z  
(t ~"+~ + .~ ~ + (o .  t (2,"+~)+~p-~ + . . . ) d t  + (4b~t(2"+~)+'P-4 + ' "  .)z = o 

vom Rang 210-  i mit der eharakteristisehen Gleiehung 

fl' + 4b; --  o, 

deren Wurzeln fix und /9~ = - - i l l  zwei Normalreihen 

~11 r 21a'-I fill t '2p-I 
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entsprechen. Daraus ergeben sich far  die Differentialgleichung (A) zwei 
anormale Reihen yon der Form 

2p- - I  2 p ~ 2  

S~ _-- e T  + ~-~-i--~ + ~-~z--2 +"" x ~ C ~ + - - ' + - ~  . . . .  (i=l,~) 

Im Fall b~ = o haben wir die Differentialgleichung vom Rang p - - i  

dgz  dz  (~,~ + . . .)  ~ + (~,;z ,~§ + . . . ) ~  + (b ; 'x -+ ' , - '  + . . . )z  = o 

mit der charakteristischen Gleichung 

fl '  + b;fl + b7 - -  o. 

Wir erhalten zwei Normalreihen vom Rang p - - l ,  wenn die Wurzeln 
dieser Gleichung verschieden sind, w'~hrend im Fall einer Doppelwurzel 
/3 = % die Substitution 

avv~ -I 

z - - - - - e  ~'--1 Z 1 

angewandt wird. Nehmen wir an, man miisse /-mal nach einander eine 
solche Substitution anwenden, bis man auf eine Differentialgleichung stSsst, 
welche unmittelbar oder na~h Anwendung der Substitution x = t 2 durch 
Normalreihen befriedigt wird. Man hat dann 

(l..r a l , f ,~  - 1 

y ---- e - ; - + - ~ - i  -+ . . . 4  

at_t zP-t4-1 

und die Differentialgleichung fiir z wird entweder durch zwei Normal- 
reihen 

"~'~ 4-"~'-"-'* ( C , ,+  ) (,=~,~) 
T i  = e V-., - p--~i~-~ . . . .  :rP' C ,  + T " '"  

oder dutch zwei anormale Reihen 

T,=eW-2'-+t+2~--::v-~'+'"z~ G +  ~ + - . .  
~2 

(i=I,~) 
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nach P~eiheu yon der Form 

Uber die irregulgren Integrale gewisser Differentialgleichungen. 20] 

befriedigt. Aus der Dif[erentialgleichung (A) erhMt man dem- 

al--I XP -14-1 ~t x p- I  ,8~1 ,r 

, - , + ,  - ~--=c~-i- . . . .  x e, Q + - - ;  + . . .  
axp ~1 xp-!  

&__ e~-+u +.'.+ 

oder v o n d e r  Form 

(i=L~) 

axP a lxP  -1  at z xP-  t4-! ~l  x 2 tr x ~ - l  

7 + ~ - V  +'''+ p-~+l + ~ - 2 ~ + ~ - §  -~''" S~ ~ e 

P 

x z~(c, + ~,~ + c~ +. \ (~,,~) 
g3 " " ;  " 

Im Falle l = p fiihrt die Substitution 

e-~- + T--y- +... +,~,,-,,~ y~--- Z 

auf eine Differentialgleichung, fiir welche x = cxv eine Stelle der Be- 
stimmtheit ist. 

Aus der Art, wie die Differcntialglcichung (A) auf eine Differential 
gleiehung zuriickgefiihrt wurde, deren eharakteristische Gleiehung zwei 
verschiedcne Wurzeln besitzt, folgt in allen Fdllen die asymptotische Dar- 

stellung der Integrale yon (A) durch die Normalreihen oder anormalen Re'hen 

S 1 und S~. Das NMmre ergiebt sich uus den in w I gefundenen Resultaten. 

Charlottenburg, 8. October I897. 
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