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Cette remarque a 6td faite 'par ~ .  CAZZA.XIGA (lans une note rdcente. ~ 

La  lecture de cette note.  m 'a  rappelg une diff~cultg plus grave que 

j 'ai rencontr6e en cherchant  'h 5tendre le thdorbme en quest ion au eas g6- 

n6ral des d6terminants  absolument  convergents.  

AprSs avoir r6sum6, au w I, quelques rdsultats obtenus dans mon 

travail  Sur la convergence des dd/erminants d'ordre infini 2 j '6 tudie  au w 2 

cette question de la mult ipl icat ion des dSterminants absolument  convcr~ents  

en m 'a t tachan t  sur tout  au cas des d6terminants  de genre fini. 

Dans  le paragraphe suivant,  je passe ~ l 'objet  principal de ce travail, 

savoir l '6tude d 'une classe nouvelle de dSterminants infinis pour  lesquels 

je propose le horn de ddterminants  hypernormaux et qui  jouent  un rSle 

impor tan t  pour  l '6tude de certains syst~mes d 'ordre infini d 'Squations diffd- 

rentielles lin6aires. 

Cette application se t rouve briSvement indiquSe au w 4. 

1 Annal i  di matemat ica ,  Ser. III, t. 2, p. 22 9 . ,'~I. CAzzA~IOA cherche 
6tendre l'~tude s une classe plus g~n6rale de d~terminants (~normaloidi generalizzati,) 
d~finis par les conditions suivantes: lo produit //Aii des 61~ments diagonaux converge 
absolument et il existe deux suite de quantit~s (non nulles) xi (i = I, 2,..) et yi (i ~ I, 2,..) 
telles que la s~rie 

�9 ? / ~  

converge absolument, et telles, en outre, que le produit 

y~ 

converge absolument. II faut remarquer que cette classe n'est pas distincte des 
dbterminants normalo~des. En effet, il r6sulte des conditions ~nonc~es que la s~rie 

Z xi --Ai~ (i =~= ~')] converge Ai, (i ~= k) [ainsi que la s4rie ~-~ y' absolument. 

Bihang t i l l  K. Sv. V e t . - A k .  Handl .  Bd. 22. Stockholm I896. 
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w I.  G d n d r a l i t d s  su~" l e s  d d t e r m i n a n t s  a b s o l u m e n t  c o n v e r . q e n t s .  

I. Soit donn6 un tableau ~ double entrde, illimitg ~ droite et en bas: 

A l l  A-2 A13 �9 . . 

(I) A~ A ~  A~:, . . .  

A31 A:~ A~ . . . 

Supposons que le produit des 61dments diagonaux 

(~) A~I A~2 As3 . . .  

converge absolument et formons une suite de nouveaux produits en laissant 
fixes les premiers indices des facteurs Aii et permutunt successivement les 

seconds indices de toutes les mani~res possibles; attribuons ~ chaque pro- 

duit le signe + ou ]e signe - -  selon la paritd ou l'imparit6 du hombre 
des transpositions n6cessaires pour passer du produit initial (2) au produit 
consid6r6. Si la sgrie qu'on peut former avec tous ces produits a une 

valeur A finie et ddterminde (e'est-?~-dire indgpendante de l'ordre des refines), 
nous dirons que le dgterminant des Ai~. converge  abso lumen t  t et a pour 

valeur A;  et nous le ddsignerons par l 'une ou l 'autre des notations suivantes: 

/k  = [Ai~:]i, ,=l, ~ ..... +~ = v • A ,1A2=A~ ~ . . . 

A l l  A12 

�9 ~ �9 

2, Ddsignant par A,, le di~erminant form6 avec les n premieres lignes 

et les n premieres colomaes du tableau (i), on d6montre facilement (voir S u r  

la convergence  des  d d t e r m i n a n t s  d ' o r d r e  inf ini ,  p. 5) que, A 6tant supposg 
absolument convergent, on a 

l i m A  _-- A (pour n =  + co). 

t J 'ai  donnde cette d~finition dans une note pr6sent6e ~ l'Acaddmie des Sciences 
de :Paris. (Comptes  r endus ,  30 janvier I893. ) 
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3. D5finissons les sous-ddterminants de A .  Darts le tableau (I), 
rempla~ons les ~16ments A~,,., .4h~.., , . . , Ai ,"  par l'unit5 et les autres 61d- 
merits des lignes i , , . . ,  i~ par z6ro. Si le d~terminant du tableau ainsi 
obtenu converge absolument, nous l'appellerons sous.dgterminant ou mineu, r 

d'ordre r du ddterminant A et nous le d6signerons par 

( i ,  . . i ~ "  

k~ k, 1. 

I1 est clair que ee d6terminant reste inaltdr~ si l 'on y remplaee tous 
les 616ments des eolonnes k ~ . .  k,. (saul eeux d~jh remplaeds par l'unit~) 
par z~ro. 

Si tous les mineurs d'ordre fini qu'on peut ainsi former convergent 
absolument, nous dirons que t ous l e s  d~terminants du tableau (i) convergent 

absolument. 

4- Ceci posd, j 'ai ddmontrd (loc. cir. n ~ 5) le thdor~me suivant: 

Pour que le ddterminant des A~k et tous ses mineurs convergent absoht- 

ment, il faut  et il suffi t  
x ~ que le produi t  des ~ldments dia.qonaux converge absolument; 

2 ~ que la sdrie formde avec tous les produits  circulaires converge ab- 

solument ; 

.o que la sdrie formde avec tous l e s  produits demi-circulaires appartenant o 
d u n  dl~ment quelconque converge absolument. 

Par produit  circulaire j 'entends tout produit de la forme 

(3) Ai,,., Ai~q . �9 A i ,  i, 

les indices i 6rant suppos6s distinets je le dis d'ordre k -  I si le hombre 
des faeteurs A est k. Par produit demi.circulaire d'ordre k j 'entends tout 
produit de la forme 

(4) A i ,  i~ A i .  A . �9 A i i i , - ~ , ,  

tous les i ~tant distinets. 
Dgsignant le produit (3) par (i, . .  i,), le produit (4) par (i~ . .  i, ; i ,+d  

les trois conditions ~none~es peuvent st r~sumer a insi  
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Le produit 
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(5) 

converge absolument; 
la sdrie 

(6) X X ( i , . .  i,) 
k = 2  ii..ik 

converge ~bsolument; 
la sdrie 

(7) ~,h.~</3 i , . .  i,. ; a) 

converge absolument quels que soient a et ft. 
Dans chaque terme de la sdrie (6) les ix . .  ik sont distincts et, pour 

que ehaque produit circulaire ne figure qu'une seule fois, il faut supposer 
que Fun des indices, par exemple le premier, soit infdrieur aux autres. 

Dans la sdrie (7) les indices i~ . .  i~ ne sont assujettis qu'~/ cette con- 
ditions que les indices i~ . .  i k d6finissant un terme quelconque doivent 6tre 
diffdrents de a et fl et distinets entre eux. 

5. Dans mon m6moire cit6 plus haut (Aeta  m a t h e m a t i c a ,  t. I6) 
j 'ui donn~ (n ~ 7) divers modes de ddveloppement d'un d6terminant de forme 

normale.  On peut d~montrer sans diffieultd clue tous ces ddveloppements 
restent valables pour un d6terminant remplissant les conditions prdcddentes. 

Par exemple, A 6rant un tel ddterminant, si l 'on pose 

.Aii ~ I + a , ,  A ~  - -  a.~, 

on a le ddveloppement suivant 

A = I + . a . +  . .  aj~ (s) 

off 

aii I ~ aii aij ai~ 

�9 ,., . , alj akk 

i < j < k <  . . ;  

. . .  

et ee dgveloppement reste convergent si 1 on y remplace t o u s l e s  a~ par 
leurs vMeurs absohes et que, dans t ous l e s  ddterminants qui y figurent, 
on prend t o us l e s  termes avec le signe + .  
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6. Soit 
X 1 , X~ , . �9 

une suite de quantit~s (non nulles); j'appelle substitution muItiplicatoire et 

je d6signe pas 

Ai, ; Aik -xi 
X k  

X g  

l 'op6ration qui consiste '~ remplacer partout les Aik par A i ~ .  

I1 rdsulte immddiatement de la ddfinition adoptde plus haut qu'un dd- 
terminant absolument convergent reste inaltdr6 par une substitution multi- 
plicatoire quelconque. 

On vdrifie aussi que, par cette substitution, un mineur quelconque 
�9 # 

( i , . .  ,,.~ du nouveau ddterminant est li~ au mineur correspondant de l'ancien 
\ k ,  l k  1 . , . ,  

par la relation 
" / 1 . -  i , " '  x ~  i~ i,.'~ 

{ - -  g~k l  � 9  _ - -  " " 

!Uq k, . '  - -  x i , . .  x,. './;l . -  /",. 

7. Etant  donn6 un d6terminant infini, si Yon veut ddcider s'il con- 
verge absolument ou non, la rbgle prdc6dente est, dans des cas partieuliers, 
assez facile h appliquer; reals, en g6ndral, on la trouvera trop compliqu~e. 
J 'a i  donc cherch6 des r~gles de convergence plus simples remplissant les 
deux conditions suivantes: 

Chaque r~gle donne des conditions suffisantes pour la convergence 

absolue; 
la r~gle n ~m~ s'approche, pour ~ tr~s grand, autant que l 'on veut de 

la r~gle gdndrale qui donne les conditions ndcessaires et suffisantes. 

Voiei le th~or~me que j 'ai  obtenu: ~ 

Pour que le d~terminant des A~  converge absolume~t, il suffi t  

I ~ que le produit des dldmenls diagonaux converge absolume~t; 

2 ~ que la sdrie formic avec tous les  produits circulaires d'ordre I , 2 ,  . . ,  

2 n - -  2 converge absolument; 
3 ~ que la s~rie formde avec tous les produits demi-circulaires d'ordre 

n , n  + I , . . ,  2 n - -  I converge absolument. 

1 ) i b m .  c i t ~  (Sur la convergence des ddterminants d'ordre infim) w 3. 
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Ces conditions remplies, pour que t ous l e s  mineurs de A convergent 

aussi absolument, il suffit que la sdrie formde par tous les  produits demi- 

circulaires appartenant ~'t un ~ldment quelconque .4~ et d'ordre inf~rieur d 

n converge absolument. 

S i c e s  condit ions sont  remplies, je  dirai que le ddterminant  des A~, 

est de ge~re n - - -  I .  

Si ees conditions ne sont remplies pour  aucune valeur de n, je dirai 

que le d6terminant  est de genre infini ou qu' i l  n'a pas de genre. 

Si ces condit ions ne sont remplies qu'apr~s une subst i tu t ion multiplica- 

toire convenable, je dirai que le d6terminant  des A~, est semblable ~ uu 

d~terminant  de genre n -  I. 

8. Pour  n = o les trois condit ions se rdduisent ~ une seule: la con- 

vergence absolue de la sdrie Xais (Ai~ = I " - t - a i i ,  Ai~ = ai,) ~ de sorte que 

l 'on retrouve la r~gle de M. POINCAI~ et l 'on tombe sur les ddterminants  

normaux. Si la s6rie 

~ I a,sl 1,3 

diverge mais peu t  ~tre rendue convergente  moyennan t  une subst i tut ion 

multiplicatoire convenable, le d6terminant  des A~ est normalo~'de. 

Doric, selon notre  terminologie,  les ddterminants  de genre zdro se 

par tagent  en deux classes: ddterminants  normaux et ddterminants  normaloides. 

Pour  n----- I, la r~gle prdc6dente coincide avec celle que j 'a i  donnde 

darts la note  citde plus hau t  ( C o m p t e s  R e n d u s  I893  ) et peu t  se rd- 

sumer ainsi: 

Pour que le ddterminant des A~, et tous ses mineurs convergent absolu. 

ment, il suffit que les trois s~ries 

1 Cette derni~re condition est v~rifi~e d'elle-m~me s'il n'y a dans A aucune ligno 
ni aucune colonne dont tou~ les ~l~ments non-diagonaux s'annulent. Cette hypoth~se est 
toujours l~gitime puisque, dans le cas contraire, on peut remplacer A par un de ses 
mineurs (Cf. loc. cir. n ~ i I). Dans tout ce qui suit nous ferons donc cette hypoth~se 
qui nous dispense de la condition supplementaire. 

Cetto notation sera conserv~e dans c0 qui va suivre. 
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converger~t absolument; ou. bien, que ces s&ies peuve,nt ~tre rendues convergenles 

moyennant une substitution multiplicatoire convenable. 

, 

deux conditions suivantes est remplie:  

~-,jlao.. < K 

Z, "oJ < K 

K d6signant une eonstante. 

La r~gle n m~ 6nonc6e plut  hau t  se simplifie beaueoup si l 'une des 

(pout" route valeur de i), 

(pour route valeur de j) ,  

En  effet, dans ee eas, la converge absolue de 

la s6rie ~ (i~ . . i~_~ ; ik) pour k > n + z est une consequence nSeessaire de 
i~..ik 

la convergence absolue de la m~me sdrie pour k = n + I. 

Io. I1 est faerie de ddmontrer  que les dldments d 'un d6terminant  

de , 'enre n -  I satisfont encore aux trois conditions suivantes: 

I ~ La sdrie 

8~ ~) -'~- ~ "  a iq  a i ,  i � 9  ai~ , i ,  
? l .  A k  

converge absolument  quel que soit k. 

2 ~ La sdrie 

l~ k) --= .Z  ai,q ai:i . . (Ilk i 
~ l . * t k  

converge absolument  quel que soit k. 
~o La sdrie O 

S(a."~ = Z (l~il( ' i lL . . ( l i .  , 
v . . .g _ v .  

l l . . 1 . k - - 1  

formde avee tous les produits demi-circul~ires d 'ordre quelconque k et ap- 

par tenant  h u n  dldment quelconque A ~  converge absolument.  

w 2. S u r  le  t h d o r ~ m e  d e  m u l t i p l i c a t i o n .  

I I. Nous  pouvons venir main tenant  h la question de la multiplica- 

t ion de deux ddterminants  

A = [ & ] , , , , , , , . . , + . ,  I~ = [ B d , , , = , .  ' .,+~ 

absolument  eonvergents.  
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(I) (,'}i) = ZsA~Bk~ ' 

(u) c l )=  

( I I I )  q~.) = Xj. A~,: B,j, 

(IV) Q?= y.:6,B:,. 
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Nous dirons que la loi de mult ipl icat ion ,~ est applicable aux ddterminants  

A et B si ]es trois conditions suivantes sont remplies: 
Les sdries 

C}; ~ (:,~=,,~ .... +-.) 

c o n v e r g ' e n t  a b s o l u m e n t  ; 

le ddterminant  des C~[. ) conver~'e absolumcnt;  
ce ddterminant  est dgal an produi t  A B.  

Cette dgfinition admise, nous eommeneerons par ddmontrer  le temme 
suivante : 

Pour  que la loi de multiplication v soit applicable, il suffi t  que le dd- 

terminant  des C-~'; ) converge absolument, ?.04~i+ d~siflnartt ce que devient C~'~ ) quand 

on y remplace tous les A et t o u s l e s  B par leurs valeurs absolues. 

E n  effet, posons d 'abord 

__~ - 7 5 ( 1 )  C.~ C~ ), Ci~ = ~ �9 

Le ddterminant  C des Cik dtant supposd absolument convergent  et 
chaque terme du ddterminant  C des Qk dtant infdrieur (ou dga l )en  vMeur 

absolue au terme correspondant de C, il est dvident que C converge ab- 

solument.  
Par  d~finition on a 

(9) C = X - c A ,  B,i A~ B.: . . 

la sommation s 'dtendant  h route permutat ion 

(xo) if, v , . .  

des nombres x,  2 , . .  et h route valeur entibre et positive des 

i , j ,  . .  
Aeta mathtmmtiea. 24. Impr im6 le 6 mars 1900. 13 
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et s d6signant + I ou - -  I selon que la permutation ( Io )peu t  se ddduire 
de la permutation I , 2 ,  . .  par un hombre pair ou impair de transpositions. 

Le ddveloppement (9)"dtant  absolument convergent, nous pouvons 
ranger les termes ainsi: 

( I  I )  . X  ( ~ s e t d B v j . . ) A l i A , j  �9 �9 �9 
�9 ,1,.. \~ ,v ,  .. 

Or, la s6rie entre crochets ~tant nulle quand deux des indices i ,  ] , . .  
sont 6gaux, il suffit d'6tendre la sommation ~ route permutation i ,  ] , . .  
des nombres I ,  2 ,  . . .  

De plus, comme pour une permutation quelconque i ,  j ,  .. des hombres 
I ~  2 ~ . .  O n  a 

X ~B~,iB~.. = + B  ou  - - B  

selon que eerie permutation se ddduit de I , 2 , . .  h l'aide d 'un nombre 

pair ou impair de transpositions, la somme (I I) se r6duit ~ la suivante 

B ~ ~ A j i A ~ s . .  = B A  
i,j, .. 

ce qui donne bien 

A B =  C. 

La d6monstration est la m6me si, au lieu de la d6finitlon (I), on 
adopte pour Ci, la d~finition I I ,  I I I  ou IV.  

12. Passons ~ la multiplication de deux d~terminants de genre n -  i. 
Soient donc 

A = [A,,], .~.. . .+=, B = [B,~],,,=1 .... +~ 

et supposons que les Aik et les Bi, remplissent les conditions 6nonc6es 
plus haut. 

Remarquons aussit6t qu'il  est facile de former des exemples oh routes 
les quatres lois de multiplication ne sont pas vraies simultan6ment Prenons 
par exemple le d6terminant suivant 

I ~ l  

l l  I Ot 2 

f12 I 
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qui intervient dans la thdorie des fractions continues ~ et qui converge ab- 
solument toujours et seulement si la s6rie 

(, 2) ~lfl, + %A + . .  

converge absolument. 

Pour que ce ddterminant soit de genre un il suffit 6videmment de 
supposer 

I ~ que la sgrie (i2) converge absolument; 
2 ~ que la s6rie 

Z [1 ,1 + I + 
converge; 

"~ que les ~ et les fl/ restent moiudres, en valeur absolue, qu 'un o 
hombre positif K.  

Si nous prenons par exemple 

I I 
( i~  1,2, .., + |  

Or21 = ~/2"i' 612/--1 ~ 2 i -  I ' 

I 
~ i  = -- ( i = l , ~ ,  .., + |  

ces trois conditions sont v6rifi6es. Or, si l 'on prend le carr6 du d6termi- 
nant  A e t  cherche ~ appliquer la premiere loi de multiplication on trouve 

pour Q~ la valeur suivante: 

2 
C,1 = , + ~.', c .  = ~ + ~_1 + ~, (,>,) 

ce qui, la s6rie Xa~i 6rant divergente, montre que le produit flCii diverge; 
donc, le ddterminant des C~k n'6tant pas absolument convergent, la pre- 
miere loi est en d6faut. (I1 e n e s t  de mdme de la loi IV.)  

Au contraire, on v6rifie sans diff~cult6 que les lois I I  et I I I  sont 
applicables dans le cas consid6r& 

Voici un th6or~me qui, dans la plupaxt des cas, permet de d6eider si 
le thdor~me de mu]tiphcation est applicable s deux dgterminan~ donnds do 

genre n - -  ~. 

x Voir ma note: Quelques thdordmes eoncernant la thdorie gdndrale des fractions 
continues. 0fvers ig t  af K. V. A. FSrhandl.  Stockholm I895. 
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Pour  que les lois I I  et 1 I I  de multiplication soient applicables ~ deux 

d~terminants A et ~B de genre n -  1, il sufli t  que tout ~l~ment Ai~. et que 

tout dldment B~, soit infdrieter en vcdeur absolue, 0 l'dldment corresponda.nt 

Pi~ d'un ddterminant de 9enre n - - -  1. 

Pour  que les lois I e t  I V  soient app!icables, il suf f i t  que, quels que 

soient i et k ,  l'dldme~zt A~k soit infdrieur ~i Pa et l 'dldment B~, infdrieur 0 

P~  en valeur absolue. 

En effet supposons d'abord 

(x3) i & l  < P , ,  G i  < P~, 

les P~k 6rant des nombres positifs /ormant un ddterminant de genre n - -  i. 

Introduisons pour abrdger la notation symbolique 

A ( i l  . . i t)  -~= d i d .  d i j  ~ . .  A i ,  i , ,  

A(i~ . . i, " it+,) ~ A~,~A~:~ . . A~,~,+, 

pour ddsigner les produits circulaires et demieirculaires d 'un d: terminant  
queleonque. Par hypofh~se, le produit HP,.~ converge absolument, la, sdrie 

( '4 )  ~. P(i~ . . ik) 
~j . . i t .  

converge absolument pour k = I ,  2 , . . ,  2 n - - 2  et la s~rie 

(!4') X P( i ,  . . i , .  i,+~) 
ij..ik+ 

converge absolument pour k ---- n ,  n + I , . . ,  e u - -  I. 

De lh r:sulte que la s6rie ([4) converge absolument quel que soit k 
et que la s:rie (I4') converge absolument d6s qu- k . >  ~. 

Posons maintenant 

(i s) G = Y.+&v:, ,  

ce qui donne, pour i = k, 

C, = A , B ,  + XjAql2ji. (i .i) 

En tenant compte des conditions (I3) et de !u convergence ubsolue de la 

s@ie ~ P(O), on voit done que le produit 
4j 

HG, 
converge absola~nent. 



(~5') 

d 'oh  
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Pour i ~ k la formuie (I 5 ) nous donne 

c~ i < :c(i,~,. + X _p(:j. ::)) 
:~ i .  
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X 

c( i , . ,  i,) 

C ( i l . .  ik) 

< K ~ [ P : i : . .  i~) + . .  + J,.J,~" P( i , / l i2: /=, . .  i~-j~)], 

< ~<k[,x P(~,.. ~,I +.. + ~,.x.,, ~,.x.~, p(~j,.. ~-,.I]. 

Les sdries entre les crochets dans cette formule sont en nombre fini 
et, dans chacune d'elles, ne figure quc des produits circulaircs d'ordre in- 
fdrieur h 2k. 

Done la sdrie formde par les produits circulaires d'ordre k 

~ :C( i , . .  i,) 

converge absolument pour route valeur de k. 
Ii nous reste ~t examiner la convergence des sdries formdes par les 

produits demi-circulaires. 
La formule (I5) nous donne 

,(.,q!'(".. i, �9 ix.+1 ) < /t'k [P(/1 . .  i,., i,.+,)' -4- "" + J,.~-'4, I ' ( i l / l  �9 �9 i;jh." ix+:)], 

d'o~l 

x ,c(i~ i~ ~,+~1 < K'[ X+ P(~,.. ~ ;i,+,l + . . +  X X P(i~j,..i,/, ~,§ 
i x. . ~ + 1  i I I I'l..[~-I )'l..j~ 

ce qui montre clue la sdrie du premier membre converge dhs que k > ~. 

DoJ~c le d i termb~ant  des Cir. est de .qenre n - -  I. 

On volt de la mdme mani@e que le d6tenninant des 6l:lnents (~;i~. 

c .  = Xj j :t, B: i 

est de genre n - - 1 .  Or, de la convergence absolue du ddterminant des 
~ .  on peut conclure, nous l'avons vu plus haut, quc le d:terminant des 
Qk est dgal an produit du d:tcrminant des A,. par celui des B,.. 

Donc, dans l'hypoth~se (I3), la loi de multiplication I I  est applicable 
et l 'on volt de la m6me mani@e que la loi I I I  l'est 6galement. 
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Si l 'on suppose au contraire 

let,,I < P , , ,  iB,,i < e,, 

les P~ formant un dd~erminan~ de genre n - - t ,  on peut ddmon~rer, d'une 
mani~re absolument analogue, que les lois I eL IV sont valables, c'est 
dire que le ddterminant; des C~k 

est; de genre n -  I et 4gal au produit; A B .  

w 3. S u r  u n e  c l a s s e  n o u v e l l e  de  d d t e r n t i n a n t s .  

13. J 'arrive maintenant s une classe de d4terminants qui, en gdndral, 
sont de genre infini. Cette classe est d4finie par le th4or~me suivant: 

Pour que le ddterminant des Aik et tous ses mineurs convergent absolu- 

ment, il suffit  

I ~ que le produi t  lIAi~ des dldments diagonaux converge absolument; 

2 ~ qu'il existe deuz suites de hombres positifs 

et 

telles que la sdrie 

~I ) %) " " 

(~6) s~.~ + s , z ,  + . .  

converge et telles que 

(I7) i .a.i  < = 8,T,. (,.~, 

Remarquons d'abord qu'il est toujours permis de supposer la somme 
(I 6) moindre que l 'unitL En effet, dans le eas conL-raire, apr~s avoir choisi 
m de telle SOlVe que l 'on air 

S~+, T.+, + S.+,2~§ + .. < x 
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on choisira un hombre K suffisamment grand pour que l 'on air 

S,T~ + , .  + S~T~ 
K -F S,~+,T,~+I + S,,,+,T..+.2 n t- . .  < I 

et posera 

Bi , - -Ai*  (pour i =  I 2 , . .  m), 
K ~ 
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on remplaceru le d6terminunt 
o n  a u r a  

Bi t  = 21i, (pour i > m); 

A des Ai, par le d6terminant B des B~,, 

I B --~-~A 

et, pour B, la condition en question sera dvidemment v6rifide. 
Supposons done 

(,8) S~ T ,  + S~ T ,  + . .  = S < , 

et formons tous les produits circulaires A ( i ~ . .  ik). 

( I 7 )  on  a u r a  

d'og 

A cause de l'hypoth~se 

I A (i~ . . i,) I < S ,  T,  . . S~. T~ 

X I z ( i ~ . .  ;,) ~ < s ~, 

ee qui prouve que la sdrie formde par tous les produits eireulaires des A~k 
converge absolument. 

Passons aux produits demi-eireulaires. Nous avons 

I A ( ? i , .  . it ; ~)1 < s ~ L s , , L  s , . .T, . .  . S~,T~, 

d'oh rdsulte que la s~rie form6e avee les valeurs absolues de t ous l e s  pro- 
duits demi-cireulaires appurtenant ~ l'gl6ment A~,~ a pour somme une 
quantitd infdrieure 

I 
s~ I : .  - _ s 

Le th6or~me est done d6montr6. 
I1 est facile de voir que les lois de multiplication I I  et I I [  sont 

applieables aux d6terminants de eette elasse. 
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Soient en effet 

A = [_a , . ] , , ,= , ,~  . . . .  +~, 

deux tels ddterminants eL posons 

c,, = Z~A,jB#, 

Des conditions 

iA,ji ~ s , 5 ,  

B = [B. . ] , , , .  = , , . , , . . ,+~ 

0~,= Xs A,~ilB~,[. 

I~, #SIT,  

et de la convero;ence absolue des produits H A .  et H B .  il s 'ensuit que //C~-f 

converge absolument et que, K ddsignant une constante, 

C~.~. ! < K,';i T,. (i. ~) 

Done le d6terminant des Ci, appart ient  h lz m~me classe que A eL B 

et l 'on a, en vertu du fhdor6me d~montr~ plus haul  (n ~ I I), 

A B = C .  

L~ d6monstration est la m~me pour la loi I I I .  

Consid6rons un d6terminant  

dans lequel los ~lSments dSpendent d 'un  parambtre t de la mani~re suivante 

A. = x + ta,.,., A~, ---- ta,., (,.~) 

los aik ddsignant des constantes vdrifiant les conditions 

: <  Si ' l~ (i,k=~,~ .... +~ ( I l k  j ~ 

oh los S i et T~ sont tels que la s~rie 

S = S , T , + S ~  + 
converge. 

En  appli~iuant h ce d~terminant  le d~veh~p[ ~., ;~lent (8) nous aurons 

A----- I + A~t + A.,t "~ + . .  (19) 

05 

A, = X,m,, A2 = W 
LQi a~j 

asi a# 
�9 ~ 
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et d'une mani~re g6n6rale, 

ae dis qne 

i t < . . < i k  

a i j t  . . a i j ~  

a i , : i j  . . a i k i  ~ 
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la fonetion de t ainsi ddfinie est une fonetion e ~ t i & e  de 

Nous aurons 

et 

Posons 

nit (pour i =  I 2 m) bi, = ~ , , . . ,  

b .  ---- ag, (pour i = 711 "2 i- I ,  'Ill "~- 2 , . . ,  + C~) 

& (pour i = i  2 m) ~ = ~ , , . . ,  

~ i =  Si  (pour i = m - 4 -  t , m + 2 , . . ,  + c ~ ) .  

S , T ,  + ,S~1, + . .  = a < ~. 

Or, tout terme du ddterminant 

bq~, . . bi ,  i~ 

(2I) �9 . 

dtant eomposd d 'un eertain hombre de faeteurs b. et d 'un eertain hombre 
A e t a  mathe*natira.  2L l m p r i m 6  le S mars  1900. 14  

(20) 

t, e'est g dire que le ddveloppement (I9) est toujours convergent. 
Soit en effet s une quantitd aussi petite qu'on le vent; ddterminons 

l 'entier m de telle mani~re Clue l 'on air 

S,~+,Irm+, + S, , ,+~T~ ., + . .  < -= 

et un hombre K > t suffisamment grand pour que 

S ,  T ,  + . . + S , , ,  '1',, 
K + &+,  E,,+, ~ &,,+,,_ 1"~+., + . .  < s. 
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de produits circulaires, on volt que tout terme est infdrieur, en valeur 
absolue, au produit 

~ T, S~ T~.. . S,,T,, 

d'ofi rdsulte que la somme des valeurs absolues des !_k termes du ddtermi- 
nant (2I) est infdrieure ~ la quantitd 

On a done 

I S,, T,  :r ,  . . S,  T, , .  

B--, <__ 

B--k dds ignan t  la s o m m e  des va leurs  absolues  des t e r m e s  de tous  dd te rmi-  

nants tels que (21), Zl'-ik d~signant successivement route combinaison de 
k nombres de la suite x,  2 , . . .  

Ddsignant par A-k ce que devient B~ quand on y remplace partout les 
bi~ par les a~,, il est clair, d'apr~s les relations (2o), que 

[ - -  

B, > ~ , A , ,  

d'oh 

) A , l < K m ~ k < K m s  '. 
I 

Donc la s6rie enti~re (t9) converge pour It '  < ~ ,  ce qui montre que 

cette sdrie est toujours convergente. 
I1 est facile de former des exemples off la fonction entibre (19) se 

r6duit soit ~ une eonstante, soit ~ une fonction enti~re rationnelle de t. 
Supposons par exemple 

ai~ = a i t l .  ) 

les # i e t  rk grant tels que la s6rie 2:#~ri converge absolument. 
La formule (19) montre immddiatement que l 'on a, dans ce cas, 

JC-QO 

! 

En second lieu, prenons 

Ail = I) All ~ C() A n ~ ai) 

A~ i = o  (pour i >  ~ , ] >  ~ , i = l = j )  



Sur quelques points de la th6orie des d6terminants infinis. 

de sorte que le dd te rminan t  p r e n n e  la forme 

x r , t  

A =  a2t I 

a3t o 

nous t rouveroas  

r3t 

O 

I 

�9 o 

�9 o 

�9 " l  

A = x ~ t 2 ~ : ~ o ' i r ~ .  
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1 4. E n  effectuant  sur les 61dments A~ une  subs t i tu t ion  mult ipl icatoire  

convenable,  on peu t  donner  au thdor~me ddmont rd  au numdro  prdcddent  

une  autre  forme. 
E n  effet, les Aik rempl issant  les condi t ions  

] ~,, I < s, T., . . .~ 

le d6 te rminan t  des Ai, se change,  par  la subs t i tu t ion  

' "l~k 

en un  dd te rminan t  
g ~ [B;k]i,~=~,2 .... +| 

don t  les dldments rempl issent  les condi t ions  

]B~I =[A.~,. 'r,T, = < S, T, . . , ~  

d 'oh  ce thdor~me:  1 

Pour que le ddterminant des A~k et tous ses mineurs convergent absolu- 
ment, il suffit que le produit des dldments diagonaux converge absolument et 
que les dldments non-diagonau~ de chaque ligne soient moindres en valeur 

absolue que les termes d'une sdrie donnde absolument conver9ente. 

I1 est clair qu'on peut aussi arriver ~ ce th6or6me en supposant, dans l'6none6 

pr6c6dent (n ~ 13), que tous les "S~ soient 6gaux ~ l'unit6. 
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Si ces conditions sont remplies je dirai que le ddterminant des Aik 

est hypernormal ~ et j 'appellerai la suite des hombres positifs 

0~I ~ ~2 ) " "  

suite majorante de ce ddterminant si la sdrie formde par ces nombres con- 

verge at que l 'on air (an posant Aii ~ I + aii , Ai,  = ai~.) 

ai, i < / i ' a , ,  

K ddsignant une constante. 
On volt immddiatement qua les ddterminants normaux entrant comme 

cas particulier dans cette nouvelle clusse. 
I1 est facile d'dtendre la plupart des propridtds des ddterminants nor- 

maux aux ddterminants hypernormaux. Quant h la multiplication on peut 

6noncer ca thdorbme: 

Soient A et B deux dOterminants hypernormaux, A ayant la suite ma- 

]orante 

( 0  0 0t I ~ ~Z 2 ) �9 . 

et B ayant la suite majorante 

(fl) fl, , fl~ , . . ; 

les lois de multiplication 1 I  et I I I  sont applicables d ces d~terminants de 

telle sorte que le produit A B  prend la forme d'un ddterminant hypernormal 

ayant la suite ma]orante (fl) ou (a) selon qu'on applique la lot I I  ou la loi I I1 .  

Je n'insisterai plus ici sur les propridtds des ddterminants en question. 
Je  me bornerai ~ dnoncer deux propridtds des mineurs d 'un tel ddterminant 

qui nous seront utiles dans ce qui suit. 

On volt que le mineur 

( I  2 . . m ~  

\ I 2 m /  

U n  ddterminant du type dtudi~ plus haut (n ~ I3) pouvant dtre ramend s ce 

nouveau type par une substitution multiplicatoire, nous le dirons semblable ~ un ddtermi- 

nant hypernormal. 
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i �9 �9 . s'approche ndefimment de l'unit6 quand m va en croissant. I1 en r6sulte 

que, parmi les mineurs de A ,  il Y en a qui ne sont pas nuls. 

I1 r6sulte d'une formule d6montr6e dans mon travail cit6 plus haut  
(Sur  la converqence etc. p. I5) que l 'on a 

hi . hp ij i~" 
. . . .  k ~x~ P K  k, (23) f,h a hp j~ ] , )  " " " 

t o u s l e s  indices 6rant suppos6s distinets et P e t  K ne ddpendant ni de k 
ni. des h ,  i ,  j .  

w 4. A p p l i c a t i o n  a u x  s y s t ~ o ~ e s  d ' o r d r e  i n f i n i  d ' d q u a t i o n s  

d i f f  d~ ' e n t i e l l e s  l i n d a i r e s .  

1 5. Consid6rons d'abord un syst~me d'6quations lin6aires 

(24) Z ,  = o 
1 

le d6terminant A des Ar 6rant hypernormal et ayant la suite majorante 
%,..). 
En se servant d 'un raisonnement parfaitement analogue h celui employ6 

dans mon m6moire (Acta  m a t h e m a t i e a ,  t. I6) pour le cas des d6termi- 
nants normaux, on arrive au th6or~me suivant: 

P o u r  qu'il  existe une solution x~ ,  x2 ,  . .  du  syst~me ( 3 4 ) a u t r e  que 

x~ = o, x 2 -~ o, . .  et telle que la sdrie 

(2 5) Z,a,x. 

converge absolument,  il fau t  que A soit nul.  

S i  A s 'annule  avec tous ses mineurs  d 'ordre I ,  2 ,  . . ,  r - -  x reals, 

p a r m i  les mineurs  d 'ordre  r il y e n  a un  au moins,  soit 
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qui n'est pas nul, l'dquation i '~ du syst~me (24) (pour i ~ i~, . .  , i,) est 
une consdquence des autres dquations du systdme (~-4) et la solution gdndrale 
de ce syst~me peut s'dcrire sous la forme 

(i~ . . ' i~ ' \  (~  i2 . .  i,~ "il . .  i,._~ i," ~ 

k~ k, )x~ ---- k2 k,)  x~' + "" -}- lk~ k,_~ k x~ 

x,, , x,~ , . . , x,, ddsignant des constantes arbitraires. 

I6. Passons h un syst~me infini d'6quations diffdrentielles lindaires 
de la forme 

(2 6) dxi 
( i= l ,2 , . . ,+~)  

off les r sont des fonctions donndes de t. Supposons ces fonctions holo- 
morphes dans une rdgion R du plan des t et telles en outre que, pour 
tout domaine intdrieur h R, 

les at grant des nombres positifs formant une sdrie convergente. 
Soit t o un point ~ l'intdrieur de R de sorte que les r soient holo- 

morphes dans le voisinage de t----t 0. 
Dans ces conditions, j 'ai ddmontrd le thdor~me suivant (Sur les sy- 

stdmes d'ordre infini d'dquations diffdre**tielles. 0 f v e r s i g t  af Kongl .  Vet.  
Ak. FSrhand l .  Stockholm I899): 

l l  existe un systOme de fonctions (et un seul) 

X 1 , X 2 , �9 . 

satisfaisant au systOme (26), holomorphes dans le voisinage de t ~ t o et 
prenant d ce point les val~urs initiales 

(28) x , = x ? ,  x , = x  ~  . .  

les x ~ dtant supposds tels que la sdrie 

x ~ + + . .  

converge absolument. 
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J ' a i  d6montr6  ce th6or6me en comparan t  le syst~me (26) au suivant  

d~ .~ (~, + ~ +  .), . -~ , :  .... +~) 
(29) dt - -  t " 

P 

p grant pris inf6rieur au rayon de convergence du  d6ve loppement  Taylor ien  

des aik dans le voisinage de t - ~  t o. 
Dds ignan t  par  

~{1) ~ . ~ )  

1~ solut ion du syst6me (29) qui  vdrifie les condi t ions  initiales 

~(~) (i :v  v); g ~  ~ 0 

pour  t = o on a, en posant  a = ~ a ~  

~ (~) - -~  I v 

I t ) - 
I - -  

[ - -  

P~ 

I1 cn r6sulte que si l 'on  d&igne  par  

x~'), x ~ ) ,  . 

la solut ion du syst6me (26) satisfaisant aux condi t ions  init iales (pour t = t o )  

(30 )  x~0 = o (i ~= ~), x~ ~) = 

o n  a} p o u r  [t--tol <p ,  

(3 I) 

J t - t , i  " - - i  

P 

= a I t - - t .  "P 
@ 

! 

P 

Comme la solut ion g6ndrale 

X 1 } X 2  } . . 
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d6finie par  les condi t ions  initiales (pour t-----to) 

o o 
X 1 ~- - -  X I , X 2  ~ X 2 , �9 . 

s 'expr ime sous la forme 

~- - -  o - ( i )  o (i~ Xi Xjxl + X..,X. 2 -]- . . ,  (i=1,o_,.,+~:) 

on p e u t  dire, par  analogie avec les svstbmes d 'ordre  fini, que les solutions 

(32)  x!'),  xT~, . . (,~=,,~, . , + ~ )  

cons t i tuen t  un  systdme fondamental d'intdgrales du systbme (26). 
Les formules  (3 t) font  voir que le dd te rminan t  formd par ces fonct ions 

x~'~, ~ : ~ ,  

(33) A ( t )  = x~'), x(7), . . i  

est hypernol-mal e t a  pour  suite majoran te  % ,  % , . .  rant  que t reste dans 

le domaine  

I t - - t o  < p .  

De lh et du  thdor~me dnoncd au n ~ 15 il rSsulte que les constantes  

C I - ~ -  O ,  C 2 ~ 0 , . . 

sont  les seules pour  lesquelles on a i den t i quemen t  

c,x(:) + c,x~'~ + . .  = o (,=~.: . . . .  + ~ )  

et pour  lesquelles en outre la sdrie 

c,% + c2a 2 + . .  

converge absolument .  
P o u r  cette raison nous  pourrons  dire que les solutions du systbme 

fondamentM (32) sont  li,,dairement imt~pemhmtes. 

Plus  gdndralement ,  si les solutions 

y ~ ) ,  .~u ('-') , �9 . ( ~=  ~, -. .... + ~ )  

ont  pour  t - - - - t  o un  dd te rminan t  hypernormal  D qui  n 'est  pas nul,  ces 
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solut ions sont  l indai rement  inddpendantes  et la solut ion ddfinie par  les con- 
di t ions init iales 

= = o . .  (pour t = t o )  x t x i  ~ ~ x2  x~ 

(les x ~ fo rman t  une  sdrie abso lument  convergente)  p e u t  s 'expr imer  lin6aire- 

m e n t  par  rappor t  ~ ces solut ions:  

z~ = c~y(: ~ + c~y~ ~) + . . .  

E n  effet, il suffit pour  cela de prendre  

Dk 

Dk dds ignant  ce que devient  D quand  on y remplace la colonne formde 
o (i = I 2 ) par les u (i) (i = t 2 .) par  celle formde par  les xi Ltk  ~ ~ �9 ~ ~ " 

Soit  L un chemin  passant  du  po in t  t o a un  po in t  t' et situd t ou t  

ent ier  ~t l ' int~rieur  de la r6gion R et raisons la cont inua t ion  ana ly t ique  

des fonct ions x~)(t) en su ivant  ce chemin.  Je  dis que le dd terminant  (33) 

ne cesse pas  d'dtre hypernormal  et d 'avoir  la suite majorante  (%,  a2, . .). 

E n  effet, choisissons sur L des points  

t I , t~ , . . , t~_l 

de telle mani~re que (posant tp = t ' ,  Po = P) 

!t~ - -  t~_, I < p~-l,  (~=1,2,..,p) 

p~_~ dds ignant  le rayon de convergence du ddve loppement  taylor ien des  

fonct ions  ~bik(t ) dans le vois inage de t-----t~_l. 

Soit  
xi')(t ; t~) , x(~')(t ; t~) , . .  

la solut ion du  syst~me (26) qui  est ho lomorphe  dans le voisinage de t = C 

e~ qui, pour  t = t~, satisfait aux condi t ions  init iales 

�9 ~) = o ( i .  k) ,  ~ i  ') = ~, 

Nous  savons alors que le dd te rminan t  

xi')(t ; t~) , x i~ ) ( t ;  t.) , . ,  

x~~ t~) , xi:)(t; t~) , 

[ �9 . 

Acta mathemalica. 24. l m p r i m 6  le  8 m a r s  1900.  1 5 -  
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a la suite ~ majorante (~1, a2," ") rant que 

I t - - t , I  < p , .  

Done chacun des ddLerminants 

[~?( t ,  ; t ,_,)]~,~. , , ,  .... + :  
a cette m~me propri6t6. 

Or, convenant de ddsigner par 

la valeur au point t de la continuation analytique d'une fonction f(t) en 
suivant 10 chemin L de t o jusqu'h t nous avons 

[ t'~'(')r' to) xi<)(t, to) ,  

t v__I  t~x(~(t" : z.,%-" I ."k ~l,~'~ .to) . x~i)(t~ ," tv_l). 
ito x - ~ 3  Ito 

])one, posant pour abr~ger 

nous aurons, en verLu du th~or~me de multiplication 

P 

[~-(,~rt'~ - 1 I  [~,?(tv ; t ,_,) ] , ,~: ,  . . . .  + =  "4Xk \ ) J i ,  k = l , l ,  - t -~  - -  . . i  v ~ ]  

ce qui prouve bien que le ddterminant formd par les premiers membres 
est hypernormal e t a  pour suite majorante (al,  a : , . . ) .  

Supposons maintenant que le chemin L soit ferm6 ( t ' :=  to) et em- 
brasse un certain nombre de points singuliers pour les coefficients ~bik(t). 
Soit Aki la valeur qu'aquiert au point t o la fonction x(ki)(t) quand t ddcrit 
ce chemin. D'apr~s ce que nous venons de volt, le ddterminant 

I AAI1 A|2 �9 
1 A 2 . 1  �9 �9 

i 
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admet la suite majorante (%, a ~ , . . ) ;  autrement dit, en posant 

A~ ---= I + a~i , A,~ = a~, 

o n  a 

I ai~ ) < Kak, 

K d~signant une constante. 
Ceci ~tabli, proposons-nous la question s'il existe une solution 

Y l  , Y 2 ,  �9 �9 

(i ~. k) 
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(35) 

converge absolument, 

ddsignant la valeur qu'acquiert une fonction u quand, partan~ d'un 
point t voisin de to, on y retourne apr~s avoir d6crit le chemin L .  

Posons 
y~ = c~xT~ + c~x~) + . .  

de sorte que ci dgsigne la valeur initiale de y~ (pour t =  to) et remurquons 
que nous avons 

~(:) = XjAk~.x~.'); 

nous aurons donc, pourvu que la sdrie 

c~ + c~ + . .  

Y i  ~ ,~ A ,,.(~3 �9 ~k-(~-kj.~j 

ia sgrie double du second membre 6rant absolument convergente rant que 
l~on a 

I t - t 0 1 < p .  

Pour que la condition (34) soit remplie il faut donc que l 'on air, 
pour route vuleur de t, 

(36) = o 

(34) ,Yi---- o~yi, 

du syst~me (26) qui se multiplie par une constante eo quand on fair d6- 
crire ~ t le chemin ferm~ L;  ce qui s'exprime en dcrivant 
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off nous avons mis, pour abrdger 

b i = toe i - -  Z~c , . :A~ i .  

La sdrie (35) devant ~tre absolument convergente, il en est de m~me de 
la sdrie 

bl + b2 + . . .  

Donc, le d6terminant du systbme lindaire (3 6) n'gtant pas nul identique- 
ment, il rdsulte du thdor~me enonc6 plus haut (n ~ I5) qu'il faut avoir 

b 3 -  ~ o ~  

c'est-~-dire que les ch: doivent vdrifier le syst~me lindaire 

(37) t o c r  Z k c k A k j  = o. 

(j=1,-% .., +~r 

( j=I,2, . . ,+~) 

Supposant to :4= I nous pouvons poser 

I 
t o n i  = - - -  

de sorte que ce syst~me prenne la forme 

(38) c i + ~F--,~a~ck = o .  ( j = l , % . . ,  + ,~ )  

Le ddterminant de ce syst~me 

A ( z )  = 

I + / ~ a  11 , / ~ a ~ l  , �9 

Pal 2 , I + f~a~2 , 
�9 ~ 

est hypernormal et possbde, pour chaque valeur de p, la suite majorante 
(~,, ~ , . . ) .  

Done, pour que le syst~me (38) admette une solution cl, c~, . .  telle 
que la s6rie (35) converge absolument, il faut et il suffit que l ~ soit une 
racine de A(#)~_  o. Donc, pour que le syst~me lindaire (26) admette 

une solution 

jouissant de la propridt6 

Y l  ~ ~ 2  :' " " 

Yi -~ toY~ 
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et telle, en outre,  que la somme 

Yl 2r" Y2 q-." 

converge abso lument  pour  t = to, il faut  que ~o satisfasse h l 'dquat ion  

( ' )  (39) A ~ = o. 

Cette condi t ion est aussi suffisante. E n  effet, soit % =4= I une racine 

de l 'gquat ion  (39). Supposons  d ' abord  que ee soit une racine simple. On 

sait alors 1 que, parmi  les mineurs  de A du premier  ordre, il 3" a un  an 

moins  qui  ne s 'annule  pas pour  w = w,. D6s ignant  par  ail~(/.~)les mineurs  

du  premier  ordre de A ( p )  et supposant ,  par  exemple,  

(I<-;,) ~ll =t = O, 

�9 . / la forme on pourra  dcrire la solut ion gcncrale  du  svst~me (a8) sons 

C k ~ C .  O[lk ~ ( I , '=1,2 ,3 , . . )  

c d6signant  une  constante  arbitraire. 

Or, supposant  eomme il est permis  que la somme 

+ % + - -  

soit infdrieure h l 'uni t6 et app l iquan t  la formule  (25) onvoit  que les va- 

leurs ainsi ddfinies des c/, sat isfont aux indgalit6s 

I ck ! < K~,:, 

K dds ignant  une constante.  

Donc,  si l 'on  pose 

(4 ~ ) Y i  = Cl'T~{i) "-~ - C'2X~ i) ...If- " " , 

on est assur6 d 'avoir  des sdries abso lument  convergentes  telles que la sdrie 

Y, + Y~ + . .  

converge abso lument  d'ofi, a f o r t i o r i ,  on voi t  que chacune des sdries 

' Ceci %sulte, par exemple, de la formule (Io)  de mon travail cit~ plus haut:  
Sur la convergence des ddterminants d'ordre infini. 
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converge absolument. 

H e l g e  von Koch.  

Comme on d de plus 

d y i  " 

dt ~',- r Yk 

la formule (40) ddfinit bien une solution du syst~me (26) jouissant de la 
propridt6 

Y i ~ O l l Y i "  

Duns le cas d'une racine multiple w~ d'ordre k on trouvera k solutions 
lindairement indgpendantes qui pourront ~tre rangds en sous-groupes comme 
duns le cas correspondant d 'un syst~me lin6aire d'ordre n. 

Comme w = i e s t  un point singulier du premier membre de l'dqua- 
tion (39) (saul duns le eas oh A se rdduit ~ une constante) on volt que 
la recherche des int6grales qui restent unifol-mes duns la partie considdr6e 
du plan dchappe ~ la mdthode prdcddente et exige une dtude sp6ciale. 
Pour "09 = I le syst~me (37) se r6duit k un syst~me 

(4i)  Z ~ % c ~  = o ~i~,,~ . . . .  * ~ )  

dont le ddterminant n'est pus absolument convergent; on arrive done 
cette conclusion, paradoxale au premier abord, que la recherche des int6- 
grates uniformes du syst~me (26) conduit h des difficult6s plus graves que 
la recherche des intdgrales non-uniformes jouissant de la propridt6 (34). 

1 7- Sans insister ici sur ces questions que je n'ai pu qu'aborder 
dans ce travail, je consid6rerai l'exemple le plus simple pour dclaircir les 
rdsultats obtenus. 

Soit 
dxi__ r (xl + z., + .) (i=,,~ . . . .  + ~ )  

(42) d t  ~ - - t  " " 

le syst~me propos6, les 5b~ dtant des constantes formant une s6rie a.bsolu- 
ment convergente 

r162 + r  

Supposons d'abord ~b . o. En posant 

(43) 
(Iz* y) 
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on a une solution 

x ~ ' ) ,  x i ' ) ,  . . 

du syst~me (42) satisfaisant aux condit ions initiales 

d 'oh l 'on volt  que la solution g~n6rale 

X 1 ~ X 1 ~ �9 . 

d6finie par les conditions initiales 

0 (pour t - ~ o )  g~i ~ Xi  

peut  s 'exprimer ainsi 

ou bien 

( 4 4 )  

Soit L 

, v  o ~,.0") o X ~ "  ) . . 

r [ I 

une circonf~rence d~crite du 

passant par le point  t--~ o. 

dans le sens positif, 

.~;) = i + r  L ( , -  0 r 

x• ) = o  (pour t = o) 
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i ]  Z,zT.  

point  t ---- I 

d o r i c  n o n 8  a v o w s  d a ~ 8  c e  c a s  

comme centre et 

A ---~ ! 
I - -  (o 

et lu vMeur du  dgterminunt  ~ est la suivante 

r ( , - , , ~ o  _ _  x ) ,  

A,<~ = r - ~ r  - -  ,) ~b V 

On aura, en faisant d~crire h t le chemin  L 
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L'~quation (39) n 'a done iei qu'une seule racine savoir 

(0 = e--"r'ir ; 

et, eomme on volt faeilement que les mineurs du ddterminant A (#) appar- 

tenant h une ligne queleonque sont proportionnels aux quantit6s 

la solution la plus g6n6rale du syst~me 

I ~ k  a~j C k ~ -  O~ Cj "3 I- 1 - - ( ~  

telle que la sdrie 2'e~- eonver~e absolument, peut s'derire sous la forme 

c ddsignant une eonstante arbitraire. 
Done la seule solution du systSme diffdrentiel (42) qui se multiplie 

par une eonstante quand t tourne autour du point t - 1 est la suivante 

Xi  - -  ([ -- t)r (i=1,,_ .... +~)  

Pour trouver los solutions uniformes il faut rdsoudre le syst~me (4 I) 
qui dans le cas considSrd se rdduit ~ une seule ,iquation savoir 

E k e  k = O. 

Les ck ~tant assujettis ~t eette condition, si l on forme la solution 

x~, x 2 , . .  qui satisfait aux conditions initiales 

x i =  ci pour t = o, 

la formule (44) montre que l 'on a, pour route valeur de t, 

x~ = c~. 
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Donc, en dehors de cette solution constante, il n 'y  pas de solution 
uniforme flu syst~me (42). 

Nous supposions plus haut r =t= o. Prenons maintenant le eas 

Alors on trouve que la solution du systbme (4 2 ) qui est ddfinie par les 
conditions initiales 

x!  ~) = ~, x!") = o ( p o u r  t = o )  

pent s'dcrire ainsi 

On a donc 

x!  ~) = , - -  r  l o ~  ( t  - -  t), 

.~U) = - -  r  1 0 ~  ( I  - - -  t ) .  

A,,~ = r 2rri, 

I1 en rdsulte que le ddterminant A se rdduit dans ce cas h uile constante, 
h savoir l 'unitd. 

])one il n 'y a pus de solution du systbme (4 2) qui se multiplie par 
une constante eo (to 4= i) quand t tourne autour du point t = I. 

Quant aux solutions uniformes, on volt comme dans le cas r ~ o que 

est la solution uniforme la plus g6n~rale. 

Par analogie avec les dquations lindaires d'ordre fini, on prdvoit qua 
dans le cas considdr6, la solution gdndrale doit prdsenter une sino'ularitd 

logarithmique dans le voisinage de t = t. C'est aussi ce qui a lieu, la 

solution gdndrale pouvant s'dcrire sons la forme 

z~ = c~ - -  r  Z k  ck. l o g ( ,  - -  t), 

les ck ddsignant des constantes arbitraires. 
Par ce qui prdcSde on voit que la thdorie classique des dquations 

diffdrentielles lindaires fondde par M. Fucns peut, dans certaines conditions, 

~tre g6n6ralisde au eas d 'un syst~me d'ordre infini. 
Aeta mathemallea. 24. Imprim~ le 12 juin 1900. 16 
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Pour voir l'utilit6 et m6me la n6cessit6 de eerie g6n6ralisation, il suffit 
de remarquer que la recherche des intdgrales des 6quations lindaires aux 
d6rivdes partielles conduit, dans des cas 6tendus, ~ des syst~mes diff6- 
rentiels d'ordre infini appartenant" au type considdr6 plus haut. I 

i Voir, par exemple, l'6quation (A) consid6r6e dans mon travail cit6 plus haut 

(Sur les syst~mes d'ordre infini d'~quations diffdrentielles). 


