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NACHWEIS DES ZUSAMMENHANGES ZWISCHEN DEN V/ER D1REHUNGS- 

AXEN EINER LAGENANDERUN6 EINES 0RTHOGONALEN SYSTEMS 

UblD EIIqEM MAXIMUMSTETRAEDER 

VON 

R. L IPSCHITZ 
in BONN. 

Wenn ein System von drei durch einen Punkt laufenden zu einander 
senkrechten halb unendlichen geraden Linien, deren Reihenfolge auf irgend 
eine Art festgesetzt ist, und ein zweites durch denselben Punkt laufendes, 
eben solches yon dem ersten verschiedenes System gegeben ist, und wenn 
das z.weite System mit dem ersten unter Correspondenz der jedesmal ge- 
w~hlten Reihenfolge dureh eine Drehung zur Deckung gebracht werden 
soll, so muss bekanntlich fiir die LSsbarkeit der Aufgabe die ]3edingung 
der Ubereinstimmung zwischen den beiden Reihenfolgen crfiillt sein; in 
diesem Fall ist dann die zu der AuflSsung gehSrende Drehungsaxe voll- 
st~ndig bestimmt. 

Wenn dagegen verlangt wird, dass ein System von drei (lurch einen 
Punkt gehenden zu einander senkrechten ganz unendlichen geraden Linien, 
deren Reihenfolge irgendwie festgesetzt ist, und ein zweites durch denselben 
Punkt gehendes, in gleicher Weise definirtes, von dem ersten verschiedenes 
System durch eine Drehung entsprechend der Reihenfolge zur Deckung ge- 
bracht werden soil, so leuehtet ein, dass diese Aufgabe immer mSglich ist, 
dass sie vier AuflSsungen zul~isst, und dass zu jeder derselben eine voll- 
st~ndig bestimmte Drehungsaxe geh6rt. In der gegenw~rtigen Arbeit wird 
die Beziehung aufgezeigt werden, in welcher die Gruppe der besehriebenen 
vier Drehungsaxen zu dem Quaternion steht, welches mit der Bestimmung 
der gegenseitigen Lage der betreffenden orthogonalen Systeme correspondirt. 
Es wird ferner nachgewiesen werden, dass, wenn von dem gemeinsamea 

1 ~  ~/~mo~$~,~. 24. Imprim~ le 12 .)uia 1900. 
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Durehsehnittspunkt aus auf jeder der vier Drehungsaxen naeh einer festen 
nur yon dem beziiglichen Drehungswinkel abhiingenden Regel eine Strecke 
abg'eschnitten wird, die Endpunkte der Strecken die vier Eeken eines Tetra- 
eders bilden, welches die Besehaffenheit eines Maximumstetraeders hat. Der 
gemeinsame Durehsehnittspunkt der beiden orthogonalen Systeme ist der ge- 
meinsame Durehsehnittspunkt der vier H6hen des Maximumstetraeders und 
liegt innerhalb desselben; die vier Drehungsaxen sind die H6hen des Tetra- 
eders. Umgekehrt wird dann ein geometrisches Verfahren aus einander ge- 
setzt werden, mn fiir jedes gegebene Maximumstetraeder, bet dem der ge- 
meinsame Durehsehnittspunkt der vier HShen innerhalb desselben liegt, 
zwei in dem gemeinsamen I)urehsehnittspunkte der H6hen zusammentreffende 
Systeme yon je drei ganz unendliehen gegen einander senkreehten geraden 
Linien so zu bestimmen, dass das eine System auf das andere dureh eine 
Drehung um eine yon vier Axen zuriiekgefiihrt werden kann, die bezie- 
hungsweise mit den H6hen des Tetraeders iibereinstimmen. 

Sehliesslieh werde ieh eine VeraKa'emeinerung des Begriffs der Gruppe 
der vier Drehungsaxen auf eine ebene Mannigfaltigkeit yon beliebig vielen 
I)imensionen entwiekeln, und dabei er6rtern, wie sieh die hierfhr gebrauehte 
Definition einer Axe zu der yon SCHLXr'LI angewendeten Definition verh~ilt. 

II 
Es m6gen die Coordinaten eines Punktes fiir ein in dem Raume testes 

reehtwinkliges Axensvstem mit x , ,  :r=, xa, die Coordinaten desselben Punktes 
fiir ein zweites yon dem ersten verschiedenes bewegliehes reehtwinkliges 
Axensystem mit y,,  Y2 , Ya bezeichnet werden. Dann bestehen die drei 
mit den eonstanten Coeffieienten %,,  a l = , . . . ,  %a gebildeten Gleiehungen 

xl = a, lY, -t- a, 2Y2 -t- a,3Y3 

(I )  x~ = a2,y  t -t- %2Y2 "t- a23Y.~ 

x 3 = %,Y,  "4- a32Y~ ~ a.~y~, 

2 ~ gleieh der Quadratsumme bei welehen die Quadratsmnme :~, n u x2 -[- x:~ 
y~-f-y~ + y~ ist. Hierbei wird angenommen, dass das zweite System auf 
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das erste durch eine Drehung zurhckgefiihrt werden kann; deshalb muss 
die Determinante der Substitution gleich der positiven Einheit seth. SVeil 
nun, wenn alle Coordinaten auf das erste System bezogen werden, der 
Punkt (x~, x~, x~) bet der Bewegung des zweiten in die Lage des ersten 
Systems in den Punkt (y~, y2, y~) iibergeht, so gilt fiir jeden yon dem 
Anfangspunkte verschiedenen Punkt Go,, P2, fl~) der Axe, um welche das 
zweite System gedreht werden muss, damit die angegebene LagenSnderung 
erfolge, die Gleichung 

(2) pIXl -~- p~Xu -~ PaW = P,Y, q- fl2Y~ -t- P3Y.~, 

welche ausdriickt, dass die Cosinus der Winkel, die yon der Drehungsaxe 
mit den yon dem Anfangspunkte nach (x,, x~, x3) und nach (y,,  y2, y~) 
gezogenen Strah|en gebildet werden, einander gleicll sind. Um hingegen 
festzustellen, auf welche Weise, wenn die Axensysteme als Systeme yon 
ganz unendlichen Linien beirachtet werden, das zweite System mit dem 
ersten der Reihenfolge der Linien entsprechend in Coincidenz gebracht 
werden kann, erkennt man leicht, dass dies mSglich ist, indem das eine 
System unge~ndert bleibt, dagegen fiir eine gerade Anzahl yon Axen des 
anderen die eine Seite mit der entgegengesetzten vertauscht wird. Es mSge 
das erste System unge~indert bleiben, und bei dem zweiten die Vertauschung 
der Seiten der betreffenden Axen vorgenommen werden. Dann l:,isst sich 
offenbar nur so zu neuen AuflSsungen gclangen, dass entweder die erste 
oder zweite oder dritte Axe des zweiten Systems unberhhrt bleibt, wiihrend 
an den jedesmaligen ~ibrigen beiden Axen die angegebene Vertauschung be- 
werkstelligt wird. Wofern nun ffir diese erste, zwcite oder dritte Voraus- 
setzung ein yon dem Anfangspunkt verschiedener Punkt der aufzusuchen- 
den Drehungsaxe respective mit (p~), p~t), p~)) odor (p~), p~), p(3~)), oder 
(p~3) p~), p~3)) bezeichnet wird, erh~lt man auf dieselbe \Veise, wie (:) ent- 
standen ist, beziehungsweise die drei Gleichungen 

(3) 

oder 

(4) 
oder 

(5) 
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Aus  (2), (3), (4), (5) folgen unmittelbar dig vier Systeme von Gleichungen 

I ( = 1 1 - - -  l ) p ,  "4- =21P2 -Jl-- =31P3 = O 

(6) =, ,p,  + ( = 2 , - - , ) p ,  + =~p3 = o 

- -  = -,()) (=II  |)toil> -~ - =2150'21) "31-- 31.;3 

(7) - -  a~Pl  ') -4- ( - -  a=2 - -  I)P(2 ' ) -  a'~,P(3 ~) 

- -  = ,3Pl  ' ) -  =2aP (1) "31- ( - -  =3a - -  I)P(31) 

( ' - -  =11 - -  l ) /0~  '2) - -  =,1/0(2 ')  - -  =31tO~ ~) 

(8) =,,f,?> + ( = , ~ -  t)p~'> + =~,p7 > 

- -  =.P?> - -  =,3/,7 > + ( - -  =~3 - -  ~)P7 > 

(9) - =,,p?> + ( - -  =._,~ - -  ~)p~'>-- ~3,f,~ :'> 

=,,l,? + =.,~l,~:'> + (=~a- ,)/,~3> 

Die Systeme (7), (8), (9) gehen ~us (6) 
nalen Substitution (r) bczichungsweise dig 
dritten, oder der dritten und ersten, oder der crsten und zweiten Vertical- 
rcihe mit der negativen Einheit multiplicirt warden. In der Schrift Unter. 
suchungen ~iber (tie Summe yon (2uadralen, Bonn I886, babe ich in I, 
Art. 3, S. 24 nachgewiesen, class yon den Determinanten, welche auf eine 
der angegebenen Arten aus dem Schema 

entstehen, 

all -[- 

=21 

= 3 1  

die urspr~ngl iche 

I ) =12 ) =13 

) = 3 ~  , ~ a 3  "-~ I 

=-  O 

= O 

= O, 

= O 

= O  

= O  

= O 

= O. 

hervor, indem in der orthogo- 
Coefficienten der zweiten und 

von N u l l  verschieden sein muss,  und dass man deshalb vorausse*~zen dart, 
dass bei tier zu A n f a n g  a n g e n o m m e n e n  orthogonalen Subst i tut ion diese Be- 
d ingung  erfiillt, also tier halbe Werth jener Determinante ,  I + a,, + ~ -t- aa3, 

Determinante mitgereehnet, wenigsfens eine 
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nicht gleich Null sei. Indem diese Annahme gemacht wird, werden fiir 
eine beliebige yon Null verschiedene reelle Gr6sse die reellen Gr6ssen 
,t~3 , ,t3~ , ~ durch die Gleichungen (7), 1. c. S. ~5, wie folgt, bestimmt 

(io) 

Mit Hiilfe derselben ergeben sich die Gleiehungen (9) und (~ o), 1. c. S. :5 ,  
welche so zusammengefasst werden k5nnen 

2 o x~ + ~1~c~ + ~31x3 = '~o Y~ -F 212Y2 + 21~Y3 

21~x 1 + 2 0 x~ + 2~x a = 2~lYl + 20 Y~ + 22~Y3 (, ,) 
21~x~ + 2~3x~ + 20 x3 ---- 23~Yt + 23~Y~ + 20 Y3 

i~3x~ + 23~x~ + 2~x3 ---- 2~3y ~ + 2~Y~ + 21@3. 

Dm'ch die Benutzung der Symbole i ~ ,  i3~, i~,  die mit den Symbolen 
HAMILTON'S, )', k, i der Reihe nuch iibereinstimmen, folgt dann 1. c. S. 2 7 
fiir die obige orthogonale Substitution (1) die Zusammenfassung 

A X  = YA~, ( I : )  

WO 

i~3 + i3~- - - -0 ,  

A --~ 2 o + i I ~i~ 2 + i~ 3 213 + i23223, 

X = x ~  + i ~ x ~  + h s x 3 ,  

gesetzt ist. 

i81 .9 C i1~ = o, i12 .-~ i2l = o, 

Y = Yl + ii 2Y~ + il ~-Y3 

In  dem Aufsatze Bemerkungen iiber die Differentiale yon symbolischen 
Ausdriicken, S i t z u n g s b e r i c h t e  der  B e r l i n e r  A k a d e m i e  yore I6. Februar 
I890 ist gezeigt, dass start der obigen Gleichung (I : ) a u c h  die Gleichung 

(~ 2') A(i23xl + i3~x2 -I- i12x~) = (i2~Yl + i~Y2 + i~@~)A 
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gesetzt werden darf, in welcher nur das Quaternion 

A = '~0 + i23'~23 + i:~1)'~1 + i1~'~12 

auftritt. In  Fol~e der Einffd~rung der reellen Bestandtheile ~0,2~3, '~3~, ~,~ 
des Quaternions A erhalten die Substitutionscoefficienten die folgenden, 
zuerst von EUL~I: ermittelten Ausdriicke, welche in der Schrift iiber die 
Smnme yon Quadraten I, Art. 3, S. 28 angegeben sin(l, 

all = N ( A )  ' a '~ = N ( A )  ' a '3  = N ( A )  

(I3)  %~ = N(A) ' a~2 : N(.I)  ' %:'-~--  N ( A )  

2(  - -  2,, 2,a + 2,~ 2~a) 2 (  - -  ,~,, 22s - -  2,~ ,~.:, ) A~ "t- 2~.~ - -  ),~a - -  A~a 

~31 = N(A) ' %~ = N(A'I  ' %'~ : N(A) 

Der gemeinsame Nenner ist die Norm des Quaternions A, 

(I4) N ( A )  ,Fo + .2 ~ 

t �9 ? ,  Zu dem System der Coefficienfen in den Glelchun~en (6) ffeh6rt das Sysfem 
de," adjungirten Elemente 

I % ~ + % , ,  %~+%~,  - - ~ , , ~ % ~ + % ~ + i ;  

die entspreehende ])eferminante hat den Werth  Null, wie es sein muss, 
damit die Gleichungen (6) zusammen bestehen k6nnen. Durch Anwendung 
yon (I3) o, eht ( ~ 5 ) i n  die folgende Gestalt iiber 

" 2  

N ( A )  ' N ( A )  ' N ( A )  

(, 6) 42,, 2,~, 4~ ,L  - 4~t,,,t,, 
N ( A )  ' N ( A )  ' N ( A )  

4x,~ 
N ( A )  ' N(A) ' N(A)" 

In  Folge der Voraussetzung, dass das urspriinglieh angenommene zweite 
orthogonale System yon dem ersten versehieden sei, darf (~ )n i eh t  die 
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iden~ische Substitution seiu, folglich diirfen A23 , 2a~ , 2,2 nicht s~imm~lich 
versehwinden. Aus diesem Grunde k6nnen auch nicht alle in (t6) ent- 
haltenen adjungirten Elemente gleich Null sein. Deshalb sind die Ver- 
h/~l~nisse der Gr6ssen p~ , p~, Ps dutch (6) eindeutig bes~immf, und k6nnen 
aus (1 6) entnommen werden. Dutch Weglassung des gemeinsamen Factors 
in einer der drei Horizontalreihen erh{tlt man fiir die Gr6ssen p~,  p~, / , : ,  

die Proportion 

( '7 )  p, :/)~ :p.~ = 2~.~ : ,~:~ :2,2. 

Auf genau dieselbe Weise finden sieh aus (7), (8}, (9) die Proportioaen 

( ,8 )  p~')  p7 ~ p ~ ' ) =  ~,o ; , ~ 1  ~,,,, 

(I9) ,o~2" / ,~ : : 'p l ,  :': = 2,~: 2 0 �9 2~, 

( :o )  ,oT. pT-  M ~) = ,~,.. ~.,.- ~,o . 

-Weit 2 o no~hwendig yon Null versehieden is~;, k6nnen in keiner der drei 
Proportionen alle Glieder auf der rechten Seite verschwinden, und somit 
is, die Gruppe der vier Drehungsaxen, welche zu der vorhandenen Lagen- 
~nderung des gegebenen rechtwinkligen Axensvstems gehi;ren, unzweifel- 
haft besfimmt. 

An dieser S~elle m6chte ich eine Bemerkung einschalten. Wenn fiir 
.iedes der Sys~eme (6), (7), (8), (9) fes tges te l l t  is,, dass die bezi~liche 
Determinante verschwindet, ohne dass alle adjungirten Elemente verschwin- 
den, so is, der Beweis geliefert, dass dutch die Systeme (6), (7), (8), (9) 
die Verh/il~nisse der jedesmaligen drei Unbekannten 

p , ,  p~, ~:, ; pl ') , p~'), p~ ' )  p~'), , A ~) , p~)-, p?) , p7 ) , p~<:~ 

volls{i~ndig" besgimm{ sind, Nun fallen abet die Gleichungen (2), (3), (4), (5), 
aus denen (6), (7), (8), (9) entstanden sind, in ihrer Gestalt respective mit 
der vierten, ersten, zweiten, dritten Gleichung des obigen Systems (, i) 
zusammen. Hieraus darf der Schluss gezogen werden, dass die Verh5ltnisse 
der jedesmaligen drei Unbekannten mit den Verhiiltnissen der Gr6ssen 

~2s, 2 s l , 2 2 2 ; ~ . o , 2 2 ~ , 2 a ~ ; ) ' ~ , 2 0 , ~ s 2 ; 2 ~ a , 2 = a , 2 0  

der Reihe nach zusammenfallen miissen. Darin besteht aber der Inhalt 
der vier Proportionen ( '7),  (,8), ( '9), (20). 

Aela math~rnat~,,ct. 24. Imprim~ le 11 juin 1900. 17 
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. 

Man gelangt zu einer Bestimmung der Drehungswinkel, welche zu 
den vier definirten Drehungsaxen geh6ren, indem man in dem System (I x) 
des vorigen Artikels beziehungsweise die erste, zweite, dritte Gleichung 
mit x l ,  x~, x3, oder die zweite, dritte, vierte Gleichung mit - - x 3 ,  x~, x~, 
oder die erste, dritte, vierte mit  x 3 , - -  x~, x2, oder die erste, zweite, vierte 
mit ~ x2, x~, x 3 multiplicirt, und die Resultate jedes Mal addirt. Die 
hervorgehenden Relationen sind die folgenden 

(~) ,~o(X~ + x~ + x~) = ~or + x~y~ + ~j~) + ,~(x.~ - -  x.~.~) 

(:) ~ ( x ~  + x~ + ~i) = - -  ~ . ( -  ~,y, + ~.v~ + x ~ )  + ~o(~:~ - -  ~ )  
+ ~ , ( - - x ~ ,  - - ~ j ~ )  + ~,:~,(x,~ + x~j:), 

(3) ~,(~,~ + x~ + xl) - -  - -  ~,~,(x,~j~ - x ~  + x~j:~) + ~,.,(.%~.~ + ~:~) 

+ ~o(X3~, - -  x,~)  + ~,~.~(-- ~,y~ - -  ~ , ) ,  

(~) ~,~(~ + ~ + x~) = - -  ~,-.(~,~1 + ~y~ - -  ~:~:~) + ~,,3(-- ~ '~  - -  ~ )  

2 2 ') x~ -k x~ q- x3 ----- y~ -}- y~ q- y~ nehmen dieselben Verm6ge der Gleichung 
respective die Gestalt an 

(5) 2o((xl--Y~) 2 + (x2--Y~) 2 + (x3--Y3) 2) ~- ~;t~3(x2Y~ --x3Y2) 

(6) ,t:3 ( ( x ~ -  y~)2 T (x~ + y~)~ -~ r  -]- Y3) ~) : - -  e20 (--x2Y:~ ~- x3Y2) 

(7) 231((XI -k Y,)~ -k (x2--y~) 2 "q- (x3 q- y3) ~) --~ - -  22~:(-- x~y3--x3y.~) 

- -  2~o(--x3y , + x,Y3)--  :232(x~y~ + x~y,), 

(8) 2~,((x, -{- y~)O _]_ (x, -~ y~)2 W (x3- -y3)  2) ---- - -  :2,3(x,y 3 + x3Y ~) 

- -  2 ~ ( - -  x~y, --x,y~) + : ~ o ( - - x , y ,  + x~y,). 
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Die Gleichungen (~), (2), (3), (4) kSnnen in der Weise gleichze[tig er- 
halten werden, dass die beiden Seiten der Gleiehung (l 2')des vorigen Art. 
rechts mit dem Factor ( i ~ x  1 + ia~sc ~ "t-i~2x3) multiplicirt werden, ~md dass 
in der hervorgehenden Gleichung 

(9) - -  A(z~ + x~ + x~) = (~Yl + i~y~ + ~,~y~)A(~x, + i~lZ ~ + i,~x~) 

uuf beiden Seiten die reellen Fuctoren yon I, i~ ,  i~t, it~ respective ein- 
under gleich gesetzt werden. 

In Betreff der Gleiehung (5) ist zu erw~igen, dass fiir die yon dem 
~Nullpunkt naeh dem Punkte (2~, h~, 2~) gezogene Axe die von dem 
Nullpunkt nach dem Punkte (x,, x~, x~) oder (Yt, Y~, Y~) laufenden Strecken 
beziehungsweise die Projection 

oder 

Ji~3y~ + i3~Y~ + il~y~ 
v'~3 + ~]1 + ~t 

hat, wo die Quadratwurzelgr6sse, wie iiberhaupt im Folgenden, positiv 
zu verstehen ist. Naeh der letzten Gleichung in (I ~) des vorigen Art. 
sind die beiden Projeetionen stets einander gleich, so (lass die Endpunkte 
der projieirten Streeken zusammenfallen. Der Winkel, den die projieirten 
Strecken mit einander bilden, ist der aufzusuehende Drehungswinkel oJ. 

Ieh werde von hier ab voraussetzen, dass dureh die Wahl des Punktes 
@1, x~, x~) der Werth t der zugeh6rigen einander gleiehen Projeetionen 
positiv sei. Nun wird der Inhalt des Tetraeders, dessen Ecken die Punkte 

(o, o ,  o), @~, x~, x~), (,j~, y~, y~,), 

~ '~+ ~,~~ + ~,,~"~ ' ~ +  J,~l ~ +~,,~ ' ~/~~ + ~i, + ~ 

sind, durch ein Seehstel des absoluten Werthes des Productes der Deter- 
minante 

X 1 ~ X~ ~ X 3 

Yl , Y2 , Y~ 

) '~3 ,  ~'~l ~ ~"~ 



132 R. Lipschitz. 

t 
in den positiven Factor ~/~,;.~ + ).:I, + >.~.., dargestellt, und ist daher nach (5) 

gleich einem Sechstel des absoluten "Werthes des Products aus dem Ausdruck 

>,o((X, - -  y,  + (z:  - -  y.~) + (z~ - -  y~)~) 

in den positiven Factor 

Das Vorzeichen yon ~0 

i t 

giebt die Entscheidung dartiber, ob die drei yon 
dein Nullpunkt  verschiedenen Ecken des Tetraeders in ihrer obigen Reihen- 
folge mit den positiven Halbaxen x , ,  x~, G iibereinstimmen oder nieht. 

Andrerseits ist der Inhal t  des bezeiehneten Tctraeders gleieh einem 
Drittel des Products aus dem Fliieheninhalt des Dreieeks, dcssen Eeken 
(Xl , X,;, •;I)' (Yl '  Y~' Y3), und der gemeinsame Endpunkt  der projicirtcn 
Strecken sind, und der H6he des Tetraeders t. Mithin wird dot Inhalt  
des bezeiehneten Dreiccks dureh den absoluten Werth  des Ausdrueks 

- -  I 3 2  

gemessen. %Veil abet der Inhal t  dieses Drcieeks gleieh dcr H~tlfte des 
Products ist, das aus der Vcrbindungslinie zwisehen den Eeken (G, x~, x:}) 
und (y~, y~, y~) und der zugeh6rigen H6he erhalten wird, so ist die be- 
ziigliehe H6hc gleich dcm absoluten Werth  des Ausdrueks 

/,o V'(.r, - -  ,/,,: + ';.q --  y~)" + i~ -- ~,)' ) 
2 v'G + ~,X, + G 

und deshalb hat die Cotangente der H~lfte des zu bestimmenden Drehungs- 
winkels w die Bestimmung 

(I o) cotg ~ -- )"' 

Aus (5) entstehen beziehungsweise die aleichungen (6), (7), (8) dadurch, 
dass, w~ihrend x], x~, x.~ ungefindert bleiben, mit den iibrigen auftretenden 
Bcstandtheilen die folgenden Vertausehungen vorgenommen werden 



oder 

oder 

('3) 
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ffl , Y~ , Ya , )'o , )"23 , )'.,L , )',: 

in - -  if, , Y~ , ~ Y3 , 23, , - -  )h 2 , - -  ~o , - -  ~ ,  

t Yl , Y~ , Y3 , ~o , ~ 3  , ~:31 , )'12 

in - -  Yl , - -  Y2 , Y3 , )'12 , - -  )'l 3 , - -  " ~  , - -  )'o" 

Es finden daher genau die entsprechenden Schliisse Anwendung ,  und die 
beziiglichen Drehungswinkel  to~, to2, to a sind folgendermassen definirt  

(14) cotg~O, v),X + ),;, + ,/,~. ' 

(15) cotg - -  ,~ -~ 3 '  
" ~,"~,2 -I- Ao -{- '~32 

- -  ~12 

Fflr den Fall, dass eine oder die andere tier Gr6ssen ~23, ~:~, 2~ ver- 
schwindet, wird offenbar der Inha l t  des zugeh6rigen zu betrachtenden Te- 

traeders gleich Null ,  und  der entsprechende Drehungswinkel  gleich zwei 

Rechten.  
Nachdem die vier Drehungsaxen und die zugehSrigen Drehungswinke l  

fiir alle Fiille bes t immt sind, werde ich yon jetzt  ab die Voraussetzung 

eintreten lassen, dass keiner der vier Drehungswinkel  gleich zwei Rechten,  

oder keine der entsprechenden vier Gr6ssen 20 , 223 , 231 , ,t~2 gleich Nul l  
sei. Es m6ge dann auf der zuerst bes t immten Drehungsaxe von dem 
Nul lpunk t  O aus eine Strecke abgeschnit ten werden, die, wenn q eine be- 

liebige reelle Gr6sse bedeutet,  dutch  den absoluten ~Verth des Ausdrucks 

q 
~~ 

dargestellt  wird, so dass der E n d p u n k t  E 0 die Coordinaten 

%.~q ),3, ~,, 
( I7)  ~. , ~o'q,  ~-oq 
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erh~lt. Ebenso werde mit den iibrigen Drehungsaxen verfahren, wobei 
die Endpunkte der abzuschneidenden Strecken respective die folgenden 
Coordinaten bekommen 

20 )..~, ).~ 

q. 

Dann sind die Gleichungen tier vier Ebenen, welehe respective durch die 
Punkte E l ,  E2, E~ oder E~, E3, Eo, oder E3, E l ,  E o oder E l ,  E~, E o 
hindurchgehen, fiir einen beweglichen Punkt ~ ,  ~2, ~3 die folgenden 

(2~) ~ ;  + ~ ; ~  + ~ , ~  _ 1 ~ q, 

(23) '~,,~, + '~o ~, + ~3,~3 = ,t:~,q, 

(24) ~,~, + 2 ~  + 20 L -= )',~q. 

Nun leuehtet ein, dass die yon 0 nach Eo, E~, E~, E~ gezogenen Linien, 
in der entsprechenden l~eihenfolge genommen, auf den vier Ebenen, deren 
Gleichungen aufgestellt sind, senkrecht stehen. Ftir das mit den Ecken 
Eo, E l ,  E2, E 3 gebildete Tetraeder ist also E o0 ,  E 10,  E 20 ,  E 30 be- 
ziehungsweise "immer ein Theil der yon Eo, E l ,  E.~, E~ auf die gegeniiber 
liegende Seitenfl~iehe herabgelassene H6he, und es schneiden sich die be- 
treffenden vier H6hen in dem Punkte 0.  Nach einer Bemerkung, die 
KRONECKER in einer, die algebraische Theorie der quadratischen Formen 
betreffenden Mittheilung, M o n a t s b e r i e h t  der Be r l i ne r  Akademie  vom 
24 Juli I872 , S. 499, gemacht hat, ist aber ein Tetraeder, dessen H6hen 
in demselben Punkte zusammentreffen, gleichzeitig ein Tetraeder, das 
bei gegebener GrSsse der Seitenfl~ichen den gr6ssten Inhalt hat, oder ein 
Maximumstetraeder, uad umgekehrt. Daher ist das mit den Ecken E0, 
E l ,  E2, E 3 gebildef~ Tetraeder in der That ein Maximumstetraeder. 

Sucht man jetzt die Coordinaten der Punkte Fo, FI ,  F~, F 3 auf, in 
welchen die von E0, E l ,  E~, E 3 auf die entsprechenden gegentiber sty- 
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henden Seitenfliichen herabgelassenen Lethe diese treffen, so finden sich die 
Werthe 

(25) - -  + ),~ + ~,~.q , - -  )..~ + J,0~ + )~ q - -  .~ . ),,. q, 

).o ),._,~ ).., ),., ),:~, )..:~ ( 2 6 )  ).~ + ~ + ~:,~ q , /,,~ + .~ + ~ q ~.:.: + & + ).~, q ,  
"'2 " 2 ~ 2 I  " 'J  ~ . 

(2 7) ~.~ + ~ + ~4., q ' ~ + ~.:~ + ~.~: q ' ~.~, + ~ + ~_, q' 

( 2 8 )  ~;~ + ~,~.~ + ~,~ q , ~.~ + .~ + ~:~, q .~ q. "~ "" j..~.~ ' z,~ + ).~ + ),::, 

Aus denselben geht hervor, dass die Fusspunkte F0, F , ,  F~, F 3 stets auf 
der entgegengesetzten Seite yon 0 liegen als die correspondirenden Punkte 
E o , E 1 , E 2 , E3, dass sich also der gemeinsame Durchschnittspunkt der 
H6hen innerhalb des Tetraeders beflndet. Ferner ergiebt sich, dass ftir 
die erste Drehungsaxe die Strecken EoO oder /~o0 erhaltcn werden, indem 
man respective die Tangente oder Cotangente des zugehSrigen halbcn Dre- 
hungswinkels mit dem Werth der beliebig angenommenen Gr6sse q multi- 
plicil~, und (lass fiir jede der iibrigen Drchungsaxen das gleiche gilt. Das 
Maximumstetraeder E0, El ,  E2, E 3 enthglt also als die cinzigen Bestimmungs- 
stiicke seiner Gestalt und Lagc die vier Drehungsaxen und die zugeh6rigen 
Drehungswinkel. Der Werth q liefert bei der Construction des Maximums- 
tetraeders den anzuwendenden Mass-stab der Gr6sse. 

0 

In  der angefiihrten Schrift, Untersuchungen iiber die Summen yon Qua- 
draten, II,  zweite Abtheilung, Art. ] I ,  S. I 12, ist nachgewiesen, dass bei 
einem Maximumstetraeder, fiir welches der gemeinsame Durchschnittspunkt 
der H6hen innerhalb desselben liegt, und das dort ein Tetraeder der ersten 
Art  genannt worden ist, die Quadrate der L~ingen der scchs Kanten stets 
durch vier positive Gr6ssen v ,  vl, v2, v 3 ausgedriickt werden k6nnen, indem 
man die Aggregate der sechs vorhandenen Puare bildet, 

( i )  v + vl , v + v2,  v + v3,  v2 + v~, v 3 + vl , v~ + v 2. 
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Aus den Coordinaten der Eckpunkte E0, E~, E~, E 3 in (I7) , (18), (I9) , 
(20) des vorigen Art. folgen dagegen fiir die Quadrate der Liingen der 
sechs Kanten, sobald von (Io) des Art. I Gebrauch gemacht wird, die Dar- 
stellungen 

(2) 
t I . ~ I I N ( A  ) q -I-  

-~:(A)q~l 2 + ~.~:, . ,  . ,  , ~\ ( , t ) u  + ~ , ,,., 

I N(A)q -4- N ( A ) q  ~ + s  ~ ~.~., . 

Es dienen 
chungen 

(3) 

also zu der Bestimmung von ~ ,  2~3, ,~,, ),~2 die vier Glei- 

I N(A)q2~ 

I ' N(A)q'.w = %, 
�9 /(31 

N(A)q~ I 

Ao.s 

N(A)q2 5T z ------" V a .  
At? 

Aus denselben folgt sogleich das System 

(4) 

I I I I I 
- -  + _ + _ _ +  _ ,  

ql ~/, .UI i~ 2 i, 3 

I 

N ( A )  I I t I ' - + - - + - - + - -  
7' L' 1 ~'~ V 3 

& 
N(•) 

I 

V t 

1 I I I - + - - + - - + - -  
V 1~I ?)'2 ~3 

I 

v~ 

N(A) I I I I ' + - - + - - + - -  
V V l '0 2 V s 

I 

& v~ 
N ( A )  [ I I - + - - + - - + - -  

V Yt V$ V$ 
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Dureh diese Gleichungen sind q und die Verhiiltnisse der vier Gr6ssen 

&~, ),1~. eindeutig bestimmt, und zwar ist (tie Determination mit 

derjenigen im Einklange, welehe 1. e. Art. ~2, S. 122 ang'egeben ist. 

Naehdem nun fiir jedes Maximumstetraeder, fiir welches der vemein- 
same Durehschnittspunkt der HShen innerhalb des Tetraeders liegt, das 

zugeh6rige System yon reellen Gr6ssen ),,~, ),~a, ),It, ),~.., ermittelt ist, yon 
denen keine versehwindet, werde ieh die beiden Svsteme yon drei ~,~eo'en., 
einander reehtwinkligen Geraden aufsuehen, yon denen das eine auf das 

andere dureh Drehung um eine yon vier Axen zuriieko'efiihrt werden kann, 
(lie respective mit den vier H6hen des Tetraeders zusammenfallen. Ein zu 

diesem Zweek geeignetes Htilfsmittel besteht &r im die Punkte zu be- 
stimmen, in denen die Kanten des Tetraeders yon den Coordinatenebenen 

-' 3 , o'etroffen des ersten Systems x~, :~2, ~ oder des zweiten Svsten s y~ y~, y~, 

werden. Die Coordinaten der ]deken E 0, E, , E~,  E s in (I7), (~8), (19), 
(2o) und die Gleiehungen der Seitenflitehen des Tetraeders in (21), (22), 

(23), (24) des vorigen Art. beziehen sieh auf das erste System. W e n n  
(let indefinite Punkt  (g~, ~2, L) des ersten Systems in dem zweiten (lie Co- 

ordinaten th,  l)=, ~):~ hat, so fola'en vermittelst ( ~ )  des Art. ~ aus den 
zuletzt genannten Gleiehungen die fol~enden Glmehun,en  der vier Seiten- 

flfiehen 

(,s) 

(6) 

(17) 

{8) 

, vstem I)aher haben die Eeken Eo, 1;2~, E~, F J:, in dem zweiten S bezie- 

hungsweise die Coordinaten 

(9) 

(,o) 

( t l )  

A~ a As 1 At 

7o ' ';,2 q '  ):; 'J' 
/,~ ),,. ).,~ 

~ z - - ~ q  , : q  , ),: q '  
/"~3 

Acta math~natica. 24. Iml,rim~ le ]9 juin 1900. 18 
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Es wird nun die Kante EoE ~ in dem einen oder 'anderen der beiden 
Coordinatensysteme durch die folgenden Systeme yon Gleichungen dargestellt 

oder 

�9 " )'~ )'~ ~" t 

X~ --~-oq = Zo / 1 A~a 

) ' 1 2  . 'l~-)qto 

I )'23 
Y, - - ~ q  = , 

�9 ),, \ 

�9 )q,,o =( , 

[ ~J3 /o 2.2, ~,o,)ql'ol " 

Der Durchschnittspunkt der Kante EoE ~ mit der Ebene x~ = o liefert 
daher den Werth 

"2 
A23 

to1 -- ,;o ~ + ),~ ' 

mithin 

"2 
I - -  tot /o 

In  derselben Weise giebt der Durchschnittspunkt der Kante EoE ~ mit 
der Ebene y~ = o die Bestimmung 

folglich 

- -  ~ "2 5 

"2 
"t/n t A~S 

I - -  ~ol 2~ 

Nachdem die Durchschnittspunkte der Kante E o E  ~ mit den iibrigen Co- 
ordinatenebenen ermittelt sind, ergiebt sich die Zusammenstellung 
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(15) Kante E o E, to t 

I - -  ' u o t  

X 1 ~0 

X 9 ~ 0  

Yl ~ 0  

if3 ~ 0 

~0 ~1~ 

Ao Aal 

Verf~Lhrt man ebenso mit den i~brigen Kanten, und wendet die entsprechen- 
den Bezeichnungen an, so erh/Llt man die folgenden Schemata 

(t 6) Kante E o E  ~ 

X 1 ~ 0  

X 9 ~ 0  

X 3 ~ 0 

ffl ~ 0 

Y9 - - = 0  

Ya ~ 0  

] - -  ~02 

~o ~,~ 

Zo 2~ 

~o~ 

] - -  'rio2 
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( I7 )  K a n t e  E o E a 
t r~ 3 

[ - -  ~03 

?I03 

I - -  "/Io3 

X 1 ~ 0 

X 2 ~ 0 

X:3 ~ 0 

f f l  --'=- 0 

g~ = 0 

Ya ~ 0 

J~0 J~31 

~23 ~ | 2  

(,8) K a n t e  E2E ~ 
I - -  /23 

~t'23 

- -  ~r23 

X 1 ~ 0 

X2 ~ - - - 0  

X a ~ -  0 

Yl  ~ O  

y ~  ~ O  

Ya -~- O 

T 
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,9) Kante E~E~ 

X 1 ~ 0 

t - -  tal 
~ 1 

I - -  7r 

X;~ ~-~ 0 

y !  ~ 0 

tY:~ : 0  

~o ~23 

~12 ~o 

(20) Kante E~ E, 2 
[ - -  ill2 

1112 
I - -  ?11@ 

X 1 ~ 0 

X 2 ~ O  

X 3 ~ 0  

~1 ~ 0 

Y i  ~ 0 

Y3 ~ 0 

~n ~31 
~23 ~17 

Naeh den 

liebigen Punkt  

Gleichungen 

P d e r  durch 

13) ist der Ausdruck f~ fiir einen be- 
I - - -  t ~  

E o und E~ laufenden geraden Linie gleieh 
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E ,P  und zwar positiv oder negativ genom- dem Quotienten der Strecken E ~ P '  " 

men, je nachdem P zwischen den Punkten E 0 und E 1 oder ausserhalb 

%' gilt in Folge der beziiglichen Strecke liegt. Ftir den Ausdruck t--Vo,  

ta~ oder ~b die yon (I4) die gleiche Definition, ffir die Ausdriicke i--ta~ I--~, ,b '  

aus den angegebenen durch Einsetzung anderer Paare von Zahlen entstehen, 

t~ und "ab denselben Wel"th die entsprechende. Sobald deshalb I--tab I--~,ob 

annehmen, so fallen die zugehSrigen Punkte zusammen. Aus diesem Grunde 
werden die Kanten F o E  ~ und E ~ E  3 yon den Ebenen x~-~ o, y~-~ o, die 
Kanten E 0E. 2 und E 3E~ von den Ebenen x: = o ,  y:----o, die Kanten 
E ~ E  s und E~E 2 yon den Ebenen ~:~ ~ o, y:~ ~ o in denselben Punkten 
getroffen. 

Es ist leicht zu erkennen, dass die definirten Durchschnittspunkte 
mit denjenigen Punkten iibereinstimmen, in welchen fiir jede Seitenfl:~iehe 
des Tetraeders eine Dreiecksseite (lurch das yon tier gegeniiber liegenden 
Ecke herabgelassene Loth getheilt wird. Daraus folgt dann weiter, dass 
tier den Ebenen x~ = o und y~ -----o gemeinsame, durch den Punkt  0 ge- 
hende Strahl auf den beiden Kanten E o E  ~ und E 2 E  ~ senkreeht steht, 
und class fiir die beiden iibrigen Paare sieh nicht sehneidender Kanten die 
gleiche Beziehung besteht. 

t~b und (1~ welche Die iibrigen 24 Werthe der Ausdriicke I - - t ,~  I---Va--~' 

in den sechs Zusammenstellungen ('5), (16), (17) , (18), (I9), (20) vor- 
kommen, werden erhalten, indem man die Elemente "~o , )'~ , ~3t, )'l~ auf 
alle mSglichen Arten in je zwei Paare abtheilt, immer das Product des 
einen Paares dureh das Product des zugeordneten dividirt und jeden Quoti- 
enten mit der positiven oder ne~ativen Einheit  multiplicirt. In  der obigen 
Darstellung haben offenbar die Werthe aller Quotienten, denen kein Zeichen 
vorgesetzt ist, dasselbe Vorzeichen, alle diejenigen, die mit dem Minus- 
zeichen versehen sind, das entgegengesetzte Vorzeichen. Zwei Punkte der 

unbegrenzt verl{ingerten Kante E~ ~ ,  fiir welche t~----2--b und ~a--~L-b gleiche 
I - -  tab  I - -  ' U a b  " 

und entgegengesetzte Werthe annehmen, bilden mit dem festen Paar E , ,  Eb 
vier harmonisehe Punkte. Deshalb zeigt die beziigliche Zusammenstellung 
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dass auf jeder unbegrenzt verl~in~'erten Kante zwei Paare yon Punkten auf- 
treten, die mit den beiden Ecken vier harmonische Punkte liefern, so dass 
die zusammen~'eb6ri~'en drei Paare eine Involution bilden. Aus den 24 

~(tb ? l a b  g'egebenen ~Verthen yon und - - - - -  werden die zugeh6ri~en Punkte 

durch eine elementare geometrische Construction gefunden. 

Hebt man alle diejenigen Punkte heraus, fiir welche die Ausdr[lcke 

t.~ und ",~b positiv sind, so lie~en dieselben immer zwischen den 
I - -  ~ob I - -  "H~b , .  

betreffenden Ecken L'~ und L~. Indem die Punkte, welehe derselben Coor- 
dinatenebene ang'eh6ren, durch einen in dieser Ebene in sich zuriickkehrenden 
Zug yon geraden in den Seitenfl:,ichen des Tetraeders liegenden Linien ver- 
bunden werden, erhiilt man ffir alle seehs Coordinatenebenen x~ = o, 
.r,: = o, x:~ --= o, ~/~ = o, Y2 = o, y:~ = o die g'eradlini~en Begrenzungen 
derjenig'en Theile, welche innerhalb des Maximumstetraeders eingeschlossen 
sind; dm-ch diese Spuren sind die Coordinatenebenen selbst geometrisch be- 
stimmt. 

Die im Vorhergehenden abgeleiteten Resultate crlauben eine unmittel- 
bare Anwendung" auf die Bewegung" eines beliebigen Systems yon starr mit 
einander verbundenen Massenpunkten. Sobald der Schwerpunkt des Mas- 
sensystems und das rechtwinktige System der zugeh6rigen HaupttrSgheits- 
axen bestimmt ist, kann bei .ieder Bewegung des Systems die Drehung der 
Haupttriigbeitsaxen um den Schwerpunkt verfolgt werden. Wenn man 
jetzt die im Laufe der Zeit geschehende Lagen:,inderung der um den Schwer- 
punkt rotirenden Haupttdigheitsaxen in ]3ezug auf irgend ein in dem 
Raume testes System yon rechtwinkligen Axen als bekannt annimmt, so 
lassen sich naeh der vorhin entwickelten Methode fiir jeden Zeitmoment 
die entsprechenden vier Drehungsaxen und zugeh6rigen Drehungswinkel 
ableiten. Aus diesen ])aten ergiebt sich, nachdem der anzuwendcnde Mass- 
stab der Gr6sse gewiihlt worden ist, e i nde r  Gestalt, Gr6sse und Lage nach 
vollst~tnclig bestimmtes Maximumstetraeder. Dasselbe bildet fiir die beob- 
achtete drehende Bewegung einen bestiindigen Begleiter. 

Das Maximumstetraeder enthiilt aber die Merkzeichen sowohl des in 
dem Raume festen zur Ortsbestimmung eingeffihrten wie auch des beweg- 
lichen Systems der Hauptaxen. Sowoh] diese Spuren als die zu den vier 
Drehungsaxen geh6renden Drehung.swinkel lassen sich vermittelst des aus- 
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einandergesetzten Verfahrens auffinden. Es besteht daher die Mdgliehkeit,  

aus der festen Gestalt und Lage des Maxinmmstetraeders riiekw~irts auf 

die Natur  der drehenden Beweo.un~' zu sehliessen, aus deren Betraehtun,o' 

die Definition des Maximumstetraeders hervorge~'angen ist. 

a 

Mit der AusdehnunR" des BeR'riffs der I)rehungsaxe auf eine ebene 

Manni~'faltiR'keit yon n Dimensionen beschliifti~'t sieh die im 65 '~'' Bande 

des , J o u r n a l s  f i i r  M a t h e m a t i k  S. I85 ver6ffentliehte Abhandluno" yon 

SCEtLXFLr [~'l)er invariantive Elcmente  einer ortho.qoualen S~tbstilution, w~.nn 

dieselbe als Ausdruck  der Bewe.qunq /eder Grul)l)e vm~ IVertl~en der I'ariabeln 

ae~s dem identische~ Zustande in den trans/ormir/en 9efitsst wird. 

Man kann das hier untersuehte Problem so ausdriieken, class ein System 

yon n Variabeln x~,  x : ,  . . . .  x,, dutch eine lineare Substitution in ein 

System yon n Variabeln y~, y~, . . . .  y,, t ransformirt  wird 

x~ --  %~y, + %~!/~ + . . .  + ~,,,y,, 

(~) :r~ = %~!f, + %~1, + . . .  + ~..,,,;q,, 

x ,  --= ~o~y~ + ~,..y.., + . . .  --[- ~,,,y,,, 

welche die Gleiehung 

erfiillt, und deren Detcrminante  o'leieh d- r ist, und class naeh solehen 

Svstemen yon Variabeln x~,  x~, . . . .  x,, gefragt wird, fiir welehe der 

Ausdruek 

;3) x yl -4- x~y~ + . . .  -4- x,y, ,  

ein Maximum oder Min imum wird, wShrend das Aggregat  x~ d- x~ d-...-d- x;:, 
einen festen Wer th  behiilt. Es k6nnen nun in einer ebenen Mannigfaltig'- 

keit yon n Dimensionen x l ,  x~, . . . .  r,, als (lie Coordinaten eines Punktes  

in einem festen orthogonalen System, ferner y~, y ~ , . . .  Yn als die Coor- 
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dina.ten desselben Punktes in einem zweiten beweglicheu orthogonalen System 
aufgefasst werden. Wenn alle Coordinaten auf das erste System bezogen 

werden, so geht bei der Bewegung des zweitens Systems in die Lage des 

ersten tier Punkt  (Xl, x~, . . . .  x,,) in den Punkt  (.q~, y~, . . . .  y,) f~ber. 

Ferner stellt dann der Ausdruck (3) den in die feste Gr6sse x ~ + x ~ + . . . + x ~ ,  

multiplieirten Cosinus des Winkels zweier Strahlen dar, die yon dcm gc- 

meinsamen Nullpunkt  naeh den Punktcn (Xl , x~,  . . . .  x,,) u n d  (y, , y : ,  . . . .  y , )  

gezogen werdcn. Die erwiihnte Aufgabe de maximis ct minimis bezieht 

sich jetzt naeh dcm yon SCHLAFLI angewcndcten Spraehcebrauch auf die 

Ermit telung des Maximums oder Minimums der angularen Verschiebung. 

U m b e i  dem Problem de maximis ct minimis die Gr6ssen Xl, x~, .... & 
als die unabhiingigen Variabeln zu haben, werdc das System (I) nach den 
Variabeln y~, y~, . . . .  y,, aufgel6st, wodurch das System entsteht 

(4) 

I Yl : :  ~11Xl -~ ~21X2 -'~ ~ " " -~ ~nlXn 

i . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Bildet man nun mit Zuziehung eines unbestiinmten Factors a den Ausdruck 

(5) &v ,  + x~y, + . . .  + x,,y~ - -  , ,(z ~, + f ;  + . . .  + ~), 

und setzt die n partiellen Derivirten desselben naeh & ,  x~, . . . ,  x, gleich 
Null,  so ergiebt sich das zu dem Problem geh6rende System yon Glei- 

ehungen 

(6) 
I . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

(~,~, + ~:,,)z, + (~,,~ + a,~)z~ + + 2~,,x,, = 2~x, ,  

Auf Grund desselben gilt die Bedingung, dass die Determin~nte der n ho- 
mogenen Functionen verschwinden muss; mithin kommt hir a die Glei- 
chung des n ten Grades 

Acta mathema~/ca. 24. Imprim6 le 13 juin IgO0. 19 
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(7) 

2 a l l  ~ 20" , ~t12 ~ q~l  , �9 �9 �9 ~ a l .  -4- q ,~ 

a21 - ~  ~212 , 2~.22 - -  2 6  , , � 9  a.2, ~ a ,2  

a n l  ~ (2in , a , ,2  -4-~2~,~ , . . . , 2 a n n - - 2 0 "  

~ O .  

Gleichzeitig folgt aus (6), indem man die Gleiehungen der Reihe naeh mit 

x~, x~, . . . ,  x, multiplieirt und addirt, dis Relation 

(8) z,.~q + x.~y~ + . . .  + x=?/, __ a. 
2 2 2 

Es wird also der Wer th  des Cosinus, der zu einem Maximum oder Mini- 

mum gemacht werden soil, dutch a dargestellt, und die Gleichung a = I 
bedeutet, dass die yon dem Nullpunkt  nach den Punkten (xl, x2, . . . .  x,) 

und (Yl, Y2, . . . .  Y,,) gezogenen Strahlen zusammenfallen. Es muss nun 
unterschieden werden, ob die Anzahl n der Dimensionen der Manni~'faltig- 
keit ungerade oder gerade ist. 

Zuerst werde n ungerade vorausgesetzt. Dann zeigt SCHL'~FLI, dass 
die Gleiehung (7) stets dutch den Wer th  a =  I so erfiillt wird, dass dabei 

nicht alle adjungirten Elemente verschwinden. Es sind dann durch (6) 

die Verh~ltnisse der Gr6ssen x~ , x 2 , . . . .  x,, vollst~ndig bestimmt, und der 
yon dem Nullpunkte nach ( x l ,  x ~ ,  . . . .  x , )  gezogene Strahl wird die auf- 
zusuchende Drehungsaxe. 

Man gelangt zu einem iibereinstimmenden l~esultat, wenn man die 
vorhin in Art. x. zur Definition der Drehungsaxe benutzte Forderung auf 

die vorliegende Mannigfaltigkeit yon n Dimensionen ausdehnt. 

Es handelt sieh hier um die Aufgabe, einen Punkt  (#l, P~, ' ' - ,  #,~ 
so zu bestimmen, dass der yon dem Nullpunkte nach demselken gezogene 
Strahl mit dem nach einem beliebigen Punkte  (x~, x2, . . . .  x,) gezogenen 

Strahle und mit dem nach dem zugeh6rigen Punkte  (y~,  Y2 ,  . . . .  y,,) ge- 
zogenen Strahle Winkel  yon gleichen Cosinus bildet, oder dass die Gleichung 

(9) p l x l  + p2x2 + . . . . - { -  p , , x ,  ----- p , y l  + P2Y~ "-[- �9 �9 �9 + P,Y,,  

erfiillt ist. Aus derselben ergiebt sich das System yon Gleichungea 
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Aufl6sen naeh den links befindliehen Gr6ssen fl~, p ~ , . . . ,  *'~ folgt 

%~& + %~& + " ' '  + =".,,P,,----- P2 

~,,Pl + ~,~& + . "  + ~,,,,*'n -----*'n. 

und durch Addition der entsprechenden Gleichungen erhiilt man 

I 2~,1,*' ~ + (~,~ + ~ ) &  + . . .  + (~,,, + ~o~),0~ = 2 , ,  1 

(~ 2) % '  + ~'~)?' + 2==r + . . .  + (~,,, + ~,,~)?~ = 27~ 

(~nL + ~ ~)71 + (~n, + ~ ) &  + . . .  + 2 ~ ? ~  = 2*',,. 

Dieses System geht abet aus dem obigen (6) hervor, indem xl,  x~, . . . .  xn 

respective dureh Pl , P~, . . . .  P,, und a dureh die positive Einheit  er- 
setzt wird. 

Es kann jetzt die Frage naeh der Drehungsaxe far alle Svsteme auf- 
geworfen werden, die aus (I) entstehen, indem atff alle m6gliehen Arten 

statt einer geraden Anzahl yon Gr6ssen y: die Gr6ssen - - y :  gesetzt werden. 
Die angegebene Veninderung ist dieselbe, als wenn in der orthogonalen 

Substitution %~, % ~, . . . , ~n~ die entspreehende gerade Anzahl yon Vertieal- 

reihen mit der negativen Einheit  multiplieirt wiirde. Die resultirenden 

Substitutionen bleiben orthogonale und behalten die Determinante + I. 
In  der Schrift Uber die Summen von Quadralen, I I ,  Art. I, S. 62, ist 

bewiesen, dass unter den Determinanten, die aus der Gestalt 

(,3) 

~ a l  ~ ~ ~ �9 �9 �9 y ~ n a  - ~  I 
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in der angegebenen Weise entstehen, wenigstens eine einen yon Null  ver- 

schiedenen Wer th  haben muss. Well nun zwischen den bezi~gliehen ortho- 

gonalen Systemen kein wesentlieher Unterschied besteht, darf ano-enommen 
werden, dass ffir die yon Hause aus o.ewfhlte Substitution diese Bedingun~' 

erfiillt ist. Die betreffende Determinante werde mit D bezeichnet, und 

nach den Elementen ao~ so partiell differentiirt, als ob diese yon einander 
unabhiingig wfiren, dann k6nnen verm6ge der 1. e. mit (9) bezeichneten 

Gleichungen, unter Benutzuna" einer beliebigen reellen yon Null ver- 
schiedenen Gr6sse ),,, die Elemente ),o~ wie folgt definirt werden 

und es zeigt sich, dass die GrSssen ),,a sfimmtlich verschwinden, fiir die 

fibrigen aber ),ab + ),b~ = o sein muss. 
Um die Frage naeh der definirten Gruppe yon Drehungsaxen ana- 

lvtisch zu formuliren, m6gen die Indices, fiir welche in einem einzelnen 
Falle die Gr6ssen y ungeiindert bleiben, mit a ,  b ,  . . . .  e, die fibri~'en 

Indices indefinite mit f bezeiehnet werden. Well nach der g'egenwiirtiffen 

Annahme n eine ungerade Zahl bedeutet, f eine ~erade Reihe yon Zahlen 
durchlauft, so ist die Anzahl der Indices a ,  b, . . . .  e nothwendig ungerade. 

Es kommt jetzt darauf an, n GrSssen 

p,,~ ...... p~.b ...... , p:,,..., 

so zu bestimmen, dass die aus (9) abgeleitete Gleichung 

befriedigt ist. 

yon Gleiehungen 

a.pT,b ...... + a2~p~ '~ ...... + . . .  + a, lp,", '~'''~ 

a,~p~, ~ ...... + ~p~'~ ...... + . . .  + ~,,~p:'~ ...... 
(t6) 

a , b , . . . . e ~ -  a , b , . . . . e  ~ "  a , b , . . . . e x ,  

a , b , . . . . e  1 . . . a , b , . , . . e  
= p:.b,....,g, + p~ Y~ + - -  ~ P r  Yr 

Hieraus folgt, wie oben das System (Io) aus (9), das System 

~,p~'~ ...... = o 

-- e2p~ 'b ...... = o 

a~b , . . . . e  ~.p~'~ ...... + ~ .p~ , '  ...... + . . .  + ~ . .p~. ,~ ' " ' ,~- -~ .p .  = o, 
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wo die Zeiehen so, sb, . . . .  s< dureh + i, die Zeiehen s r dureh - -  i zu 
ersetzen sind. Die Anzahl yon Verbindun~en, die in der a n~eo'ebenen~ ~ \Veise 

aus den Zeigern i , 2 ,  3 , . . . .  n erhalten werden k6nnen, betrS~t 

I . 2  I . 2 . 3 . 4  

oder 2 n-~. Die Gruppe der definirten Drehun~saxen besteht also aus 2 "-~ 

Individuen. Sobald festg.estellt ist, dass die Determinante ties Systems (t6~ 
versehwindet,' ohne dass die sfimmtliehen adjun~'irten Elemente versehwinden, 

sind die VerhSltnisse der zu suehenden Gr6ssen 

, o7 ,  ~ . . . . . .  ,~0,~  . . . . . .  , f,: '~ . . . . . .  i'J2 , �9 . . 

bestimmt und k6nnen in der folgenden Weise ~efunden werden. 
Es ist 1. e. I I ,  Art. I, S. 67 ang'egeben, wie aus den vorhin deft- 

nirten Gr6ssen 2 o und Jt~, naehdem zu beliebige Zahlen a ,  b ,  . . . .  f aus 
der Reihe yon I his n ausgew~ihlt sind, eine Gr6sse ),~,b,....r abgeleitet wird, 
die gleieh einem Bruehe mit dem Nenner  ),;-~ ist, dessen Ziihler erhalten 
wird, indem man mit den Zahlen a ,  b , . . . ,  f alle Permutationen der 

ersten Classe vornimmt, hierauf diese Zahlen in der gegebenen Reihenfolge, 
zu zweien gepaart, an den Buehstaben ~ als Zeiger vertheilt, yon den Pro- 

dueten, die unter einander gleieh sind, nut  ein einziges w:,ihlt und yon 
allen versehiedenen die Summe nimmt. Alsdann l:<isst sieh das obige System 

(I) zun{iehst dureh das System yon n Gleiehungen ersetzen, das 1. e. S. 65 

aufgestellt ist 

),o x,  + ),~lX~ + . . .  + ),,,,x, = ),o Y, + ),,.~Y, + . . .  + ),,,Y,, 

(t 7) ),:~x, + '~o x~ + + ),,,~x,, = ),~,y, + )'o Y.~ + + '~-',,Y~ 

~ , n X  1 -11._ )<2nX2  .J[_ . 2[ -  )'0 X n  = )'nlYl "71- )'"2ff3 "31- + 2'0 Yn, 

und aus diesem wird mit Einreehnung yon ihm selbst ein System yon 

2 "-1 Gleiehungen erhalten, das naeh Art. 2, S.  69 die folg'ende Gestalt hat 

(t8) ~ ..... x~ + ~, ...... x~ + . . .  + L~...~x, + ~),r~...<Xr 

= ,~ ..... Y~ + )< . . . . . .  Yb + . . .  + '~ab...dY,--- ~),r~b...eYr; 
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hier haben a ,  b ,  . . . .  e ,  f die vorhin an~.e~'ebene Bedeutung; bei dem 
Fortfallen aller Zeiger tri t t  die Null an ihre Stelle. Eine Vergleiehun~ 
yon (I8) und (tS) zeigt, class die beiden Relationen in ~'enau derselben 
Weise .a.ebildet sind. Ebenso wie (x6) aus (x5) abgeleitet ist, fol~'t aus 
(I8) ein System, das aus (I6) hervorgeht, indem respective start 

. . . . . . . . ,  . . . .  ...... , / , 7  ...... 

die Gr6ssen 

(20) Zbc...e ~ . . . .  ]'ab.,.4 ~ Zfab.. .e 

substituirt werden. Weil nun die Verhiiitnisse der Gr6ssen (I9) unter tier 
an~'ea'ebenen Voraussetzung. eindeuti~ bestimmt sind, und weil die Gr6ssen 
(.20) denselben Gleiehunzen o'enflzen, so werden die Verh:,iltnisse der ge- 
suehten Gr6ssen (19) dutch die Verhiiltnisse der Gr6ssen (2o) beziehungs- 
weise dargestellt, und sind auf diese Weise als rationale Verbindungen der 
GrOssen 20 , 2~b ausgedrtiekt. Zur Untersuehun~" der Determinante des Systems 
(I6) eig'net sieh ein Satz, der 1. e. Art. 8, S. 94 mit~etheilt  ist, und fob 
~endermassen ausg'esproehen werden kann. 

Wenn in der obig'en Determinante (I3) die in der Diagonale stehenden 
additiven Einheiten der Reihe naeh dureh n unbestimmte GrOssen s~, s~, .... s,, 

ersetzt werden, so entsteht die Determinante 

(2i) 

~ 1 1  + 6' 1 ~ ~t19 , . . . .  ~ l n  

------ D ( s l  , S ~ ,  . . . .  S,,). 

~ n l  ~ 9~,7 ~ . . . .  ~nn  ~ Sn  

Ferner erhiil~-man aus den Elementen ),0, 2,,b die Determinante 

(22) 

'~0 ' '~21 ' " " ' " A'al 

)'1~, 20 , . . . .  2,,2 

, t~ ,  Jt~ , . . . .  ,t .... 
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(23) N(A) = g + ~,~ + . . .  + ~,7,, + . . . ,  

wo bei den GrSssen ). zuerst alle Verbindunzen der Zeiger yon I his n 
zu je zweien, dann zu je vieren, u. s. f. zu nehmen sind. Alsdann be- 
steht der erw~ihnte Satz in der folgenden Darstellung der Determinante 
D ( s ~ ,  s.~, . . . .  s.)  

i.r - -  I)(8~ - -  1 ),~ 
(24) N(A)D(s,, S 2 ,  . . . .  8n)  = (81 + I ) (8~+  I ) . . .  (8n+ I) ) ,~+ (.~11~i)(8~ i ) / , / 2+  ..- 

(~,-- l)(s,-- 1)(.~--I)(8,-- l) ,o ) 
+ (.~ + ~)(~ + ,)(.% + ,)(.~, + 1) 1,~3,+ ... ; 

die auf der rechten Seite angedeuteten Aggregate werden in dcrselben 

Weise gebildet, wie ffir (23) angegeben is t  
Setzt man die s~immtlichen GrSssen sx, s~, . . . .  s, gleich eincr ein- 

zigen s, so wird die linke Seite yon (24)gle ich  dem Product des noth- 
wendig von Null verschiedenen Aggregats N(A) in die Determinante 

0[11 " [ -  8 } ~12  ~ . . . .  (Zln 

(25) %' ' %~ + s ,  . . . .  ~ . 

~nl ~ ~n2 ~ .... ~nn -~ 8 

gleiehzeitig gehen die auf der rechten Seite yon (24)vorhandenen Producte 
in Potenzen iiber. Da gegenwSrtig n ungerade angenommen ist, so steigen 
die in den Nennern vorkommenden Potenzen yon (s + l) his zu der ( n -  I) re'' 
Potenz, und man kann der rechten Seite yon (24) die folgende Gestalt geben 

(:6) (8 + i)((s + 1)n-,~ + (s + i ) n - 3 ( s -  ,)~(~,h + . . . )  

+ (s + ~ ) ~ - ~ ( s -  i),(~,:~, + . . . )  + . . . ) .  

Die Darstellung der linken durch die rechte Seite bringt dann den Satz 
in Evidenz, der zuerst yon BRIOSCHI in der Note Sur un th~or~me relatif 

au:c d~terminants gauches, LIOUVlLLE'S J .ou rna l  de m a t h 6 m a t i q u e s ,  
tome 19, S. 253 aufgestellt und bewiesen ist, dass nfimlich (26)bei  einem 
ungeraden n fiir s : -  I gleich Null wird, und aussordem ffir keinen 
reellen Werth  yon s versehwinden kann. Es folgt hieraus, class die De- 
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terminante des Systems, das aus (IO) hervorgeht, indem die Ausdri~cke 
rechts, mit der negativcn Einheit  multiplicirt, auf die linke Seite gebracht 

werden, verschwinden muss. Wenn  bet dcm bez[lglichen Schema alle ad- 
jungirten Elemente gleich 5"ull wiirden, so mfisste der nach s genommene 
Differentialquotient yon (25) fiir s = - -  I ebenfalls verschwinden, oder es 

m~isste die Function (25) yon s nicht nur dutch (s 4- I) sondern auch 
dutch (s 4- I) 2 theilbar sein. I)amit aber in (26) die mit (s 4- i) multi- 

plicirte Function (lurch (s 4- I) aufgehcn kann, muss sie gleichfalls f[,r 
s = ~ I gleich Null  werden, und dies kann nur geschehen, wenn der letzte 

in ( s -  1) "-I multiplicirte Bestandtheil oder das Ago-regat der Quadrate 
der Gr6sson ),, welche mit n - -  I Indices versehen sind, verschwinden. Es 

wird daher der Fall, dass (25) durch (s 4- l) ~ aufgeht, (lurch die Voraus- 
setzung ausgeschlossen, dass die Verbindungen 2, bet denen die Zahl der 
Indices gleich n - -  I ist, nicht alle gleich Null  sind. Sobald diese Vor- 

aussetzung gilt, ist es sicher, dass die Verhiiltnisse tier Gr6ssen p~, P2, '"" P,, 

(lurch das System (I o) vollstiindig bestimmt sind. 
Hier kann die 13emerkung hinzugefiigt werden, dass das System (Io) 

aus (I6) ontsteht, indem die Zeiger a, b, c, . . . .  e die Werthe I ,  2 , 3 ,  . . . .  n 
erhalten, und der Zeiger f fortfiillt. Dem entsprechend fallen auch in (18) 
die nach f laufenden Summen fort, und fiir die in ( [9)aufgef i ih r ten  
Gr6ssen, die mit p~, p~, . . . .  ~o,, coincidiren, folgt aus (2o), dass ihre Ver- 

h~iltnisse durch die Verh:,iltnisse der Gr6ssen ), bestimmt sin(l, welche n - - i  
Zeiger haben. Die oben ernAttelte Bedingung, dass nicht alle Gr6ssen 2, 
die n - - I  Zeiger haben, verschwinden diirfen, bezieht sich hiernach auf 

diejenigen Gr6ssen ),, denen die gesuchten Gr6ssen p~, P2, ' " "  ft, propor- 

tional sein miissen. 
Die Determinante des Systems (16) wird aus D ( s~ ,  s.2, . . . .  s,) erhalten, 

in dem man start s , ,  s~, . . . . s~ die negative, start s r die positive Einheit  

substituirt. Ich werde jetzt die Veriinderung betrachten, welche mit der 

rechten Seite von (24) vor sich geht, wenn die Gr6ssen s , ,  s~ , . . . ,  s~ un- 
ge~indert bleiben, dagegen fiir jede Gr6sse s r r e s p e c t i v e - - s  r eingesetzt 

wird. Die rechte Seite von (24) ist ein Aggregat yon Summanden, die 
aus zwei Factoren bestehen. Der eine Factor geht aus dem Product 
(s~ 4- I)(s 2 4- I ) . . .  (s,, 4- i) hervor, indem auf alle m6gliehen Arten eine 

gerade Anzahl unter den Gr6ssen s~ , s : ,  . . . .  s, durch ihren negutiv genom- 
menen Wer th  ersetzt wird. Der andere Factor ist das Quadrat derjenigen 
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GrSssen Jl, deren Indices mit den Indices der negativ genommen Gr6ssen 
s~, s~, .... s, iibereinstimmen. Wofern nun fi~r eine gerade Anza.hl yon 
Gr6ssen s z immer - - s  r substituirt wird, so geht der Inbegriff der ersten 
Factoren in sich selbst tiber. Well  a.ber die zweiten Fa.ctoren unber~ihrt 
bleiben, so ist der Erfolg kein anderer, "ds dass die letzteren in einer regel- 
miissig bestimmten aber anderen t~eihenfola'e mit den ersten Fa.etoren zu- 
sammentreten. Wird nun, naehdem dies ta'esehehen ist, start s~, s~, . . . ,  s,, 
dieselbe Gr6sse gesetzt, so ergiebt sich die Determinante yon (16) dureh 
die Annahme s = ~ I. Die 5her die Determinante (251 angesfellten Er- 
6rterungen erlauben jetzt in Bezug auf die Determinante des Systems (I6) 
den Sehluss, dass diese verschwindet, und dass ~leichzeitig nicht alle ad- 
jungirten Elemente verschwinden k6nnen, voraus~'esetzt, dass yon einer be- 
stimmten Gruppe yon n Gr6ssen ~ nieht alle Individuen verschwinden. 
Eine genaue Er6rterung liisst erkennen, dass die bezilR'lieheIl Gr6ssen 
dieselben sind, welehe in (20) erseheinen, und denen die aufzusuehenden 
Gr6ssen (I9) proportional werden. 

Will  man die Gr6ssen p~,b . . . . . . . .  b ...... , . . . ,  p,, , deren Verhiiltnisse dureh 
das System (I6) bestimmt sind, vermittelst eincs Problems definiren, dass 
dem yon SC~ILXFLI aufgestellten Problem entspricht, so kann man fordern, 
dass der Ausdruek 

(27) xoy,  "4- x~yb + . . .  + x,y<--~Xry r 

zu einem Maximum oder Minimum gemacht werde, w{ihrend die Summe 
2 2 9 x~ + x~ + . . .  + x;, einen festen "Werth hat, und dass der fiir (27) resul- 

tirende Werth, dureh die Smnme x~ + . . .  + x~ dividirt, gleich der Ein- 
heir sei. 

Ich komme jetzt zu der Untersuchung" des Falles, dass n gerade ist. 
Fi'lr denselben betrachtet ScnI,/iFLI das auf den obi~'en Ausdruck (5) be- 
ziigliche Problem de maximis et minimis. Er giebt an, dass die obige 
Gleichung des ft ten Gra.des (7) a.lsdann durch den Werth  a =  I nicht erffdlt 
wird, dass desha.lb das zugeh6rige System (6) keine AuflSsung zulfsst, und 
zieht hieraus den richtigen Schluss, dass fiir eine ebene Mannigfaltigkeit 
einer geraden Ordnung die yon ihm aufgesuchte Verallgemeinerung einer 
Drehungsaxe nicht vorha.nden ist. Man kann indessen fiir eine ebene 
Mannigfaltigkeit einer geraden Ordnung eine a.ndere Forderung aufstellen, 

Aeta malhemativa. 24. Imprim~ le 3 juillet 1900. 2 0  



154 R. Lipschitz. 

welche immer 15sbar ist, und in anderer Weise eine Verallgemeinerung 
einer Drehungsaxe liefert. 

Der angegebene Zweck wird, erreieht, indem fiir die vorliegende Man- 
nigfaltigkeit tier n t~" Ordnung die Bestimmung eines Punktes (,o~, P2 ,  . . . .  P,,) 

verlangt wird, fiir welchen die Gleiehung befriedigt ist, die aus (9) dadurch 
hervorgeht, class auf alle mSglichen Arten start einer u n g e r a d e n  Zahl von 

GrSssen Yr respective die Gr6ssen - - y /  substituirt werden. Es bezeichne 

a,  b, . . . .  e einen Complex einer ungeraden Anzahl yon Zeigern aus der 

Reihe I , 2 ,  . . . .  n; die iibrigen Zeiger mSgen mit f bezeichnet werden, 

und zwar durchl/~uft f, weil n jetzt gerade ist, eine ungerade Anzahl yon 
Werthen.  Dann handelt es sich darum, n GrSssen .,,b,....e p,.;,~ ...... p~,b ...... 

/ ~ ' 1  ~ ~ . . . .  

in der Weise zu bestimmen, dass die mit (I 5) gleichlautende Gleichung 

(28) ~,~ . . . . . . . .  ~ . . . . . .  x- -  o,~ . . . . .  P a X a "Jr . . .  "-~ p e X . -Jr- ~.ff tO f X f 

a t b j . . . . ,  a , b , . . . . e  ~ . s  a , b , . . . . e  
= P .  Y ,  + . . .  + P~ Y~ - -  ~ , ~  Yr 

Daraus folgt das der Form nach mit (t6) iibereinstimmende erfiillt ist. 

System 

(29) 

] a, ,p~,b ...... + a~,p~ 'b'''''. + . . . + a, ,p~, ,~ ...... - -  r ...... = o 

r  a t b ~ . . . . e  ~,~r-~ + a ,p~ + . . .  + a,,~p~ 'b ...... - -  z~p~ '~ ...... = o 

I �9 . . ~ a ~ b j . . . . e  a~.p~,~ ...... + a~,,p~,b ...... + + a..p~,~ ...... ~ . . p .  = o; 

die Zeichen s , ,  Cb, . . . .  Z~ sind durch q- 1, die Zeichen z r durch - -  I zu 
ersetzen. Die Anzahl von Verbindungen, die in der angegebenen Weise 

aus den Zeigern i , 2 ,  . . . .  n erhalten werden, betr/~gt 

n + ~ ( ~ -  iX=--2) + . . . ,  

1 . 2 .  3 

und diese Summe ist wieder gleich 2 "-1. Die Gruppe der yon dem Null- 

punkte naeh den Punkten (p?'~ ...... , . . . .  p:,~ ...... ) gezogenen Axen besteht 

daher ebenfalls aus 2 "-1 Individuen. Wofern nun nachgewiesen wird, dass 

die Determinante des Systems (29) gleich Null ist, ohne dass alle ad- 
jungir ten Elemente gleich Null  werden, so sind die Verh/iltnisse der auf- 
zusuchenden GrSssen p~,b ...... , . . . .  p:,b,...., bestimmt, und k6nnen in ganz 
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derselben Weise gefunden werden, wie ffir ether ungeraden Werth yon n 
geschehen ist. Die oben mit (I 7) und (I8) bezeichneten Gleiehungen be- 
stehen, wie 1. c. gezeigt worden ist, ohne Unterschied fiir ungerade oder 
gerade Werthe yon n. Es folgt also genau, wie vorhin, dass unter der 
erw~hnten Voraussetzung die gesuchten GrSssen 

(30) p..,b ......, . . . .  r ...... , pT,b ...... 

den GrSssen 

(3I) ~b . . . . .  , . . . .  ~ab. . .d  , ~ fab  . . . .  

respective proportional sind. :Nachdem somit die Gruppe von 2 "-1 Punkten 
( joa,b, . . . .  e 1 , . . . .  p~,b . . . . . .  ) vollst~ndig bestimmt ist, bleibt nur iibrig, die ange- 
gebenen Eigensehaften der Determinante des Systems (29) zu beweisen. 

Dies geschieht mit Hiilfe der ob~gen Gleiehung (24), welche 1. c. 
ebensowohl ffir gerade als fiir ungerade Werthe yon n begriindet worden 
ist. Gegenwiirtig kommt es darauf an, die Veriinderung zu erSrtern, welche 
bet geradem n mit der rechten Seite yon (24) erfolgt, sobald die GrSssen 
s , ,  S b ,  �9 �9 . �9 Se ungeiindert bleiben, dagegen ffir jede der GrSssen s f ,  deren 
Anzahl jetzt ungerade ist, - - s  r substituirt wird. 

In den Summanden, aus denen die rechte Seite yon (24) besteht, ist, 
wie oben bemerkt, der eine Factor ein Product, das aus dem Ausdruck 
(s I q- I)(S 2 + I ) . . .  (s~ + I) hervorgeht, in dem auf alle mSglichen Arten 
ffir eine gerade Anzahl yon Zeigern die betreffende GrSsse sp durch die 
mit der negativen Einheit multiplicirte GrSsse s~ ersetzt wird. Wendet man 
die vorgeschriebene Vertauschung auf alle GrSssen s f  mit Ausnahme ether 
einzigen an, so ist die Vertausehung fiir eine gerade Anzahl yon GrSssen 
erfolgt. Dadurch geht der Inbegriff der erw~ihnten ersten Factoren nach 
dem obigen in sich selbst fiber. In jedem dieser Factoren giebt es, weil 
n gerade ist, eine gerade Anzahl einfacher Factoren yon der Gestalt sp+ l 
wie auch yon der Gestalt --sq -]- I. Das Product der einen wie der anderen 
einfachen Factoren mSge ein Theilproduct genannt werden. :Nimmt man 
jetzt mit der unter den s f  zuletzt gelassenen GrSsse die Verwandlung in 
ihren negativen Werth vor, so ist die Wirkung nothwendig die, dass yon 
den beiden Theilproducten alas eine einen einfache Factor verliert, alas andere 
einen Factor gewinnt. Es verwandelt sich also die rechte Seite yon (24) 
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in ein Aggregat, bet dem der m~te Factor aus zwei Theilprodueten besteht, 

deren jedes eine un~erade Anzahl yon einfachen Factoren entlfiilt. 

Die zu untersuehendc ])eterminante des Systems (29 ~ geht aus 

D ( s ~  , s 2 , . . . .  s , )  hervor, in dem start s ,  , so , �9 �9 �9 . s~ die negative, start 
s r die positive Einheit  ein~'esetzt wird. Naehdem also auf der reehten 

Seits yon (24) s , , ,  s o ,  . . . .  s~ nieht ~'eiindert sind, s r aber dutch - - s  r er- 
setzt ist, kann man s~ s.~ . . . .  s,, gleieh derselbsn ~rosse s nshmen, und 

hat zu zeig'en, dass der beziigliehe Ausdruek, der his auf einen yon Null 
verschisdenen Factor dureh die Substitution s - - - - -  ~ in die Determinante 

des Systems (29) iiber~'eht, versehwindet. Weil aber nach der angestellten 

Er6rterun~" die reehte Seite yon (24) ,aleieh einem ~.ko',,'re(,'at,.~. ~, yon Summamlen 

wird, dsren erster Factor aus zwei Theilproduetsn yon ungerader Anzahl ein- 
faeher Faetoren gebildet ist, so o.eht dureh (lie Annahme s ~ = s 2 = . . . s , , =  s 

das erste oder zweite der beiden Theilproduete in einen Potenz yon (s-{-I) 

oder ( - - s - t -  I) yon ungeradem Exponenten iiber. Weil al)er dis kleinste 
ungerade Zahl die Einheit  selbst ist, so enthiilt jeder srste Factor den 

Ausdruek (s-t- i) mindestens sin Mal. Dsshalb ist der gauze Ausdruek 

dureh (s-t- i) theilbar, oder versehwindst fiir s = -  i, wis behauptet 
worden war. 

Dis Voraussetzung', class in dem System (29) nieht alle adjungirten 

Elemente versehwinden, muss aus dem obeu an~'e~'ebenen Grunde erfiillt 
sein, wenn dis zuletzt betraehtste Function yon s zwar dureh s- t -  x abet 

nieht durch (s -I- I) ~ theilbar ist. Zuniiehst werde ieh die Bsdingung filr 

das Eintreten dieses Umstandes fiir die Annahms ableiten, dass die Zeiger 

a ,  b , . . . ,  e, wslehe ung'siindert bleiben sollen, sieh au[ einen redueiren, 
und dass a = I set. Das Zeiehen f durehliiuft alsdann die Reihe yon 

Zahlen 2 ,  3 ,  . . . ,  n. Man hat daher in D ( s ~ , s ~ ,  . . . .  s,,) dis Gr6ssen 
s 2 . . .  s~ respective dureh - - s ~ . . . ~  s, zu ersstzen, und hierauf 

S 1 = S 2 = . . . = 8 n = 8 

zu nehmen. Die rssultirends Function yon s ist dann glsich einem Aggrsgat, 
desssn Summanden dureh (s + I ) ,  (s + I ) 3 , . . .  aufgshen. ])amit die 

Function nicht durch (s + ~)2 theilbar set, darf der Fastor yon (s + I) 

nicht verschwinden. Es zeigt sigh aber, dass in demselben als Factor das 
Aggregat 

(32) + z~...,,2 + . . .  + )'1~ ..... Zn23...(n-1) 
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enthalten ist, und daraus ist zu schliessen, dass die zu untersuchende Func- 
tion yon s niemals durch (s + I) ~ aufgehen kann, wenn nicht jede ein- 
zelne der obigen GrSssen ~ gleieh Null  wird. 

~Venn, wie in dem allgemelnen Falle, ein beliebiger Complex yon 
Zeigern a ,  b, . . . .  e vorliegt, so gilt die gleiehe /~berlegung und man 
finder an der Stelle yon (32) das folgende Aggregat 

(33) ..... + + z .... �9 �9 �9 a b . . . d  " ~  �9 

Die entsprechende Function yon s kann dann niemals dutch (s + I) 2 auf- 
gehen, wenn nicht alle in (33) erseheinenden GrSssen A gleich :Null sind. 
Diese fallen aber mit den in (31) angegebenen GrSssen zusammen, welchen 
die in (30) enthaltenen GrSssen ~,b . . . . . . . .  b ...... pT,b ...... p~ , . . . .  pe , proportional sind. 
Somit ist fiir jeden geraden Werth  yon n e i n e  Gruppe yon 2 ~-~ Punkten 
4 0 a , b , . . . . e  a , b , , . . . e \  , . . . .  p,~ ], die der gestellten Aufgabe gentigen, unzweifeihaft 
bestimmt. 

Eine Forderung, welehe dem yon SCHLXFL[ formulirten Problem analog 
ist, und zu dem entwiekelten Ergebniss fiihrt, besteht darin, filr das jedes 
Mal ausgew~ihlte System yon Zeigern zu verlangen, dass der Ausdruck 

(34) + , . .  + x,y  - -  Z r z r y  r 

zu einem Maximum oder Minimum g'emacht werde, wiihrend die Summe 
x~ + . . .  + z~, ihren Wer th  nicht iinderf, und der Ausdruck (34), durch 
die Summe x~ + . . .  + x~ dividirt, den Werth  Eins annimmt. 

Die Aufgabe welche fiir jeden geraden Werth  yon n ausgesprochen 
und ge16st ist, erh~ilt fiir den Fall n = 2 eine anschauliche Bedeutung, 
insofern die betrachtete Mannigfaltigkeit  der zweiten Ordnung durch eine 
Ebene repriisentirt wird. Hier  sind x~, x 2 die rechtwinkligen Coordinaten 
eines Punktes in einem festen, ferner y~, Y2 die rechtwinkligen Coordinaten 
desselben Punktes in einem beweglichen Coordinatensystem, das denselben 
Nullpunkt  hat. Wird das zweite System in die Lage des ersten gedreht 
und jeder Punkt  auf das erste System bezogen, so ~eht der Punkt  (x~, x~) 
in den Punkt  (y~, y~) tiber. Wenn nun der Punkt  (y,, Y2) durch eine 
der beiden Axen des festen Systems abgespiegelt wird, so entsteht als sein 
Spiegelbild respective der Punkt  (y~, ~ y~) oder der Punkt  ( ~  y ~ ,  y ~ ) .  Die 
oben gestellte Aufgabe fordert einen Punkt  (p?), p~)), fiir welchen 
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oder beziehungsweise einen Punkt (p~), p(22)), fiir den 

p~2)x, + p(2)x2 = _ _  p~2)y, "4- p~2)y~ 

wird. Der yon dem Nullpunkt nach dem Punkte (p~'), p(2 ~)) gezogene Strahl 
sol1 mit den nach den Punkten (xl, x2) und (Yl,--Y2) gezogenen Strahlen 
gleiche Winkel, der nach dem 1)unkte (p~), p~2)) gezogene Strahl mit den 
nach den Punkten (xl, x2) und (--y~, y~) gezogenen Strahlen gleiche Winkel 
bilden. Sowohl der eine wie auch der andere gesuchte Strahl ist daher 
eine Symmetrieaxe fiir die Lage des Punktes (x~, x~) in Bezug auf den 
Punkt, der aus 0~, Y2) durch die eine oder die andere der bezeichneten 
Spiegelungen entsfanden ist. Es ~rii~ deshalb an die Stelle der Gruppe 
yon Drehungsaxen f i i r n  = 2 eine Gruppe yon zwei Symmetrieaxen, und 
fiir jeden beliebigen geraden Werth yon ne ine  Gruppe yon 2 "-~ Axen, 
die als Symmetrieaxen aufgefasst werden kSnnen. 

Bonn, d. 24. October 1899. 


