SUR LA REPRESENTATION ANALYTIQUE D'UNE BRANCHE UNIFORME
D'UNE FONCTION MONOGENE

(Troisieme note)
PAR

G. MITTAG-LEFFLER.

Aprés la premiére note imprimée dans ce journal (15 mars 1899),
nous avons publié sur le méme sujet dans les Comptes rendus de l'aca-
démie des sciences de Paris (15 mai 1899) une communication® ol
a nos théorémes 1 et 2 nous en avons ajouté un nouveau.

' A notre premiére note ainsi qu’a cet article se rattachent les travaux suivants:

EMite BoRreL. Addition aw mémoire sur les séries divergenies. (Annales de
I’école normale. Série 3. Tome 16, Page 132.)

Pavr PAINLEVE. Sur le développement d'une branche uniforme de fonction ana-
lytique. (Comptes rendus etc. 23 mai 1899.)

EmiLe Boren. Sur le caleul des séries de Taylor d rayon de convergence nul.
(Comptes rendus ete. 23 mai 1899.)

EMILE PicarRDp. Sur les développements en série des intégrales des équalions diffé-
renticlles par la méthode de Cauchy. (Comptes rendus etc. § juin 1899.)

E. PHRAGMEN. Sur une extension d'un théoréme de M. Mittag-Leffler. (Comptes
rendus etc. 12 juin 1899.)

PavL PAINLEVE. Sur le calcul des intégrales des équations différentielles par la
méthode de Cauchy-Lipschitz. (Comptes rendus etc. 19 juin 1899.)

Pavr PaNvevE. Sur le développement d'une branche uniforme de fonction ana-
lylique en série de polynomes. (Comptes rendus etc. 3 juillet 1899.)

L. LeAv. Représentation des fonctions par des séries de polynomes. (Bulletin
de la société mathématique de France, t. 27. Page 194—200.)

PauL PANLEVE. Sur le développement des fonctions analyliques de plusieurs va-
riables. (Comptes rendus ete. IO juillet 1899.)

EmiLe Picarp. Lectures on Mathematics. (Clark University Decennial Ce-
lebration, 1899) page 240.

Acta mathematica. 24. Imprimé le 1 ao(t 1900.
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Nous avons en outre, dans la seconde note de ce journal, appris a
former toute une classe d’expressions limite qui embrasse la série de TayLor
et dont chaque cas posséde une étoile de convergence. Cette étoile est
inscrite dans D’étoile principale des constantes F(a), F"(a),..., F¥(a),...
et elle est circonscrite au cercle de ces constantes. En augmentant suffisam-
ment un certain nombre entier positif # qui est intimement lié a 1'étoile,
on fait tendre celle-ci indéfiniment vers 1'étoile principale. Pour n =1 elle
coincide avec le cercle. En faisant croitre n au dela de toute limite, on
obtient une expression limite avant l'étoile principale méme pour étoile
de convergence.

Dans le nouveau théoréme des Comptes rendus nous avons affirmé
I'existence d'une autre classe d’expression limites ayant cette méme pro-
priété. Au lieu du nombre entier # il vy entre un parametre réel et
continu o de sorte qu'on peut faire varier I'étoile de convergence d’une
maniére continue entre le cercle et 1'étoile principale.

Nous voulons dans cette troisitme note montrer comment on peut
former ces nouvelles expressions limite. Nous établirons en méme temps
deux nouveaux théorémes et nous formerons une nouvelle expression limite
pour laquelle I'étoile principale 4 des constantes F(a), F(a),..., F*¥(a), ...
est une étoile de convergence.

Comme dans la premiére note, soit ¢ une étoile quelconque de centre
a. Nous définirons par rapport & & une nouvelle étoile € de la maniére
suivante.

Considérons la représentation conforme définie par la relation

w

[y e

(1) v=e¢'

EmiLe BoreL. Sur la généralisation du prolongement analytique. (Comptes
rendus etc. 23 avril 1900.)

Le Roy. Sur les séries divergenies. (Comptes rendus etc. I4 mai 1900.)

Voir encore mes articles:

Sulla rappresentazione analitica di un ramo wniforme di una funzione monogena.
Atti della R. Accademia delle Science di Torino. Vol. 34. 23 Aprile 1899.

On the analytical representation of a wuniform branch of a monogemic funclion:
Cambridge Philosophical Transactions. Vol. 18.

Un mémoire développé sur le méme sujet par M. E. BOREL paraitra prochaine-
ment dans ce journal sous le titre: Sur les séries de polynomes et de fonctions ralionnelles.
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o @ désigne une quantité réelle remplissant la condition
(2) o< A<,
Faisons décrire & % une circonférence ayant pour centre l'origine et pour
rayon l'unité.
Posons, pour o<g¢ <=7
u=e€¥.
On aura

U

¥ 14
14+ u\fd . 3 . 8
f(l—:i) %’:——smﬂgf(cotgs—:) d¢+zcosﬁ§f<cotgg> de.
0 0

1

Posons encore, pour o <<z
=e ¥,
On aura

u

14 14
[+u ﬂd . 7 4 . e ¢ A
f(l—'u) T:‘L=_‘5mﬂgf(00tg§) dgo——zcosﬂ;f(cotg;) de.
0 9

1

On a encore!

2\ 4o — 2\ 4o = T
f(cotg;) dy —f(tgi) dp = =
cosfd -
0 0 2
Par suite, quand » parcourt & partir de # = 1 jusqu'a w = —1 la partie

supérieure de la circonférence ayant pour centre l'origine et pour rayon
I'unité, la quantité
v = Re*

déerira un arc de spirale logarithmique défini par 1'équation

= ; o<¢<T.

! Voir p. ex. BERTRAND, Traité de caloul différentiel et de caleul intégral. Calcul
intégral, page 125.
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Cette spirale logarithmique a pour centre le point v =0, et coupe l'axe
P g
des v réels aux deux points:
n
—rtgf=
v=1 et v=—e °.
ID’autre part, quand » parcourt a partiv de w=1 jusqu'a ¥ =—1 la
partie inférieure de la méme circonférence,

v = Re¥

décrira un nouvel arc de spirale

w
‘gﬂg-‘ﬁ )

R=e 0>¢>—u,

)

symétrique au premier par rapport a l'axe réel.
La relation (1) peut s'éerire:

u

S0

(3) v =ue'

On voit donc immédiatement que Vintérieur du cercle correspond a l'in-
térieur de la figure cordiforme limitée par les deux arcs de spirale, de ma-
nitre que le centre du cercle » = 0 correspond au centre de la figure
cordiforme v = o. Mettons

(4) p=1—a.

Les deux ares limitant la figure cordiforme se coupent au point v =1
—-r‘gig

sous l'angle intérieur ax et au point v = —e¢ sous l'angle intérieur

(2 —a)7.
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Nous ferons encore la remarque suivante. La figure cordiforme est

située a l'intérieur d'un rectangle dont les deux cotés passant par les points
_{4ar

T
21 = .
v=—e ‘”‘?.smaz;r et v= 41

sont perpendiculaires & l'axe réel et dont les deux autres cOtés passant par

o 2

w k4

- 2tga— . T . 2tga — . T
v=1e ?.sina’ et v=—ie ‘Lsmaa
2

sont paralleles & ce méme axe.

v...;’-ﬁ', sn a

Remarquons d’ailleurs qu’an point ot la tangente verticale touche la figure
en question le rayon vecteur, lorsque a tend vers zéro, se rapproche indéfini-
ment de la verticale menée par le centre.

On voit qu'on peut, en faisant décroitre suffisamment la constante a,
faire tendre indéfiniment le contour de la figure précitée vers la ligne droite
menant de v=0 & v=1. Nous avons reproduit (planche I) trois cas
différents de la figure cordiforme.

Il est important pour ce qui suit de connaitre le développement de
v™ suivant les puissances positives de u, m étant un entier positif.

Posons

l u
-f [(i’%‘:)ﬁ-']ﬁ’:“ [ 1=y

(5) v=1ue ° ¢ ’

fl-{-u
(6) '
B (m) A
[I+ o +hz|2(ﬂ) ot D +]

Acta mathomatica. 24, Imprimé le 8 octobre 1900. 27
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Nous verrons que h{™(f) est une fonction entiére rationnelle de f de
degré A qui sannule pour f=o0. Clest une fonction impaire, quand A
est un mombre impair, et c'est une fonction paire quand A est un nombre
pair. Le coefficient de B (=1, 2,...,) est un polynome en m de
degré p a coefficients rationnels positifs qui s'annule pour m = O.

Différentions en effet (6) par rapport & u; on obtient:

(m) (m) (m) W\ 7
<1+ Dy Dy Dy >(<x+ >_]>

u 2 1—u

M (3) 2
|4

(m) (m)
— hg"‘)(ﬂ) u 4 hy (A) u? + ks (/9) + 4+

|x |2

+

Par suite en faisant

M [ =] =g+ oo + 9,800 +a(B + ..

I —au

on aura
I

®) =0 8)

= (G KB + A0+ -+ OB + 09
En différentiant (7) v fois par rapport & § on aura:

(0 (gt 2y = 3 22Dy

et par conséquent:

I+ u\8/1 I 4 w\" d(v)gl(ﬁ)ly
(9) (1 — u> (Z log I — ’"f) = % a2y '
On a
+ u\#A + u\*
(Y (Sloe i E ) =t +upu);  v=o0,1,2,....
D’on
raB) _ ..
d(zﬂ)v - O) y > A
v #9x(B) _

a@eA
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On a encore en vertu de (7)

(11) 9.(0) = o.

Par conséquent ¢,(8) (A=1,2,...,00) est une fonction entiére rationnelle
de B du degré A qui Sannule pour B = o.
Faisons maintenant

(12) (L log - j”)”= }E(z#, v)uts;

nous aurons en vertu de (9)

& (B) . _ .
( d(2g3y >ﬂ=o = @A—v,»); A — y = nombre pair

(13)

(d;?;g")) = 0; A — » == nombre impair.
Par conséquent

(B (2p" !

Iunlp) = |2l+1 4+ (2, 21— )|2l— )(,9)‘”-

23

+ (4, 20—

+(2l—2, 3><",ﬁ>'+<zz,x>%f,
A+2 21 2:—2
U Vgt = L+ 2 0 =) B
+<zZ—z,4><2,*j> + (2l ><j§>
(l=o)l727 ,&).

En invoquant alors la formule (8) nous voyons l'exactitude du théoréme que
nous venons d’énoncer au sujet de AP(f3) comme fonction de B et de m.
On obtient les nombres rationnels

(e, v+ 1); Pzbidoe].
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par une formule de récurrence trés simple. En différentiant (12) par
rapport & %, on a

(v+l)<%&10gl+u>u. ! ,=§o(y+l+2p)(2p,v+l).u’#

I—u/ 1 —u
D’oun

(v+ l)(;%logl + u>u

—u
=2+ 1+ 2p)(2p, v+ )= —1 4 2p)(2p—2,v + 1)]u*
Par conséquent
W41 +2m)(2pe, v+ 1) =0+ 1)(2p, )+ —1 +20)(220—2,0+1)
(15) ©O,v+1)=1, (p,1)=

1
2p + 1
p=1,2,...,00; y=1,2,3,...

En faisant le calcul des sept premitres fonctions ¢,(f) et ™ () on trouve:

91(/9)=2ﬂ;
%,(8) = I2( A,
9:(8) = ,%zﬂ) +:1(2p)

{

I

9.(8) =[50 + 35 0A"

(o) 7)) + o)+ § 2P
9(8) = [5(26)" + 15A)" + 55 )",
9:(8) = 1 O + 55 P + L + 5P,
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k() = m . (2f),

W) = (m* + m). ()"

H(8) m3+ m + - m) (2ﬂ)3+§-m-(2ﬁ),

Kr(g) = (m +3m3+f—§—jm’+im> (26)* +8(5m T tm). (2P
KB (m + sm* + + ém).(zﬂ)5
1o, 2 5 1
+20(§m +3m +Sm> (2p8)° + 24 m (24),
Mgy = (m+ Fwt + w4+ 3wt w4 ém)-(zﬂV

+4o< mé 43 m +360m +—m) (2p)*

+ 184( m? 4~ m) (2p)?

1035

12187

hm(B) = <m+ m+455m+455 oy 12187 +37r + )

101

(ﬂ)+70<m+2m+ 3+60m+ m>(2}9)5

+ 784(315 +420m + —m) (2p)° + m . (2f3),

On pourra employer comme moyen de controle la formule

(18)

A om +1)...2m + 1—1
xli(I)=Kl_u) ,]“A=2m(2m 1) |i( m )'




214

Nous avons obtenu les

G. Mittag-Leffler.

coefficients des polyndémes g,(f) par une formule

de récurrence. Mais on peut aussi donner facilement une expression ex-

plicite de ces polyndmes.

En s’appuyant sur les formules

(4) ,B= I —a,
(2) 0<fB<1,
on aura
I+u du I+u)5—(l——-u)5¢i_u
2ﬂ [ I—u n 2,8 (1 — u)? u
— du aa + 1) w? a(a + 1Ya + 2)a + 3) ut
B (I—~u>ﬂ[l+ 3 W H +]
_ ﬂ W BB+ | a@t+n)wt | [BB+1BE+2) | B ezt D))
- |_12+[ P i e ol S ol b
+
+ ﬂ(ﬂ+l)--.(ﬂ+2l—l)+ﬁ(ﬂ+l)...(ﬂ+zl—3) ala+1)

2l [2—2 ) 3

L BBTY (FHA=9) ek Vatk2Natd) | FAHD) et Dat2) (atl=3)

lzl—

l5 ‘2 (2!—1

ala+1).. (a+2l—1)7 w?+?
* ’ilii ]2l+1
FE+D.(B42) | fE+1).(A+21=2) alat)
- [ l2l+I lZi—-I !_3_

+ﬂ</?+1) {A+2l—1) a(a+1><a+2>(a+3)+ N

BB+1)(A+2) alat1) (a+20—3)

‘21— ‘5

+ B

B ala+1). {a+2l— 1)] u2l+?

+i7 |20+ 2l4+2°

[21—[
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En comparant avec (7) on aura donc

g'x)H_](‘B) = Qﬁ[ﬂ(ﬂ“}' I) (l‘;'l‘dzl—l) +ﬂ(ﬂ+1)(,}+ 21—3).a(a+1)

|2l

. ~}zl—2

3

2= s
4+ AB+1) ala+1)Xa+2) (at+2l—3)

215

+ﬂ<ﬁ+r) (A+2l—5) a(a+1><a+2>(a+3)+”_

]2 |2l——1 +

BA+1)..(F+2l—2) alatl)

g2l+2(ﬂ) = 2ﬂ[ﬂ(ﬂ+l)(ﬂ+2l)

|2l+1 +

|2l—1 ) I3

23 E
+ BB+ 1XB+2) alat1). (at+2l—3)

ala41).. (at2l—1)
{2l+1 ]’

+ﬂ<ﬂ+r> (B+2l—4) a<a+r><a+2)<a+3>+m

E EETRET

Revenons a la formule:

(5) v=ue ' e

(20) I[C iz)’_ 2

0

|21+1

8 alat1).. (a+20— I)]

qui dépend du choix de f, joue un réle important dans la représentation

conforme définie par 1'égalité

f (=)'
(1) ¢!

Il y aurait donc intérét & trouver une nouvelle expression en f peur
cette constante. Une telle expression s’obtient facilement de la manilre

suivante:



216 G. Mittag-Leffler.
1
I <1 + u\? l]@
283 [ I—-u) u
¢
1

a{a + 1) ala + 1Xa + 2Xa + 3) ut
f(n—u>ﬂ+ f( o B f(x—u)ﬂ+""

4

En désignant par B(a, b) l'intégrale Eulerienne de premiére espéce, on a

f(l——u)ﬁ B(1, a),

............

B(1, o) =£’
B3, q) = aa + Il)(2a + 2)
B(s, o) = 1.2.3.4

ala + 1)(a + 2Ya + 3)a + 4)’

! Voir par ex. chap. 14 du Cours de M. HermiTE rédigé en 1882 par AN-
DOYER. Quatriéme édition 1891,
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on aura l'expression demandde:

1
AW RN 7 dn Al r 1 I .
HEE) =1 == ot swrat |
0
(21)
- 1> T(,,,)
2 1 1 2
- 2 < _— - — )
I
ne=0 2 + n ‘ia + n <:_2 IV(é,/') /

Ces préliminaires posés, nous donnerons la ddinition de Tétoile ('
se rapportant a U'¢toile ¢ qui est elleeméme une ¢toile guelecongue de

centre «a.

Posons
Flemy)
(22) flla) = Kue"
ou
(4) a=1—7

doit vérifier les inéealités
(2) o<a<1

et ot I ddésigne une constante indépendante de w que nous allons dé-
terminer d'une manicre convenable.  Fixons le vecteur, soit (. entre a et
x et posons

zZ— Q

(23) -

)

= f(u|a).

Quand w déerit une circonférence avant pour centre origine et pour rayon
P'unité, z déerira antour de Vaxe de symétrie I une figure cordiforme comme
celle que nous venons d’6étudier. T'axe de svmdtrie est coupd pav la figure
cordiforme aux deux points

1
1+u /’ (lu
lwn u
2 = a + Ke® A — a),
. 1—u 3 du
(GO
z = a — Kev (r —a)

Acta mathematics. 24, Imprimé le 10 octobre 1000, N
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qui correspondent aux points u = 1 et w = —1 de la circonférence.
I’angle intérieur de la figure cordiforme est égal & ax au premier point
et & (2 — a)7 au second point.

Soit maintenant 7 une quantité positive plus petite que 'unité. Mettons

- [y

(24) K=1¢°

En faisant déerire 2 u un cercle de ravon » concentrique au premier, 2
déerira une figure que nous désignerons par Z symétrique par rapport a
[, située a lintérienr de la figure cordiforme, et qui se rapproche indé-
finiment de celle-ci en méme temps que » se rapproche indéfiniment de
I'unité.  Le vecteur ! est rencontré par le contour de Z aux deux points

[ 2=z,
(25) l - f [EAECO e
z

correspondants aux points # = et w == —7 sur la circonférence du cercle
de rayon 7.

Soit maintenant ¢ une dtoile quelconque avant pour centre «. La
figure cordiforme ayant pour axe [ {tant située a l'intérieur d'un rect-
angle dont les deux c6tés perpendiculaires a ! coupent ! aux points '

1 -
VAR A 1‘ du
I(l~—1l) JT

v

2=« + Ke Ax — a),

1 .

['(l+u 7 . du 14a
1—14) - ]T - Fd

2t o~

2= a4 Ke" e P osina-. (¥ — a)

IS -1

' Voir page 209.
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et dont les deux autres cOtés paralléles 2 ! passent par les points
1
(Lt ] de ax
f[(l-u) ‘]] v _

) 2igas . PN
= a + i1Ke’ .e g“?.sma;(x—“),

w

1

‘/’.[(l-{»u)“i ]’ d? o
1—u) J TL - T

. 2tgo— . e
2 = a—iKe® .e ?,smaé,(x—a),

on voit qu'en prenant z suffisamment rapproché de « la figure Z fera
toujours partie de G.

Soit maintenant |z — a| la limite supériewre des valewrs |z — a| powr
lesquelles la figure correspondante 7 fait partie de . Nous désignerons par
6@ Pétoile quon obtient en faisant tourner 1 une fois autour de a et qui @
pour confour Uensemble des points x.

Comme nous avons négligé de faire une étude approfondie de la forme
de Z reste la question de savoir si, x étant un point sur / plus rapproché
du centre @ que ne lest le point x, il ne serait pas possible que la figure
Z correspondante ne fasse partie de . On voit facilement que ce n'est

as le cas. Prenons pour ——— — y une quantité réelle positive plus petite
P p R q p

que l'unité, et diminuons G dans la proportion de y de maniere a obtenir G, .
La figure Z fait partie de ,. I étoile G, d'un autre cdté fait partie de
€. La figure Z fait donc elle méme partie de €.

Il conviendra d’introduire encore la définition suivante. La figure Z
sera appelée la figure génératrice et la fonstion f(u|a) la fonction génératrice
de Uétoile 6.

La figure cordiforme étant inscrite dans le rectangle dont nous venons
de parler on voit par des considérations tout analogues a celles qui ont
été employées a la page 51 de la premiére note que X étant un domaine
quelconque & lintérieur de 6, il est toujours possible de choisir a suffi-
samment petit pour que Détoile ¢“ embrasse entiérement le domaine X,
11 suffit d’établir entre les constantes 7 et a une dépendance telle que »
tende indéfiniment vers l'unité en méme temps que o« tend indéfini-
ment vers zéro. Le rectangle se rapproche alors autant qu'on veut de
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la ligne droite allant de a & x et la figure génératrice Z si on diminue suffi-
samment la constante « se rapproche indéfiniment du rectangle.
Remarquons encore que pour a = 1 la figure génératrice devient un
cercle ayant le point @ pour centre et passant par le point 2, et que par
conséquent l'étoile GV est le cercle concentrique & 'étoile ¢ passant par
le sommet de € le plus rapproché du centre a. Remarquons aussi que
Uétoile ¢ pour toutes les valeurs de a reste inscrite dans 1'étoile 6.
C'est une conséquence immédiate de ce que la figure génératrice, comme
on le demontre aisément, est inscrite dans le cercle avant le point & pour
centre et |x — a| pour rayon et de ce que le contour de I'étoile G passe
par conséquent au moins par le sommet de G le plus rapproché de 'origine.
Prenons maintenant pour ¢ I'étoile principale' 4 des constantes

F(a), I'(a), F?a), ..., F®(a), ...
qui sont assujetties a la condition de CavcHy® exigeant que la limite

" _I_ 4(!‘)
\/ R

Nous nous proposons de trowver pour FA®(x) une expression analytique
valable pour Uétoile A et telle que A soit une étoile de convergence de
cette expression.

supérieure des valeurs limites des modules solt un nombre fini.

Nous verrons en effet qu'une telle expression existe.

Pour faciliter la recherche mnous introduirons des étoiles auxiliaires
définies par rapport & A®.

Soit 7' une nouvelle quantité positive telle que

(26) r<r <.

¥n faisant déerire & « une nouvelle circonférence avant pour centre I'origine
ct pour rayon ', z décrira le contour d’une figure Z’ symétrique par rapport
a I, située en dedans de notre figure cordiforme et en dehors de la figure
génératrice Z, se rapprochant indéfiniment du contour de la figure cordi-

! Seconde note page 200.
* Voir page 43 note 2 de ma premiére note.
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torme quand » se rapproche indéfiniment de V'unité et se rapprochant in-

détiniment du contour de Z si )’ se rapproche indéfiniment de . Les points

»

r
{" 1+u A 1 du /‘ (l+n)f; (l-{.u)—‘ﬂ ,1’,‘
Y l(l—u) - ]7 o 1—u T—u u
L 0
. €

R ror

a——0
r

I

. (;13 — a),

r

G

=1’ ,z:a-}—:—e" (v —a)

se correspondent. On sait que X étant un domaine quelconque a Vin-
térieur de A“), il est toujours possible de former une étoile E qui embrasse
entitrement X et qui soit située elle-méme & lintérieur de A“ (c. f. pages
50 et 51 de la premicre note).

Nous désignerons par E’ 1'étoile formée par tous les points

Sy

(27) T =a+-e’ (z — a)

ol z appartient & E. On voit qu'en choisissant ' assez rapproché de r
I'étoile E’ est situe entitrement a lintérieur de 4“. On voit encore
que # étant suffisamment rapproché de » le domaine E’' constitué par l'en-
semble de toutes les points différents qui appartiennent aux domaines Z’
est situé entierement a lintérieur de 1'étoile 4. Nous appellerons g la
limite supérieure de FA(z) quand Z reste compris dans E’.

Opérons maintenant sur F'A(z) la substitution '

u

Sy ]

(28) z—a=(x—a)f(u\a)=$;a.:?. ’
NESRE
(29) H=e

x étant un point quelconque d’un domaine X & l'intérieur de A®. Tl est

' Voir (22), (23), (24)-
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clair que FA(z) donnera ainsi une fonction de u qui est réguliere pour

"

|| < r et encore reguli¢re pour |r| <i’, »’ étant assujetti a la condition
(26) et étant en méme temps suffisamment rapproché de ». En effet lorsque
u reste compris dans le domaine |u| <7, z est une fonction regulicre de
u qui est représentée par une figure Z' comprise dans le domaine E’, lequel
d'aprés I'hypothése faite sur » est situé¢ a lintérieur de 4.

Ayant donc

FA(2) = F(a) + )LIFM(a) (z—a)+‘ FOa). (z—a)* + ...,

si on transforme cette formule a l'aide de’

R (S F
(30) (2 — a)" = (zvz ,,) (;_f) L

=Gﬁ3m [+Wm>+ww,+ +@%)+~]

|t 2 K
on aura
31) FA(s) = Fla) +Y 6o —a) (%)
ou

—-)h(\)l(/)
l[’u——l

P peona) () T o ()

y-—2 5 (1) ;
F(l)(a)“?;“_i_f_.z ‘hv—Q(ﬂ)

= Fu)(@(” ;")Jr

;. - w\” N . . . , o~ . , .
La série E G, (r — a) (-> ol x appartient au domaine X situé a l'intériear
r
de A“® convergera pour |u| <. Par conséquent®

|60 — 5| <90

! Voir (6).
* WEIERSTRASS, Werke, Bd. 1, page 67.
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et

(33) |6z —a)| <g(%)"
La série
(34) =6 —a

est donc convergente pour chaque point & l'intérieur de A®”. Elle est
encore uniformément convergente pour chaque domaine X i U'intérieur de 4.
Nous avons vu qu'en faisant = » on obtient 2= v. Par suite:

(35) FA(z) = F(a) + v:ixG,(x —a)

6galité qui a lien pour chaque point situé i lintérieur de A®.
Supposons maintenant inversement que x =1, soit une valeur pour

o

laquelle la série ‘z_:‘G,(x——a.) est convergente. Alors d'aprés le théoréme

+ 1 s - y v V4 L
d’ABEL,’ la série ; G,(x— a) <r> sera convergente pour |u|<r. Elle définira

a Y'aide des relations (22), (23), (24) une fonction de 2z, régulitre a U'intérieur
du domaine Z construit sur le vecteur allant de ¢ & z,. Cette fonction est
identique a IFFA(z) a cause de la formation des polyndémes G,(x—a). lLe

point z, est donc ou un point a Vintérieur de 4’ ou du moins un sommet
de A®.

Désignons maintenant par S,(x|a) la série F(a) 4+ ;G,(m—a). On

voit immédiatement que lexpression limite Lim S,(z]|a) a une étoile de

a=1n
convergence qui n'est pas autre chose que l'étoile principale 4, et que
I'égalité

(36) FA(z) = Lim §,(z]a)

a lieu partout a l'intérieur de 4.

Nous pouvons résumer dans le théoréme suivant les résultats que nous
avons obtenus jusau’ici:

' Oeuvres. Nouvelle édition. Page 223. Théoréme V.
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Théoréme 4. Désignons par A ume étoile de centre a, par a une
quantité positive qui ne sera pas plus grande que Uunité et par AY une
étoile concentrique o A et inscrite dans A qui sera engendrée par la fonc-
tion génératrice f(u|a). On pourra toujours choisir celte fonction telle que
a étant suffisamment petit létoile A renferme dans son intérieur un do-
maine domné quelconque situé a [intériewr de A et telle que pour a= 1 l'étoile
A® devienne le cercle concentrique ¢ A et inscrit dans A.

On pourra encore choisir f(ula) telle que, A étant Uéloile principale
d'une suite de constantes

F(a), FO(a), ..., F“(a),

assujetties a la condition de Cauchy, la série

S, (x a) = F(a) + ng (r — a)
o
(‘2\
Gz a) = ’I'h::ilF(”(a) @—a) + ’21«‘@)( Q). (w—a) + ..
(v 1)
+ r’“‘ Fe(a) (x —a) ' + TW( a). (r—ay

v — 11 ‘u‘u
- =

et ou
h:ll)u; ( j}ﬁi:f,”...,w)

sont des constantes positives déteyminées qui ne dépendent que de la fonction
génératrice, posséde wune éloile de comvergence qui soit identique A" que
U'égalité

FA(x) = S,(x|a)

ait liew partout @ Uintérieur de A, et que la série S,(v|a) powr a=1 de-
vienne la série de Taylor.
Lexpression limite Lim S (x|a) a wune étoile de convergence qui est

identique « Uétoile A, et Végalité
FA(z) = Lim S,(z|a)

a=0

a liew partout & Uintérieur de A.
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Nous avons vu (page 219—220) que X étant un domaine fini quel-
conque a l'intérieur de 4 on pourra toujours choisir « suffisamment petit
pour que A“ renferme X dans son intérieur. Nous avons obtenu encore,
la quantité positive +'(1 > " > » > o) étant prise suffisamment rapprochée
de 7, l'inégalité:

(33) |Gule — )] <a(Z)

qui a lien pour tout le domaine X. On a donc pour tout ce domaine

(37) .
e = v=§+le(x — a),
(38) lelia<”'> -
[ — =

. . r .
Fixons maintenant entre 7’ et a« une dépendance telle que — tende in-

’
Y

définiment vers l'unité quand a tend indéfiniment vers de zéro. Faisons
par exemple:
1

(39) P == re®

ol w(a) est une quantité positive qui dépend de a de telle sorte que

(40) Lim o (a) = oo.
a=0
On aura:
,
»
- < o(a),
I—=
r
(41) le] <9.0(a).c 7.

En prenant alors pour m un nombre entier positif tel que

(42) m > 20(a)log w(a)

Acia mathematica. 24, Tmprimé le 17 octubre 1900. 29
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on obtient

(43) le| <=1

w(a)

Donc, si on fait dependre l'entier m de a d’une maniere choisie de telle
sorte que l'inégalité (42) soit vérifiée, au moins pour des valeurs petites de
a, l'expression

o

2 G, (x— a)

v=1

aura la propriété que voici:

o étant une quantité positive déterminée, on pourra toujours lrouver une
autre quantité positive a telle que Uinégalité

FA(x) ——é:le(a; —a)l<o

soit satisfaite pour toutes les quantités x appartenant & X, pourvu que o soit
nférieur a a.

Mais c’est la notre théoréeme I de la premiere note qui ainsi se trouve
démontré d'une maniére sensiblement différente de celle que nous avons
employée auparavant.

Le théoréme I une fois démontré, le théoréme II s'ensuit immédiate-
ment par les mémes considérations que dans la premiére note.

®

Arretons nous un instant pour fixer la forme de I'expression 2 G,(z—a).

v=0

On a, la fonction génératrice étant

| o SIS
/(u ] a) = ,’Tg e’ 3
(44) . 14u du
ARG
H=2¢ ,
o<r<i,
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la formule:
- )
vgon(x - a) (Z }}LL——EQR et ) . f‘(”(a) ;L;I—j

m (7) o
H‘—z(z .,,'_<fz>-rv~2>~F<”<a><fH“>+~-

v=2 |

(m--1) m—
N (m—1)</i) prm=1) ) Frim— 1)<a <Z_a> !
m —1 «v——(m-— 1)

y=m—1

+ ]_;;F(m)(a)<x ?I a,)m

ot K, (B); (b=hbiv® .); () = 1 sont les polyndmes en S dont les pro-
priétés essentielles ont été enoncées a la page 210.
L'inégalité (42) est remplie si on y fait a = :;, m ==n’, n étant un

nombre entier positif. Posons alors

\v——l

n? n-—1
i, (=)
1 n

+{‘I§ T2 = .1‘”">F(’)(a).(x*a)’

(40)

n? (n?—1) n-—1
I 1 z h"_("z—l) N " 2
—(n?2—1 —1 n—1
I 2__ 1 Hn—1 _\V‘—(n“_— I) - - ' F(" )((l)(w a)

— y=n?—1
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Nous pouvons dans notre théoreme I (seconde note), substituer le
nouveau polynéme @,(r @) au polynéme G,lr|a). L’énoncé du théoreme
reste le méme.

Pour démontrer le théortme 4 mnous avons emplové comme fonction
génératrice la forme spéciale (44).

Il est évident qu'on aurait encore pu prendre pour f(n|a) d’autres
fonctions. Dans le choix de f(x' a) nous avons introduit une restriction
considérable par la condition que les constantes 4%, doivent étre toutes
positives et par cette autre condition que la série obtenue doit pour a =1
devenir la série de Tavror. En laissant de c¢Oté ces restrictions, on ob-
tient évidemment une latitude beaucoup plus grande dans le choix de la
fonction génératrice.

Une fonction trés élémentaire remplissant ces deux conditions est

N

I— e alt 4 a) 4 (1 — )’
. <l — r\“
&€= I‘+ ’r> '

Cette fonction a la propriété suivante. Quand w« déerit un cercle ayant
pour centre l'origine et l'unité pour rayon, / décrira une figure cunéiforme,
symétrique par rapport a l'axe réel et limitée par deux arcs de cercle qui
se coupent sous un angle ax aux deux points

lf(u ’ a) — + < (1 4+ w)y* — _(_l_—:»u)"
(47) l

a + ¢

f(_lya)"__l__e’

. a4+ €
f(l , @) = Il(l-—G).

L'intérieur de la figure cunéiforme correspond a l'intérieur du cercle et
les deux points # = o, f= 0 se correspondent. En faisant

zZ —a

= f(u]a)

r—a

et en faisant décrire & w une circonférence ayant l'origine pour centre et
7 pour rayon on obtient la figure génératrice Z. Les points
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a4z
U = — ), g == ( — S — ),
’ I 4+ uz :
U =7, z=1

se correspondent. ’

Revenons a la formule (43). T v entre outre la constante a encore
une constante r. On peut se demander a la série (335) gardera les pro-
priétés ¢énoncées dans mnotre théoréme si on v fait r = 1, cest a dire si
au lieu de la figure Z enfermée dans l'intérienr de notre figure cordiforme
on prend pour figure génératrice la fioure cordiforme eclle-méme. Clest en
effet ce qui a lien mais pour la démonstration il faut alors avoir recours i
des considérations d’une autre nature que celles que nous avons emplovées
jusqu’ici.

M. Paracyix nous fait 4 ce sujet la communication suivante que
nous ne pouvons faire mieux que de reproduire textuellement:

»Si on veut emplover la figure cordiforme clle-méme comme figure
génératrice, on est amené a étudier la question de la convergence d'une
série entiere sur la circonférence de son cercle de convergence.

En effet, définissons 1'é¢toile A“ par la condition que, » désignant un
point de cette détoile, toute la figure cordiforme, semblable a la figure
génératrice et ayant pour axe la droite entre « ¢t », doit appartenir a
I'étoile A; soit alors r un point situé A Uintérieur de cette étoile 4. Cela
posé, si on substitue a l'argument 2 de la fonction FA(z) la fonction de
u definie par la formule

u

14\ ) du
. (G5 =17

= ue' ,

£ —

on aura une fonction de u réguliére a l'intérieur du cercle dont le centre

est lorigine et dont le ravon est I'unité¢. D'ailleurs, des que Lon a

' J’ai employé cette figure cunéiforme au début de mes recherches sur la repré-

sentation des fonctions monogénes générales. En reponse & une lettre de M. Viro Vor-
TERRA datée de [Yse le 9 avril 1899 ou il me communiquait les principes d’une dé-
monstration appuyée sur l'emploi de la figure cunéiforme, je lui indiquais le jour suivant
ma propre démonstration dans une lettre écrite de Perouse.

On verra amplement dans la suite I’avantage qu’il y a 4 employer la figure cordi-
forme au lieu de la figure cunéiforme.
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a < 1 cette fonction a nécessairement deux points singuliers situés sur la
circonférence de ce cercle, a savoir les points w =1 et u = — 1. Par
conséquent, le développement de cette fonction suivant les puissances de u,
développement que nous écrirons

(1) }O:y G,(r — a)uw

a pour cercle de convergence le cercle de rayon I.

Or on démontre, comme nous allons le faire, que cette série converge
encore sur la circonférence de son cercle de convergence, et cela wuniforme-
ment sur toute la circonférence, et de méme uniformément pour toutes les
valeurs de z situées dans un domaine X, donné arbitrairement a I'intérieur
de T'étoile A“.

On peut donc en ce développement faire u = 1, et on obtient de
la sorte le développement

”

(2) Fd(z) = Z.G,(r — a)

0

qui converge uniformément dans X.

Pour démontrer le théoreme que mnous venons d’énoncer sur la con-
vergence uniforme de la série (1), il suffit de rappeler le théoréme classique
de M. Lipscurrz Sur le développement des fonctions réelles en séries trigono-
métriques. '

Ce théortme peut étre énoncé de la manitre suivante:

Soit ¢(6) une fonction réelle et univoque de U'argument réel 0 et continue

, 2m + 1 . ,

pour 0 ==8,. Supposons qu'on Ssache pour ¢ < g oo et n dé-
signant dewx entiers dont le premier est plus petit que le second, déterminer
une fonction §(8) de Uargument réel o, telle que, pour deur valeurs 0’ et
0" de Uangle 0 situdes toutes deuxr ow bien entre 8, et 6, + = ou bien entre

0, et 0, — = et satisfaisant a Uinégalité
| — 0| <d
on ait:

- le (@) — ¢(6")] < ¢(9).

' Journal de Crelle, t. 63.
* Nous avons précisé un peu Vénoncé du théoréme.
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Supposons encore qu'on sache déterminer une quantité positive M telle que
pour toutes les valeurs réelles de 6 on ait |¢(8)] < M.
Cela posé, la différence entre ¢(6,) et la somme

a, + a,cos 8, + a,cos 260, + ... 4+ a,cosnf,

3) + b, sin 0, + b, sin 26, + ... + b, sin nf,
o
[ P . N
a, = - 00‘[” e(@)dd | ..., a, =;”°Jﬁ ¢(0) cos nf . d6
g+ =

1 » .
b,=- [ ¢(6)sinnd.do,
T o
[
les quadratures dams ces formules étant supposées avoir un sems, est in-
férieure a

/

; ( )
4M<2ml+ ; +(2m:_ 1)’> + 9§[)<221:: II 7z‘> +4¢(2n:_ I>.10g4 Znﬂ+ v,

Si ¢(0) est périodique et de période 27, de sorte que les coefficients
@, @, ...,a,,b ..., b, sont indépendants de 6, et que la formule (3)
donne le commencement de son développement en série de Fourier, et si
on peut employer, pour toutes les valeurs de 6,, la méme fonction ¢(4) et

de plus si cette fonction est telle que ¢(4) logg tend vers zéro avec d, il

s'ensuit de ce théoréme que le développement de ¢(#) en série de FOURIER
est uniformément convergent pour toutes les valeurs de 6.
Envisageons maintenant un ensemble fini ou infini de fonctions ¢(8),
que nous supposerons encore, pour simplifier, périodiques et de période 27.
Supposons que, ayant fixé la valeur # =4@,, on puisse employer la
méme fonction ¢(J) pour toutes ces fonctions ¢(#), et que cette fonction

soit telle que ¢(dJ) logg tende vers zéro quand ¢ tend vers zéro.

Il est évident, dans ce cas, que la série de FoURIER:

a, + a, cos 6, + a, cos 26, + . ..
+ b, sin 6, + b, sin 26, + . ..



232 G. Mittag-Leffler.

est umiformément convergente pour toutes les fonctions ¢(f) appartenant a
I’ensemble donné.*

Pour pouvoir appliquer ces théorémes aux parties réelle et imaginaire
de la fonction de # obtenue en substituant & l'argument z de la fonction
FA(z) la fonction de w définie par

z—a f [(11{%)1_“_1] d:u

nous remarquons que, 2 et 2z’ désignant deux valeurs de z correspondant
aux valeurs ¢’” et ¢’* données & u, on aura nécessairement

(4) |¢"— 2| < K. |z —a|.|0"—6],

K désignant une certaine constante qui ne dépend que de «.® D’un

' Il semble que, en général, on n’a guére apprécié ce théoréme de M. LipscHITZ
4 sa juste valeur. Le plus souvent on le présente comme un complément dn théoréme
célébre de DIRICHLET, pouvant servir 4 examiner la convergence de la série de FOURIER
dans le voisinage des points ou la fonction donnée posséde un nombre infini de maxima
et de minima.

Or, si 'on considére le fond des choses, il est évident que de ces deux théorémes
celui de M. Lipschirz est 4 la fois le plus profond, le plus utile et le plus élémentaire.
On pourrait méme dire que, tandis que ce dernier théoréme est un vrai théoréme d’ana-
lyse, le théoréme de DIRICHLET est plutdt du ressort de l’arithmétique supérieure.

' Si # et @ satisfont toutes deux, ou bien & Vinégalité 0 << # < 7 ou bien A
21—a 41—u

On pourra prendre K =
« a

I'inégalité 0 ># > —x, on pourra prendre K = ,

. . _ , 7
si & et ¢ sont arbitraires, pourvu seulement que |¢' —¢| é;

En effet, écrivons pour simplifier v au lieu de

—a , .
, de sorte qu'on ait
a

%

o . (I—i—u 1—a dy
Y= I—u) w

1

Pour 0 < # < 7, si nous faisons comme ci-dessus u = e% | nous aurons

)

_-aE l1—a
IOgU == ¢ tag f<0tg§> ad.

0
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autre c6té, pour toutes les valeurs de 2/ et de 2’ appartenant a X
on aura

(s) | FA(@") — FA(@Z)| < K, .| 2" — 2|

Par conséquent, si # et & sont deux valeurs de # comprises entre O et 7 et si
v et v” sont les valeurs correspondantes de v, on a
pe

, AU
(a) log v" — log v = <ctg 5) d4.

t
Or on a, pour les valeurs considérées de f,

2 ]
— >ctg5—>0,

¢
par conséquent
(2)1—u> (t 0\)l~a
3 Ez)
o 8"
T o\ 1—a g 1—a
j <y> a6 > f(ctg;) a8,
o o

ce qui donne, en intégrant dans le premier membre, et en ayant égard 4 (a)

21——a
74

#'* — %) > (log v" — log v').

Maintenant on a, en écrivant & pour log v,

logr" Toge”

v — v = fefdé": f vd§;

Tog v’ log v
par conséquent, |v| étant inférieure & l'unité, on a
| v — v | < |logv” --logv'|.
D’ailleurs on a
2+ yt > (& + y)f

pour = et ¥ positifs, 0 << @ < 1 — e¢e dont on s’assure immeédiatement en considérant
les dérivées par rapport & x et & y — et par conséquent

g —@ge<< (@ — 0)r.
Par conséquent on obtient
21—-1

|v — v )< |0 — 8]

o
Acla mathematica. 21. Tmprimé le 18 octobre 1900. 30
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K, désignant une constante plus grande que les valeurs absolues de F'A(2)
dans X.

On démontre de méme que cette inégalité shbsiste si les valeurs ¢ et ¢ sont toutes
deux comprises entre O et — .
Si les valeurs & et § sont situées de part et d’autre de la valeur #=0, on aura

lo'] < 2= 1)
a ’

, 21—a "
<22 e

et par conséquent
21—a
o — v <2 (ot 1)),
Or on a pour @ < I et pour = el y positifs, 'inégalité

r® + ya§21~a($ _+ y)a

qui résulte de ce que pour @ 4+ y = constante, est maximum 2%+ y%, pour z = ¥. On
obtient donc

. , 4I—a . "
| — v <22 (0] + o))

4, "
=2~

Supposons enfin que & et #' différent, de 7 tous les deux, de moins de —. Dans ce

[N

cas on peut écrire
u

1+u)1"" dn
(l—u u
-1
v=ve ,
et par conséquent pour u = e%

4

g] 1

\1—a —io
log (v — v,) = / (ctgg) df.e *.

Nous obtenons immédiatement:

log (v — )| < |7 — 0]

ce qui donne aisément
[v" — v | < |log(v” — v,) —log(v' — v,)| < |6 —€&|.
Or il est évident que

1—a
lo—o| <2—6—f]-
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On aura donc
(6) | FA(z") — FA(z)| < K. K, .|z — o] .|0” —0|".

Par conséquent les conditions pour que le développement de Fourier soit
uniformément convergent par rapport & @ sont évidemment remplies et
pour la partie réelle et pour la partie imaginaire de la fonction FA(z),
considérées comme fonctions de 'angle réel 6 introduit par les deux sub-

stitutions
. 14\l du
f—a lf () -
= ye

r—a

et
u = e,

Considérons alors
(7) RFA(z) = a, + X(a, cos nd — b, sin nf),

développement de la partie réelle de cette fonction en série de FOURIER.
Il est évident que pour u = re”, on a aussi,

(8) RFA(2) = a, + Z(a,,r" cos nf) — b,r" sin nf).

En effet, d’aprés le théorétme d’ABEL, le second membre est uniformément
convergent pour r < 1, et représente par conséquent, comme le premier,
une fonction harmonique dans le cercle » < 1. Or, ces deux fonctions
harmoniques étant, d’aprés la formule (7), identiques sur la circonférence,
elles sont aussi identiques & l'intérieur du cercle, et cela donne précisément
la formule (8). Les fonctions harmoniques conjuguées ne peuvent donc
différer que d’'une constante, et on a par conséquent

(9) IFA(2) = E(a,ﬂ‘" sin nf + b,1" cos nd) + const.

IFA(z) désignant la partie réelle de la fonction ;I.I”A(z).
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D’un autre ¢6té on a pour u = ¢ un développement uniformément
convergent en série de FoURIER

(10) IFA(2) = a, + Z(a; cos nfl — b, sin nf)

dont en raisonnant comme ci-dessus on tire pour u = re” le développe-
ment suivant convergent pour » < 1

(11) IFA(z2) = aj + Z(a,r" cos nf — b,r" sin n6).
En comparant ce développement au développement (g), on trouve
ar,nzbn) b:L=“a”‘

Par conséquent on a, pour |u| <

FA(z) = a, + iay + 2 (a, + ia))u",

et ce développement converge uniformément sur la circonférence |u| = 1.
D'ailleurs il est évident, d'aprés ce que nous avons dit, que cette

convergence est uniforme, non seulement par rapport a Dlangle ¢, mais

encore par rapport a la quantité z qui figure dans la formule de sub-

stitation, pourva que cette quantité reste comprise dans le domaine X.
C'est tout ce qu’il fallait établir pour démontrer qu’on a

FA(x) = F(a) + ,é G,(x — a)

et que ce développement est uniformément convergent pour les valeurs de
z a l'intérieur de X.»

Il est donc démontré qu'on peut employer comme fonction génératrice

u
14 u\i—e . du
" [(l—u) o ] u
v
— €

(48) flufa) =~
ol
1
[l
(49) w=¢"

et comme figure génératrice la ficure cordiforme représentée par
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quand % décrit une circonférence qui a pour centre l'origine et pour
rayon l'unité. Les polynémes G,(x — @) deviennent dans ce cas

2t
W@

+ },,_I‘Ifo (g )("’*a)v—n +;11,(,>((l)<‘v:a>v.

@ |v

m
(50)  Glr—a) = (o) poggyr =y Bld) | 1(a) ("

?l\v—~l 2ly—2

Rappelons la formule (21) et remarquons en méme temps I'égalité

(51) w=<; >

qui en résulte immédiatement et qui montre de quelle manitre @ tend
vers linfini quand a s'évanouit. De 1'égalité (6) on tire encore en faisant
= 1 la formule remarquable

ﬁ|-c

(1 + a¥P(a)

() (;z)
(52) o = 1 +h1 (ﬂ) + (ﬂ)

| X |2

ou, en faisant A{'(f) = 1,

b 4@

+ ...

On aura donc pour des valeurs suffisamment petites de x l'identité
suivante:

F(a) + £6, — a)

hot v B (D) ,

= F(a) + EZ v F(n)(@(ﬁj)“

V"—/l w

®©

ili Fo(a) <x—) > h“’(ﬂ)
1
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Le polynéme @,(x —a) est un polynéme en z de degré v mais
c’est en méme temps un polynéme en B de degré v— 1 (voir page 210).
Les considérations que nous avons employées pour démontrer la convergence

de la série 2 G,(r — a) nous montrent immédiatement que x étant un
v=1

point quelconque & Uintériewr de A, il y a toujours une valeur de f par ex. B,
telle que la série

- o~ A ) x — a\"
G —a) = =il) (g <__>
; ( ) ;/ml |_’(f|_y_—:ﬁ (@ @

soit uniformément convergente par rapport & B pour chagque domaine
o< p<pF<p <t
La formule (53) fait ressortir d’une maniére intéressante le vrai role

de la quantité j dans notre mode de représentation. La série §G,(w—-—a)

n'est pas une fonction proprement dite de 3, parce que sa valeur, la série
étant convergente, est absolument indépendante de 5. La gquantité f sert
seulement a régler U'élendue de la comvergence, qui augmente de plus en plus
en méme temps que f sapproche de l'unité.

Rappelons nous la construction de 1'étoile 4® (voir page 229). On
voit que la figure cordiforme étant choisie pour figure génératrice 1'étoile
A“® prend une forme trés simple.

Faisons par exemple

‘étoile A devient dans ce cas, le point 2 = o étant pris pour centre,
une figure cordiforme qui a pour axe de symétrie l'axe réel, dont le
sommet obtus est au point =1 et dont le sommet aigu est au point

p=—¢°"""" Nousavons dessiné (planche II) trois spécimens différents
de A“. On remarquera qu'en diminuant «, I'étoile A® s’approche avec
une grande rapidité de l'étoile 4 qui est elleméme dans ce cas le plan
entier a l'exception de la demi-droite (1 ... -4 o0).

Supposons, pour prendre un autre exemple, que 1'étoile A ayant pour

centre £ = o n'ait que deux sommets finis =1, z=—1. L'étoile 4®
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devient alors le domaine situé dans l'intérieur de deux figures cordiformes
de méme paramétre o qui ont toutes les deux pour axe de symétrie l'axe
réel et dont 'une a pour sommet obtus z = 1 et l'autre z = — 1.

Nous avons vu que la série

§Gv(x—a) u

étant regardée comme série de puissances par rapport a ¥ a pour rayon
de convergence l'unité. Par snite d’aprés le théortme de Cavcuy ' la
limite supérieure des valeurs limites de wmfa)l, y=1,2,...,00 est
P'unité. Cette propriété subsiste tant que x appartient a l'intérieur de

Iétoile A®. D’un autre c6té la série §G,(x———a) étant divergente, tant
que z est un point en dehors de A“ la limite supérieure des valeurs li-

mites de I\V/m—_a)l est nécessairement plus grande que l'unité quand z
est situé en dehors de 4“. §Si on remarque encore que chaque point z
a l'intérieur de A sera renfermé dans A® si I'on donne a a une valeur
suffisamment petite, on obtient le théoréme suivant.

Théoréme 5. On peut towjours choisir la fonction génératrice dune
maniére telle que toutes les propriétés du théoréme 4 subsistent et que lon
ait de plus les suwivantes:

lO

La quantité o étant donnée, la limite supériewre des valeurs limites
de |\/@‘,(70:E—)|, v=1,2,...,00 est égale a Uunité quand x
appartient o Uintérieur de A et supériewre @ U'unité quand x est
situé en dehors de A®.

! Premiére note, page 44.
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2°.  Le point x étant situé a lUintérieur de Uétoile A, il existe loujours
une quantité a, < 1 telle que, a étant plus petite que a,, la limite
supérieure des valeurs limites I\V/—é:('z_fa_)l, v=1,2,3,...,00
est égale & lunité, tandis que x étant situé en dehors de A cette
limite supérieure est toujours supérieure @ Uunité et cela quel que
soit a.

On voit que ce théoréme donne un critere précieux pour trouver les
sommets de I'étoile A. Pour étre sfir que le point z ne peut pas étre
situé en dedans de 4, il suffit en réalité de faire voir que, la quantité
a étant choisie aussi petite et une quantité M aussi grande qu’on veut, il
y a toujours des indices v tels que |G,(x — a)| > M. D’un autre coté
tant que x est situé a l'extérieur de A“ on est sir qu'il existe de tels
indices.

Dans les cas ordinaires il doit méme arriver qu’'il y a toujours un
indice v, tel que |G.,(x —a)| > M tant que v >y,. D’un autre coté si
x est situé a l'intérieur de A® il y a toujours, J étant choisi si petit
quon veut et a étant pris suffisamment petit, un indice y, tel que
|G.(x — a)] < ¢ tant que v > v,.

Je reviendrai dans une autre note sur cette question de la recherche
des sommets de 4.

La figure génératrice cordiforme définie par

z2=a+ (z— a)f(u|a),

la fonction génératrice f(u|a) étant donnée par les égalités (48), (49) ou
la variable u parcourt une -circonférence ayant pour centre l'origine et
pour rayon l'unité, posséde la propriété remarquable que voici. Regardons
la figure comme engendrée par un rayon tournant autour du centre a.
Un des angles que le rayon forme avec le contour de la figure est toujours

1 .
0% sauf au point

V(G
z=a—¢e° (r — a)

ou les deux angles sont n——;om.
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Rappelons-nous la définition de l'étoile A®. Fixons un vecteur et
regardons la figure cordiforme autour de ce vecteur qui est inscrite dans
I'étoile A. Les sommets communs de cette figure cordiforme et de Uétoile A
sont en méme temps & cause de la propriété de la figure cordiforme dont
nous venons de parler des sommets de I'étoile A®

Done si E est une étoile concentrique et homothétique a A qui est
située dans son intérieur et si E est I’ensemble de tous les points qui
appartiennent aux différentes figures cordiformes construites autour des
vecteurs entre @ et un point & l'intérieur ou sur le contour de E I'étoile
E devient identique avec l'étoile E.

On sait que la limite supérieure |FA“(z)| a l'intérieur ou sur le
contour de E est la méme que la limite supérieure de | FA“(z)| sur le
contour. Appelons cette limite g. ILa limite supérieure de | FA“(z)]
quand 2z appartient & la figure cordiforme construite autour de I'axe de
symétrie (ax), « appartenant au contour de E, n'est donc pas supérieure
ag. Ona

FA®(z) = F(a) + ‘g G,(z — a)w.
Donc
|G.(z—a)|<y.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant:

Théorédme 6. On peut toujours choisir la fonction génératrice d'une
telle maniére que toutes les propriétés des théorémes 4 et 5 subsistent el
encore la propriété suivante:

Acia mathomatioa, 24, Imprimé le 16 novembre 1800, 31
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En désignant par FE une éloile concentrique homothétique et interieure
a A9, par x un point sur le contour de E et par g la limite supérieure
de | FA“(z)| quand x parcourt ce contowr; ayant

FA9(z) = F(a) + 6.(z — a),

vl

o G(r — a) a la méme signification qu'aw théoreme 4, on aura
| G.(x — a)| < g; y=1,2,3,...,00.

On voit facilement qu’en ayant employé par exemple la figure cunéi-
forme au liew de la figure cordiforme ou aurait obtenu un théoréme
beaucoup plus compliqué.

Mettons « = 1 et il résulte du théoréme 6:

Soit G le cercle de convergence et r wune quantité positive plus petite
que le rayon de convergence de la série de Taylor

S
7 — F® — aVy
Fla) +Y — F9a) . (z — a).
v=1 —
Soit encore g la limite supérieure de |FC(x)| sur la circonférence qui a le
point a powr centre et r powr rayon. On aura alors, x étant un point sur
cette circonférence

|%1«‘<")(a).(x——a)”l<g; y=1,2,..., Q0.

(’est le méme théoréme que celui dont nous avons fait un si fréquent
usage dans notre premiére note ' et qui est énoncé en général sous la forme

I (v

< g,.~»v.

! Voir WEiERsTRAsS, Werke, Bd. I, page 67. M. HURWITz m’a communiqué
lors d’une visite que je faisais chez lui & Zirich le moi de mai de Pannée passée qu’il
a eu longtemps I’habitude d’énoncer dans son cours le théoréme de WEIERSTRASS sous
la forme qui se présente ainsi comme cas spécial de mon théoréme 6.
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Nous ne devons pas finir cet article sans parler d'un résultat remarquable
qui a été trouvé par M. BoreL et qui est antérieur a nos travaux.
M. Bogrer a démontré' 1'égalité
. o K I I
FK(r) = Lim e Y [F(a) + E—{F“’(a)(x—a) ot ﬁF(‘)(a)(x—a)‘]

k=w A=0 |

ol & désigne une quantité positive et X est une étoile de convergence
circonscrite au cercle des constantes F(a), FV(a), F¥(a), ..., F¥(a),

Il a montré par la qu'il existe une expression analytique générale édifiée
de méme que la série de Tavior avec les seuls éléments F(a), F"(a),
F®(a), ... pris de la fonction mais valable pour une étoile de con-
vergence circonscrite au cercle de ces éléments et contenant a son intérieur
tout point de ce cercle ol la fonction reste réguliere. Autant que nous
avons pu nous en assurer il a 6té le premier & établir ce résultat capital
pour la représentation analytique des fonctions monogénes.

Pendant I'impression de cette note, j'ai eu connaissance d’un nouveau
résultat du plus grand intérét que vient d’obtenir M. Borkr.

L'expression limite par laquelle nous avons exprimé FA(z) et qui
possede I'étoile 4 pour étoile de convergence peut s'écrire

n

Lim Lim X G,(z — a).
a=0 n=n *=1

C'est en réalité une expression limite double. Mais nous avons trouvé

dans notre premiére note qu'on peut toujours exprimer [’A(x) par une

expression limite simple Lim g,(x]a). Cette expression limite simple a

n=w

I'inconvénient que 1'étoile A n’est pas avec nécessité une étoile de con-
vergence de l'expression. On peut se demander sil n’est pas possible de
déterminer le polyndéme g,(r «) de manitre que Limg,(r @) possede
I'étoile A pour étoile de convergence. M. Bor:L vient de montrer par
une analyse profonde que nous publierons prochainement que ce n'est
pas le cas.

! Fondements de la théorie des séries divergentes sommables, Journal de Mathé-
matiques, Série 5, tome 2, année 1896, pages 103—122.
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L’expression analytique la plus simple qui représente FA(z) en de-
dans de 4 et qui a en méme temps 'étoile 4 pour étoile de convergence
est donc nécessairement une expression limite double, comme celle que
nous avons donnée dans le théoréme 4 de cette note.




G. Mittag-Leffler.  Sur la représentation analyligue d’une branche uniforme d'ne fonclion monogéne.  (Troisiéme nole)
Planche 1.
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