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SUR LA REPRESENTATION ANALYTIOUE D'UNE BRANCHE IJNIFORME 

D'UNE FONCTION MONOGENE 

( T r o i s i e m e  n o t e )  

F A R  

G. M I T T A G - L E F F L E R .  

Apr~s la premiere note imprimde dans ce journal (I 5 mars I899), 
nous avons publid sur le m~me sujet dans los C o m p t e s  r e n d u s  de l 'aca- 
d 6 m i e  des  s c i e n c e s  de Par i s  (15 mai I899) une communication ~ off 

nos thdor~mes I ct 2 nous en avons ajoutd un nouveau. 

1 A notre premiere note ainsi qu'~ cet article se rattachent les travaux suivants: 
EMILE BOREL. Addition au mdmoire sur les sdries divergentes. (Annales  de 

l '6cole  normale .  S6rie 3. Tome i6. Page 132. ) 
PAUL PAI~LEV~. Sur le ddveloppemeut d'une branche uniforme de fonction ana. 

lytique. (Comptes rondus  etc. 23 mai I899. ) 
EMILE BOREL. Sur le calcul des sdries de Taylor d rayon de converge~we nul. 

(Comptes r endus  etc. 23 mai I899. ) 
EMILE PICARD. S i r  les ddvdoppements en sdrie des intdgrales des dquations diffd- 

rentieUes par la mdthode de Cauchy. (Comptes r e n d u s  etc. 5 juin I899. ) 
E. PHRAGM~N. Sur une extension d'un thdordme de M. Mittag-Leffler. (Comptes 

r endus  etc. I2 juin 1899. ) 
PAUL PAISLEV~. Sur le calcul des intdgrales des dquations diffdrentielles par la 

mdthode de Cauchy-Lipschit~. (Comptes r endus  etc. 19 juin 1899. ) 
PAUL PAmLEVr Sur le d2vdoppement d'une bmnche uniforme de fonction ana- 

lytique en sdrie de polyn6mes. (Comptes r e n d u s  etc. 3 juillet 1899. ) 
L. LEAU. Reavrdsentation des fonctions par des sdries de polyn6mes. (Bul le t in  

de la soci6t6 m a t h 6 m a t i q u e  de F r a n c e ,  t. 27. Page I94--2oo.  ) 
PAUL PAmLEV~. Sur le dgveloppement des fonctions analytiques de plusieurs va- 

riables. (Comptes r endus  etc. IO juillet I899. ) 
EMILE PICAED. Lectures on Mathematics. (Clark  U n i v e r s i t y  D e c e n n i a l  Ce- 

l e b r a t i o n ,  I899 ) page 246. 
Aeta math~mativa. 24 Imprim6 ]e 1 aoflt 1900. 
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:Nous avons en outre, dans la seconde note de ce journal, appris h 

former route une classe d'expressions limite qui embrasse la sdrie de TAYLOR 

et dont  chaque cas possbde une dtoile de convergence. Cette 6toile est 

inscrite dans l'dtoile principale des constantes F ( a ) , F ( l ) ( a ) ,  . . . , F ( Z ) ( a ) ,  . . .  

ct elle est circonscrite au cercle de ces constantes. En  augmentan t  suffisam- 

ment  un certain nombre enticr positif n qui est in t imement  lid h l'dtoile, 

on fair tendre celle-ci inddfiniment vers l'dtoile principale. Pour  n ~ - i  elle 

coincide avec le cercle. En  faisant croltre n au del~ de route limite, on 

obtient une expression limite avant l'dtoile principale m~me pour 5toile 

de convergence. 

Dans le nouveau thdordme des C o m p t e s  r e n d u s  nous avons affirmd 

l'existenee d 'une autre classe d'expression limites ayant  cette m~me pro- 

pridtd. Au  lieu du hombre entier n il v entre un param~tre rdel et 

eontinu a de sorte qu 'on peut  faire varier l'dtoile de convergence d 'une 

manidre continue entre le cercle et l'dtoile principale. 

~ o u s  voulons dans eette troisi~me note montrer  comment  on peut  

former ces nouvelles expressions limite. ~ o u s  6tablirons en mdme temps 

deux nouveaux thdor~mes et nous formerons une nouvelle expression limite 

pour laquelle l'dtoile principale A des constantes F ( a ) ,  F ~  F ( ~ ) ( a ) , . . .  

est une dtoile de convergence. 

Comme dans la premiere note, soit (~ une dtoile quelconque de centre 

a. Nous ddfinirons par rapport  h (~ une nouvelle dtoile ~(~)de la mani~re 

suivante. 

Considdrons la reprdsentation conforme ddfinie par la relation 

(I) v = e '  

EMILE ]3OREL. Sur la g~ndralisation du prolongement analytique. (Comptes 
rendus etc. 23 avril IOCO. ) 

LE RoY. Sur les sdries divergentes. (Comptes rendus etc. 14 mai I9oo.) 
Voir encore rues articles: 
Sulla rappresenta~ione analitiea di un ramo uniforme di una fun~sione monogena. 

Atti  della R. Accademia delle Science di Torino. Vol. 34. 23 Aprile I899. 
On the analytical representation o/ a uniform branch of a monogenic function. 

Cambridge :Philosophical Transactions.  Vol. I8. 
Un m~moire d4velopp~ sur le m~me sujet par M. E. BOREL paraitra prochaine- 

ment dans ce journal sous le titre: Sur les sdries de polyndmes et de [onctions rationnelles. 
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oh fl ddsigne une quantit6 r6elle remplissant la condition 

o<fl< . 

Faisons d6crire h u une circonfdrence ayant pour centre l 'origine et pour 
rayon l'unit6. 

Posons, pour o ~ ~ ~ ~r 

U --~- e TM . 

On aura 

f (i 
\ I  - -  U ]  U 

1 0 0 

Posons encore, pour o < ~ < 

On aura 

U ~-  e -*r  . 

u 

1 0 

On a encore 1 

0 

f( f( 
Par suite, quand u parcourt ~ partir de u = I jusqu'~ u = m I la pattie 

sup6rieure de la circonfgrence ayant pour centre l 'origine st pour rayon 

l'unit6, la quantit6 
v-~-- P~e ~ 

dgcrira un are de spimle logarithmique d6fini par l '6quation 

t - -  g ~ . ~  
R ~ e  ; o < ~ < z r .  

I Voi r  p. ex. BERTRXSD, Traitd de calcul diffdrentiel et de calcul intdgral. Calcul  

in tegra l ,  page  I zS.  
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Cette spimle logar i thmique a pour centre lc point v-----o, et coupe l'uxe 

des v rdels aux deux points:  

t 
V =  I e t  v ~ - - - c  

D'au t re  part, quand u parcourt  h part ir  de ;t = I jusqu 'h  u - - - - - - - I  la 

partie infgricure de la m~mc circonfdrcncc, 

V ~- Re ~ 

dderira un  nouvel arc de spirale 

Tr 
tgfl~-.~ 

R = e  ; O > F ~ - - z : ;  

symdtrique au premier  par rapport  h l 'axe rdel. 

La relation (1) pout s'dcrire: 
U 

f [ / '  +"I'~_,1 ~_~ 
, ]  L\l--u I J u 

(3) v = ue '  

On volt done imm6dia tement  quc l ' int6rieur du cercle correspond ~ Fin- 

t~rieur de la figure cordiforme limit6c par les deux ar(-s de spirale, de ma- 

ni6re que ]e centre du cercle u = o correspond am centre de la figure 

cordiforme v ~- o. Met tons  

(4) fl = ' - -  a. 

�9 ~ _ ~ , ~ . . ~ ' " ~ ' "  -- ~ ~ ' ' .  ,_ 

w, , "o7; u,w 

Les deux arcs l imitant  la figure cordiforme se coupcnt  au point  v----I  
--=tg,i~ 

sous l 'angle intdrieur az  et au point v = -  e sous l'~mgle int6rieur 
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Nous ferons encore la remarque suivante. La figure cordiforme est 
situ~e k l ' int&ieur d'un rectangle dont les deux eStds passant par les points 

O+a).~ 

v = ~ e  ~ t g ~ . s i n a g  et v = - - I -  I 
2 

sont perpendiculaires ~ l'axe r~el et dont les deux autres e6t~s passant par 

v-----~e 2tga~.sinag et v--'----ie " g ~ . s i n a g  
2 2 

song parall~les ~ ce m~me axe. 

Remarquons d'aiileurs qu'au point oh la tangente verticale touche la figure 
en question le rayon vecteur, lorsque a tend vers zdro, se rapproche inddfini- 
meut de la verticale men~e par le centre. 

On voit qu'on peut, en faisant d6croltre suffisamment la constante a, 
faire tendre inddfiniment le contour de la figure pr6citde vers la ligne droite 
menant de v = o k v----x. :Nous avons reproduit (planche I) trois cas 
diffdrents de la figure cordiforme. 

I1 est important pour ce qui suit de connaltre le d6veloppement de 
v ~ suivant les puissances positives de u, m d t a n t  an entier positif. 

Posons 

f I'/l+~i B 11 ~" B--l ~" 
- O  t\V~-~] - j "7 ~- 

(S) v = u e  ~ . e ~ , 

t\l--ul I u 

(6) e o 

[ (') h~')(5) l hi"(fl) u h(2~)(fl) u ~ ~ u ~ 

= '  + l !  + I_ + +  I_ a + . . . .  
Aeta mathsmat@a. 24. lmprlm~ le 8 oetobre 1.o~0. ~7 



210 G. Mittag-Leffler. 

~qous verrons que h(~m)(fl) est une fonetion enti~re rationnelle de fl de 
degrd 2 qui s'annule pour ~ o. C'est une fonction im29aire , quand 2 
est un hombre impair, et c'est une fonction paire quaml 2 est un nombre 
pair. Le coefficient de fl" (# ~ i ,  2, . . . ,  2) est un polynome en m de 
degrd # d coefficients rationnels positifs qui s'annule pour m = o. 

Diffdrentions en effet (6) par rappor t  ~ u;  on obt ient :  

h~)(~) h(;')(~) u '  
m I +  i_ I u +  E + ' " + ~  h(")(i~),_t.~ u ~ + . . . )  ( ( x  +u)~.,~,,i_ul v) 

= h i ~ > ( f l ) ,  u + - -  

Par  suite en faisant  

(~) hi~)(fl) h(;')(fl) u '  h~ (~) u ~ u ~ 

+-=--j~ + +  I~ + . . . .  

(7)  L \ ~ - ~ - -  u /  - -  I ]  = gl  (/9)It -9 I- ff,(t~)u' -]- .qa(tg)u 3 -~ ff4(/~)u 4 "q- �9 �9 �9 

on aura 

(8) i~', hi'> (/~) 

I I 

E n  diff6rentiant  (7) v fois par  rappor t  ?~ fi on aura:  

et par  cons6quent :  

/x + u \ P / I . ,  i + u~ ~ d(~)g~(B) u~_~. 
(9) ~---.) i ~ ~  ,_--=7,/= ~ e(~z), (~) 

Oi l  a ;  

D'ot~ 

(~o) 

~ /  I + U ~ ( U ) ;  P = O ) I  

d" g~ (tg) 
d(2fl)" = o; v > A  

- -  [ .  

d(2~) ~ 

) 2 ) . . . .  
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On a encore en vertu de (7) 

(~ )  

Par cons6quent g~(fl) (2~---- I ,  
de fl du degr~ ,t qui s'annule pour fl = o. 

Faisons maintenant 

(t2) 

nous aurons en vertu de (9) 

\ d(---~fl?/a=0 
(13) (d,,g,(~_)v ~ 

\ ~ h = 0  = o ;  

Par cons6quent 

g~,+,(fl) = V~ ~ + (2 

,q~(o)  = o .  

2, . . . ,  cx9) est une fonction ent@re rationnelle 

V---~/ = ~o (2~' ~)u~"; 

= (a - -  v, v); ~ v = hombre pair 

) . -  v - -  nombre impair. 

~ !M)"E' -, (M)2"-3 
, 2 ~ - -  ~j12~_1 + (4, 2 t - -  3 ~ y ~ - ~  + . . .  

(~) '  2~ 
+ ( 2 / - - 2 , 3 ) ~ - _ 3  + ( 2 l ,  1 ) ~ ,  

12~+~ + ,~,j i--2-_~ + ( 4 , ~ z - - ~ ) i ~ , _  2 . .  

(2~)' (2l 2) (2~)' 
+ ( 2 z - ~ , 4 ) - ~ - - 4 +  , i~- 

( l = o ,  i ,  2 , . . . , ~ ) .  

(2p,~+ I);  [.~0,,.2 . . . . . .  1 

En invoquant alors la formule (8) nous voyons l'exactitude du thdor~me que 
nous venons d'6noneer au sujet de hT(fl) comme fonction de fl et de m. 

On obtient les hombres rationnels 
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par une formule de r6eurrence trbs simple. En diff6rentiant (12) 
rapport k u, on a 

o o  (i 
(V + I) ~ l o g , _ _ ~ /  " I - - r 1 6 2  ~---- = (1~'-~ I + 2/A)(2~)Y + I ) . U  '/~, 

D'oh 

par 

(~6) 

g,(B) = ~(2f l ) ,  

i :2 a,(fl) = ~ (~fl)3 + i ( f l ) ,  

g'(fl) = (2fl)' + i (~fl)~' 

a0(fl)= (:fl)'+~(:fl)'+i(:fl), 

I ~ 23 (25/~ ~ 
g0(~) = ~(~P) + ~ ( : ~ ) '  + 90, -,' 

I 

I I + ~ v  
(V + t)  ~ u l O g l  - - u ]  

= E l ( l )  + I + 2#)(2~,1~+ I)  - - -  (IJ - -  I + 2ft)(2~--2,Y+ I)]. TM. 

Par consequent 

[ ( l~+  I 2 t - 2f l)(2fl ,  V +  I ) = ( p +  I)(2fL, l ~ ) + ( V - - I  + 2~.1)(2].1--2, ))+ I)  

~ =  I ~ 2~ . . . ~  C'~; ~ -  I ~ 2~ 3 ~ . . . .  

En faisant le calcul des sept premieres fonctions g~(fl) et hi")(fl) on troupe: 

'g,(fl) = :fl, 
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' hi'~(fl) = m. (~fl), 

(~7) 

213 

( ) 3m ~ I 2 
hi~>(fl)= m~+ i + ~ m  . ( : f l ) '+~.m.( : f l ) ,  

I l 

hi~ = , :  + sin' + ss m~ + -~ + m (:fl)' 

hy>(fl) = m ~ + 1 5 . :  + m' + + m ~ 2 12 ~ - m  + ~m . (2fl) 6 

39I m '  i o$). (2fl) 4 + 4 o ( ~ m ' + 4 m ' +  3~ + ~  

8 / I 8 7  m' Xm) (:fl)', 
+ ~ 4~io3 5 + ~ �9 

( 455. , 12187 I ) 2t ~ 455m6 + + m3+-36~o~m2 + m h : ( f l )  = . : +  y m  + ,~ T "  ~ 

( , :  6 , x ~  , o i ,  , )  
X(2fl) '+7o ] + 2m'+-i-~m +-grim + ~m .(2fl) ~ 

(:'IS ' )  "~ + 7 8 4  m ' + 4 2 o m ' + ~ m  .(2/3)' -1-- 7.m.(2/~), 

On pourra employer comme moyen de contrble la formule 

h(~)(,) 2m(2m + 0 . . .  (2m + ~-- l) 
( ,8 )  i_ ~ = [ ( , - - u ) - ' - ] , ,  = i~ - 
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~ous avons obtenu les 
de r6currence. Mais on 
plicite de ces polyn6mes. 

G. Mittag-Leffler. 

coefficients des polynbmes g~,(fl) par une formule 
peut aussi donner facilement une expression ex- 
En s'appuyant sur les formules 

(4) ~ =  I - - G t ,  

(2) o<f l<, ,  
o n  ~l l ra  

U U 

' f r ( '  + - :  , l  ~,, _' f ( '  
0 0 

( I ~ qs 8 9s 

f [ o<o+ o<o+,xo+,xo+,>u, ] 
= (~_~)a ~ +  I! x)u' + 15 + " "  0 

fl '~' F~_(/~-I-I ) a(ft-'~ q~' [~(/~-I--I)(/~--[-2) /-~ a(r,e-l--I)l~___4 
=u+E '~ -+L -~ -2  + I s '> ]~ -+  1_3 +~" 1_3 j4 
+ 

+ [,~(p+ O...(B+21- I) .~_ fl(/~-~- I) . . . ( /~@2~--3)  tX(~X.-{- I) 

l ~z-~ Is 

+fl(fl+O...(p+21-5) ,,(+0(-+2)(~+3) B(fl+I) a(~+~)(~+2)...(~+2l-3) 
I ~ t -4  (! + +  L ~ ( ~ t - '  

+ a(a+ O...(a+2~-- I)] '~:~+~ 
121+ ~ 2 l +  i 

[ f l ( f l+~) . . . (B+2~)  p(B+O. . . (~+2z -2 )  ~(~+,) 

+ fl(19+ I)...(/~+2/--4) a(a+ I)(a+2)(a+3) 

I~t-3 I! + "  

+ ~ ( f l + I ) ( / 9 + 2 )  a ( a + I ) . . . ( a + 2 / ~ 3 ) . . ~  fl 
[3 I 2 l -  I [-~" 

R(~-~-I)...(~t+2~--I)l 9s T M  
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En comparant avec (7) on aura donc 

(Iv) 

:or~(/~+ I~.;.(8§ 2~- ,):+ B()+ i)...(~+ 2t-3) < . +  ,) 
g~,+,(/9) = ,i, L- ~ . . . .  - [ ~ - ~  " 13 

_3 V ~(/~+ I)...(i)+2/--5) a ( a+  i)(a+2)(a+3) + . . .  

I. = t -4  I~ 
a(a+ i)...(~t + 2 / -  O] 27 tT(t~+l)'a(a+I)(a+2)(a+21--3)12 ]2l--I + 12/+I 

~[fi(fl+O...()+2t) fiOg+x)...(fl+2t-2) ,~(<,+0 
g~'+~(fl) = "L  i . ~  7 + 12 * - ,  i_3 

+ f i~+ O..(p+2z-4) <~(~+ ~)(<,+2)(~+ 3) + . . .  
I~t-3 1_5 

_at_ ~ ( ~ +  t)(fl+ 2) a(a+ I). . .(a+2l--3) 

1_3 I~l - , 
p . ( .+  t):..(~+ ~z - , ! ]  

+ ~  I ,x+,  1 

Revenons k la formule" 

(5) 

--fl [iq+u~i~ 'IGi dis ,~ ((l+u~ifl 'i'i d u  

k \ l - - ~ l  - -  J ~ "  t \ i ---ul - -  J ~-  
v ~ - ~ e  o . e  o 

Nous voyons que la eonstante . . . . . .  

(~o) 

1 

0 

qui ddpend du choix de fl, joue un r61e important dans la reprgsentation 
confprme d6finie par l'6galit6 

u 

( I )  v = e  . 

11 y aurait done int6r~t k trouver une nouvelie expression en fl pour 
eette constante. Une telle expression s'obtient facilement de la mani~re 
suivante : 
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On a: 
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1 

I f r [ i  + ~JL\~--~I  -- ~] d2', 
0 

1 1 1 f ( ~ ( a + I X r 1 + 2 X s t + 3 )  f u '  
= ( I - - u ) f l  .ql- I !  (I - -  u)8 -~ 15 (I - -  "u)8 Jr- . . . .  

0 0 0 

En  ddsignant par B(a, b) l ' int~grale Eulcrienne de premiere esp~ce, on a 

1 

f du --B(I a), (t - -  ~)~ 
0 

1 

f u'du (x--u/= B(3, a), 
0 

1 

f u'du ( ! -  u)# = B ( 5 ,  ~), 
0 

A cause des formules: ~ 

I 
B ( I  , a) = - ,  

a 

B(3 , a) = a(a + i)(a + 2) 
1 . 2  

I . 2 .  3 . 4  

B ( 5 ,  ct) = ,,(,~ + ~)(,~ + ,.• + 3)(,~ + 4 ) '  

1 Voir par ex. chap. 14 du Cours de M. HERMITE r6dig6 en 1882 par As- 
DOYER. Quatri6me 6dition 1891. 
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on aura  l 'expression demandde:  

1 

{ ' [ ( i  + ,,]- I "" ' "-- ~ = 2;~ ,i + ]7,, +--45 + , l  l \ l  - - -  ~ /  ;l 

0 

(;) 
~ 2  - ~ 2  

I I 

= 7 + }; a + i; 2 , I "  
/ 

' I 5 {,,- + 4) Jr- . . . -  

,} 

1 / ,i 2,,-) J 

C!es prd l iminai ros po.~ds, nous d~mnel'ons la ddt ln i t i {m de l 'dhi i le (~"< 
so ral)porl-all( [/ l 'dtoile {~ {lni est elle-lnt~lil{' i111{, ( toi le  {lll{'l('{}n{lll{' {h' 

e o l l J f r e  cq.  

Posons  

[ ('m'L, I"" 
( ~ 2 )  r/ , ,  I~t = / , : , , e "  

oil 

(4)  

doi~ v6ritler los in&'al i tds 

a ~  1 - - 1 7  

(2)  o < ~ < i 

el; 0~1 1( ddsiTue l i l le eol/,qiall{e ind(pend: in te  {it, ~f {lilt, lli}llS :ill{illS 11{ 4- 
tTOl'illiilel" d'l:ino i / lanibre eollvoli l l i} le. PiXOliS h, \ectgeur, .-Mt 7, {qlli'e a e t  
m at posons 

(2 3) ~<, __ ,~ 

Quand  u dderi t  une eireonfdrenee avan t  pour  centre l'm'iRqne et pour rayon 
# *[ l 'uni t6 ,  z dee r l ' a  aut.our de l 'axe de svmdtr ie  1 un{' ti~'ure {!~n'dif, n'n/e ('{)rain{' 

eelle qua nous  venous  d 'd tudier .  ] / a x e  de svnldtri{, est ealq}d p:lr la tie'urn' 

eordi[orme aux deux points  
1 

f [( ' +'3'' ,l <1,, L~S;sL, - a 7/-, 

z = a + K e ;  . ( r - -  aL 
1 

f r('--"YL-,1 ~" k\l +t:l J ~+ 

Acta  rnalDernal{cr 24. l m p r i m ~ ,  le l o  o e t o b r e  191,0. ~H 
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qui correspondent  aux points  u - -  1 et u = -  I de la cireonfdrenee. 

L 'ang le  in tdr ieur  de la figure cordiforme est dgal h a= au premier  po in t  
et h ( 2 -  a)= au second point .  

Soit ma in t enan t  , r u n e  quant i t5  positive plus pet i te  que l 'unitd.  Met tons  

(24) 
- r  [P*"Y~-I] ~t. 

Lkl-- t , ]  J u 
I o 

K = - e  
9" 

E n  faisant dderire fi u un  eercle de rayon ,r eoneentr ique  au premier,  z 

ddcrira une figure que nous ddsi~'nerons par Z symdtr ique  par  rappor t  h 

l ,  situ6e h l ' intdr ieur  de la figure eordiforme, et qui  se rapproche  indd- 
f in iment  de celle-ei en mSme temps  que r se rapproehe  inddf in iment  de 

l 'unitd.  Le veeteur  1 est reneontrd  par  le contour  de Z aux deux points  

/ Z ~ Z ,  

f I(' +'Y~- (' +'q-"i !z' 
- -  k k l - - u /  \ 1  . ]  J 

. ( x - - . )  

eorrespondants  aux points  u = r et u - = -  r sur la eireonfdrenee du eerele 
de rayon r .  

Soit  ma in tenan t  (~ une dtoile queleonque "lvant pour  centre a. La  

figure eordiforrne ayant  pour  axe 1 dtant situde h l ' in tdr ieur  d 'un  reet- 

an a'le dont  les deux e6tds perpendieulaires  ~; 1 eoupent  t aux points  ~ 

1 

y IP + " Y ' -  (I a,_, 
I \ I - - . 1  J u 

z ,= a + h 'e  ~ . ( x - - a ) ,  

1 

fl( l+,,y~ ,1 ~_, ,§ 
[ k l - - u /  ] u ,2 t g a  ~ 

z -= a + K e "  e 
72, 

�9 s i n  ( z  - -  

1 Voir page 2O 9. 
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et dont les deux autres c6tds parall~les h 1 passent par les points 

I 

fl( ~+,,y~_] 1 ~- ,,, 
t \ I - - u )  ] ~- 

z - -  a - t -  iKe ~ . e  �9 = .  - -  sin ~ ) 

1 

j [(~Y~-]/1-~ "~ 
[ \ l - - u ]  ] a s 

z = a - -  iKe . e ~'~~ �9 sin a ~. 

on voit qu'en prenant x suffisamment rapproehd de a la figure Z fera 

toujours partie de (~. 

Soit mainlenant [ J c - - a  I la lira.ire supdrieure des valeu,'s I x - - a [  pour 

lesq~elles la figure correspondante Z fait patt ie de (~. Nous d~signerons par 

g(~) l'~toile qu'on obtient en faisant tourner 1 use lois auto~lr de a et qsti a 

pour con~.our l'ensemble des points ~2. 

Comme nous avons n6glig~ de faire une 6tude approfondie de la forme 

de Z reste la question de savoir si, x dtant un point sur 1 plus rapproehd 
du centre a que ne l'est le point ~, il ne serait pas possible que la figure 

Z eorrespondante ne fasse pal~ie de ~. On voit faeilement que ee n'est 

pas le eas. Prenons pour x - - a  z -  a -  r une quantit6 r6elle positive plus petite 

que l'unit6, et diminuons ~ dans la proportion de ? de mani~re h obtenir (~r' 
La figure Z fait partie de (~r. L'dtoile (~f d 'un autre ebt6 fair pattie de 

(~. La figure Z fair done elle m~me pattie de (~. 
I1 eonviendra d'introduire encore la ddfinition suivante. La fiy~tre Z 

sera appelde la figure g~n~ratrice et la formation f (u  l~ ) la fonction gd,n~ratrice 

de l'dtoile (~(~). 

La figure cordiforme dtant inserite dans le rectangle dont nous venons 

de parler on volt par des considdrations tout analogues ~ celles qui ont 

6t~ employdes ~ la page 5 1 de la premiere note que X Otant un domaine 
quelconque ~ l'intdrieur de (~, il est toujours possible de ehoisir a suffi- 
samment petit pour que l'dtoile (~('~) embrasse enti~rement le domaine X. 

I1 suffit d'dtablir entre les constantes r et ~ une d@endanee telle que r 
tende inddfiniment vers l 'unitd en m~me temps que a tend inddfini- 

ment vers zdro. Le rectangle se rapproche alors autant qu'on veut de 



220 G. Mittag-Leffler. 

la ligne droite allant de a ~l x et la fi,~ure gdndratrice Z si on diminue suffi- 
samment la constante a se rapproche inddfiniment du rectana'le 

llemarquons encore que pour a--- I la figure gdndratrice devient un 
cerele ayant le point a pour centre et passant par le point x, et que par 
cons6quent l'dtoile (~(~) est le ccrele conccntrique ~ l'r (~ passant par 
le sommet de (~ le plus rapprochd du centre a. Remarquons aussi que 
l'dtoile (~((') pour routes les valeurs de a reste b~scrite duns l'dtoile (~. 
C'est une cons6quence i,nmddiate de ee que la figure gdndratriee comme 
on le demontre ais~ment, est inserite dans le cercle arant le point a pour 
centre et [ x - - - a  I pour rayon et de ee que le contour de l'&oile (~('~)passe 
par consdquent au moins par le sommet de (~ le plus rapproch6 de l'origine. 

Prenons maintenant pour (~ l'dtoilc prineipale ~ A des eonstantes 

F ( a ) ,  F( ' ) (a ) ,  F('~)(a), . . . ,  F ( , ) (a ) ,  . . .  

qui sont assujetties i~ la condition de CAUCHY ~ exigeant que la limite 

SUl)drieure des valeurs limites des modules 1 ,'~/~ F (,')(a)l" soit un nombre fini. 
I I 

Nous nous proposons de 5"ouver pour FA(~)(x) une expression analytique 

valoble pour l'~toile A (~) et telle que A (") soit une dtoile de convergence de 
cette expression. 

Nous verrons en effet qu'une telle expression existe. 
Pour faciliter la recherche nous introduirons des dtoiles auxiliaires 

d6finies par rapport a A (~'). 

Soit r' une nouvelle quantitd positive telle que 

(26) r < r ' <  I. 

En faisant d6crire h u une nouvellc circonfdrence avant pour centre l'origine 
ct pour rayon r', z ddcrira le contour d'une figure Z'  symdtrique par rapport 
h l, situde en dedans de notre fi~'ure cordiforme et en dehors de la figure 
g~n6ratrice Z, se rapprochant inddfiniment du contour de la figure eordi- 

' Seconde note page 200. 

Voir page 43 note 2 de ma premiere note. 
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forme quand r' se rapproche inddfinimeut de l'unitd et se rupprochant in- 
d~finiment du contour de Z si r' se rapproche ind6finiment de r. Les points 

r '  r 

,;., . t k l - - u ]  J u \ | - - u ]  \ ~ ]  
0 . . . .  . . ( ; ~  a ) ,  

r 

r '  

u 

u = , "  = - ~  . ( z  - -  ~) , z a + r' ,< t\~-, , /  J 
r 

se correspondent. On salt que X 6rant un domaine quelconque h Fin- 
tdrieur de A ('~), il est toujours possible de former une dtoile E qui embrasse 
entiSrement X et qui soit situde elle-m~me h l'intdrieur de A (") (c. f. pages 

5o et 5I de la premiSre note). 
Nous ddsignerons par E '  l'dtoile formde par tous les points 

r '  

('l  f' + " ~ -  d e 
r '  d Lk l - -u ]  J u 

(27)  X' = a "4- - e "  . (x - -  a) 
r 

o4l z appurtient k E.  On volt qu'en choisiss~mt r' assez rapprochd de r 
l'dtoile E '  est situde enfi~rement h l'intdrieur de A ("). On volt encore 
que r' dtant suffisamment rapprochd de r le domaine E' constitud par l'en- 
semble de routes tes points diffgrents qui appartiennent aux domaines Z '  
est situd enti~rement h l'intdrieur de l'dtoile A. Nous appellerons g la 
limite supdrieure de FA(z) quand Z reste compris dans ~'.  

Opdrons maintenant sat FA(z) la substitution ~ 

( 2  8 )  z - -  a = ( x  - -  . ) f ( , ,  I " )  = - -  

it  

s ,1" 
J t U - ~ /  - J 

H r 

? [ (  t~' 'q'~- d '~'-' 
I_\  I - - u /  ] u 

(29)  / t  = e ~ 

x dtant un point quelconque d'un domaine X ~ l'intdrieur de A (a). II est 

' Voir (22), (23) , (24). 
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clair que FA(z) donnera ainsi uns fonction de u qui est rdguli~re pour 

lul  < r et encorc reguli~re pour I r l <  r', r' &ant assujstti ~t la condition 

(26) et dtan~ en m&ne tenlps suffisamment rapprochd de r. En effet lorsque 

u rsste compris dans le domains l u l <  r', z est une fonction reguli~rs de 

u qui sst rsprdsentde par une figure Z'  comprise dans ls domaine E', lequel 

d'apr~s l'hypoth~se faite s u r r '  est situd h l'intdrieur de A. 

Ayant  donc 

~vA(z) = F( . )  + F(')(a) .  (z - -  a) + 1,,c~,(,). (z - -  , ) '  + . , . ,  

si on transforms eette formule a l'aide de 1 

(30) 

u 

m - - 1  - -  
u 

" 0 ;  .e 

_ _ ( * _ - _ " ~ " '  u o , I 
\ - 7 / 7  / ' [ 

, + h i '  fl) u + h  ' ~ ) u ' + . . . + ~ - -  + . . .  

on aura 

(31) 

oh 

( 3 2 )  

v = l  

r ~ -i 1~_~1.~ ! F(.~) x - -  a ,a 

" ' - ' " ' )  F~ -4- ~ 2 i 7 :  ~- (a) ~ f f -  <(~-a )  = L , I , _ I  

,'h~'~-l)(fl) 1~ --- a V - '  t F(,) ( 1~ - -  <,V 

+ i ~ _ i  i~ - F ( ' - " ( a ) t ~ )  + ~_ a ) ~ - ~ - )  �9 

La sdrie 

, l e  ~ ~  r  p o u r  I~,1 < r' .  

' 

V = I  

. . .  

off x appartient au domains X situd h l'intdriem, 

Par consdquent 2 

I II G , ( x - - a ) 7  < g ( r ' ) - '  

1 Voir (6). 
WEIEP.STRASS, Werke,  Bd. I, page 6 7. 
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et 

(33) 

La sdrie 

(34) 
oo 

Z G~(z - -  a) 
P = I  

est done convergente pour chaque point h l 'int6rieur de A (~). Elle est 
encore uniformgment convergeute pour chaque domaine X ~t l'int(~rieur de A (~). 

Nous avon's vu qu'en faisant u = r on obtient z----,v. Par suite: 

(35) FA(~)(x) = F(a) H- Z G . , ( x -  a) 
~ = 1  

~galit6 qui a lieu pour chaque point situ6 h l 'intdrieur de A (~). 
Supposons maintenant inversement que z = x o soit une valeur pour 

ao 

laquelle la s6rie ~G~(m--a) est convergenfe. Alors d'aprgs le thdor~me 
V = I  

d'ABnL,' la s6rie G~(x - -  a) sera convergente pour lul < r .  Elle d5finira 

l 'aide des relations (22), (23) , (24) une fonction de z, r~guli~re ~ l 'intdrieur 

du domaine Z construit sur le vecteur allant de a ~ x 0 . Cette fonction est 

identique a FA(z) ~ cause de la formation des polyn6mes G~(x--a). Le 

point x o est done ou un point h l'int5rieur de A ('~) ou du moins un sommet 
de A ("). 

D6signons maintenant par S,(xla ) la sdrie F(a) -F ~-. G,(.z - -  a). On 
v = l  

volt immddiatement que l'expression limite Lira S~(xla ) a une dtoile de 
a = 0  

convergence qui n'est pus autre chose qua l'6toile principale A, et que 
l'6galit6 

(36) FA(x) = Lira S~(xla ) 
a = 0  

a lieu partout ~ l 'intdrieur de A. 

l~ous pouvons r6sumer dans le th6or~me suivant les rdsultats que nous 
avons obtenus iusou'ici: 

O e u v r e s .  Nouvelle fidition. Page 223 . Th~or~me V. 
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Th~or~me 4. Ddsignons par  A une (toile de centre a, par a une 

quantitd positive qui ne sera pas plus .qrande que l'unit~ et par A ~') une 

(toile concentrique d A et inscrite dans A qui sera enqendr(e par la fonc- 

tion ,qdndratrice f(u I ~). On pourra toujours ehoisir cette fonction telle que 

~tant suffisamment petit rdtoile A (~*) renferme dans son int~rieur un do. 

maine donn( queleonque situ~ ~i l'int&ieur de A el telle que pour a = l l'(toile 

A ~ devienne le eerele coneentrique (t A et inserit dans A .  
On pourra encore choisir f (u !~)  telle que, A ~tant l'dloile prbwipale 

d'une suite de eonstantes 

F ( ~ ) ,  F ( ' ) ( a ) ,  . . . ,  I,'c=)(~,), . .  

ass ujetties ~'1 la condition de Cauchy, la s(rie 

~ ( ~  - -  ~) - I ' _ 1  ~ - ' 

et o~ 

S. (x  a) F(a)  Jr- Z G , ~ ( : , -  a) 

J'!~>~ F( ' ) (~ , ) .  ( .  - -  . ) '  + . . .  1 ,~ ,  F ~  (z - -  a) q- , , ~ - - 2  

�9 ( , ~ )  

<~ '> F (" - ' ) ( , ) .  (, - -  ~,)~-' + J'-!" F c ~ ) ( . )  (:~ - -  ,)~ 
+ I '~ - ' _ ! L  l: ie 

(,'0 �9 { f L = I , ~  . . . . .  v h~_,,, >-l,',.,a ...... ) 

sont des constantes positives d(termin(es qui ue d(pemtel~t q,e de la flmc/io~ 

,q(n(ratrice, poss&te une ~;toile de eoneewenee qui soil i(to#i~lue ~i A ~ que 

l'~{qalitd 

ait lieu partout ~'r l'int&'ieur de A <~), et que la s(rie S,,( la) pour =-= I de- 

vienne la s(rie de Taylor. 
L'expression limite Lira 8~(mla ) a une g, toile de eonve~:qenee qui est 

identique (~. l'~toile A ,  el l'~galit~ 

F A ( x )  ---- Lira & ( x l a  ) 

a lieu, partout i~, l'int(rieur de A .  
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Nous avons vu (page 2 1 9 - - 2 2 o  ) que X 6tant un domaine tint quel- 
conque h l'intdrieur de A on pourra toujours choisir ~ suffisamment petit 
pour que A (~) renferme X dans son intdrieur. Nous avons obtenu encore, 
la quantitd positive r ' ( t  > r' > r > o) 6tant prise suffisamment r,~pproehde 
de r,  l'indgalitd : 

(3s) IG.(x- a)[ < g(r)" 

qui a lieu pour tout  le domaine X .  On a done pour tout  ce domaine 

(37) 

(38) 

FA(x)----- F(a)  "4- ~ G . ( x - - a ) " - I -  

v=re.4.1 

I - -  - -  

r t 

�9 r 
Fixons maintenant entre r' et a une dependance telle que ~ tende in- 

ddfiniment vers l'unit6 quand a tend inddfiniment vers de z6ro. Faisons 

par exemple- 
1 

(39) r' --  r e  ~(~)  . 

off to(a) est une quantit~ positive qui dgpend de a de telle sorte que 

(40) Lim to(a) = oo.  
a ~ 0  

O n  aura:  

r 

t 

'--L-" < o,(a), 
I - -  - -  ,r  I 

nl 

(4,) I-~l~g.to(a).e " )  

E n  prenant alors pour m un hombre entier positif tel que 

(42) m ~ ~to(a)log to(a) 
Aeta matluma~4ea. 24. Imprlmr le 17 oc tubre  1900. 29 
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on obtient 

(43) < g 

Donc, si on fair dependre l 'entier m de a d 'une mani~re choisie de telle 

sorte que l'indgalit6 (4 2) soit v~rifi6e, au moins pour des valeurs petites de 

a, l'expression 

X G ~ ( x  - -  a) 
V = ]  

aura la propri6t6 que vo ic i  

a dtant une quantitd positive ddterminde, on pourra toujours trouver une 

autre quantitd positive a telle que l'in~galitd 

I " I F A ( x ) - -  Z O o ( x - - a )  < a 
V = l  

soit satisfaite pour  toutes les quantitds x appartenant ?~ X ,  pourvu que a soit 

inf&ieur d a. 

Mais c'est lh notre thdor~me I de la premiere note qui ainsi se trouve 
ddmontr6 d'tme mani~re sensiblement diffdrente de celle que nous avons 

employ6e auparavant. 
Le thdor~me I une fois ddmontrd, le thdor~me I I  s'ensuit immddiate- 

ment par les m~mes considdrations que dans la premiere note. 
ao 

Arretons nous un instant pour fixer la forme de l'expression ~ G~(x--a). 
v = 0  

On a, la fonction gdndratrice &ant 

(44) 

/ [(,+,,y9 ]1,~,, 
I 

r 

f rl,,+,q ~ 11 ~- JLU--~/ -- J~- 

H ~  e ~ 

o < r <  z, 
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la f o r m u l e :  

(45) 

Gv(x - -  a) 

+ 

= F(~) + ~  v=, i ;:--I "r~-' "~("(~)~ " 

+ ~  ~=, ; ~ g . r " - :  .F(~(a) + . . .  

( ~ -  h!~-);~k,)(,9) -- - ~=~_,ly__(m__l!.r'--(rn--l').'g'(m--l'(a)(~-) m 1 

, 

+ ~ F(~>(" 

227 

o4 h!G(fl). (,-',~ ...... ~- h(; ) ^ , ,~=,,..~+, ...... , ,  (/3)-----, son t  les p o l y n o m e s  en /3 d o n t  les pro-  

pr i6tds  essent ie l les  on t  dt6 enoncdes  h la page  2xo .  
I L'in6galit6 (4 2) est  r e m p l i e  si on  y fa i t  a = -  m = n ~, n g ran t  u n  

h o m b r e  en t ie r  posi t i f .  P o s o n s  alors 

(46) 

/ '~ 0) [ n  - -  I \  \ 

,~ . ,-~-') F ( ' ) ( a ) .  (x - -  a) 

,'~-' F(')(a). (x - -  ,,)~ + ~ = {~--~ �9 

t 
.xh(.~_,) In--t\ 

7 [ - I ~ I - - I  H "z-I l y - - ( ~ , ' J - - I )  
- -  V~nT--I 

I I 

+ in ~/_/.17'("~(a). ( z - -  a )"  

�9 r~-(":-~ 1 . F (":-1) (a)(x - -  a) "~-l 



228 G. Mittag-Leffler. 

Nous pouvons dans notre th~or~'mc I (secondc note), substituer le 
nouveau polyn6me ~-,(, a) au polynSme G,,Ix[a). L'dnoncd du thdor6mc 

reste le m~me. 
Pour ddmontrer le thdorbme 4 nous avons employd commc fonction 

gdndratrice la forme spdcialc (44). 
I1 est 6vident qu'on aurait encore pu prendre pour f ( u l a  ) d'autres 

fonctions. Dans le choix de f ( u l a  ) nous avons introduit  une restriction 
considdrable par la condition que lcs constantes h~"2~, doivcnt dtrc toutes 

positives et par cette autre condition que la sdrie obtenue doit pour ~ = x 
devenir la sdrie de TAYLOJr En laissant de c6t6 ces restrictions, on ob- 
tient dvidemment une latitude beaucoup plus grande dans le choix de la 

fonction gdndratrice. 
Une fonction trbs 61dmentaire remplissant ces deux conditions est 

(47) 

- + ( '  + ' ' ) "  - ( '  - 

I - -  ~ (2([  "+ '11) 'z "4- ( , I  - -  ~,")" ' 

Cette fonction a la propridtd suivante. Quand u ddcrit un cercle avant 
pour centre l 'origine et l 'unitd pour rayon, f ddcrira unc figure cundiforme, 

symdtrique par rapport h l'axe rdel et limitde par deux arcs de cercle qui 
se coupent sous un angle aTr aux deux points 

f ( - - 1  , a ) ~  
a + ~  

i _ _  ~ ~ 

/ ' ( I  , a)  = 
a + r  

L'int6rieur de la figure cundiforme correspond h l 'intdrieur du cercle et 

les deux points u-----o, f =  o se correspondent. En faisant 

I ~ , 1 ]  
X - -  (1, 

et en faisant ddcrire k u une circonfdrence ayant l 'origine pour centre et 
r pour rayon on obtient la figure gdn6ratrice Z. Les points 
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, ~ + s  
?t  ~ - -  J'; # ~ (I . ( ; r  - -  (I)~ 

I + ~  z 

u - - - ~ r ;  Z = 3 ~  

se correspondent .  

Revenons  h la fo rmule  (43). I1 v entre  out re  la cons tan te  a encore 

une cons tan te  r .  On peu t  se d e m a n d e r  ~ la sdrie (35) gardera  les pro- 

pridtds dnoncdes dans not re  thdorbme si on v fair r =  I, c 'est  ~ dire si 

a.u l ieu de la fia, ure Z enfermde dans  l ' in tdr icur  de not re  fi~,ure cord i forme , 

on prend pour  figure gdndratr ice  la fi~'ure cord i forme elle-m5me. C'est  en 

effet ce qui  a l ieu mais pour  la ddmons t r a t iou  il fau t  alors avoir  recours  h 

des consid6rat ions d ' u n e  aut re  na tu re  que eelles que nous avons employdes  

,1 usqu lcl. 

M. PHmt~m~.x nous  fa i t  h ce suje t  la c o mmu n i c a t i o n  su ivante  que 

nous ne pouvons  faire mieux  que de rcprodui re  t ex tue l l emen t :  

~,Si on veu t  employer  la figure cordi forme elle-m~me comme figure 

g'dndratrice, on est amend h 6tudier  la ques t ion  <lc la conver~'ence d 'une  

sdrie enti~re sur la circdnfdrence de son cercle de convergence.  

En  effet, ddfinissons l 'dtoile A ('' par la cond i t ion  que, .r ddsi~'nant un  

po in t  de cette dtoile, t ou te  la ti~-ure cordiforme,  semblable  a la tia'urc 

gdndratr ice  et avan t  pour  axe la droi te  entre  a ct :r, dol t  appar t en i r  i~ 

l 'dtoile A;  soit  alors ,r u n  po in t  situd ;\ | ' i n td r i eu r  de cctte dtoile A ('~). Cola 

pos6, si on subst i tue  h l ' a r~ 'ument  z de la fonc t ion  F A ( z )  la fonct ion  de 

~t. definie par la fo rmule  

, #  - -  ~ l t  

on aura  une  fone t ion  de u rdguliSre ~t l ' i n td r ieur  du cercle d e n t  le centre  

est l 'or igine et  d e n t  le ra~'on est l 'uni td,  l)"Lilleurs, dbs que l 'on a 

1 J'ai employ6 cette figure cnn6iforme au d6but de rues recherches sur la repr6- 
sentation des fonctions monog6nes g6n6rales. En reponse h une lettre de N. VITo u 
TERRA dat6e de t~ise le 9 avril I899 of~ il me communiquait les principes d'une d6- 
monstration appuy6e sur l'emploi de ]a figure cun6iforme, je Iui indiquais le jour suivant 
ma propre d6monstration darts une lettre 6crite de IYrouse.  

On verra, amplement dans la suite l'avantage qu'il y a ~ employer la figure cordi- 
forme au lieu de la figure cun6iforme. 
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a < I cette fonction a n6eessairement deux points singuliers situ~s sur la 
circonfdrence de ce cercle, ~ savoir les points u = I  et u - - - - - -  I. Par 
consdquent, le d6veloppement de cette fonct ion suivant  les puissances de u,  

d6veloppement que nous 6erirons 

(i) Z~ G,, (.r -- a) u ~ 
0 

a pour cercle de convergence le cercle de rayon I. 

Or on dOmontre, comme nous allons le faire, que cette sdrie converge 

encore sur la circonfOrence de son cercle de convergence, et cela uniformd- 

me,nt sur toute  la circonfOrence, et de mOme uni formdment  pour toutes les 

valeurs de x situdes dans un  domaine X, donn6 arbi t ra i rement  ~t l ' int5rieur 

de l'6toile A ('). 
On peut  donc en ce dOveloppement faire u = I, et on obt ient  de 

la sorte ]e ddveloppement 

= - -  .) 
o 

qui converge uni form6ment  dans X. 
Pour  dgmontrer  le thdor~me que nous venons d 'dnoncer sur la con- 

vergence uniforme de la sdrie (1), il suffit de rappeler le th6or~me classique 

de M. LIPSCttlTZ SIcF le ddv'eloppement des fonctions rdelles en sdries tr~qono- 

m~triques. 1 

Ce thdorSme peut  ~tre dnonc5 de la mani5re suivante:  : 

Soil T(O) une fonction rielle et univoque de rargument rdel 0 et continue 

pour t~ t9 o. Supposons qu on sache pour 3 < :"~ + x : ' - - ~ ,  o~'~ m e t  n dd- 
~ 2 n +  I 

siqnant deux entiers dont le premier est plus petit que le second, d~terminer 

une ]'bnction r  tie l'arqument r i d  3, telle que, pour deux vale~trs 8' et 

t~" de l'a,ngle t~ situdes toules deux ou bien entre 8 o et ~o-~ 7:, ou bien entre 

O c et O o - - 7 r  et satisfaisant d l'in~galitd 

16'-0"1 < 
on air: 

Ir ~(O")l < r 

i J o u r n a l  d e  C r e l l e ,  t.  6 3 . 

2 Nous  avons  pr6cis6 un peu l '6nonc6 du  th~or~me.  
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Supposons encore qu'on sacbe d~ter,miner une quantitd positive M telle que 

Cela posd, la diffdrence entre y(Oo) et la somme 

ao -4- al cos 0 o + a~ 
(3) 

+ b l s i n 0  o A- b~ 

o~ 

0 o +  7r 

' f ----- - -  f ( O ) d O  a o 27r 
�9 ~ �9 , 

les quadratures darts ces formules 

fdrieure d 

cos20 o - 4 - . . .  + a, cosnO o 

s in20  o "4- . . .  + b, sinnO o 

O o + w  j' a, ---- - •(0) cos nO. dO 
7:, 

/ l  o - -  

#o 4- 

b , =  x- [" f(O) s innO.dO, 
~ 0o2 ~ 

dtant suppos@s avoir un sens, est in- 

4 M  q-(2mq- I) ~ + 9 ~ +  I 
I ,'r I )  

- -  . l o g  d 

Si f ( 0 )  est pdriodique et de pdriode 2z, de sorte que les coefficients 

a 0 , a  I , . . . ,  a , ,  b 1, . . . ,  b, sont inddpendants de 0 o et que la formule(3) 
donne le commencement de son d6veloppement en sdrie de Fou~IEI~, et si 

on peut employer, pour routes les valeurs de 0o, la m~me fonction r  

de plus si cette fonction est telle que r  tend vers zdro avec 3, il 

s'ensuit de ce th6or6me que le ddveloppement de f ( 0 ) e n  s6rie de FOURIER 

est uniformdment convergent pour routes les valeurs de 0. 
Envisageons maintenant un ensemble fini ou infini de fonctions f (0) ,  

que nous supposerons encore, pour simplifier, pdriodiques et de pdriode 2~r. 

Supposons que, ayant fix6 la valeur 0----00, on puisse employer la 
m4me fonction ~b(3) pour routes ces fonetions f (0 ) ,  et que cette fonction 

4 soit telle que r  tende vers z6ro quand 3 tend vers z6ro. 

I1 est 6vident, dans ce cas, que la sdrie de FOURIER: 

ao -4- a lcosflo + a~cos26  o + . . .  

A- b l s i n 0  o + b~ sin260 + . . .  
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es t  uniform~ment converge~te p o u r  r o u t e s  les f o n c t i o n s  ~ ( 0 )  a p p a r t e n a n t  h 

l ' e n s e m b l e  donn~ .  

P o u r  p o u v o i r  a p p l i q u e r  ces thdor~ 'mes  aux  pa r t i e s  r6el le  et  i m a g i n a i r e  

de  la f o n e t i o n  de u o b t e n u e  en s u b s t i t u a n t  h l ' a r a ' u m e n t  z de  la f o n e t i o n  

F A ( z )  la f o n e t i o n  de u ddfinie  pa r  
u 

z - -  a k \ ~ /  -- J 
- -  u e  ~ 

n o u s  r e m a r q u o n s  que ,  z '  e t  z"  d d s i g n a n t  d e u x  va l eu r s  de  z e o r r e s p o n d a n t  

a u x  v a l e u r s  e ~ e t e  ~ d o n n d e s  ~t u ,  on  a u r a  n d c e s s a i r e m e n t  

(4) I z ' ' -  < K 

K d 6 s i g n a n t  u n e  e e r t a i n e  e o n s t a n t e  q u i  ne  d @ e n d  que  de  a .  D ' u l l  

z I1 semble que, en g~n~ral, on n 'a gu~re appr~ci~ ce th~or~me de M. LIPSCHITZ 

h sa juste valeur. Le plus souvent on le pr~sente comme un compl~ment du th~or~me 
c~l~bre de DIRICHLET, pouvant servir s examiner la convergence de la s6rie de FOURIER 

dans le voisinage des points off la fonction donn6e poss~de un hombre infini de maxima 
et de minima. 

Or, si 1'on consid~re le fond des choses, il est ~vident que de ces deux th~or~mes 
celui de M. LIPsCmTZ est h la lois le plus profond, le plus utile et le plus ~14mentaire. 

On pourrait m4me dire que, tandis que ce dernier th~or~me est un vrai th~or~me d'ana- 

lyse, le th4or~me de DIRICHLET est plut6t du ressort de l'arithm~tique sup~rieure. 

2 Si ff et if' satisfont toutes deux, ou bien s l'in~galit~ o ~ /~ ~ ~r ou bien i~ 
21- - a  41-~ 

l'in~galit~ o ~ (~ ~ - - 7 c ,  on pourra prendre K = On pourra prendre K -  , 

si g e t  b ~' sont arbitraires, pourvu seulement que I ( ] " - - (~ [=~  ~.  

En effet, ~crivons pour simplifier v au lieu de - - z -  a ,  de sorte qu'on ait 
g g - - a  

u 

+ ,ql-o   
log v = k l ~ /  u -  " 

1 

Pour o ~ (~ ~ 7r, si nous faisons eomme ci-dessus u = e Oi nous aurons 

0 

e--ia~- log v = ctg d0. 

0 
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autre cSt6, pour routes les valeurs de z' et de z" appartenant 
On_ a u r a  

(s) I F A ( , " ) -  ~et(~') I < K, . 1 ~ " -  ~'1 
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X 

Par  eons6quent, si O' et g '  sent deux valeurs de 0 comprises entre o et ~, et si 

v' et v" sont les valeurs correspondantes de v, on a 

0" 

f( (a) log v" - -  log v' = ctg -- ,18. 

O' 

Or on a, pour les valeurs consid6r6es de 8, 

2 0 
d > etg2 > ~ 

par consgquent 

> ~e,g~-) , 

0" O" 

dO > ctg 2 ) 

O' O' 

dO; 

ce qui donne, en int6grant dans le premier membre, et en ayant 6gard g (a) 

21--a 

6~ 
- -  (0  ''a - -  0'") > ( l o g  v" - -  l o g  v') .  

Maintenant on a, en 6erivant $ pour log v, 

V "  - -  V'  

log v" log v" 

log r '  log v 

par cons6quent, I v ] 6tant inf6rieure s l 'unit6, on a 

I ~ " -  ~'[ < Ilogv" - ] o g ~ ' l .  

D'ailleurs on a 
z ~ +  y ~ > ( z + . q ) ~  

pour x et y positifs, o < a < [ -  ce dont on s'assure imm6diatement en consid6rant 

les d6riv6es par rapport g ~ et s y - -  et par eons6quent 

Par  cons6quent on obtient 
21--a 

i ~ , , _  ~,1 < _ _ . l e , , _ o , i  ~ . 

Aela ~nat)~nnat/va. 21. Impr im~  le 18 oetobre 1900. ~ 0  
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If~ ddsignant une constante plus grande que les valeurs absolues de FA(z )  
darts X. 

On d6montre de m6me que cette in6galit6 shbsiste  si les valeurs fie et fie' sent toutes 

deux comprises entre o et - - z r .  

Si les valeurs fie et fie, sent situ6es de part et d'autre de la valeur 0 = o,  on aura 

2 1 - - a  
]r < - - . ) f i e 1  o , 

2 1 - - a  

I v ' l < - - . l ~ l  ~ 
t2 

et par consbquent 
2 | m ~  

I r  r  < - -  ( I g ' l  ~ + l a ' l~  �9 (L 

Or on a pour a < I et pour z et y positifs ,  l ' in6galit6 

z~ + ya<  zl-a(z 4 y)~ 

qui r6sulte de ce que pour ~: -4- y = constante, est maximum z~-4 - y~, pour z = y .  On 

obtient donc 
41 --a 

I v " -  v'l < - - ( I o " 1  + I~1) ~ 
r 

4 ~-a  la.  
- I~' - ~  6~ 

Supposons enfin que 6 r et fie' diff6rent, de 7r t o u s l e s  deux, de moins de ~ Darts ce 
2 

cas on peut 6crire 

V ~ roe 
et par cons6quent pour u = e ~ 

u 

J \ l - - u /  u 
- - 1  

) 

0 

log (v - -  vo) = ctg 2 )  d O .  e 
t 

Nous  obtenons imm6diatement:  

Ilog( v --re)] < I,~- el 
ce qui donne aisgment 

I r 1 6 2  < I l o g ( r  log{, '-  ~o)1 < I o " - ~ l .  
Or il  est 6vident  que 

41 -~  la" l e ' - ~ l  < - - I ~ ' - e  
6C 
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On aura done 

(6) I ~ , ~ ( ~ " ) -  FA(~') I < K . / q  .Ix - -  al .  I 0" - -0 ' i  ~ 

Par consequent les conditions pour que le ddveloppement de FOURIER soit 
uniform~ment convergent par rapport ~t 0 sont dvidemment remplies et 
pour la pattie r~elle et pour la partie imaginaire de la fonction F A ( z ) ,  

considdrdes eomme fonctions de l 'angle rgel 0 introduit par les deux sub- 
stitutions 

z - - a  I 
- - ~  U e  

et 

U ~--- e ~ . 

Considgrons alors 

(7) R F A ( z )  ---- a o + Z ( a ,  cos nO - -  b. sin nO), 

ddveloppement de la partie rdelle de cette fonction en sdrie de FOURIER. 
I1 est dvident que pour u = re ~ on a aussi, 

(8) R F A ( z )  = a o -~ Z ( a ~ r  ~ cos nO - -  b j "  sin nO). 

En effet, d'aprgs le thdor~me d'AaEL, le second membre est uniformdment 
convergent pour r=< l, et reprdsente par consdquent, comme le premier, 
une fonction harmonique dans ]e ccrcle r < I. Or, ces deux fonctions 
harmoniques ~tant, d'apr~s la formule (7), identiques sur la circonfdrence, 
elles sont aussi identiques h l'intdrieur du cercle, et cela donne prdcisdment 
la formule (8). Les fonctions harmoniques conjugudes ne peuvent done 
diffdrer que d'une eonstante, et on a par consdquent 

(9) I F A ( z )  = X ( a . ,  "~ sin nO + b., "~ cos nO) + const. 

I F A ( z )  d6signant la partie r6elle de la fonetion ~ F A ( z ) .  
$ 
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D ' u n  autre  e6t6 on a pour  u = e t~i un  d&'elol)pement  un i fo rm&nen t  
convergent  en sdrie de FOUI~IER 

( io )  1FA(z )  --= a'o + ~(a"  cos nO --- b,: sin nO) 

don t  en ra isonnant  comme ci-dessus on tire pour  u = re "~ le ddveloppe- 

men~ suivant  convergent  pour  r <  l 

(1  I )  I F A ( z )  = o 0 --1-- Z ( a n y  n c o s  , l O  - -  b , i y "  S i l l  , 1 0 ) .  

E n  comparan t  ce ddve loppement  au ddvc loppement  (9), on t rouve  

! t 
a .  -~-  b . ,  b , ,  = -  - -  a . .  

Par  eons6quent  on a, pour  [ u [ < I  

vA( . . )  ,,o + ,,,o + X ( , , .  + " " = �9 , i ( t n ) ?  t } 

et ee d6ve loppement  converge un i fo rmdmen t  sur la circonf~rence l u[ = I. 

D'ai l leurs  il est 6vident,  d 'aprbs ce que nous avons dit,  que cette 

convergence est uni forme,  non seulement  par  rappor t  h l 'angle 0, mais 

encore par  rappor t  ) la quant i td  x qui  figure dans la formule  de sub- 

s t i tut ion,  pourvu  que cette quant i td  reste colnprise dans le domaine  X.  

C'est  t ou t  ce qu' i l  fallait 6tablir pour  d~montrer  qu 'on  a 

aQ 

FA(x) = F ( a )  + ZG.(~v - -  a) 
v=]  

et que ee d~veloppement  est un i fo rm~ment  convergent  pour  les valeurs de 
x ~ l ' int~rieur de X.,,~ 

I1 est done d~mont% qu 'on  peu t  employer  eomme fonct ion gSnSratriee 

u 

[ ' l ( ,+ ,q  , -~  ,1~,,_ 

r 
(48) 

oh 
1 

(49) w = e" 

et eomme figure gdn&'atrice la figure cordifornle repr&entde  par 

= k .  + 
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quand u ddcrit une eirconf6renee qui a pour centre l 'origine 

rayon l'unit6. Les 1)olyn6mes G ~ ( m -  a) deviennent dans ee eas 

= + 

I t- h~-1)~i'>l,__i ii ~( ' - ' ) (a ' ( " - - \  1\~(~-0 ,'t~'-' _}_ ~I ~,,(,~)(,,)(!~)'  

Rappelons la formule (21) et remarquons en m~me temps l'6galit~ 

2 

eo = -  -(�88 + a~(a>) (si)  
Xa, / 

qui en rdsulte immddiatement 
vers l'infini quand a s'6vanouit. 

u ~ I la formule remarquable 

(52) ~o~= ~ + h?)(~) 

ou, en faisant h~')(~3)= i, 
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et pour 

. . .  

et qui montre de quelle mani~re w tend 
De l'6galit6 (6) on tire encore en faisant 

- - +  i~ + . . . +  i ~_ + . . .  

h ? ) ( f i )  

o~.-- 1! 

On 
suivante : 

(s3) 

aura done pour des valeurs suffisamment petites de x l 'identitd 

oo 

F ( a )  .Jr- ~_, G.,(x - -  a) 
V = |  

u=i /x=l I/~[ ~---)l /~ ((t) ~----~-) 

I X - -  ( t  u 

= F(,0 + ~  F@>(~ (x - -  ~)". 
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Le polynSme G ~ ( x ~ a )  est un polynSme en x de degrd ~ mais 
c'est en mdme temps un polynSme en /3 de degrd ~ - - I  (voir page 2xo). 
Les considerations que nous avons employdes pour ddmontrer la convergence 

de la s6rie ~ G ~ ( . ~ -  a) nous montrent  immddiatement clue x ~tant un 

point quelconque ~ l'intdrieur de A,  il y a foal'ours une valeur de [~ par ex. t3o 
telle que la sdrie 

: h~_/,(~) F<~) (a ~[~ - -  a~/~ 

~ 1  v = l  / L = I  __ 

soit uniformdment convergente par rapport d t~ pour chaque domaine 

o < f l < f , "  < flo < ' .  

La formule (53) fait ressortir d 'une mani~re intdressante le vrai rSle 
ao 

de la quantitd fl dans notre mode de reprdsentation. La sdrie ~ G ~ ( x - - a )  

n'est pas une fonction proprement dire de /3, parce que sa valeur, la sdrie 
dtant convergente, est absolument inddpendante de /~. La quantild t9 sert 
seulement a rdgler l'dtendue de la converge~we, qui augme~te de plus en plus 
en m~me temps que fl s'approche de l'u~ild. 

Rappelons nous la construction de l'dtoile A (~) (voir page 229). On 
volt que la figure cordiforme dtant choisie pour figure ggndratrice l'dtoile 

A (~) prend une forme tr~s simple. 
Faisons par exemple 

I 
F ( x ) -  _ 

L'dtoile A (+ devient dans ce cas, le point x = o dtant pris pour centre, 

une figure cordiforme qui a pour axe de sym5trie l'axe r@l, dont le 

sommet obtus est au point x =  x et dont le sommet aigu est au point 
~ t g ( I - - a ) ~  

x ~ - -  e Nous avons dessind (planche II)  trois spdcimens diff6rents 

de A (") . On remarquera qu'en diminuant ~, l'dtoile A (~) s'approche avec 

une grande rapiditd de l'dtoile A qui est elle-m~me dans ce cas le plan 
entier h l'exception de la demi-droite (I . . . - [ -cxv) .  

Supposons, pour prendre un autre exemple, que l'dtoile A ayant pour 
centre x ~ o n'ait  que deux sommets finis x--~ x, x - ~ -  x. L'dtoile A (~) 
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devient alors le domaine situd dans l ' int6rieur de deux figures cordiformes 

de m6me parambtre a qui ont  routes les deux pour axe de symdtrie l 'axe 

rdel et dont  l 'une a pour  sommet  obtus x---- I e t  l 'autre x = -  I. 

_ .  . . . . . . . . . . .  . ~  . . . . . . . . . .  L 

. . . - "  .. .~ - ' - .  , . . , .  
~176 

j ",,, 

[ - / 

" " , ,  ..o." " 

Nous avons vu que la sdrie 

Z C (z - -  a ) .  u 

dtant regard6e comme s6rie de puissances par rapport  h u a pour rayon 

de convergence l 'unitd. Par suite d'apr~s le thdor~me de CAucHY1 la 

limite supdrieure des valeurs limites de I(/G~(z--a)]; u =  I ,  2 , . . . ,  axv est 

l 'unitd. Cette propridtd subsiste tant  que x appart ient  k l ' intdrieur de 

l'dtoile A (~). D 'un  autre cSt~ la s~rie ~ G ~ ( x - - a ) 6 t a n t  divergente, taut  

que �9 est un point  en dehors de A (") la ]imite supdrieure des valeurs li- 

mites de I~G~(z--a)l est ndcessairement plus grande que l 'unitd quand x 

est situ6 en dehors de A ("). Si on remarque encore que chaque point  x 

l 'intdrieur de A sera renfermd dans A ~) si l 'on donne h a une valeur 

suffisamment petite, on obtient le thdor~me suivant. 

Th4or~me 5. On peut toujours choisir la fonction gdndratrice d'une 
mani~re telle que routes les propridt~s du thdor~me 4 subsistent et que l'on 
air de plus les suivantes: 

l ~ La quantitd a dtant donnde, la limite supdrieure des valeurs limites 

de i~/G~(z--~l ;  u =  1 , 2 , . . . ,  oo est ~gale ~ t'unitd quand x 
appartient h l'intdrieur de A (~) et supdrieure d l'unitd quand x est 
situd en dehors de A ("). 

Premiere note, page 44. 
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Z e  point  x Etant situE h l ' intdrieur de l'dtoile A ,  il existe lou]ours 

une quantitd a o < x telle que~ a dtant plus  petite que %,  la limite 

[ "  J supdrieure des valeurs limites vG~(z - -  a) ; v =  1,  2 , 3 , . . . , c~ 

est dgale h l 'unitg, tandis  que x dtant situd en dehors de A cette 

limite supdrieure est toujours supdrieure h l'unitd et cela quel que 

soit a.  

On volt que ce th6or~me donne un crit~re pr6cieux pour trouver les 
sommets de l'6toile A. Pour gtre stir que le point x ne peut pas ~tre 
situ6 en dedans de A, il suffit en rdalitd de faire voir que, la quantit~ 
a dtant choisie aussi petite et une quantit~ M aussi grande qu'on veut, il 
y a toujours des indices ~ tels que [ G v ( x - - a ) [  > M .  D'un autre cbtd 
rant que x est situ6 ~ l'extdrieur de A (") on est stir qu'il existe de tels 
indices. 

Dans les cas ordinaires il doit m~me arriver qu'il y a toujours un 
indice ~o tel que [ G ~ ( x - - a ) ]  > M rant que ~ > ~0" D'un autre cStd si 
x est situ6 ~ l'intdrieur de A (") il y a toujours, 5 grant choisi si petit 
qu'on veut et a grant pris suffisamment petit, un indice ~, tel que 

la,(x-a)l< ~ rant que p > ~o" 
Je  reviendrai dans une autre note sur cette question de la recherche 

des sommets de A. 
La figure ggn6ratrice eordiforme d6finie par 

= a ~t_ (x  - -  a)  / (u [ ~), 

la fonction gdndratrice f ( u l a  ) 6tant donn6e par les dgalitds (48), (49) oh 
la variable u parcourt une circonf6rence ayant pour centre l'origine et 
pour rayon l'unit6, possbde la propridt~ remarquable que voici. Regardons 
la figure comme engendrde par un rayon tournant autour du centre a. 
Un des angles que le rayon forme avec le contour de la figure est toujours 
I 
- a ~  sauf au point 
2 

1 

~ =  a - - e  ~ �9 ( x  - -  a )  

I 
off les deux angles sont z r - - 2  a~. 
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Rappelons-nous la ddfinition de l'dtoile A ('). Fixons un vecteur et 
regardons la figure cordiforme autour de ce vecteur qui est inscrite dans 
l'dtoile A.  Zes sommets communs de cette figure cordiforme et de l'~toil~ A 
sent en mdme temps ~t cause de la propridt~ de la figure cordiforme dent 
nous venons de parler des sommets de l'dtoile A (~) 

7 
t.,,_~r.aL e JW~ , o /  

"%. . . . . . . . . . .  .* -"  

Done sl E est une 6toile eoneentrlque et homothdtique a A (~) qui est 
situde dans son int~rieur et si ~ est l 'ensemble de tous les points qui 
appartiennent aux diffdrehtes figures eordiformes construites autour des 
vecteurs entre a e t  un point k l 'int~rieur ou sur le contour de E l'dtoile 

devient identique avee l'dtoile E.  
On salt que la limite supdrieure IFA('~ ~ l ' int~rieur ou sur le 

contour de E est la mgme que la limito sup~rieure de J F.4(~)(x)J sur le 
contour. Appelons cette limite g. La limite sup~rieure de I FA('~ 
quand z appartient h la figure cordiforme construite autour de l'axe de 
sym~t-rie (ax), x appartenant au contour de E,  n'est done pas sup~rieure 
h q. On a 

FXc-)(,) = + 

Done 

< g  

Nous pouvons done dnoneor lo r suivant: 

Th6or6me 6. On peut tsujours ehoisir la fonetion g~ndfatriee d'une 
telle mani~re que routes les propridtds des thdordmes 4 et 5 subsistent et 
encore la pt~ridt~ suivante: 

~ 24. l m p r i m 6  le 15 novembre 1900. ~1  
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En disignant par E une dtoile concentrique homothdtique et interieare 

A ('), par x un point sur le contour de E et par g la limite supdrieure 

de ]FA(a)(x)] quand x parcourt ce contour; ayant 

FA(~ = F ( . )  + Z e , ( ~ -  a), 

o~'t G ~ ( x -  a) a la m~me sonification qu'au th~or~me 4, on aura 

I a , ( x - - a ) l  < q ;  ,~ = , ,  5 , 3 ,  . . . ,  ~ .  

On voit faci lement qu 'en ayan t  employ6 par exemple la figure cundi- 

forme au lieu de la figure cordiforme ou aurait  obtenu un fi~5or~me 

beaucoup plus compliqu6. 

Met tons  a = I e t  il rdsulte du thdor~me 6" 

Soit ~ le cercle de conve~yence et r une quantitd positive plu~' petite 

que le rayon de conve)yence de la sdrie de Taylor 

F(a)  + :~ 
v = l  - -  

Soit encore g ta limite sup~rieuve de [FC(x)[  su; la circon[~rence qui a l e  

point a pour centre et r pour rayon. Oa aura alors, x ~tant un point sur 

cette circonfdrence 

C'est le m~me th~or~me que eelui dont  nous avons fair un si f rdquent  

usage darts notre premiere note ~ et qui est ~none~ en g~n~ral sous la forme 

I-- F('~)( a) 

1 Voir WEiERSTRASS, VCerke, Bd. I, page 6 7. M. ]=[URWITZ m'a communiqu~ 
lors d'une visite que je faisais chez lui s Zfirich le moi de mai de l'ann~e pass~e qu'il 
a eu longtemps l'habitude d%noncer dans son cours le th~or~me de WEIERSTRASS 8OUS 
la forme qui se pr6sente ainsi comme cas special de mon th~or~me 6. 
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Nous ne devons pas finir cet article sans parler d'un r6sultat remarquable 

qui a dr6 trouv6 par M. BOI~EL et qui est antdrieur h nos travaux. 
M. BOREL a d~montrd 1 l'dgalitg 

F K ( x ) = L i m e - *  ~ F ( a ) +  F ( ' ) ( a ) ( x - - a ) + . . . + , ~  
$ = ~  ~=0 I - -  I - -  : -  

Oh k ddsigne une quantitd positive et / (  est une 5toile de convcr~'ence 
eirconscrite au cercle des constantes F ( a ) ,  F(~)(a), F(")(a), . . . ,  F~) (a ) ,  . . . .  

I1 a montr5 par lh qu'il existe une expression analytique gdndrale ddifide 
de m~me que la sdrie de TAVLOIt avec les seuls 616ments F(a ) ,  F(~)(a), 
F (~ ) (a ) , . . .  pris de la fonetion mais valable pour une dtoile de con- 
vergence circonscrite au eercle de ces 61~ments et contenant ~ son int~rieur 

tout point de ce cercle oh la fonction reste rdguli~re. Autant  que nous 
avons pu nous en assurer il a dtd le premier h dtablir ce r6sultat capital 

pour la repr6sentation analytique des fonctions monog~nes. 

Pendant l'impression de cette note, j 'ai  eu connaissanee d 'un nouveau 

rdsultat du plus grand intdr~t que vient d'obtenir 3[. BOI/EL. 
L'expression limite par laquelle nous avons exprim5 FA(x )  et qui 

poss~de l'dtoile A pour 6toile de convergence peut s'6crire 

Lim Lira ~ G~(x - -  a). 
a ~ O  n = ~  v ~ l  

C'est en r6alit6 une expression limite double. Mais nous avons trouv6 
dans notre premiSre note qu'on peut toujours exprimer F A ( x )  par une 
expression limite simple Lira g,,(x] a). Cette expression limite simple a 

l 'inconv6nient qua l'dtoile A n'est pas avec n6cessit6 une dtoile de con- 

vergence de l'expression. On peut se demander s'il n'est pas possible de 
d6terminer le polynbme g,,(.~]a) de maniSre que Lim g,(x a) poss~de 

l'6toile A pour 6toile de convergence. M. BOIIEL vient de montrer par 

une analyse profonde que nous publierons prochainement que ce n'est 
pas le eas. 

1 Fondements de la thdorie des sdries divergentes sommables, Journal de Math+- 
matiques, S4rie 5, tome 2, ann+e 1896 ~ pages Io3--I22. 
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L'expression analytique la plus simple qui repr6sente FA(x) en de- 
dans de A e t  qui a en m~me temps l'~toile A pour gtoile de convergence 
est donc n~cessairement une expression limite double, comme celle que 
nous avons donn~e dans le th~or~me 4 de cette note. 



G . Milfag-leffIer .
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