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1 MI MOIRE. 

I. La dgtermination des transcendan~es uniformes dgfinies par les 
6quations diffgrentielles alg6briques est un probl~me qui se trouve posg 
en fair depuis les travaux d'ABEI~ et de ffAcom sur l'6quation 

- - ( i  - -  - -  

C'est l'dtude de eerie gquation qui a engendrd la thgorie des fonetions 
ellipfiques et (par extension) celle des fonctions uniformes. Cette derni~re 
thgorie une lois fondge, il s'agissait moins de construire artificiellement 
des transcendantes nouvelles que de ddeouvrir, dans l'immense famille des 
transcendantes uniformes, celles qui peuvent servir ~ int6grer les 6quations 
diffdrentielles. La fonetion exponentielle, les fone~ions elliptiques 6taient les 
premiers types de telles fonetions; on ne tarda pas ~ en dgeouvrir d'autres, 

savoir les fonctions abdliennes, puis les intdgrules uniformes des dquations 
diffgrentielles lin~aires; enfin les fonctions fuchsiennes ou automorphes, hyper- 
fuchsiennes~ etc. 

Mais l'dtude de ces nouvelles transcendantes, si importante qu'elle ffit, 
ne permettait en aueune mani~re d'dpuiser le probl~me qui se posait d~s 
lots natarellement: 

Aeta m a t ~ t i e x ~  25. ImI~im~ le 16 novembre 1900. 1 



2 P. Painlev6. 

D~terminer toutes les dquations diffdrentielles alggbriques du premier 
ordre, puis du second ordre, puis du troisi~me ordre, etc., dent l'int~grale 
est uniforme. 

2. Quand on ap])rofondit ce probl~me, on se h'ouve conduit ngces- 
sairement ~ le dgcomposer en deux ])robl~mes successifs. 

Etant donnde une dquation diffdrentielle quelconque, les points critiques 
d'une intggrale y(x) sent, les uns fixes (ind@endants des constantes d'int6- 
gration), les autres mobiles (variables avec ces constantes); ])our ex])rimer 
que l'int~grale est uniforme, il convient d'ex])rimer d'abo~d qu'elle n'a ])as 
de ])oints critiques mobiles, ensuite qu'elle n'a ])as de ])oints critiques fixes; 
et ces deux ])armies du ])robl~me exigent des mgthodes routes diffdrentes. 

On est amend ainsi ~ 61argir ]a classe d'dquations considdr6es et '~ 
dtudier les dquations dent l'int~grale gdndrale a ses points critiques fixes. ~ 

Ces gquations ])rdsentent d'ailleurs, en elles-m~mes, un intdr~t consi- 
ddrable; elles constituent en effet le prolongement naturel des dquations 
lindaires. Toutes les ])ro])ridtds des gquations lindaires qu'entralne la fixitd 
des points critiques, s'dtendent aux nouvelles dquations, en ])articulier la 
mdthode d'intggration par les fonctions fuchsiennes. On congoit donc, 
sans qu'il faille insister davantage, l'importanee du ])roblbme qui consiste 
'~ dgterminer, ])armi les gquations diff6rentielles alg6briques, les d~uations 
tt ~oints critiques fixes. 

l t i s t o v i q u e  de la quest ion.  

3- D~s I 8 5 5  , M. MI~RAY, BRIOT e t  BOUQUET, 2 WEIERSTRASS, 3 se 

sent attaquds au probl~me dans un cas partieulier, en 6tudiant les 6qua- 

i •ous r&servons exclusivement le nora d e  points critiques d'une fonction y(x)  
aux points singuliers (isol6s ou non) autour desquels deux branches au moins de y(x) 
se permutent. L'int~grale g6n6rale d'uue 6quation s points critiques fixes peut pr6senter 
des singularit6s essentielles mobiles. 

C o m p t e s - R e n d u s  de l ' A e a d ~ m i e  des  s c i e n c e s  de P a r i s  ( I855- - I856) ;  
J o u r n a l  de l ' E c o l e  P o l y t e c h n i q u e ,  tome 21, cahier 36 (1856). - -  Voir aussi la 
Thdorie des fonctions ellipliques (2 ~me 6dition), livre 5, chapitre 4. 

s Les r6sultats de: WEIERSTRASS, qui servent de base s sa th6orie des fonctions 
elliptiques, semblent remonter ~ la m~me 6poque. Ils ont 6t6 enseign6s mais non publi6s. 
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tions du premier  ordre, ind@endantes  de x ,  soit /i, ~._~,y ----o, dont  

l ' int~grale est uniforme.  Les transeendan~es ainsi d~finies se eonfondent; 

d'ailleurs avee les fonetions elliptiques e~ leurs d~g~n6reseenees. 

Trente  arts plus taM, 3/L FUCHS, ~ ggn~ralisant les reeherehes de BaIOT 

et BOUQUET, a d~termin~ les ~quations diff~rentielles (alg~briques) du premier 

ordre dont  les points critiques sont fixes; mais par une brillante mg~hode 

d ' int~gration,  N:. PO~C~R~ ~ montra i t  presque aussit6t que ees ~quations 
sont toujours rgdueiibles aux quadratures ou aux ~quations lin6aires du 
second ordre. ~ ~es  gquations ~ points eritfiques fixes d'ordre sup~rieur au 
premier  peuvent  done seules dgfinir des  transeendantes nouvelles. 

C'est N:. PlCa~D qui, le premier,  a abordg la thgorie des ~quations 
du second ordre ~ in~ggrale ggngrale uniforme ou ~ points critiques fixes. 

En t re  les anndes ~88o et ~895, il a eonsaer6 h eette thgorie plusieurs 
m~moires ~ du plus hau t  intgr~t. M:ais ies efforts de l 'illustre gdom~tre, 

1 Berlin.  Si tzungsberich~e,  I884, p. 699--720. 
2 Comptes Rendus  Juillet r884. Ac~a mathemafiea  (tome 7) 1885, P. 1--32. 
s D'une fagon precise, l'~cluation s'int~gre alg~bricluemen~, ou se famine alg~briclue- 

men~ soi~ ~ une ~quation de RmCAT~, soit ~ l'~quation: 

dy -----u(x)dx, [u fonction alg~brique de x; k num~rique]. ~/(~ - y ~ ) ( ~  - -  k ~ y  ~) 

4 Les principaux de ces m~m0ires sont les suivants: 
Sur une Tro29ridtd des fonetions uniformes d'une variable lides par une relation 

algdbrique et sur une classe d'dquations diffdrentielles [Comptes Rendus  I88o, r 9 I, 
et Bul le t in  des sciences math~matlques  I880, t. 4 ( 2e s~rie)]. 

Sur la transformation des surfaces et sur une classe d'dquations diffdrentidles 
(Comptes Rendus  1886, t. Ios). 

Sur une classe d'dquations diffdrentielles (CompCes Rendus  r887, ~. IO4). 
Mdmoire sur les fonetions alggbriques de deux variables (Journal  de Liouvi l le  

I889, t. 5, P. 223--249 e~ p. 263--319). 
Sur des fonctions d'unc variable d@endant de deux eonstantes arbitraires (Comptes 

Rendus  I892 , t. II4). 
Remarques sur les dquations diffdrentielles (Ae~a mathemat ica  1893 , ~. I7). 
Sur une classe de transeendantes nouvelles (Comptes Rendus I893 , t. I I7, e~ 

Aeta  mathemat iea  r894, ~. 18). 
Sur une classe d'dquations diffdrentielles dont l'intdgrale gdndrale est uniforme (Comlote~ 

Rendus  I893 , t. IIT). 
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aussi bien que les efforts de tous ceux qui sent venus ~ sa suite, se sont 
heurtds ~ une difficult6 qui ne se p%sentait pas dans le cas du premier 
ordre ~: ~ savoir l'existence de s ingu lar i tds  essentiel les mobi les  des int6grales. 

Je crois utile d'insister sur la gravit6 exceptionnelle de cette difficult6. 

4. Cons iddrons  une  6 q u a t i o n  du  second  o rd re  
p , 

y,, = (Y , Y , ~) 
Q(y', y ,  ~) ' 

oh /) et Q sont des polynomes en y ' ,y ,  ~c; et soit Y ' o , Y o ,  Xo des valeurs 
qui n 'annulent  pas ~ la lois P e t  Q. On suit dtudier, duns le voisinage 

Sur l'inversion des intdgrales ~ multiplicaleurs (A m er i can  J o u r n a l  I894 , t. I6, 
et T r a i t 4  d ' A n a l y s e  t. 3, P. 6 6 ~ 8 0 ) .  

Sur une dasse d'gquations diffdrentielles dont l'inldgrale est uniforme ( 0 o m p te s  
R e n d u s  1895 , t. 120). 

1 Les singularit~s transcendantes des int~grMes y(x)  d'une ~quation diff~rentielle 
(alg4brique) du premier ordre 

sont des points fixes en hombre fini, dent les affixes se calculent alg6briquement sur 
l'6quation m~me; ~'ai d~montr~ ce th~or~me pour la premiere fois dans ma th~sa (Sur 
les lignes singul@res des fonctions analyiiques, Paris, Juin 1887, p. 38). J'an ai d4duit 
cette consequence que, si l'~quation 17 = o a ses points critiques fixes, l'intdgrale y(x 
renferme algdbriquement la constante Yo (valeur de y pour la valeur num6rique x o de x). 
Ces deux propositions (qui sent l'une et l'autre en d~faut pour les 6quations du second 
ordre) mettent ~ l'abri de route objection les travaux (cites plus haut) de iYl. FucHs at 
de 1~. PoI~cAn~. M. FUCRS se bornait s axprimer que l'$quation F = o n e  pr6sente 
pas de points critiques algdbriques mobiles: il n'en r~sultait pas que l'6quation efit ses 
points critiques fixes; ~tendues au second ordre, les conditions de ~ .  FucHs conduisaiant 
s des ~quations poss4dant des points critiques lranscendanis mobiles; si les conditions de 
)~. FUCHS se trouvent ~tra suffisantes pour le premier ordre, >)la v6ritable raison>)~ dit 
~r PLCA1RD (Acta  m a t h a m a t i c a ,  t. 17, p. 298) >>an est duns le th6orSme de M. PAINLEV~>). 
Les travaux de BR1Oi' et BouQuEw pr~taient d'ailleurs s la m~ma objection, mais non ceux 
de ~EIERSTRASS. 

La m6thode de )i. POINCAR~, au contraire, n'introduisait sfiremen~ qua des 6quations 
�9 s points critiques fixes; mais comma ella supposait implicitement l'int4grale y(x)  alg6briqua 
an Yo, on pouvait sa demander si elle les ~puisait routes. ]~tendue au second ordre, catta 
admirable m4thode d'int4gration est bien loin de donner routes les ~quations s points 
critiques fixes, ainsi qu'on s'en rendra compte plus loin (n ~ 2o). 

u au sujet de cette discussion, rues leqons de Stockholm (p. 2 3 - -6 o  et 443--462).  
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de xo, l'intggrale y(x)  dgfinie par les conditions initiales y(x  o )=Yo,Y'(Xo)----Y'o" 
Quand Y'o, Yo, xo annulent ~ la lois P eL Q, le point x o est, en g@ndral, 
une singularitd transcendante des intdgrales y(x) d@finies par ces conditions 
initiales, et c'es~ seulement dans des cas particuliers que les mgthodes 
de M. PO~CAR~ ( e n  dgpit de perfectionnements r~cents) permettent 
d'dtudier ces intdgrales; on con~oit cependant qu'il soil possible d'dtendre 
ces mdthodes k des cas de plus en plus g@ndraux. Mats quand on pour- 
suit l 'dtude d'une intggrale y(x)  le long d'un chemin quelconque du plan 
des x, il arrive qu'on rencontre des points singuliers x ~ a d'une esp~ce 
route diffgrente: ~ savoir des points x--~ a telsque y o u  y' ne tende vers 
aucune limite (finie ou non) quand x tend v e r s a .  

Prenons comme exemple l'@quaiion: 

y,, --__ y,~ zy J I 
l + y  ~ 

dont l'int@grale g@n6rale est: 

y ---- tg [log (Ax +/~)], A,  B constantes arbitraires. 

B Quand x tend vers le point ] sur une direction queleonque, y(x)  est 

inddterminge. Une infinit6 de valeurs de y se permutent, d'ailleurs, autour, 
de ce point, qui est h la lois point essentiel et point critique de y(x). 

Comme exemple plus frappant, citons encore l 'gquation suivante (oh 
y figure alg~briquement dans le coefficient diffgrentiel): 

. . . .  2[-y[2~.~ ~ -  (~ + ~)] ~ ] 
Y 

(2, k 2, constantes num~riques). 
On volt aisdment que l'inidgrale y(x)  de cette dquation ne prdsente 

pas de points singuliers algdbriques autres que des pbles; d'une discussion 
plus approfondie, il ressort re@me que route intdgra]e y(x)  qui tend vers 
une valem" ddterminde (finie ou non) quand x tend vers a s u r u n  certain 
chemin, est holomorphe ou mdromorphe pour x ~ a. Ce serait cependant 
commettre une erreur grossi~re que d'en conclure que' l 'intdgrale y(x)  est 
m@romorphe duns le plan. L'intdgrale de l 'dquation peut en effet s'dcrire: 

y ~ snk~[~ log (Ax -{- B)], A ,  B constantes arbitraires; 
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B e s t  done un point d'inddtermination complete de y(x) ;  le point x ~ - -  

B 
quand x tend vers - - ~  sur un chomin donn6 (quel qu'il soit), y(x)  ne 

tend vors aucune limite (finie ou non); de plus, une infinit6 de valeurs 
de y ( x )  so permutent autour de co point (h moins que 2izv2 ne soit uno 
pdriode ou une l~rt ie  aliquote d'une p6riode de snk,). 

Pour que l'int6grale de l '6quation air ses points critiques fixes (c'est- 
h-dire, ici, soit uniforme), il faut et il suffit quo 2i~rJ soi~ uno p6riodo do 
snk, , condition transcendante qu'on ne sait pas v6rifier (2 et k ~ 6rant donn6s) 
h l'aide d'un nombro tint d'op6rations. ~ 

Enfin, des types classiques d'gqu~tions du 3 ~ ordre montrent que les 
singulari~gs essentielles des intggralos pouvent affeeter les dispositions les 
plus compliqu6es, former des ensembles parfaits discontinus, des lignes 
(analytiques ou no~ analytiques), e~c . . . .  Pour ddmontrer que les int6grales 
y (x) d'une 6quation diffdrentielle (alggbrique) ne prdsentent pas do singularitds 
transcendantes mobiles, nous n'avons le droit d'introduire a 19riori aucune 
restriction: une discussion qui 6carterait d'avanee certaines singularitgs 
comme invraisemblables serai~ inexistante. 

5. On con~oit imm~diatement ]a profondeur de la difficult6 que 
cr6e l'existence toujours possible de telles singularitgs, variables avec les 
constantes d'int6gration et que rien ne met en 6vidence sur l '~quation 
diffgrentielle. Comment 6tudier une intggrale duns le voisinage d'un point 
oh sa valeur est in dgterminge? Comment, avant tout~ discerner si de telles 
singularit~s existent ou non? A c e s  questions, les m6thodes ddrivdes de la 
doctrine de CAtCHy ne semblaient pas suseeptibles de rdpondre. Un  tel 
obstacle pouvait done, h bon droit, ~tre jugd insurmontable. 

C'est la conclusion h laquelle aboutissait M. PICARD dans les derniers 
travaux qu'il a consacrgs h c e  genre de problbmes. ,,On a fond~ autrefois, 
dcrivait-il 2 en 1892 , les plus grandes espdrances sur l'd~ude des dquations 
diffdrentielles ordinaires; on pensait ainsl obtenir de nombreuses classes 
bien dgfinies de transeendantes nouvelles. 11 faut reeonnMtre que, si on 
laisse de e6td les 6quations lindaires, ces espgranees ont 6t6 jusqu'iei, h 

Voir PicAm), Acta mathematica I893 , t. I7, p. 298. 
2 Comp~es Rendus I892 , ~. II4, p. I3tO. 
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peu pros dg~ues., Apr~s avoir rappeld que les 6quations diffdrentielles 
intdgrale uniforme (ou ~ I~ints critiques fixes), ne sauraien~ dgfinir des 
transcendantes nouvelles sans 8tre au moins du second ordre, ]~/[. I)ICARD 
ajoutait: ,Malheureusement, une di_ffdrenee considgrable se prgsente d~s le 
ddbut de la thgorie (entre les 6quation s du premier ordre, et les dqua~ions 
d'ordre supgrieur). On peut, gtan~ donnge tree ~qua~ion du premier ordre, 
reconnai~re sur l 'dquation elle-m~me si les points critiques sent fxes; fl 
n 'en est plus ainsi pour les 6qua~ions du second o r d r e . . .  Les conditions 
son~ de nature transcendante: il est impossible, en gdngral, de les former.,) 

Dans un mdmoire "" ulter~eur, revenant sur l'exisfence des singularitgs 
essen~ielles mobiles, :VL ~:)ICARD consta~tit que, seule, l 'intggration effective 
d'une 6quation diffgrentielle (j 'entends sa rdduction aux quadratures et aux 
~quations lindaires) permettait d'a~firmer l'uniformitd de son intdgrale. 
,)Ces rdflexions,, disait-il en ~erminant, ~,ne sent pus en ddfinifive tr~s en- 
conrageantes. I1 est peu probable que les gquations d'ordre supgrieur, 
points critiques fixes, puissen~ conduire ~ l'6tude de ~ranscendantes nouvelles.,) ~ 

6. Cet obstacle qui faisait 6chec ~,aux grandes espdrances fonddes sur 
l'gtude des dquations diffdrentielles,), je suis parvenu h le surmonter duns 
le cours de ces ~rois derni~res anndes. J 'ai  pu en particulier rdsoudre le 
probl~me suivant: 

-Parmi les dquations 

y,' = n ( r  y ,  x) 

o~ ~ e s t  rationnel en y', algdbrique ~ en y e t  en x, ddterminer explicitement 

toutes les dquations d points critiques fixes. 

1 Acta mathematica !893, ~. I7, p. 3oo. 
2 ~r PICARD ajoutait il est vrai: ~J'esp~re beaucoup plus de ces  s y s t ~ m e s  d'gqua- 

tions aux d~riv~es partielles.., clue j~ai sommairement indkiu~s duns une note des Comptes 
Re ndus (Sur des fonctions d'une variable d~pendant de deux consta~'des r~elles arbitraires, 
juin 1892).~, 

Mais ces syst6mes, en r6alit$, 6cluivalent "~ uno 6cluation ordinaire du premier ordre 
(voir lo n ~ 9). 

s II est m~me loisibl6 de supposer 1~ non pas alg~brlque en x mais simplemen~ 
analytique en x. 
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Mais  a v a n t  d ' e x p o s e r  rues p r o p r e s  r echerches ,  

avec  pr6c is ion  les rdsu l ta t s  a n t 6 r i e u r e m e n t  acquis .  

je voudrais indiquer 

7. Les deux premiers mdmoires eitds de 1V~. PICARD ~ sont relatifs 
aux gquations alg~briques 

F(y" ,  y) = o 

et d6terminent tou~es celles de ees 6quations dont l'int6grale gdndrale y(x )  
est uniforme. Par la suite, ~VI. 1-)ICARD 8 a trait6 le m~me probl~me p o u r  
les 6quations 

oh A est alg~brique en y. Mais ees deux types d'~quations sont intggrables, 
et les transeendantes uniformes qu'ils engendrent sont banales. 

1 Je laisse enti~rement de c5t4 dans cet historique les travaux (de WmEm 
STRESS, de M. PICAm), de 1~I. PoI~cA~]~ etc.) relatifs aux ~quations s points critiques 
fixes dont l'int4grale renferme alggbriquement les constantes d'int~gration. J'ai montr4, 
en effet (Leqons de Stockholm, p. 351--394)  , que toute dquation diffdrentielle (alg~brique) 
dont l'intdgrale est une fonction alg~brique des constantes, se famine alg~briquement aux 
quadralures ou aux gquations lingaires. Pour nous limiter au second ordre, le th~or~me 
precis est le suivant: 

ou bien l'int~grale y (x )  est une fonction alg4brique de u,  v, ~, o~t u (x ) ,  v (x ) son t  
dennis par un des syst~mes 

d u { : - - ~ q  - A ( ~ , v )  d v { = - - v ~ + b ( ~ )  
d-~ ~(~)~/(i - -  ~')(~ - -  7~'~')' ~ = ~(~)v'(~ - -  v')( ~ - -  ~'v') 

(A fonction alg~brique de ~, v; a ,  b, c de x; k e t  z nnm~riques); 
ou bien y (z )  s'exprime alg~briquemenr s l'aide de x et de deux fouctions hyper- 

elliptiques, r v), Z(u, v), dont Ies deux arguments sont deux int~grales ab~liennes 

ou enfin, y ( z )  est une fonction alg~brique de (~, u,u'), q~ d~signant la d~riv~e 
Z ~ 

logarithmique - de 'l'integrale z d'tme ~quatlon lin~aire, homog~ne du 3 e ordre. 
Z 

Comptes  R e n d u s  I88O, t .  9I ,  p. Io58, e t  B u l l e t i n  des  sc. math. ,  t. 4 
(2 e s~rie), p, 416. 1~. P~CX~D se limite an GaS Off y(z) est suppos$e m~romor~vhe duns 
le plan. 

J o u r n a l  de L i o u v i l l e  I889, 4 e s~rie, t. 5, p. 3oo- -318  ; A m e r i c a n  J o u r -  
nal  I894 , t. I6, p. I I I ~ I 2 2 ;  T ra i t g  d ' A n a l y s e ,  t. 3, P. 67- -8o .  M. P~CXRD ne 

considgre que le cas o~ l'expression e ]-~(~)e~ n'a pas de points singuliers transcendants. 
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C'est surtout aux 6quations 

(~) y"---- R(y',  y) 

oh R e s t  rationnel en y' ,  y, que s'est attach6 31. PICARD. ~ Le procgdd 

de lV/:. P~CAI~D consiste h former des conditions suffisantes 2 pour que 
l'intggrale y(x)  n'ai t  ni points critique s alg~briques, ni points critiques 
transcendants d'une certaine esp~ee 1)articuliOre. L'intggrale e s t  dire alors 

apparence uniforme: mais est-elle vraiment uniforme? Des exemples 

particuliers montraient qu'fl n'en gtait rich. Les conditions en question 

n'dtaient done pus suffisantes en ggndral. J 'a joute que ces conditions ne 
limitaient point le degrd de R en y e t  ne laissaient 1)as soupgonner qu'une 
relic limitation fdt possible. 

~Les autem-s qui out poursuivi les mgmorables recherches de M. PICAR~) 
stir les intdgrales d a1)1)arenee uniforme, tels que 1VIM:. W ~ N B ~ I ~ a ,  ~ 
FOn S~TH, ~ etc., n 'ont  faiI qu'appliquer les conditions du ggomS~re FranCais 

des types simples d'gquations. 
Pour les 6quations de la forme: 

y" = y' (ay -t- b) -Jc Ay~ -I- By '  -] - Cy .-[- D , 

1V/[. M~TT~G-Ln~Fr,E~ ~ et, apr~s lui, ~VI. F~ANS~N ~ onfl montr8 que les 

conditions de M. PIC~nD entra~nenfl l'irdfgrabiliff de l'~quation; les fonc- 

~ions y ( x ) q u ' o n  obflient en effecfluant l 'int6gration son~ des fonctions 
uniformes dldmentaires. 

8. Disons maintenant  un mot des 6quations (I) (h points critiques 

fixes) oit x figure ex1)licilement. M. PICAnD 7 ne s'est oceupd de ces dqua- 
tions que dans le cas particu]ier oh elles sont de ]a forme: 

(2) y " =  y '[a(x)y + b(x)] + A ( x ) y  3 + B ( x ) y '  -I- C(x)y + D(x) .  

1 Journal  de LIOUVILLE I889, 4 e s6rie, t. 5, P" 277--293. 
Comme ces conditions n'~taien~ ~tablies que moyennan~ certaines hypotheses 

simplificatrices faites sur l'~quatlon (I), il n'~tait pus d~montr~ qu'elles fussent ndcessaires 
pour que l'int~grale ffit uniforme. 

3 CRELLE, I898, r II9, p. 87~IIB,  e~ I899, t. I20, p. I I3- - I3I .  
4 Theory of d i f ferent ia l  equations, t. I I I ,  p. 276--306. 
5 Aeta mathematiea, t. I8 (I894), p. 233--245. 
6 Stockh. 5fv., t. 52 (I895), p. 223--24I. 

Aeta ~Iathematica, t. 17 (I893), p. 296--300. ` 
Acta mathematica. 25. Imprim~ le 28 novembre 1900. 
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Imitant  le procdd6 connu de !Vfadame KOWALESKI, IV[. PICAnD cherche 
les conditions pour que l'intdgrale y ( x )  admette des pbles mobiles. I1 
peut exister deux familles de pbles, et l'existence de chaque famille en- 
trMne une condition entre a, b, A, B, C, D et leurs ddrivges jusqu'au 4 ~ 
ordre. Ces deux conditions, fort compliquges, et dont le earact~re ndcessaire 

n'dtait pas 6tabli, ~taient-elles suffisante~ pour que l'6quation (2) efit ses 
points critiques fixes? M. PICARD pensait que ,,bien probablement,, il 
n 'en 6fair rich. En tons cas, la question restait en suspens et ne semblMt 
gu6re susceptible d'4tre tranch6e. ~ 

9. L'dtude direete des 6quations diff6rentielles (non intggrables) ~t 
points critiques fixes semblant ferm6e, ne pouvait-on du moins l'aborder par 
des voles d6tournges? C'est ce qu'a tenth M. :PICAnD h l'aide de deux 
mgthodes diffgrentes. 

La premiere : snbstitue anx 6qnations diffgrentielles un syst6me 
d'6quations anx d6rivdes partielles de la forme: 

(3) { ~ --- f ( x ,  y ,  u , oy - -  ~ ( x ,  y ,  u ,  v) 

~v Ov 
= ~ ( x ,  v ,  - ,  v) ,  - = f ( x ,  v ,  u ,  ~) oy 

oh f et 9 dgsignent des fonctions alg6briques r~elles des variables rgelles 

x , y ,  u ,  v, et vgrifient identiquement les deux conditions d'intggrabilitC 
Si u ( x ,  y) ,  v ( x ,  y) reprdsentent une intdgrale rdelle queleonque dr1 syst6me 
(3), la combinaison w ~ u + i v  est une fonction analytique de z --~ x + iy 

qui ddpend de deux constantes rdelles arbitraires. ,Etant  donn6 un syst6me 
tel que (3))), dit M. PICARD, 3 ,on pent reconnaltre si les intggrales ont 
leurs points critiques fixes. J 'a i  form6 de tels exemples oh f,  F sont 
rationnels. I1 me parMt extr4mement probable que les intggrales de ces 

i I1 se trouve en r6alit6 clue, pour les 6quations (2), ces conditions sont suffisantes 
sans ~tre ndcessaires. De plus, en d4pit de leur complication apparente et de leur carac- 
t6re diff6rentiel, on peut former explicitement, eL d'une facon tr6s simple, toutes les 6qua- 
tions (2) qui satisfont s ces conditions [voir le n ~ 3o]. 

Comptes Rendus, tome 114 (I892), p. 131o--1313, et Aetamathematica,  
tome 17 (I893), p. 300. 

3 Oomptes Rendus, ibidem, p. I312. 



Sur les 6quations diff6rentielles dong rint6grale g~n~rale est uniforme. 11 

6quations constituent un tyloe nouveau de transcendantes., Mais, en fair, 
les fonetions w(z) d6finies par un syst~me (3), ou bien sent alggbriques, ou 
bien vgrifient une dquation diff6rentielle (algdbrique) du premier ordre, dent 
les points critiques sent fixes en m4me ferules que eeux du syst~me r6el (3)- 

Les fonctions signal6es par M. PZCARD s e n t  donc des transeendantes 

elassiques. 
La seeonde mgthode eonsiste g renverser en quelque sorte le lorobl~me, 

en partant de fonctions uniformes ddfinies directement et en cherchant 
les choisir de mani~re qu'elles int~grent une 6quation diff6rentielle algg- 
brique. M. PmARD ~ a obtenu de cette mani~re des syst6mes d'6quations 
diff6rentielles dent l'int6grale ggn6rale est effeetivement uniforme, mMs 
renferme alg6briquement les constantes.: Ces 6quations sent donc r6duetibles 
aux quadratures ou aux 6quations lingaires, et cela sous la forme exlolieite 
qui a 6t6 indiqude plus haut (note I, page 8). 

I o. En  d6loit de rant de profondes recherches, la question en restait 
done au looint si net tement lor6eis6 par ~ .  I:)ICARD: les seules d~uations 
dent on lo~t affirmer que les _points critiffues dtaient fixes, 6talent des dqua- 
tions int6grables et c'est l'intdgration m~me qui ~nettait en 6vidence la fixig6 
des points critiques. 

Pour loousser la question plus loin, fl m'a fallu constituer une double 
m6thode qui r6pondlt h c e  double objet: 

i ~ Trouver de nouvelles conditions n&essaires 10ore ` qu'une 6quation 
diff&entielle air ses looints critiques fixes; 

2% D6cider si ces conditions sent ou non suffisantes. 
La loremi~re loartie de la m6thode (recherche des conditions n6cessaires) 

est k la lois tr~s simple et tr~s 616mentaire. EUe s'alololique avee une 
extreme facilit6 ~ une 6quat~ion diffdrentielle d'ordre quelconque, ou plus 
g6ngralement ~ tout syst~me d'dquations aux ddriv6es loartielles dent  l'intd- 

grale ne d6loend que d 'un nombre fini de constantes. 3 

Comptes Rendus, ~. II 7 (1893) , p. 472 et p. 603; Acta ma~hematica, 
~. i8 (1894), p. 133. 

Cette remarque a 6t~ faite ul~6rieuremen~ par M. PICAI~D [Cemptes Rendus, 
~. I2O (I895), p. 402]. 

s La m6thode repose su ree  principe bien intui~if: >>Consid~rons une 6quation 
diff4rentielle dent le co~ffieien~ diff6ren~iel est une fonction (holomorphe pour a = o)d'un 
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La  seconde partie de la mdthode (recherche des condit ions suffisantes) 

est d ' un  caract~re p h s  subti l ;  elle peu t  ~tre 6tendue aux dquations du 3 r 

ordre ou d'ordre supdrieur; mais les complications qu'elle entralne croissent 

avec l 'ordre diffdrentiel. 

ge vais r6sumer main tenant  les prineipaux rdsultafs auxquels  m 'a  

condui t  cette double mgthode.  J ' ins is terai  d 'abord sur les rdsultats qui  

me semblent  essentiel lement nouveaux.  

T r a n s c e n d a n t e s  u n i f o r m e s  n o u v e l l e s  e n g e n d r d e s  p a r  les d q u a t i o n s  

d i lTdrent ie l les  d n  s e c o n d  o r d r e .  

i i .  La  ddterminat ion d e  routes  les 6quations ~ points  critiques fixes 

de la forme 
r  y ,  

(oh /~ est ra~ionnel en y', alg6brique en y ,  analyt ique en x) m 'a  donn6 

param&tre a. Si l'6quation a ses points critiques fixes pour a quelconque (mats . o), 
il en est de m~me, a fortiori pour a = o, et le d6veloppement de l'int6grale y(z) ,  sui- 
cant les puissances de a, a comme co~fflcients des fonctions de z ~ points critiques fixes., 

Pour faire concevoir imm6diatement l'esprit de la m6thode, cherehons des conditions 
n4cessaires pour que l'6quation y"=: R(y', y, z), (o~ R est rationnel en y', y, x), air ses 
points critiques fixes. I1 faut d'abord, comme il est bien connu, que l'6quation soit de 
la forme: 

y" = A (y, x)y" + B(y , z)y' § C(y , x). 

Ohangeons x en % Jr an; l'6quation devient 

y"-= A(y,Zo)y'~ + a{ . . } ;  

d'apr6s le principe 6nonc6, l'6quation: 

y" = A(y, %)y'~ 

dolt avoir son int6grale g6n6rale uniforme: ce qui d6termine aussitSt toutes les expressions 
possibles de la fraction rationnelle A en y. Les degr6s de B et C en y se limitent aveo 
la m~me facilit6. 

La m6thode, moyennant quelques modifications, se laisse d'ailleurs adapter ~ routes 
les questions qui concernent les propri6t6s analytiques des int6grales d'une 6quation 
diff6rentiel]e quelconque: par exemple s l'6tude des int6grales d6finies par des conditions 

O 
initiales zo, Yo, Y 'o . ' '  qui donnent au coefficient diff6rentiel la forme ~. 
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trois types (et trois seulement) d'gquations diff&entielles dont l'int~grale 
gdn~rale y(x)  est une fonction uniforme de x essentie[/ement nouvelle. 

Ces trois types peuvent recevoir les trois formes canoniques qui suivent: 

(4) y " =  ~v ~ + fix + r, 

(s) v " =  ~v ~ + flxv + ry + ~, 

(6) y" Y'~ + e~(ay ' + 13) + e '~ ry ~ + Y �9 y 

(a, fl, r ,  3 eonstantes num~riques). 

L'int#rale ggn&ale y(x)  de chaque dffuation (4), (5) et (6) est une 
fonction uniforme de x m~mmoephe clans tout /e plan. 

Si 13 est nul, l 'dquation (4) ddfinit les fonctions elliptiques; si ~ est 
nul, des polynbmes. D'autre part, si aft 4= o, la transformation y ---- 2Y, 
x --:/zX + v, (oh 2, p ,  ~ sont des constantes) permet de donner h a, 13, r les 
valeurs respectives 6,  I ,  o.  De m~me, en ndgligeant les cas oh l'intdgrale 
est une fonetion connue, il est loisible de supposer que dans l 'gquation (5), 
on a: a--:- 2, fl = I,  r = o, et que, dans l'~quation (6), tes constantes 
a,  fl, r ,  6 coincident avec an des h'ois syst~mes: 

j r = - -  I ,  3 = I ; a ,  fl queleonques; 

(7) ] r  ---- - -  I ,  3 = o ;  13 ----- I ,  ~ queleonque; 

/ r = o ,  3-----0; ~ = - - i , 1 3 =  i. 

Autrement dit aux dqua~ions (4), (5), (6) on peut substituer les 5 
dquations eanoniques suivantes: 

I y " ~  6 y ~ +  x ,  

I I  y"-~ 2y 3 + xy + a, 

I I I  v " =  .u'~ + e~(~ _ v' ) ,  y 

IV  y " =  Y'-~ + e~(ay~-{ - 1 ) -  e'~y 3, 
Y 

+ + zl + - V 
Y 
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Les int@rales y (x )  des ~quations I, I I ,  I I I ,  IV,  V, sont des transcen- 
dantes mdromor:phes essentiellement nouvelles. 

On peut r~unir d'ailleurs les 5quations I et II darts le type unique: 

y " =  ay 3 +y~ + 3~xy + x 

et remplacer les cinq dquations prdeddentes par les deux gquations: 

V I  Y " =  aY ~ -{- Y~ -t-" 3axy + x 

les constantes numgriques a, fl, T, 3 de V I I  coincident avec un des trois 
syst~mes de valeurs (7). 

I1 convient de remarquer toutefois que le cas a = o pour u  et 
les cas ~ = o ,  ou 3 = o ,  F = ~  pour V I I  sont des cas remarquables 
de simplification de ces gquations; les transcendantes qu'elles ddfinissent 
ont, dans ees cas particuliers, des proprigt6s moins compliqudes que dans 
le cas ggn@al. 

12. Puisque les intdgrales y(x)  des 6quations prdcddentes sont des 
fonctions mEromorphes dans tout le plan, il est bien dvident qu'elles sont 
repr6sentables par le quotient de deux fonctions enti~res; mais ce qu'il  
importe de remarquer c'est qu'on peut choisir ces fonctions enti~res de 
mani~re qu'elles vdrifient une 6quation diffdrentielle tr~s simple du 3 e ordre. 

Voici comment on effeetue eette reprdsentation pour les dquations I, 
II, III, IV, Y. 

Pour l'~quation I, on pose 

z = y'~- ~ 2y ~ -  xy ,  u = e f'ex" 

la fonetion u(x)  est une fonetion enti~re qui v6rifie l 'dquation: 

Z- 2 . 9 J /  

T +  2z '3~  x z ' - - z  = o ,  oh z - - - - ;  

y(x )  est donnde par  le quotient: 

y = u~ _ dx ~ log u.  
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Pour l '6quation II, on pose: 

_ _  _ _  e f zclx z = y'~ y4 xy ~ -  2ay,  u = , v = u y ;  

les fonetions u ( x ) ,  v ( x )  sont des fonetions e,,ti&es qui v&ifient le syst~me" 

u u " - -  u '= + v '  = o ,  ( u v ' - -  vu')' --= v" + ocv'u = + (:~v + u')~', 

et y (x )  est donn6e par le quotient: 

De plus, soit 

V 

2z~ ~ z - - y ,  2z~ = z + y;  

f z,(x)ax e f  ZO(X)~x les fonctions u~ ~ e , u s ~ " sont deux fonctions enti~res qui 

v&if ient  respectivement une dqfeation du 3 ~ ordre, et on a: 

! t 

u - - -  u l U ~ ,  v ---~ ( u ' 2 u l - - u ' l u : )  , y - -  u 2  --ul 
r162 2 ~b 1 

Pour l 'dquation v i i  (qui eomprend les dquations 
o n  p o s e "  

puis 

enfin 

y '  I 

zdx 
u = e  

"q' I 
2 Z = r  

Z d x  . 

v ~ e  

i l l ,  IV, V), 

les fonctions u ( x ) ,  v (x)  sont des ionetions enti&es qui vdrifient les dquations: 

(8) u u " - -  U L - - U -  + a , - - "  v " - -  + " _ v v L v ' 

il est loisible de remplacer une des 6quations (8) pa r  l'6quafion: 

(9) . . . .  u /  v 2 - - + u  I 2 I- e ~x (~ - - T ~  -t- 2& - - a ~  ~-~-0; 

les fonctions u(x), v(x) ~t~.t d~fl.ies p~r l'~qua*io. (9) et l~ premiere 

dquafion (8), y ( x )  est representee par le quotient y = ~. 
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En outre, si on pose: 

~x ~x. 
:z~ ~ z - -  ye ~, 2z~ --- z + ye~; 2Z~ = Z - -  -,y 2Z~ = Z - l - y ,  

~ I  ~ -  e ~ 7A~ ~ 7) 1 ~ e ~ q)f~ - ~  e 

les fonetions u~, u : ,  v, ,  v: sont des f0netions enti&es q~ti v&ifient respec- 
tivement une dquation diff&entielle du 3 ~ ordre, ei on a: 

qs ~1 q)2 ~1 
U ~ U I ~ 2 ~  ~) ----- V i V a ;  e ~  ~ . . . .  ~ - - ~ - - - - - -  

q~ %t y V~ V 1 

13- Les 6quations I, II ,  II[ ,  IV et u doivent @tre regardges comme 
intdgrdes au sens moderne du mot, exactement comme l'@quation: 

y '~ = (I --y~)(I  - -  k~y ~) 

�9 / p ~  �9 est ln~%rce par le quotient de deux fonctions ~. Si on d~fini~ ]'int@rale 
y(x)  d'une des ~quations par les conditions initiales So, Yo, Yo, lx fonction 
y (x )  est reprdsentde par le quotient de deux sdries enti~res en ( x -  xo) , 
sdries qui convergent dans tout  le plan des x et dont les coefficients se 
calenlent par des d6rivations suceessives. Ces coefficients sont, pour I et 
II ,  des polynbmes en Xo, Yo, Y'o, et pour III ,  IV, V des polyn6mes 

I 
- -  e t  y~.  en e ~~ Yo~ Yo 

C'es~ 1~ un rdsultat essentiellement nouveau sur lequel je voudrais 
insister. Depuis la fondation du Calcul intdgral, routes les 6quations 
qu'on a rgussi h int@rer (au sens le plus large de ce terme) sont rddue- 
tibles h des combinaisons d'dquations lingaires et de quadratures. D'une 
fa~on gdngrale, e'est parce qu'on conna~t la mani~re dont les eonstantes 
figurent dans l'intdgrale qu'on suit 6tudier cette intggrale. 3/~me les 
6quations qui dgfinissent les fonctions fuchsiennes n'gehappent pas h Cette 
remarque. Les dquations I, II ,  I I I ,  IV, V constituent done le premier 
exemple connu d'dquations qui se trouvent int@rdes h l'aide des principes de 
la th~orie des fonctions: sans qu'on sache les ramener & auc~ne combinaison 
d'd~uations lin~aires, de quadratures et d'~luations du premier ordre. 

J'ajoute que le caract~re pr6cis des types canoniques I, I I , . . .  u  
ne dolt pas faire mdeonnaltre le degr6 de ggndralit6 des 6quations diffd- 
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rentielles qu'int~grent les nouvelles transeenduntes. Parmi les gquutions 
points critiques fixes de la forme 

(4) r  R(r y, z) 

(oh R e s t  rationnel e~ y', y e t  alggbrique en x), celles qui s'int6grent 
l'aide des nouvelles transcendantes dgpendent de quatre fonctions arbitraires 
et de deux constantes arbitraires ou d'une seule suivant qu'elles correspondent 
au type VII  ou au type VI. 

Parmi les dquations (4) oh R est un polynSme en y', y, alg6brique 
en x, ee]]es qui sont rdduetibles alggbriquement ~ l'6quation u  o~ a 
est donn~, forment une elasse aussi 6tendue que les 6quations diffdrentielles 
lin6uires, non homog~nes, du Second ordre. 

Par exemple pour qu'une gquation 

y"-~ a(x)y'-4- A(x)y" "t- B(x)y "k C(x) 

soit rdduetible alggbriquement ~ l'6quation 

dz ~ ----- 6y~-b x 

il faut  et il suffit que a, A,  B ,  C, sutisfussen~ 5 une condition unique 
(qui permet d'exprimer a, A,  B,  C, explicitement ~ l'aide de trois fonc- 
tions arbitraires). (Voir le n ~ 23.) 

I4. Considgrons maintenant, pour an instant, l'int6grale d'une des 
6quations I , . . .  V comme fonction des constantes d'int6gration. 

Soit y = ~@, Xo, Yo, Yo) l'intggrate de I d6finie par les conditions 
initiales xo, Yo, Y'o. La fonction ff est une fonction m~romorl)he de x, x0, 
Yo, Yo, duns tout le plan de chacune de ces variables. Le point h l'infini 
duns chaeun de ces plans est un point essentiel de ~. ~7ous venous de 
dire, au n ~ prdcgdent, qu'on peut repr6senter ~ par le quotient de deux 
sdries de polyn6mes en x, ~o, Yo, Y'o dont les termes sueeessifs se culculent 
par de simples d6rivations. 

Pour plus de elurt6, duns ce qui va suivre, remplacons y' par z, ef 
considdrons (y, z) comme les coordonn~es (r6elles ou complexes) d'un p]un yOz. 

Les formules 

v = y o ,  = y o ,  
Avta mathem~atlca. 25. Imprimd le ~ ddcembre 1900. 3 
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entra~nent les formules inverses 

Vo = zo = 

Si on donne ~ x et s x o des valeurs num6riques, les dgalit4s (IO), ( I i )  
dgfinissent u n e  c o r r e s p o n d a n c e  b i u n i f o r m e  entre les plans (y, z) et (Yo, Zo)" 
I1 n'existe pas, dans cette correspondance, de p o i n t s - b a s e s  [points (Yo, Zo) 

0 
qui donnent h ~ et h r ]a forme 6] ; mats les valeurs Yo----- c o ,  z o = c o ,  

sont singularit4s essentielles de q ,  ~ .  
J 'a i  4tudi4 ~ les correspondances biuniformes (e~ non birationelles)entre 

deux plans; je les ai divis4es en deux classes, suivant qu'il existe ou non 
un faisceau de courbes a]g4briques que la correspondance %ransforme en 
un autre faisceau de courbes alggbriques. La transformation est di%e s e m i -  

t r a n s c e n d a ~ t e  dans le premier cas, e s s e n t i e l l e m e n t  b i u n i f o r m e  darts le second 
cas.: La correspondance biuniforme (Io), ( i i )  entre ( y , z )  e t  ( y o , Z o )  est 
essentiellement biuniforme. C'est ce qui r4sulte imm6diatement de ce 
th~or~me (qu'on peut-4tabl i r  en route rigueur): ,L'int4grale ggn6rale 
y-----~ (x, a, b) de l'4quation Iest une fonction ~ranscendante de chacune 
des constantes d'intggration a,  b, de quelque manibre qu'on choisisse ces 
cons~antes., 

C o n s i d g r g e c o m m e  fonction de Y0, ou de Yo, ou de Xo, l'int6grale 
y = F(x,  Xo, Yo, Y'0) est encore une L-ranseendante m4romorphe nouvelle, 

t Lemons de Stockholm, Is. 482--484 et 5oi--517 . - -  Comptes Rendus, 
avril I896. 

La correspondance biuniforme 

Y ~ Yo, Yo = Y ,  

Z ~ -  Zo~YO ~ Z 0 -~- Z6  - y  

es~ semi-transcendante. La combinaison des deux transformations 

y~ ~ y ,  Y ~ y,eZ, , 

z t - .~  goeVo ,  z ~ -  z 1 

conduit ~ la transformation essentiellement biuniforme 

Y -~ Yo e(*~176 Yo---- Y e - z  , 

z ----- ZoeVO, z o = ze-(g  ~-0 . 

II existe d'ailleurs, ainsi que jo l'ai montr~, des correspondances biuniformes qui ne 
r~sultent pas de la combinaison de transformations semi-transcendantes. 
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dont on ne connalt d'autres propri6~6s que celles qui d6rivent de l'6quation 
diff6rentielle elle-m~me. 

Les m~mes remurques peuvent se r6p6ter pour les int6grules des 6quu- 
tions II ,  I I I ,  IV, V, avec cette diffdrence que,  pour les trois derni~res, 
lu fonction y = ~ (x, x0, Y0, Y0) n'est plus m6romorphe en Y0, mais admet 
le point Yo = o comme point  singulier essentiel. Si on pose Y0 ~ e~, la 
fonction ~ est une fonction m6romorphe de z 0. Le quotient qui repr6sente 

est form6 de deux s6ries dont les termes, uvons-nous dit, sont des po- 
I 

lynbmes en x ,  e ~~ , Yo, ~ ,  Yo. 

Regardons enfin l'int6grule y - ~  F(x) de I I  eomme fonetion du too- 
l . . . .  ~ ( x ,  x0 dule a qui figure duns equation; la fonetion y----- , Y0, Y0 a) est 

une fonclion mdromo~The des 5 variables inddpendantes ~ , xo , Yo , Y'o , ~. 

Cette propri6t6 subsiste pour les 6quutions IV et V (relutivement 
sr ou g a,/9), g cela pros queyo ~ ~  e s tunpo in te s sen t i e lde f f .  Pour 

l'6quation V, l'int6grale r est une fonction m6romorphe des six variables 

ind6penduntes x ,  x0, z o ~ log Yo, Y'o, a ,  ft. 
/ 

I5. Lu m6thode qui m'a permis de d6montrer que l'int~grale y(x) 
des 6quutions I ,  I~ ,  . . . ,  V est m6romorphe, fournit aussi des indica- 
tions sur lu nature et les propri6t6s des nouvelles trunscenduntes. I1 n'y 
a pus lieu d'esp6rer que ces transeendantes jouissent de propri6t6s fonc- 
tionnelles simples, analogues g la p6riodicit6 des fonc~ons sn ou 6. )/Iuis 
il convient d'approfondir 1cur 6rude an point de rue du genre, de lu distri- 
bution des zdros, de la croissance pour x--~ cxv, etc. 

Cette 6rude, off les travuux bien connus de )s HADA~RD e t  de 
~ .  BOREL doivent jouer un rble important, sera d6veloppde duns la mo- 
nographie que je consaererui ~ chueun des types de nouvelles trunseenduntes. 

g e  me borne ici ~ signaler eette proposition qui a son analogue pour 
les 6quu~ions II ,  I I I ,  IV et V: 

,Si y ( x )  est une int6grale purtieuli~re de I, l'6gulit6 y (x ) - - - -A  poss~de 
une infinit6 de racines quelle que soit ]u vuleur (finie ou infinie) de A. 
La fr6quence de ees rueines (pour x ---~ cx2) est la m~me quel que soit A.,~ 

I~es trunseenduntes d6finies plus huut sont les seules trunseendantes 
vraiment nouvelles qu'engendrent les 6qua~ions du second ordre g points 
critiques fixes (r6solues par rapport ~ y"). 

Je vais maintenunt 6num~rer explicitement routes ces 6quutions. 
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F, n u m d r a t i o n  de routes  les d q u a t i o n s  ~ p o i n t s  c r i t i q u e s  ]fixes 
de la  f o r m e  

(E) .V"= n O ' ,  Y, x) 

(R, r a t i o n n e l  en  y', a l g d b r i q u e  en  y, a n a l y t i q u e  en  O. 

I6. Je formerai d'abord un tableau fondamental d'dquations (E) 
points critiques fixes, d'oh se laissent ddduire routes les autres. 

En premier lieu, si l'dquation (E) a ses points critiques fixes, elle est 
ndeessairement de la forme: 

(,~) ,j" = A ~ ,  x)y" + B(y,  x)y' + C(y, x). 

Les fonetions A ,  B ,  C, alggbriques en y, sont exprimables rationnellement 
l'aide de y e t  d'une irrationnelle t ( y ) - ~  g(y ,  x) qui dgpend de x ana- 

134iquement; soit: 

.4 = L ( t ,  y ,  ~), 

a v e c  

B = .,Z(t, y ,  ~), 

H( t ,  y ,  x) = o; 

c = N(t ,  y ,  ~) 

L ,  M ,  N, sont des fi'actions rationndles et H u n  polyn6me en t ,  y; leurs 
coefficients a ,  b, c , . . .  sont des fonetions analytiques de x. 

Avant d'aller plus loin, prdeisons le sens de quelques expressions que 
nous emploierons frdquemment par la suite. 

Je dirai qu'on suit reeonnaltre algdbr/quement si une 6quation (i2) 
donnde jouit de telle proprietY, quand cette propridt6 se tradnira par un 
nombre fini de relations alg~briques entre les coefficients a ( x ) ,  b ( x ) , . . .  
de (x2) et leurs d6rivges jusqu'h un certain ordre. 

J'emploierai frgquemment, par la suite, les transformations: 

(W) r = r  X = x  ou z = r  

oh r est algdbri~ue en y e t  analytique (ainsi que ~) en x. Je dirai 
qu'une dquation (12) est rdductible algdbriquement ~ une dquation 

dX ~ - -  -d-x' Y '  X 

par une transformation (T), si la 0zansformation de passage se ealeule 
alg~briquement sur 1Zquation (I2); autrement dit~ si les coefficients de la 
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fonction alg~brique r  sont des combinaisons alg6briclues des coefficients 
a(x) ,  b (x) ,  . . .  de (~ 2) ainsi clue de ieurs d~riv~es .iusclu'a un certain ordre, 
et si, de plus, la fonction F(x) satisfait ~ la m~me condition ou se r6duit 
identiquement ~ x. 

Si l'~quation (/~) est alg6briclue en x le mot algdbriguement est pris 
dans son sens ordinaire. 

17. Rappelons maintenant quelclues r6sult~ts connus et cluelclues d~- 
finitions. 

Admettons qu'une gquation (E) air ses points criticlues fixes et 
~tudions son int6grale y(x)  comme fonction des cons~ntes Yo, Y~ (valeurs 
de y ,  y' pour une valeur numgrique x o de x). 

Trois cas peuvent se prgsenter. 
1 ~r Cas. L'intggrale dgpend alg~briquement de Yo, Yo: On dit alors 

clue l'intdyrale est une fonction alydbrique des constantes. 
2 ~ Cas. L'int6grale est une fonction transcendante de Yo, Y~, mais 

on peut, par un changemen~ de constants ,  faire en sorte que y (x )  ren- 
ferme alg~briquement une des  nouvelles constantes. On dit alors clue l'intd- 
grale est une fonction semi-transcendante des constantes. 

3 ~ Cas. L'int6grale y ( x )  renferme l 'une e~ l'autre des constantes sous 
forme transcendante de quelque mani~re qu'on les choisisse. On dit alors 
que l'intdgrale est une fonction essentiellement transcendante des deux constantes. 

Dans le premier cas, 
ou bien l'dcluation (E) est rdductible alg6briquement ~ une dquation lindaire : 

z'" + p(x)z' + q ( x ) z  = o ;  

d'une fa~on prdcise, si on pose - = u, on a y = ~(u', u ,  x), F dgsignan~ 
Z 

une fraction rationnelle en u', u, clui dgpend de x analyticluement; 
ou bien, l'dcluation (E) 6cluivaut au syst~me: 

(~4) F(y' ,  y ,  u ,  x) = o, u' = p(x)u~ + q(x)u  + r(~);  

/7 est un polynbme en y', y ,  u, dour les coefficients, ainsi que p ,  ~/, r ,  
sont des. fonctions algdbriques des coefficients de (E) et de leurs ddrivdes. 
L'~cluation du premier ordre F---- o (oh u es~ remplac6 en fonction de x) 
dolt d'ailleurs avoir ses points critiques fixes. 

Voir la note I de la page 8, et rues Lemons de Stockholm, p. 360--389. 
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Darts le second cas, l'6quation (E) 6quivaut 1 ~ un syst~me (I4), oh 
le genre de la relation alg6brique F =- o entre y', y est (pour u ,  x quel- 
eonques) dgal h z6ro ou an. 

Le  troisi~me cas est le seul qui puisse conduire ~ des transcendantes 
n o u v e l l e s .  

Le tableau que nous a11ons former, fournR une vdrifieation de ces 
rgsultats. 

Dans ce tableau, nous reprdsentons invariablement par a ,  b, c , . . .  
des fonctions analytiques de x; par a', b', c', . . . ,  a", b", c", . . . ,  leurs 
d6rivdes premieres, secondes, etc.; par a ,  fl, ~ ' , . . .  des constantes numd- 
riques; par K ,  K~, . . .  des eonstantes arbitraires. 

Chaque gquation est suivie d'une indication sur la mani~re dont l'intd- 
grale gdn6rale y (x )  renferme ses constantes; si l'6quation est int@rable 
(j'entends r6ductible aux quadratm-es ou aux ~quations lindaires), elle est 
accompagnde des formules qui effectuent cei~e intdgration. 

Le tableau total se compose de trois tableaux partiels, ~ savoir les 
tableaux I, II,  I I I ,  qui su ivent .  

i8.  Tableau des dquations canoniques (E) d 2oints critiques fixes. 

T A B L E A U  I. 

(i) Y" ---- - -  3 Y Y ' - - y 3  + a(x) .  

L'int6grale est une fonction alg6brique des deux constantes. 

Z p 
y = - ,  z '"  = a ( x ) z .  

Z 

Int6gration: 

(2) y" = ~ 2yy' --]- a(x) .  

L'int6grale est une fonction semi-transcendante des constantes. Intdgration: 

y' + y~ ~ u,  u' = a ( x ) .  

1 Legons de Stockholm, p. 4 6 5 - - 4 7 7  . 
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(3) y" = ~y~ + ~y' + rr + ~. 

L'int6grale est une fonction semi-transcendante des constantes. 

y" a 4 f l ~  r 
- ~ - = ~ y  -t-~Y q-2Y -ff 3y -4- K. 

23 

Intdgration: 

(4) 

L'int6grale 
stantes. 

est une fonction 

y" --__- 6y~ + x.  

essenfiellemen~ transcendante des deux con- 

L'intdgrale 
stances. 

est une 

y" ---- 2y~ q- xy A- a. 

fonction essentiellement transcendante des deux con- 

(6) r = - -  yy' + y~ - -  12a(x)y + ,  2a'(z), 

avec la condition a" - - - -6a~-k  z, (e = o ou I). L'intdgrale est une fonc- 
tion semi-transcendante des constantes. Int6gration: la transformation 

donne 

Xnt6grale premiere: 

z '~ = 4 z ~ +  2 z z + K ,  

z = ~ ( y '  + y ' )  a 

t ~ ~bt 

z"----- 6z ~ -4- e [6quafion (3)]. Y ~  z - - a '  

, . I - I .  ~ ] 
I z ' -~a  .q-y[~(y + y ~ ) - -  2a oh z--~ 8(y '-- l -y2)--a,  

(7) y , , =  __yy,  + y 8  i 2 a ( x ) y  .-[-- I2a'(x), 

avee la condition: a" ~ 6a ~ --]- x. L'intdgrale est une fonction essenflellement 

transeendante des deux constantes. La transformation z ----- 6(y' ~ y~) - -  a 

dOlLlle �9 
~r _ a '  

z" = 6z ~ + x [6quation (4)]. Y ~  z - - a  
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T A B L E A U  II. 

= -I- La(x)y + -q- a'(x)y ~ -  b'(x). 

L'int6grale es~ une fonc~ion semi-transcendante des constantes. 

Y' = a ( x ) y 2 - - b ( x )  "1- g y .  

PO" In t%rahon :  

(2) u" = Y" + a'(x) y' Y ; q_ yS "Jr a(x)y  2 -  a"(x). 

L'int6grale est une fonction semi-franscendante des constantes. 

(y' + a') ~ = y~[(u + a) ~ + K ]  

Int6gration : 

(3) Y" = y'~ Y' Y q.- a (x ) -~ . - -a ' ( x ) - ] -  y2. 

L'intggrale est une fonctioa semi-transcendante des constantes. 

(Y" "-t- a) ~ ~-- 2Y~(Y "~ u), u' = a(x).  

P O "  ~ " Int%rat ion:  

(4) y" = v'd + ~y~ + Py~ + r + -~. y y 

L ' in~grale  est une fonction semi-transcendante des constantes. 

y'~ = ~y' + 2fly ~ -  2ry - -  ~ + KyL 

Intdgration : 

(5) y" 

L'in~dgrale 
stantes. 

= v" + e~(~y: + fi) + e :~ ry ~ + ~ ,  
Y 

(fl on ~ ~= o). 

est une fonction essentiellemenr transcendan~e des deux con- 
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T A B L E A U  I I I .  

(~) y" = y'~ (& & c ~~' numgriques). 
�9 ( 4 Y *  - -  .q~y - -  g.O' ' ' 

L'intggrale est une fonction semi-transcendante des constantes. Intdgration" 

y' 
�9 _ =  K ,  y = g o ( u ,  & ,  & ) ,  u = K x  + K ~ .  

~/4y ~ - -  g ty  - -  g.~ 

y , ,=y" (ay  ' -  2(~ + z)y + z )  (~) 
2 y ( y  - -  I)(V--g ) 

, I I 

2 x ( x - -  I ) (y  - -  x ) "  

L'intdgrale est une fonction essentiellement transcendante des constantes. 
Si on appelle 2(u, x0) la fonction elliptique de u d6finie par l'dgalitd: 

Y 

dy  _ 

~/y(y - -  I)(y - -  Zo) 

et 2 % ,  2m 2 ses deux pdriodes, l'intdgrale gdndrale de (2) est 

v = a [ ( g . o l  + g = ~ 0 .  x]. 

6Y~ g' i ]  (3) y,, ,2 ~ i .  
= y k i 4 y ~ g ~ v _ g ~ )  o ,~ / (4v~--~y-g~ 

[20 pdriode quelconque de g o ( u ,  g 2 ,  &)]- 

L'intggrale est une fonction semi4ranscendante des constantes. 

y '  re 

~/4v" - -  g , v  - ~ - r + K ) '  y = go (u ,  & ,  & ) ,  

x - - - - ~  K est~ un point essent~iel mobile de y ( x ) .  

Integration" 

~zJ 
u ---- K~ + i-~ log@ + K);  

Aeta matht~natie~. 25. Imprim~ le 4 jutn 1901. 4 
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19. P a r m i  les 6quat ions prdcddentes,  les seules don t  l ' intdgrale soit une  

fonct ion  essentiellement transcendante des deux constantes sont  les dquat ions 

(4), (5), (7) du  tableau I ,  (5) an  tableau I I  et (2) du  tableau I I I .  

Les 6quat ions (4), (5) du  tableau I ,  et (5) dn  tableau I I  ou t  *t~ 
&udi6es plus  h a u t  (n ~ I I - - I 5 ) ;  leur intdgrale est m6romorphe  duns t o u t  

le plan. Quan t  h l '6quat ion (7) du  tableau I,  elle est r6duet ible  '~ l '6qua- 
Z t _ _  a ~ 

t ion  (4) par  la t r ans format ion  y = z-----Z-~' s o n  intggrale est aussi m & o -  

m o r p h e  duns t ou t  le plan.  
L ' in tdgra le  y(x) de l '6quat ion  (2) du  tableau I I I  admet  trois po in ts  

cri t iques ( transeendants)  fixes, ~ savoir x ~ o, x ~ I, x = c~. Elle ne 

prdsente comme singulari tds mobiles  que des pblss, x Si on pose 

z ----- 4 ( y ~ x  ) L" .~y ZZ ~ [ , u ----- , 

la fonct ion u(x) est uns  fonct ion  don t  les ssules s ingular i tds  (polaires ou 

autrss) sont  les trois p o i n t s  fixes 0r = o, x = I, x = oo. ~ 

La  fonct ion  y s 'expr ims a lg6br iquemsnt  g l 'aide de u,  u', u" et de x.  
La  fonet ion  u(x) vdrifie une  6quat ion diffgrentielle ( a lg6br ique )du  3" ordre. 

Posons  maintenan~ x-----~b(X), en dds ignant  par  r  fonet ion  

modulaire qui  ns  p rend  aueune des valem's o ,  i ,  cxv ; les fonct ions  y(X) st 
u(X) sont  uni formes  s t  a d m e t t e n t  l 'axs r~,sl des X eomme eoupm-s essen- 

tielle; la premiere  est mgromorphe ,  la seeonde ho lomorphe  au-dessus et 

au-dessous de ee~te coupure ;  elles vdrifient respe&ivement  une  6quat ion 

diff~rentielle du  2 ~ et du  3 ~ ordre alg~brique par  rappor t  ~ la fonet ion  e~ 

ses dgrivges, mais don~ les coefficients sont  des t ranseendantes  un i formes  

on X .  

Enfm,  l ' intggrale ggngrale de l '6quat ion (2) de III, soil :  

y = Xo, yo ,  y'o), 

L'~quation (2) de III  a ~t~ fortune explicitement par 1VI. PICARO (Journal  de 
L iouv i l l e  I889, 4 e s~rie, tome 5, P. 299). E]le fair pattie, au fond, du syst&me 
classique d'~quations diff~rentielles que v~rifient les fonctions elliptiques regard~es comme 
fonctions des invariants (voir I-IALP~E~, Traitd des fonctions ellipliques, tome I, p. 252 
--253 et p. 29 t - -33I  ). 

2 On peut former trois autres expressions analogues g u(x)  en permutant le rSle 
des valeurs remarquables y ----- ~r y = O~ y = I, y = co. 
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d6finit (pour x ,  x o choisis num~riquement) une correspondance biuniforme 
entre les deux cylindres de l'espace Oyzt 

t ' = v ( y  - -  , ) ( y  - -  ~ ) ,  t~ = v o ( y o  - -  , ) ( y .  - -  } o ) .  

Cette correspondanee est essentiellement biuniforme (voir le n ~ 14); ~ 
il suffiX, pour l'ob~enir, de poser: 

y '  = z ,  t = ~ /y (y  - -  , ) ( v  - ~), e t  yg--- -Zo,  to = ~ /yo (yo  - -  ' ) (~'o - -  ~ ~  

Mais je n'insiste pas davantage sur cette 6quation qui ne ddfini~ pas 
de ~ranscendantes vraiment nouvelles, du momen~ qu'on regarde comme 
connue la transcendante h deux variables sn (u, k~). 

20. Quant aux i i autres dquations des tableaux I, I I ,  I I I ,  elles 
sont routes rdductibles s des 4quations classiques. 

Les 4quations (,) et (3) du tableau I (cette derni~re moyenngn% les 
conditions ~ = o, fl ~ o) jouissent seules de la propridt4 que l'intdgrale 
rcnferme algdbriquement les deux constantes. Pour les autres types, l'int4- 
grale est une fonction semi-transcendante des constantes; je signale la ma- 
nitre varide dont figuren~ ces constantes dans l'intdgrale. 

Enfin la seule dquation don~ l'infggrale ggngrale prdsen~e des singularitds 
essentielles mobiles, c ' e s t  l '4quation (3) du tableau I I I ,  dont l'intggrale es~ 
une fonction semi-transcendante des constantes e% poss~de un point singulier 
essen%iel variable avec les constan%es d'in%dgra%ion. 

2 i. Ces tableaux I, I I ,  I I I ,  permettent de rgsoudre bien aisgmen$ 
le probl~me g~n4ral qui nous occupe: 

Parmi les dquations 

d~Y (dY x)  
(E) d X ' - -  R d-2' Y '  ' 

dY 
oit R e s t  rationnel en -~-X, alg4brique en Y, analytique en X,  ddterminer 

toutes les ~quations ~ points critiques fixes. 

Voir rues Lemons de Stockholm, 13. 5 o i - - 5 1 7 .  
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Pour obtenir routes les 6quations cherch&es, il suffit d'effectuer, dana 
les 6quations des tableaux I, II ,  le changement de variables 

(I5) = ~(y ,  o~), x = r  

ot duns les ~quations du tableau I I I ,  le changement de variables: 

(x6) Y =  r(y , x) + s(y , x )gP ,  X = r  

o~ 

et oh 

P =  4 y S - - g ~ y - - g ~  

P = v ( v  - -  i ) ( v  - -  x )  

pour (~) et (3) de III, 

pour (2) de HI; 

duns les ggalitgs (I5) , (I6), les fonctions r (y ,  x), s(y ,  x) dgsignent des 
foneti0ns rationneIles quelconques de y, dent les coefficients, ainsi que ~b, 
sent analyCiques en x. 

Les ~quations (E) ~ points critiques fixes dent l'intggrale est une fone- 
r essentiellement transcendante des deux constanles sent done rgductibles 
so.it par une ~ransformation (15) ~ une dquation (4), (5), (7) de I ou (5) 
de I I ;  soit par une transformation (I6) ~ l'gquation (2) de I I I .  

Toutes les 6quations (E) ~ points critiques fixes dent l'intdgrale prg- 
sente des singularitds essen~ielles mobiles sent rdductibles par une trans- 
formation (I6) ~ une 6quation (3) de I I I .  

.De la  q u e s t i o n  de r e e o n n a i t r e  s i  u n e  d q u a t i o n  (E) d o n n g e  a s e s  

p o i n t s  c r i t i ques  f ixes ,  t ) rob l~mes  eonnexes .  

2 2. Equations (E) o~z R(y', y ,  x) est rationnel en y', y.  ~ Etant donn~e 
une dquation (E), comment reconnaltre si elle a effectivement ses points 
critiques fixes? 

C'est la question que je vats traiter maintenant. Je consid~rerai 
d'abord le cas oh le coefficient diffdrentiel R de (E), rationnel en y', eat 
rationnel aussi en y, puis le cas oh R e s t  algdbrique en y. 
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Soit done: 

29 �84 

(E ') 

( R  ratlonnel en y' et y, analytique en x). 
Lu murchr ~ suivre pour d6cider si ce~te 6quation u ses points cri- 

tiques fixes est lu suivante. 
En premier lieu, A ( y ,  x) dolt coineider avec une des neuf expres- 

sions (O): 

(o) 

~ ( I  ~ - I )  r  
2a (n entier > , ) ;  0 ; ay+-----6 ; ay+b + cy+d 

ay+6 + cyWd ; 2 + -~- ey+--~; 

6ay+b  + 3 c y + d  "~ 2 e y + f  ' 2 + cy+-----d + ey+-----[ 

+ ~vT+d + ; 2,~v+b + ~ + ; 

g + g'F~)' 

off a 
ment nulles ou se r6duire ~ des constantes). 

Cette premiere condition 6tant remplie, 
formation homographique 

:y t cy + d 
~ OU Y ~ OU ay+b ' ay+b ' 

, b,  . . . ,  h dgsignent des fonctions de x (qui peuvent ~tre identique- 

on effectue s u r y  la trans- 

y = (af.-7 b~) (cy + d) 
(c f - -  de)(ay + b)' 

suivant clue A coYncide avec la seconde expression (8), ou avec lu troisi~me 
ou la quatri~me, ou enfin uvec une quelconque des suivantes. 

Apr~s cette transformation, l 'dquation garde une forme analogue 
(E'), muis duns les neuf expressions possibles de 0 on u 

a = o, d = o, e = ~ f. 

~qous n'uvons done plus ~ consid6rer que des ~quutions (E') de la forme: 

(E") ~x---~. ~ = - ~  + B(  Y , X ) ~ - X +  
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oh A,  B ,  C sont rationnels en Y e t  oh A coincide avec une des huit  ex- 
pressions (a') 

(O ') 

I 
o ; y (n entier > I); y ;  

I I I 2 ( ~  I ) ~ (y  ql_ I ) 
2 Y ~ -  Y - - I  ; 3 "~- Y - - I  ; 4 Y - -  I J 

H ddsigne 1 soit une constante numdrique a, soit X. 
Nous allons, dans ce qui suit, distinguer huit  cas qui correspondent 

aux huit  expressions possibles de A ( Y ,  X). 

2 3. PREMIER CAS : .4 = O. 

L'6quation (E") doit &re alors de la forme 

d ' Y  d Y  ( a Y  + b) + c Y  ~ + e Y  + f,  (El) dX" = d X  

(a,  b,  . . .  , f fonctions analytiques de X). 

Pour qu'elle air ses points critiques fixes, il faut et il suffit qu'elle soit 
rdductible, par une transformation 

(I7) v = r e ( x ) r  + x = z ( x ) ,  

d un des 7 types canoniques du tableau I .  

On salt toujours reeonnaltre algdbriquement 2 si cette condition est 
remplie. Mats le ealcul de la transformation de passage (17) ne s'effectue 

algdbriquement que pour lea types (4), (5), (7) de 1, dont l 'intdgrale est une 
fonction essentiellement transcendante des deux constantes. 

1 H est 6gal ,s l'expression - - x a f - -  be ch --  dg 
o f - -  de ah ~ bg 

constante a, on pose: 
H(z) = X .  

u  au n ~ 16 le sens pr6cis de ce terme. 

; si cette expression n'est pas une 
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Les autres 6quations sont intdgrables. Pour se rendre compte avec 
prdcision des opdrations qu'exige leur intggration, il importe de n'introduire 
que des ~ypes c,~noniques teis que la rdduction d'une 6quation (El) ~ un 

quelconque de ces types s'effectue alg~briquement. 
C'est ce que nous allons faire dans le tableau IV qui suit, off chaque 

type canonique du tableau I est remplac6 par une ou plusieurs 6quations 
nouvelles. Nous y repr6sentons exclusivement par ~(X), t t (X) ,  ~(X), . . . 
des combinaisons alg~briques des co~ffieienfs a ( X ) , . . . ,  f (X)  de (El)e t  de 
leurs ddrivdes (jusqu'h un certain ordre). 

Toute gquation (E j) d points critiques fixes est r$ductible h une des 
gquations (l), (2), . . .  du tableau I V  par une transformation 

( ,s)  y = ~ ( x ) r  + , ( x ) ,  x = ~(x). 

T A B L E A U  I V .  

Equations rdductibles au type 0) du tableau I 

(i) y" = ~ 3 y y ' - - y  '~ + q (x ) y  + r(x) .  

Intigration: 
r 

y ~ v  ~ ' " =  e(x)~' + ~(~)z. 

Transformation de passage de (E~) h (~): y = , a r - { - ~ ,  x ~ Z .  

(2) 

Intdgration: 

Equations rSduetibles au type (5) du tableau I. 

y" = - -  2yy' + q(x)(y' + y2) + r(x). 

y, + y2 -_ u, u' = q(x)u + r(x).  

Transformation de passage de (El) ~ (2): y - ~ - p Y - k  ~, ~c--~ X .  

Equations r~ductibles au type (3) du tableau I. 

(3) y" = q(x)y' + r(x)y § s(x), 

~quation liugaire non homog~ne, du second ordre. 
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(4) 
Integration: 

P. Painlev$. 

y,, - ,  q'(~) 
= Y ~ 7 )  + q(~)[:~Y~ + 6 ~ '  + rY + ~]- 

y,2 = q ( x ) [ a y '  + 4fly 3 + ~'y~ -]- 23y .-{- K ] .  

Transformation de passage de (E l )  ~ (4): Y = , u r  -I- v, x = X .  

(5) y " = -  3q(x)y' + :y~--y[q' + 2q'(x)]. 

Intdgration �9 
t 

[y' -t- q (x )y ]  2 = y" -{-. u ,  u - -  4q(x). 

Transformation de passage de (E~) ~ (5): Y = P Y +  ~, x = X. 

Un changement de variables: 7] ~ e fq(~)d~y, $ = f dze -f~(x)~ 

(5) a la forme: d'v d~--" 2~ 3. 

ram~ne 

(6) 

Int;~gration: 

y,, = - -  _ 
5 - -  y [ q ' ( x )  + 2 q ( x ) y ,  ].. 6 y ,  3q~z_____))]. 

[y' + q ( x ) y ]  2 ~--- 4 y 8 +  u ,  ------- - -  3q(x). 
q~ 

Transformation de passage de (El) ~ (6): y = # Y  -[- ~, x ----- X. 

Un ehangement de variables: 72-----e fq(x)a~, ~----fdxe -~ fq(~)~ ramgne (6) 

la forme: d ~  Z~---- 6~"  

Equations r6ductibles au type (4) du tableau I. 

(7) y " =  6y' + x .  

Transformation de passage de (El) a (7): Y = P Y - [ - ~ ,  x : 2(X). 

Equations r~ductibles au type (5) du tableau I. 

(8) y . . . .  2y ~ + xy + ~ .  

Transformation de passage de (El) ~ (8)- y : t r y  + ~, x : ~(X). 
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Equations r6duetibles au type (6) du tableau I. 
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(9) v " =  --vv' + v ~ + ~(x)(aV + v ')--[:g~(x)--g '(x)]v.  

In~gTa~ion" 
Z t Z' t 

v = - ,  = ~ ,  - =  ~(~). 
z ~/4 a~ - -  I u 

Transforma~on de passage de (El) ~ (9): Y = # Y  + v, x = X. 
Un changement de variables: ~ = m(x )y ,  $ = l(x),  qui exige deux 

quadratures, ram~ne l 'dquation (9) ~ la forme" ~]~ = ~ ~];  + ~s. 

~'(~) [~"(~) ~'%) 
(xo) y " = - - y y '  + y3 + 2 - ~ ( 3 y '  + y~) + k2 -~ )  q'(z) 

In*6gra~ion: 

~, ~, _ ~ ( ~ )  
Y ~ - - i '  ~ /4~0_~2z+K 2~/3 

Transformation de passage de (E 1) ~ '(I o): y = / t  Y + v, 
Un ehangement de variables: 

quadrature, ram~ne l'dqua~ion (I o) 

~(~)]y. 

X --~ Z .  

z i = m (x) y, $ = l (x), qui exige nne 

( i i )  y" = - - v v '  + v ~ -  g(x)[3v' + v ' ] - - ~ ( x ) v  - 24s~(z) 

a v e c  

q = [~(.) + s(z)] ,  

Intggration" 

2 
~/4z"-- I + - -  

( ; ) ,  "0 Z , ~  

r = q'@) + :q'@) + ,:~'(x). 

z =  ~a(u + K ,  o ,  I), v =  e fgd* I 
8~ 

Transformation de passage de ( E l )  a ( I  I ) "  y = ~ Y - ~  IJ, ~ - ~ - - X .  

Un ehangement de variables" 7] ~ m(x)y ,  ~ = l(x) ,  qui exige une 
quadrature, ram~ne (I I) ~ la forme: 

v ; ' = - - w ~ +  v ~ -  ~2~($, o, i)7 + ~2~'($, o ,  i). 

Aela malhematica. 25. Imprim6 le 18 mars 1901. 5 
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(I2) 

oh 

y,, 

q_=4z ~ - ~ x - a ,  ( z = o  ou I, a = i  si z = o ) .  

Int6gration:  
Z ' - -  I z '  I 

v - .  _ ~ ,  ~/4~ ~ - = + K ~ / i ~  - -  ~ - -  ~ 

Transformation de passage de (E~) ~ (i2):  y = # Y +  v, x = 2(X).  
Un  changement de variables: ~ - - - - y ~ / 4 z ' - - r  x = ~($ ,  r a), ra- 

m~ne (i2) h la forme: 

v7 = - - v v ~ +  v~--  ~:F(#, ~, :) + i :~ , ($ ,  ~, ~). 

Equations r~ductibles au type (7) du tableau I. 

(i3) Y" = --YY' + y3__  I2q (x )y  + I2q'(x) ,  avec q" = 6q: + x. 

Transformation de passage de (El) ~ (I3): Y = # Y - t - ~ ,  x =  2(X).  
�9 �9 Z r _ _  q P  

L'@quation (I3) peut s ecnre: y = - - - -  avec: z " - - - -6z~+  x. 
z ~ g  

I 

Tb �9 
2 4. DEUXII~ME CAS: A ( Y ,  X ) =  y 

Tout d'abord, l 'gquafion dolt ~tre, dans ce cas, de la forme: 

( E ~ )  

(a, b 

d2Y ( I - - I )  /dY\  ~ d Y  
~x~-  ~ t ,~)  + a ~  + bY ~ + 

, c fonctions de X). 

cY  

Pour qu'une dquation (E2) air ses points critiques fixes, il faut et il 
suffit qu'elle soit rdductible par une transformation: 

(19) v = # ( x ) Y ,  x = a(x)  

d une des ~quations du tableau suivant: 
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(i) 

OU 

T A B L E A U  V .  

y" "v'~ ( i - - ~ )  + q(x)y' + r(x)y,  

y = z ,  " z " = q z ' q - S z  [gq. (3) de I V  oh s = o ] .  

(2) 

OU 

y = Z =, 

,, ~,(z) , 

v" = h2v + 2~-~-g y + "q(x)[~v~ + Y] 

q 
p 

z " = - - z ' q - - q [ 2 z  ~+z]  [gq. (4) de I V  o h m =  I , f l = o ,  3 = O ]  2q 

(3) 

OU 

y = Z  =, 

Int6gration- 

y 
t t  - -  ~ t2 

2y 3q(z)v '  + 4v = -  ~v[q'(~) + ~=(*)] 

z " = -  3 q z ' +  2z " -  z ( q ' +  2q ~) [ %  (s) do IV].  

+ Cy = v(y ~ + **), ~" g = - -  4q. 

(4) Y" Y'-~ = 2y + 2y= + xy 

OU 

z " =  2 z a +  xz [6q. irr6ductible (S) de IV,  oil a-----o]. 

I~emarque. Les 6quations (2) et (3) de Y dont r6ductibles par une 
transformation y = m(x)~ =, x = 1($), la premiere (moyennant une qua- 
drature) ~ l 'gquation ~ ~ - 2 7 3 +  rt, [6quation (3) de I oh a =  I ,  / 9 =  o, 
8 = o], la seconde (moyennant deux quadratures) g l'6quation ~]~----27] 8 
[ ~ q ~ o n  (a) de I o~ ~ = i ,  fl = r = o = o]. 
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, I 
2 5 . TROISIE~E CAS: A ( Y ,  X) --- ~ .  

L'gquation (E") doi~ 4tre de la forme: 

~ , r  , d x /  [ _~]dr 
(E,)h-~----  : y - q -  a Y  q-- b + ~-x-b dY~ + eY2 W f Y  + g + h ,  

oh a, b , . . .  h sont des fonctions analytiques de X. 

Pour que l'~quation (E3) air ses points critiques fixes, il faut et il 
suffit qu'elle se laisse ramener par une transformation: 

= m ( x ) y ,  

x = z(x) (2o) Y I 
o u  = r e ( X )  ~ ,  

& un guelcon~ue des types du tableau I I .  

On soit reeonna~tre alg~briquement si cette condition est remplie, mais 
le calcul de la ~ransformation (2o) peut exiger des quadratures. Pour 
6viter cet inconvdnient, il faut substituer au tableau I I  le tableau V I  
qui suit. 

TABLEAU V I .  

(i) 

Equations r4duetibles au type (0 du tableau II, 

y q(x ~ y +  + r ( x  

+ [q ' (x)--q(x)r(x) l (3y:--s)  + s(x)y, 

((~= I ou  o ,  ~ =  i o u  o ) .  

Int6gration: 

Transformation 
ou ~ est nul]. 

y ' =  q(3y~--s) + uy, u ' =  ru + s. 

de Vass~ge de (E0 ~ (~): V =  ~r ,  x =  x ,  ~ - ~  si 

Un changement de variables 72 ---- m(x)y,  ~----l(x), qui exige Orois 
quadratures, ram~ne (I) 'h la forme (I) de I I  [oh a - - o  s i $  = o, b~_o 
s i  ~ = o ] .  



(2) 

Sur les ~quations diff~rentielles don~ l'int~grale g~n+rale est uniforme. 

Equations r6duetibles au type (z) du tableau II. 

[ ~ )  ~'(~) 
Y" = Y'--'y + Y' + 2~(x) 

Jr (Y d- I)[r(x)y' + ~(z)r'(z) 
2r(m) ~ ' ( x ) -  ~'(x)]. 

Intggrafion: 

[y' + q(y + ~)]~= ~-y'[(y + ~)'--u], ' ~ ' -  ~ .  
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Transformation de passuge de (E3) "k ( 2 ) ' y  ~-/.~Y ou -~, x X. 

Un changement de variables V = m(x)y, ~ =-l(x), qui exige deux 
quadratures, ram&ne (2)?~ la forme (2) de II .  

(3) 
avee 

Equations rdductibles au type (3) du tableau II. 

y , ,  = 

s =  -;--q 2(q + q ' ) - -V+ ~.~I 

y, It' \ 7 ~ ~, 
+ ~ + y [ ;  2~)] = ~ru~ + V ~, = ~ + ~r 

Transformation de passage (Es) h (3): Y----#U ou -~, x-----X. 

Un changement de variables ~] = m(x)y, ~ = l(~), qui exige deux 
quadratures, ram&ne l'gquation ~ la forme (3) de II .  

(4) 

Intggration: 
! 

Equations rdductibles au type (4) du tableau II. 

y ~(-~Y + q(~) ~y~ + ~y~ + r + 

y'~ - -  ~(x)[~y ~ + 2Zy ~ - -  2r~ - -  a + Ky~]. 

Transformation de passage de (E~) ~ (4): Y = / ~ Y ,  x -  X. 
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( J =  3,  2, 0 ou - -  1). 

In t@rat ion:  
t 

(v' + qy)~--y~+~ = ,,v ~, ~• (~ - - J )~ .  
'ts 

Transformation de passage de (E3) ~ (5): Y-----#Y, Y =--X. 
Un  ehangement de variables 72. = m(x)y, ~ = l(x), qui exige deux 

t2 

quadratures, famine (5) ~ la forme: ~2~ = V__! + 7/, (6quation (4) de I I  oh 

les a ,  fl, r ,  3 sont tous nuls saul un seul). 

(6) v " =  'v'~ + q(x)v' + ~'@)v. 
Y 

Integration: 

~v U p 

Y 

Transformation de passage de (E3) h (6)- y = Y, x = X. 
Un changement de variables ~2----m(x)y, $ =  l(x), qui exige ~ois  

quadratures, ram~ne (6) k la forme: ~-----(~)-~', 6quation (4) de n o~ 

==fl=r=~=o. 

Equations r~ductibles au type (5) du tableau II. 

3 (7) v,, =v"v v'.~.~_(~y~+~)+ry~+v_. 
Transformation de passage de (E3) ~ (7): Y----pY, x = ,t(X). 

La transformation x----e ~ famine (7): au trype irrgductible (5) de I I .  
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26. QtrAT~I~5~E CAS: A(Y,  X ) = - f Y +  I 

Tout d'abord l'6quafion (E") dolt ~re de la forme 

(~_~} ~[ I .] d~7 Fa~Y-+ b 1 c[Y'-[-dY d ~ Y  d Y  I 

(E,) d X  ~ - -  ~ + ~ - -  ~ + dX L Y - -  ~ J + Y - -  

(a, b, c, d fonctions analytiques de X). 
Pour que (E4) air sos points critiques fixes, il faut et il suffit que 

la transformation Y = (z + I~ ~ ram~ne (E4) ~ une gquation (Es) ~ points 
\ z  - -  I /  

critiques fixes. On d6duit de lh que les 6quations (E~) chereMes ou bien 
coincident avec une des trois premieres dquations du tableau VII  qui suit, 
ou bien se ram~nent ~ la quatri~me par une transformation: x-----),(X) 
[~ d~signan~ toujours une fonction alg6brique des coefficients a,  b, c, d 
de (E~) et de leurs dgrivdes]. 

T A B L E A U  VII. 

(~) v" '~[' + 

Int4gragon: 
rb~r 

v'+  2(q + u(y 

z + I'~ ~ 
l-,a transformation: y----\z--~-~-- i/ ram~ne (I) h 1'6quation" 

(6quation (,) de u  ou 3 = r  I, et off s ~ o ) .  

(2) y"--- y'q-~L~ + .#-~_~ ~] + y ~ -t - '  q'(~) 4q(x)y[r + 2~ vv_~]. + 

Int@ration: 

y , 2  2 q ( x ) y [ 2 y ( I -  y2)_ ~(y~ + 6y + ,) + K ( y -  1)2]. 
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(z + I~ ~ ram~ne (2) ~ l'6qua~ion: Im ~ransforma~ion y ---- \ z -  I /  

~ - '  [,(, ) )] 

(*qua~on (4) de u  o~ : = -  a, f l = -  r). 

(3) 

in~gra t lon :  

y,, ,~[ i i 
= Y L-~Y + ~ - - ~ ]  + y 'q (x ) .  

•s 
y' = u ( v -  ~)4~, -~ = ~. 

z + I~ 2 , ,  . 
La ~ransformalion y----\z--~--ii/ ram~ne (3) h 1 equa~mn: 

z" = -- + qz' (6quaL-ion (6) de Y I  off r----o). 

(4) y,, = y"~r Ik~_~ +~_.~_~ I ]___~ ~f + 4 ~  + 8 ( ~  Jr I --  I 

Transformation de passage de (E4) ~ (4)" Y---- Y, x - ~  2(X).  
(,+ ~' 

I2a ~ransformatrion y = \ z_ - - i  / rambne (4) a l'dqua~ion 

Z "  ----  - - - - - -  
Z,2 t 

(6qua*ion (7) de VI  oa ~ = -  fl, r = - - ~ ) .  

irrddueL-ible 

2 7. CI~QUI~ME, SlXI~MV. ET SEI'TI~ME CAS: 

[;_ ] i ]  2 i  , 

A ( Y , X ) = ~  + y - ~  ou r 3Y  2(Y-x)"  
/ 

Pour que l'6qua~ion (E") air ses points critiques fixes, il faut alors 
et il suffit qu'elle coincide avec une des trois ~quations qui suivent. 
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T A B L E A U  VIII. 

(i) 

Intdgration: 

y t ,  ~ 2 I ] t2 + + 

y t  ,l~ t 

2 2 ,~ 

I[I + i ~ / ~ ]  ram~ne (I) g l'dquation: La ~ransformation: y = 

Z" ~ - -  6z ~ 

4 z 3 -  1 
z'~-4 - q(x)z', ~q. (i)  de 1X (voir plus lo in)oh  & = o, ga = I .  

(~) 

Int6gration �9 

y,, 3[~ ~ 1 , ,  = ~ + ~-=-~_,jv + ~(~)v' 

~t ,bbr 

----,j La ~ransforma~ion y = 2  ~ - 4 - i ~ / ~ - ]  ram~ne (2) ~ l'6quation: 

~ "  ~ Z '2 4P + z  + g(x)z ' ,  ~q. (i) de IX oh g, = - - I ,  & = o. 

(3) 

Intdgra~ion: 

y , , = [ ~  i ] + ~(y - i) y'~ + q(z)v'. 

y t  t 

2 I 'R, 
~ %  - ~)~ 

La ~ransforma~ion y = 4z ~ famine (3) a l'~quation: 

~rt  ~ 6Z2 t2 ~ z  + q(x)z', dq. (I) de IX oh & = o, & = I. 

Aeta matherrtatlea. 25. Imprim6 le 18 mars 1901. 6 
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I ( y  I I ) 
28. I-tUITII~ME CAS: A ( Y ,  X)  = 2 + Y ~  + Y - -  ~ ' 

H ~  X ou H-----a. 

= a, il est loisible, en remplagant  Y par ( Y  + I ___H) Si H de sllb- 
3 

sti tuer ~ 21 l 'expression: 

6Y* g~ 
A ~--- 4 y  ~ ~ g~ y _ _  g~, (g~, g3 constantes numerlques).  

Cela fair, pour que l'~quation considgrde air ses points critiques fixes, il [aut 

et il suff i t  qu'e!le coincide avec une des deux dquations qui suivent. 

T A B L E A U  I X .  

6yZ g~ 
2 (i) v " =  y'~ + a(x)v'. 

4Y ~ - -  g~Y - -  g3 
In tdgra t ion:  

Une  t ransformation 
type (i) de (III). 

yt ,~t 

~/ 4y~ __ g~y __ g~ u 

x-----1($), qui exige deux quadratures,  ram~ne (I) au 

= ~  + ~i_~ + +Y + i _ ~  
y(y-O 

~)-[- 2z(z-- I)(y--~) 

~qua~ion (3) de I I I .  

29. La  question que nous nous sommes pos6s au ddbu~ d u n  ~ 22 
est ma in tenan t  compl~temen~ r6solue" 

~Etant donnde une dquation: 

d ' Y  2~(dY X )  
(E') dX' = ~-5~' y '  

1 I1 convient de remarquer que les fonctions ~/4y3--g~y--g~ pour l'6quation (I) 

de IX, et ~/y(y--I)(y--x)  pour l'~quatlon (2) de IX ont aussi leto's points critiques fixes. 
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d Y  
o~ R e s t  rationnel en -dX' Y '  analyti~tue en X ,  on salt ~'econnaitre algd- 

briquement si lYquation a ses points critiques fixes; quand il en est ainsi, 
on la famine a/g~br/qaement ~ une des dquations des tableaux IV,  V, VI,  
VI I ,  V I I I  et IX .  

J'insiste sur le caract~re vraiment simple et pratique des op6rations 
alg6briqnes qu'entraine notre m~thode. Tout revient h v~rifier si l'dqua- 
tion donnge se ]aisse ramener par une transformation: 

I~(X) Y + ~(x) 
x = Y = z,(x) Y + ~(x) ' 

nn des types des tableaux IV, V, VI, VII ,  V I I I  et IX. Cette v4rificati0n 
ne pr6sente aucnne difficultY, et la rdduction (quand elle est possible) 
s'op~re alg6briquement. Une lois cette rgduction effectuge, l'4quation (si 
elle est int6grable) se trouve tou~e in~ggrge darts les tableaux prgcgdents. 

Parmi les 3 3 gqnations des tableaux IV, V, . . . ,  IX, il en est sept 
dont l'int6grale est une fonction essentiellement transcendante des deux con- 
stantes, ~ savoir les 6quations '(7), (8), (13) de IV, (2) de V, (7) de VI, 
(4) de VII et (2) de IX. 

Ces sept 4quations se ram~nent d'~illeurs alg6briquement ~ quatre 
d'entre elles, qui sont les dquations (7), (8) de IV, (7) de VI et (2) de IX. 

Quant aux ~quations dont l'intdgrale renferme algdbriquement les deux 
constantes, ce sont les trois 6quations (I), (3) de IV et (~) de V, c'est-~-dire: 

v " =  q(x)v' + r (x )y  + s(x), 

v" = --(byu' + v + q(x)y + 

y'~ 

Z r 

011 y - -  - -  Z'"  - -  ~ '  ---- q z '  + rz, 

ou y = z " ,  ----qz' + - z .  
~b 

L'int4grale des vingt-trois autres 6quations est une fonction semi- 
transcendante des constantes. Elles 6quivalent respectivement ~ an syst~me 

(2~) i~(r y ,  x) ---- uH(y), u' = p(x)u + ~(x) 

oh H est un polyn6me en y (ina~pendant de x), et P un polyn6me en 
y',  y, dont les coefficients ainsi que p (x)  et a(x) sont des combinaisons 
rationnelles des coefficients de (E') et de leurs dgrivges. 
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Pour des valeurs numdriques (arbitraires) de x et u, le genre de la 
relation / )----o entre y',  y est 6gal ~ zgro ou ~ un. Une transformation 
y = ~(v, u,  x) ram~ne l'6quation ~ points critiques fixes P(y ' ,  y,  x) = u ( x )  

une des deux suivantes: 

= + z(u, x)v + x), 
o n  

~t 
= x), (k .um rique). 

~/(i - -  v~)(i - -  k~v ~) 

La fonc~on ~(v ,  u ,  x) est rationnelle en v [on, dans le sesond cas, en v 
et ~ / ( i -  v~)(~-/~v~)] et ses co6ffieients sont des fonctions alg6briques de 
u, des co6fficients de (E') et de leurs ~6rivges. La fonction u ( x ) s e  
d~duit des eo6fficients de (E') par les deux quadratures: 

e fp~)d~, fdxce-fp d~" 
:Nous v6rifions bien ainsi, en les prgcisant, les th6or~mes g6ngraux 

rappel~s an n ~ 17. 

30. �9 La discussion pr~cddente perme~ de rgsoudre le probl~me in- 
tdressant qui s'dnonce ainsi: 

D~terminer explicitement routes les dquations ~ points critiques fixes de 
la forme: 

d~Y (dY ) - ~ - - R h - x , Y , X  
dY  

o~ R est rationnel en -~-~, Y e t  analytique en X .  

La rgponse est immddiate: I1 suffit d'adjoindre aux ~ tableaux I, I I  et 
I I I  les tableaux V, V I I  et VI I I ,  1 et d'effectuer sur routes les gquations 
I, II ,  I I I ,  V, VII ,  V I I I  la transformation la plus gdn6rale" 

II est loisible de supposer: 
q -~ o, r ~ o dans l'~quation (I)~ 

= ~ ,, �9 (2) ~ de v 
q ~ o ~ ~ (3) J 
q-r " �9 ( O /  

ff ~ I , >> (2)[ de VII 
~?--o " >' (3)) 
q~---O dans les 3 ~q. VIII. 



Sur les 6quations diff6rentielles done l'int~grale g6n6rale est miiforme. 45 

a ( z ) Y  + ~(x) t(x. ), 
(22) Y = c ( x ) y  + d ( x ) ,  x = 

[a, b,c, d, 1 sent des fonetions analytiques quelconques de X]. 
En par~iculier, toutes les ~quations ~ points critiques fixes de la forme 

d 'Y  dY  + c ( X ) Y 3 + d ( X ) Y 2 + e ( X ) y  + f ( X ) Y + g ( X )  (r) 

s'obtiennent en effectuant sur les sept dquations du tableau I la transformation 

(23) y = a ( x )  I7 + = 

la plus gdndrale. 
Parmi ces 7 types d'6quations I ,  il en est deux [le type (5), et le 

type (3) oh a ~ o] dent l'intggrale poss6de deux familles de p61es mobiles: 
savoir deux dgveloppements polaires distincts, d6duits de l'gquation diff6- 

rentielle. 
Les types (I), (2), (6), (7) d'une part, le type (4) et le type (3) [oh 

a ~ o, fl ~ o] d'autre part poss~dent une seule famfile de pbles mobiles 
qui sent simples pour le premier groupe, doubles pour le second.. Enfin 
le type (3), (oh a-----fl = o) - -  dquations lin6aires ~ ne poss~de pas de 
pSles mobiles. 

Pour qu'une 6quation (F) donn6e poss6de deux families de p61es 
mobiles, il taut et il suffit que les coefficients a ,  b , . . . ,  g, satisfassent 

denx conditions diff6rentielles. Quand ces conditions sent remplies, l'dqua- 
tions est rdduetible par une transformation (23) ~ l'une des gquations (3) 
ou (5) de I ;  elle a done ses points criti.ques fixes. Les deux conditions 
indiqu6es par 1K. PICARD ~ (Acta  m a t h e m a t i c a ,  tome 17, p. 3oo)se  
trouvent ici 4tre suffisantes sans &re ndcessaires. 

Enfin, dans le probl~me ~nonc6 au d6but de ce n ~ assujettisons le 
(dY X) dY coefficient diffgrentiel R -d-X' Y '  , rationnet en ~-~, /7, 'a &re alg~brique 

en X. La solution peat alors reeevoir la forme suivante: 

Toutes les dquations d points critiques fixes de la [orme 

d~X , (  dY X) 
dX ~ = 7X ' y ' 

Voir le n ~ 8, !0. 9 et I~ note I de la page IO. 
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dY 
o3 t~ est rationnel en ~ ,  Y et algdbrique en X,  se ddduisent des 3 2 dqua- 

tions IV ,  V, VI, V I I ,  V I I I  et I X  (03 l'~quation 13 de I F  est supprim~e) 
en choisissant, pour les cogfficients arbitraires q (x ) ,  r ( x ) , . . ,  de ces ~qua- 
tions, des fonctions algdbriques quelconques et en effectuant sur ces dquations 
la transformation algdbrique (22) la plus gdndrvle. 

3 I. Equations (E) o3 R(y',  y,  x), rationnel en y', est algdbrique en y. 
I1 nous reste maintenant ~ gtudier les 6quations (E) oh R est non 

plu.s rationnel, mais algdbrique en y. 
Soit donc l'6quation: 

(E) y" = A ( y ,  x)y '~ + B(V, x)y' + C(V, x), 

off A ,  B ,  C sont algdbriques en y e t  anuly~iques en x. Pour  x arbitraire- 
ment  choisi, il est loisible d'exprimer rationnellement A ( y ) ,  B(y) ,  C(y) 
l 'aide de y et d 'une irrationnelle t(y), et cela de telle fagon que t(y) soit 
une fonction rationnelle de y ,  A ,  B ,  C. 

Pour cela, it suffit, par exemple, de poser: 

(24) t = A,t' + B), + C, 

2 d6signant une constante ou une fonction de x; 1s fonction alg6brique 
t(y) v6rifie une relation: 

(2 5) ~ ( t ,  y ,  x) = o 

oh H est un polyn6me en t ,  y, dont les coefficients d6pendent analytique- 
merit de x. Les fonctions A ,  B ,  C s'expriment rationnellement ~ k l 'aide 

de t et de y, soit: 

A = Z ( t ,  y ,  x), B = ~ ( t ,  y ,  x), C = lV(t, y ,  x); 

les coefficients a(x) ,  b ( x ) , . . ,  des fonctions rationnelles Z( t ,  y) ,  M( t ,  y), 
N ( t ,  y) grant des fonctions analytiques de x. 

i J'entends par l& que les coefficients a, b, c, d, l, de (22) sont des fonctions 

alg~briques quelconques de X. 
La valeur de x Stant arbitrairement choisie, il n'y a d'exception que pour un 

hombre fini de valeurs de 2; on donnera & 2 une valeur distincte de ces valeurs excep- 
tionnelles. 
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Inversemen~, la fonct ion t(y) s 'exprime rationnellement ~ l'uicle de 

y ,  A , B , C, 0% si Yon veut,  des variables y , y',  y"  lides par  la relat ion 

(E). Soit: 

t = 

x f igurant  anuly~iquement ~ dans les coefficients de la fract ion ratdonnelle 

, / ,  v). 
Ceci pos4, nous 4tablissons cl'uborcl ce th4or~me" 

Pour que l'd~uation (E) air ses_points critiques fixe~, il faut que, pour 
x ~uelconque, le genre ~ de la relation alg~brique H( t ,  y ,  x)----o entre t ,  y 
soit ~gal d o ou it i .  2 

On suit reconnultre alg4briquement  si  ceff0e condit ion es% remplie. 

Quancl $ = o, on sai~ exprimer birationnellement 3 y e t  t e n  foncgion d ' un  

param~tre /z, et  quancl ~ = I, en fonct ion de I7 et de ~fY(Y--~)(Y--H);  
2/ cldsignant une combinaison alg4brique des coefficients a ( x ) ,  b(x) . . .  
de A ,  B ,  C. Si H es% uue constante, il est loisible de clonner au radical 

]a forme ~/4y ~ - -  g ~ Y -  g~ (g~, g3 constantes numdriques).  Si H est une  

fonct ion de x, on posera H = X.  Duns t o u s l e s  cas, la fonct ion Y ( x )  
ou Y ( X )  a s e s  points critiques fixes en m~me temps  que l ' intggrale g6n4- 
rule cle (E). 

3 Z. )~:[oyennang une t runsformat ion alg4brique goute 4ldmeutaire, nous 

sommes ramen~s uinsi aux cus o~ R(y ' ,  y ,  x) est soi t  rat ionnel  en y,  s o i t  

, (4y  rugionnel en y ~!p--~, p clgsignunt un  des cleux polyn5mes 3 

et [ y ( y - - I ) ( y -  x)]. F o u r  que l '4quution clonn~e air ses points critiques 

1 Si A ,  B ,  C sont alg~briques en ~, il suffit do choisir ,~(x) alg~brique pour 
ClUe x figure algdbriquement duns routes ces formules. 

I1 est loisible de substituer ~ t(y) route irrationnelle T(y) qui lui correspond 
par l a  transformation : 

T =  ~(t~ y ,  ~), t = ~l(T, y ,  ~) 

off r ,  r 1 sont rationnels le premier en t ,  y, le second en T,  y e t  analytiques en x. In- 
versement, route irrar T(y) qui peat remplaeer t(y) s'en d~duit par une transforma- 
tion birationnelle de l'esp~ce pr~c~dente; cette transformation ne change pas le genre ~. 

J'entends par ]s que y et $ sont rationnels en Y e t  Clu'inversement Y est 
rationnel en y ,  t; x figure analytiquement. 
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fixes, il faut et i l  suffit que l'6quation transform6e jouisse elle-m4me de 
cet~e propridt4. 

D'apr~s cela, deux cas sont ~ distinguer: 
Si ~ = o, nous sommes ramends au problbme d u n  ~ 22 r6solu plus 

haut  duns tous ses ddtails. 
Si ~ = I, je montre que l '6quation transform6e doit eoineider avec 

un des trois types du ~ableau X qui suit: 

T A B L E A U  X. 

(I) y" = 

Int6gration" 

6y~ g' 
2 

4y _g y_g y '' + + 

y t  

= u ,  U' = ~U -}- r .  
~/4y s - -  g~y - -  g~ 

Une ~ransformation ~ = ~ ( y ,  x),  ~ = l ( x ) ,  (oh ~ est algdbrique eu y mais 
qui exige 3 quadratures), ram~ne (I) ~ l '6quatioa 

6rj~ g~ 
2 

Intdgration: 

O U ,  

et par suite, 

J ( y ,  x) ----- u ,  u "  q -  
2 Z - -  I , ~t _ _  

x ( z - - I )  u -[ 4 x ( z - - I )  q'  

Y 

J(y, Xo)= f 
0 

dy 

gy (y - -  I)(y - -  x0) 

(2to 1 et 2o~ 2 p6riodes de J (y) ;  K~ et K s constantes arbitraires). 

Une transformation ~7 = F(Y, Y~), oh F est algdbrique en y ,  Yl et off Yl 
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dgsigne une solution quelconque de (2), annule q(x) ,  c'est-h-dire ram~ne (2) 
~t l'6quztion (2) de III .  

Y 2 + (s) r  v'~ 6 ,  g~ 
" = ~ k L ,  v ~ - g , v - g o  

I n t d g r a t i o n :  

irr 

(o ~/4y r -2 g~y - -  g3 

+ q ( x ) v '  + ~(x)  ~14,, ~ _ .q,v - g-~ 

[2o) p6riode quelconque de ~p(u, & ,  &)]. 

yr 
u' iZu~ + qu + r 

~/4y ~ - -  g~y __ g~ co 

Une tmnsforma~io. ~ = F ( y ,  x), $ = l (x )  [algdbrique en y, mais qui exige 
la connaissance  d ' u n e  i n t @ r a l e  de (3)] f a m i n e  (3) h l ' 6qua t ion :  

, ,  ,2 ' 6~]~ g2 
2 irr 

eo ~/4rp g~] - -  9' 

[6quat ion (3) de I I I ] .  

33.  l~es conclus ions  auxquel les  nous  ar r ivons  p e u v e n t  s '6noncer  ainsi :  

E t a n t  donnde une dquatio n 

(E) V " =  R(y', V, x) 

o~'e R e s t  rationnel en y ' ,  algdbrique en y ,  analytique en x ,  on salt reconnaitre 

a]gkbriquement ~ si son intdgrale a ses points  critiques fixes, ou bien on famine  

alg~briquement l'~quation d la forme: 

(-'7) 
6y ~ - -  g~ 

d ~Y ,2 2 + _a 
dz.~ = Y L4Y~ ~ g,y _ g, q4y=---g,y - -  g~ 

+ q(x)v' + ~(x) q4v ~_  g ~ v -  d 

(g= , ga , a constant;es num6r iques) .  

1 J'entends par 1~, comme je l'ai dit (n ~ I6), que les conditions pour que les 
points critiques de (E) solent fixes so traduisent par un hombre fini de relations diff& 
rentielles alg~briques entre les coefficients a ( x ) ,  b(o~) . . . .  de (E). 

Aeta math~mat~ea. 25. Imprim~ ]e 23 avri] 1901. 7 
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Duns ee dernier eus, pour que l'6quation donn6e uit ses points cri- 
2i;r 

~iques fixes, il faut encore que lu quuntit6 soit une p6riode de 
6C 

~(u,  g~, g~), condition transcendante. Quand cette condition est remplie, 
l'intdgrale gdndrale u ses points critiques fixes, qnais poss~de des points 
esse~ztiels (isolds) qnobiles. 

Duns tous les  autres cus, l'intggrule ne prgseate d'autres singularitgs 
mobiles que des p6les, et l'6quation se famine alggbriquement h u n  des 
~,ypes des tableaux IV, V, VI, VII,  VIII ,  IX et X. 

Lu discussion prgcgd_ente indique uvee une pr6cision purfaite les 
opdrations (tr~s simples) qui rgalisent cette rdduetion, uinsi que les intg- 
gra~ions h effectuer duns les divers cas off l'6quafion est intdgrable. 

~ous v6rifions, 1~ encore, en les pr6cisunt, les th6or~mes g6n6ruux 
rappelgs au n ~ 17. 

34. Posons-nous muintenant la question suivunte: 

Ddterminer toutes les gquations d points critiques fixes de la forme: 

d2Y (dY x )  (e) - • Y ,  

dE o~ R est rationnel en - ~  et aly~brique en Y e t  en X. 

La rgponse est la suivunte: 
On consid~re routes les 6quutions du tableau IV [abstraction faite 

de l'gquution (13)] et routes les gqu~tions des tableaux VI et X, off les 
fonctions urbitraires q(x), ~'(x) ere . . . .  sont suppos6es alqdbriques. On 
effectue duns ces 6quations lu transformation la plus g6ngrale 

- -  x = 

oh ~ et A sont alg6briques en x et oh ~ est rationnel soit en y (pour 
les gquations IV, VI) soit en y et x//)(y) (pour les 6quutions X) 

[ P - - 4 Y  3 - g ~ y - , q 3  pour ( I ) e t  (3) de X1 .  

Lp ~ y ( y - - x ) ( y - - ~ )  pour (2) de X J 
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:routes les dquations ainsi obtenues one leurs points critiques fixes et 
elles constituent les seules dquations (e) qui ]ouissent de cette propridt6. 

35. Remarques sur les 6quations (e). 

Parmi  les 6quations (6) h points cri*iques fiXeS, celles dont l'intdgra]e 
est une fonction essentiellement transcendante des deux constantes peuvent 
seules conduire ~ des transcendantes nouvelles. D'apr~s ce qui prdc~de, ces 
derni~res 6qua~ions son~ r~ductibles algdbricuement d u n  des quatre types: 

(28) y " =  6y 2 + x 

(29) y " =  2y~+ xy + a 

(30) y " =  v'~ v" ~ , 

(3') Y" ~[-I I ~]+ '[x_--~1_y I ~I 

v(y - -  ~) 
+ 2x(x-  i)(v--~i + q(x)V~(Y- ~)(v-x). 

L'intggrale y (x )  des deux premiers types est m6romorphe dans tout le plan; 
celle du 5 e admet deux points critiques transcendants fixes x = o, x = co; 
si on change x en e x, y ( X )  est m6romorphe dans tout le plan des X. - -  
Enfin l'intdgra]e y ( x )  de (3I) admet trois points critiques fixes x = o, 
x == I,  x ~ oo; pour rendre la fonet ion  uniforme, il faut faire tin 
changement de variable x = r  oil r  est une fonction telle que la 
fonction modulaire, qui dolt pr6senter un ensemble parfai~ de singularitds 
essentielles: 1 l'int6grale g6ngrale y ( X )  est alors une fonction uniforme qui 

prdsente les m~mes singularit6s essentielles que r  et ne saurait par 
suits ~tre mgromorphe.. 

Les seules fonctions mdromorphes nouvelles qu'engendrent les ~quations 
(e) h points critiques fixes, se laissent donc ddfinir par les trois 6quations 
(28), (29) et: 

(3~) V' v2v § e~(~r + ~) + e~ .r~/+~ �9 

1 En effe~, ~b(X) est une fonction uniforme qui ne dolt acqu~rir aucune des trois 
valeurs o, I , r 
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Faisons une derni~re remarque sur le cas off l'int6grale d'une dqua- 
tion (e) (~ points critiques fixes) prdsente des singularitds essentielles mo- 
biles: ces singularit6s (qui sent toujours des points essentiels isolds au sens 
de WEIeRSTRASS) peuvent 4~re en hombre infini: elles admetten~ alors un 
nombre fini de points-limites qui sent fixes. 

Consid6rons par exemple l'dquation: 

~ ! S Y ~ - - ~  I ] i~r~4y~__g~y__g y ' =  

qui dquivau~ ~ la suivante- 

y' i + e  o 

~4Y3 --  g~Y --  g~ I -- e ~ 

l'int6grale est une fonction uniforme qui  adme~ comme points essentiels 
les points x = -  h + no (n entier positif, negatif ou nul), points en 
nombre infini, dent x = c~ est le point limite. 

~ q u a t i o n s  (E) inddpene~antes de x. 

36. Les tableaux formgs pr6cedemment 
explicitement routes les 6quations 

perme~tent do d6terminer 

(f) y) 
d Y  

int6grale g6n6rale uniforme [R est ra~ionnel en ~-X, alg6brique en Y e t  

indgpendant de X]. 
I1 suffit, dans~les tableaux IV, VI, X, de ne consid6rer que les tTypes 

oh x ne figure pas 1 dans le coefficient diff6rentiel et de fMre le changement 
de variables: Y ~ ~(y), ~ dgsignant une fonc~ion rationnelle de y (ou de 
y et de ~-4y~--g~y--g3 pour les ~quations (I) e~ (3) de X); on ne change 
pas la variable ind6pendante. 

Nous sommes ainsi conduits au tableau suivant: 

x D'apr~s eela, les types (7), (8), (12) et (13) de IV, (7) de VI, (2) de X doivent 
~tre exclus. Dans les autres types, les fonctions arbitraires q(x),  etc., doivent ~tre 
remplac~es par des constantes arbitraires. 
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T A . B L E A U  XI .  

(I) y,, , 3 
= - -  3YY ~ Y  + ay + ft. 

Int6graiion: 
~t 
- -  Z P I I  y ~, = a z ' + f l z .  

(2) y " =  - -  2vv' + ~(y' + v ~) + ft. 

Integration i 

y ' + y ~ = K #  ~:-f l-  si ~ :4=o,  e~ y , + y 2  a '  = ~ + K,  si a ~ o .  

(3) y " =  ~v' + ~y + r, 

6quation lin6aire du second ordre ~ coefficients constants. 

(4) 

Int6gration: 

Y " =  2aY 3 +  6flY ~ + Fy + =" 

y,2 = ay, + 4~y3 + Fy~ + =~y + K .  

(5) 

Int6gration: 

y" = 3ay" + 2y 3 -  2a~y, a ~ o. 

�9 ~ K e ~  y = ~=Ke snk,=_l(u), u = + K I. 

(6) 

In~6gra~on: 

ytt 5 ~2 
= ~ay' + 6y 2 -  3~-Y, a :4: o .  

a2 K I 
Y ~ 4 e~:~(u' o ,  ~ i), u ----- Ke ~ . - l - K  1. 
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(7) 

Integrat ion:  

Y ~ Ke~  ~'(u, o,  I) 
~(u, o, , ) '  

P.  Painlev6.  

y,, = __ yy, + y3 + a(3y' + y~) - -  2a~y. 

~ e  ~ si U----- 2f- g l ~  ~z 

u = K z  + K , ,  si 

a ~ = o  

( X ~ O  

(8) y,, = __ yy, + y3 __ a~y, 

Intggra~ion: 

a =]= o .  

a ~'(u, 12, K) . ax 
v = 2~/~ ~ ( u ,  ~ . ,  K) - ~ '  u = 2~/~ + K , .  

(9) y,, = _ _ y y ,  + y3 + a(3y' + y~) - -  I4a~y - -  24a 3, a :r o .  

Int6grat ion:  
28--3ax 

~o'(u, o, ,) + 
y --~ aKe .-~ 

e--2ax 
~(u, o, i) K" 

(io) 

Inf~gratfion: 

y'----- a ( y : - - e )  + uy, 

(~ = 0 0 U  I ) .  

{ ~ = Ke p* fl - -~ ,  si f l=~o ,  

r x + K ,  si f l = o .  

, I ( ~ , ) v" = ~"-~y + ~y [;, - ~ ] + (~ + , )Ez~v ~ - ~ ]  . 

In~ggra~ion: 

y = - -  i + Ke - ' ~ I  + v2 _ ~ ,  2 r  = f l [Ke-~ ' (~  + v ~) + v ~ -  ~j.  

(I 2) y" = Y'---~y + y'[a + y]  + 2fl~y ~ -  20t~y + a, (~ on fl ~ o). 
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In tggra~ion :  

i e _ . . ~ [  K , 

y = - -  z T K - t -  u ~, 
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=f l~  [ ~ + ( K + ~ ) e  -~  , si ~ # o ,  

u ' =  fl[~ + K - - x ] ,  ~i ~ = o ,  f l~ :o .  

(~3) Y" =~'~ + "Y" + flY" + r +y-  Y 

In tdg ra  l ion :  

y'" = ~y~ + 2fly ~ -  :~.] ~ 3 + Ky ~. 

y 2 2 2 

POe I n t %  r a h o n :  

( j = 2 o u 3 ,  ~ * o ) .  

6: K e ax § ~ 
Y ~  ~ ( I " - -e~ , )  ' u - = . K e  ~ x A - I ; ~ ,  si J = 3 ,  

u = K e ~ - [  -- K~,  si Y = (i - -  e~) ~ ' 
y = 2 .  

(~ 5 ) y" = r + .y' + f'J. 
Y 

I n f ~g r a f i on :  

y ~-  K e  ~, 
i= ~x + K,e  ~ s i  

2 

~ =~= O, 

iTc [,~ = o o u  ,~ = -  
t o  

2~o pgriode que lconque  de ~a(u,  g~ ,  gs)]. 
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Integration: 

a Y e c :  

u ----flY---~ + K x +  K~ 
2 

P Paintev6. 

y = ~ ( u ,  g~, a.)  

si 2 = 0 ,  a = o  

u----- f l x + I ~ e ~ ' + K ~ ,  si ~ . = o ,  a=t=o 
6r 

[~g + hKe  ~'~ it. 
u = . ] - - i _ K e ~  z d x  + K ~ '  si 2------0,, coa~* 4flilr 

= - - 4 / ~ - ~ ,  ~' (~ + ~), 
g---- ~--iT,~ 

riO) O) 
u ~ ~-~=x + ~ 1 o g  - -  ---- 

Toutes les ~quations (f) d points critiques fixes se d~duisent des (I 6) 
dquations ~rdcgdentes par le changement de" variables: 

Y = ~(y),  

r dgsignant une fonction rationnelle de y (ou, pour l'gquafion 06) ,  de y 
et de ~/4y ~ - -  g,y - -  g~). 

37. Ces i 6 6quations XI  sont routes int~grables, j 'entends rdductibles 
aux quadratures et ~ line dquation de ~:~ICCATI. Leur intdgrale est une 
combinaisou de fonctions rationnelles, exponentielles et elliptiques, exception 
grant faite pour les (5) types (2), (IO), ( I , ) ,  (~2) et (I6) (off 2 =i= o): 
l'intggrale des gqua~ions (2), (IO), (i1), (I2) d@end d'une ~quation de 
RlCCATI dont le coefficient diff6rentiel est lindaire en x ou e z" (p con- 
stante numgrique). L'int6grale de l 'gquation (16) (off 2:4= o) est donn6e 
par y ---- ~ (u)  avee 

u = f e ( e " ) a , ,  ou  bien u = Zx + ,  log  - K )  + K~,  

p ddsignant une fraction du premier degr6 e n e  '~. Toutes les p&'iodes 
de u sont pdriodes de go(u, g2, g~). T o u s l e s  infinis de u sont des points 
essentiels de y(x) .  
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L'int6grale des I6 dquations X I  esb une foncfion semi-h'anscendante 

des con@antes; abstraction faite des dquations (x) et (3) qui renferment 
les constan~es au premier degr6. 

3 8. Proposons-nous maintenant de former toutes les 6quations 

(f,) y , , =  n ( y , ,  Y) 

(o5 t~ est rationne/ en Y' ,  I7) dont l'intdgrale gdndrale est uniforme. 

Ces 6quations se d6duisent de la "' mamere suivante du t,~bleau XI. 
Annulons, clans ( I6 ) , ) ,  et fl; puis effeetuons les transformations: 

y_~_ h y + k  
h,y + k 1 ' (h, k ,  hi,  k~ constantes), dans les I6 6quations XI, 

i r _  hy ~ + k h,y ~ + k, (n entier) . . . dans  l'6quation (3) de XI  oh y = o, 

y _  hy~+ k [dans l '6quation (4) oh a---- I, ~ = 0 

h,y~+ k, . . . . . . .  l e t  dans l '6quation (5), 

, ~ 0  

~-_~_ h(y + I) 2 + k ( y - I )  ~ 
h,(y + I) ~ + ki(y ~ I) 2 " 

y =  m m  

dans  equation (lo) oh e i, 7 = = o  

dans l '6quation (.I3) oh a - - - - - - 3 ,  /~ = - - - T  

dans l '6quation (~5) off /~ ~ o, 

/ " hz + k I [x -~ i ~ / ~ ]  dans 1 equahon fl ,q~ o, 

ou z = 4y  ( , 6 )  = i ,  

hz + k I V4Y + Y 
Y - -  h,z + ~ k  I ' avec z = ~ I -4- i . . . . .  darts l'6qua- 

y -  tion (I 6) oh { ~ = f l  =.q~ = o, 

Les 6quations obtenues 2)ar toutes ces transformations constituent les 

seules 6quations (f') dont l'int6grale gdn6rale est uniforme. 

On peut donner au th6or~me une autre forme en adjoignan~ au tableau 
X I  le tableau suivant: 

A~ta malh~matiea. 25: Imprim6 le 28 avril 1901. 8 
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(1) 

OU 

(2) 

011 

y -~-- Z: 

y ~ Z n  

TABLEAU X l I .  

( ') 
y,, y'~ - - n  -~ ~ -  I -[- aY' --1- flY, (n entier), 

z " =  ~ z ' + { z  (~q. (s) d~ x i  o a r  = o). 

v " - -  v'-~ + ~ [ ~ :  + ~v] (~ = o o~ ~), 
2y 

z " =  2z "~+ sz (6q. (4) de XI oh ~ = I ,  ~ = o ,  r = s ,  3 = o ) .  

(3) 
011 

y 
# l '  ~ Y 12 

2y 

z " =  3az' + ' 2 z  ~ -  2 ~ z  [dq. (5) de XI]. 

(4) 

OH 

Z" 

I 

=C+~  ~L--T'-t,~ + ~ + ~(~--~) + ( ' - - :3,  

(~q. (~o) de XI  o~ ~-=  i, r = o). 

(s) 
OU 

I - 

: ' - - : [ ~ * ~ 1 "  ~"[ ~" *"~*  
: , ~(, ) z --l- I',) z" #2 + o - - z  ~ 

Y---- \ z - - ~ / '  -----7 ~ + r(~ - -  :) 



(6) 

011 

Sur les 6ciuations diff6rentielles don~ l'int6grale g6n6rale est uniforme. 

I 
,,,, o,,, 

Z + I\} 2 

Y : \ z  - -  I /  z" =" 'd  + ~,a' (~q. (~ 5) do x I  oa fl = o). 
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(7) 

011 

y,, = 2 I I ,2 

I 
v = ~ [, + i ~ / ~ ] ,  ~" = - -  

(~q. (~6) de X I  ot~ , ~ =  o ,  fl = o 

4z s -  I 

, & = o ,  & = I). 

(s) 

OU 

y,, 3 ( 1  I ) , ~  =~ .~+(v-,-----)  v + ~,,/' 

I 

' r  + z" ~ z '' + ~z' y = ~  I + i  , = 

(4q. ( i 6 )  de  X I  oi l  ), = o ,  /9 - - - - -o ,  g= = -  I ,  go = o) .  

(9) 

01.1 

(~;~ ' 5 )  y , , =  2 + 2 ( V _ _ i  y,~+~y,  

y = 4 z  a, a " - -  6z~ z '= + czz' 
4z 3 -  I 

( ,q.  (~6) de x I  ot~ ,~ = o ,  ,8 = o ,  & = o ,  g,  - I ) .  

Toutes les d~uations: 

Y"--= I~(Y',, Y) [/~ rationnel en Iv', y ]  
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dont l'int~grale g~n~rale est uniforme s'obtiennent en 
dquations X I  et X H  la transformation. 

effectuant sur les 25 

h Y + k  
Y = h, tz + k , '  (h, k ,  h~, k~ eonstantes) ,  

la plus gdndrale. 

Le probl~me abord~ par  M. PICAr~D ~ darts son egl~bre m6moire  sur 

los fonc~ions alg6briques de deux variables se t rouve  ainsi r~solu ~ avee une  

pr6cision parfaits .  

Les 9 premibres 6quations X I  ont  ~td form6es par  M. MITTAG-LEFFLER B 

dans son gtude des gquations:  

(f") y" : a~yy' -~ %y' + a~y ~ -b a~Y ~ + a~y "t- a~ 

(ax, . . . ,  a G constanr 

~ .  MITTAG-LEFPLER a ddtermin6 tous les eas oh l ' intdgrale de (f") est 

mdromorphe et admet  effeet ivement des pbles. 4 :Notre discussion suppose 

seulement  l ' int6grale uniforme; mais pour  les 6quations (f") l ' int6grale ne 

peu~ ~tre un i forme sans ~tre m6romorphe .  

39. Pou r  co qui  es~ du  probl~me: 

2~econna#re si une 3quation donnde 

Y " :  R ( Y ' ,  Y ) ( 7 ~  ra~ionnel en ; ' )  
alg~brique en 

a son int3grale uniforme, 

la solut ion d'apr~s ce qui  pr6e~de es~ gviden~e. 
Une  t ransformat ion  algdbrique ~oute dldmen~aire pe rmet  de supposer  

que /~ est rationnel soit en Y, soit en Y e t  ~/4Y ~ - -  g , Y -  g~. 

Jou rna l  de LIOUVlLLE, 4 e s6rie, t. 5 (I887), p. 277--293. 
J'ai rgsolu ce probl~me dgs l'ann~e I893 (voir les Comptes Rendus  de l 'Ac. 

des sciences de P a r i s ,  24 juillet I893), mais par nne m~thode beaucoup plus compliqu~e. 
s Comptes Rendus  de l'Ac. des se. de Par is ,  lojuil let  I893; Acta mathe- 

matica,  t. I8 (1894), p. 233--246. 
4 La m~thocle de M. MITTAG-L~FFLER n~gEgeait l'hypethbse oh l'int~grale serait 

holomorphe dans tout le plan. Mait il ~tait bien facile de  voir que cette hypoth~se n'est 
r~alis~e que dans le cas off l'~quation (f") est lindaire. 
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Dans le premier cus, l'dquation dolt ~tre rdducfible h une des 2 5 
hy + k  

~qnations X I  et X l I  par une transformation:  Y = h , y  + k,;  ce qu 'on 

reconna~t immddiatement .  
Duns le second cas, l 'dquution doit coYncider uvec une 6quation de la 

forme (I6) de X I ;  pour  que l ' intdgrule soit uniforme, il faut encore que 

soi~ nul  ou dgul ~ i= 7o; cette derni~re condit ion est transcendante. 

4 ~ . 

P r e m i e r  probl~me.  

fixes de la forme: 

(E) 

C o n c l u s i o n s  re la t i ves  a u x  dqua t ions  (E). 

Rdsumons, duns leurs grandes lignes, les rdsultats obtenus jusqu'ici.  

Ddterminer routes les dquations it 19oints critiques 

d '~ (dY  y ,  X)  
dX ~ = R - ~  , 

dY algdbrique en Y, analytique en X]. [g rationnel en ~--X, 

Considdrons les hu i t  dquutions: 

T A B L E A U  X I I I .  1 

(I) Y" = - -  3YY' __ya .4. a(x) 

v" = - -  =vy' + a (x )  

(3) y " =  ==y'~ + 6fly' + (rx + a)y + (ex + x), [ r f l  = 

(4) 
\ 

1 L'6quation (3) de XIII  comprend les ~ypes (3), (4), (5) des I; l'6quation (5) com- 
prend les types (2) e~ (3) de II; l'~quation (6) comprend les ~ypes (4) e~ (5) de II. 

Comme dans tous les tableaux pr6c6dents, a ,  t3 . . . ,  d6signeat des constantes num6- 
riques, a(x) ,  b(x) . . ,  des fonetiens analytiques de x. 
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(5) , / ' - ~ ' ~  Y 

(6) 

1'. l~ainlev& 
r 

- - + ~, ' (~)~ + @ + [ ~ ( x ) ~  + ~]y~ - ~"(x) 

[ 3 = o  ou ~, ~ = o  ou I] 

(7) 

(8) 

[ (++-g,) ] 
] 

-}- a(x)y '  -[- b(x)~/4y~ - -  g , y - -  g~ 

[),= o ou - ;  
(1) 

2oj pdriode quelconque de g~(u, g: ,  g~)]. 

y,213Y ~ --  2(I + x)y + x] y', 
2y(y - -  z)(y ~ x) 

i i) 
- b y  + z - - ~  x 

+ ~./:1- z) 
2x(x - -  I)(y - -  x) + a(x)~/~(y - ~)+ _ x) 

Toutes les dquations (E) d points critiques fixes s'obtiennent en effectuant 
s~r ces huit d~uations X I I I  les transformations: 

y - -  r x), 

x =  ;(x), 

alnSl que q~ 

rafionn+l eny:  duns les dquations (I), (2), (3), (4), 
(5), (6); 

ra~ionnel en y e t  ~/4y'--g~y--~: dans l'6qua~ion (7); 

ra~ionnel en y e t  ~/y(y-  i ) ( y - ~ :  dans l'dqua~ion (8); 

e~: 

"~z x ~ z Y ' - -Y~ I 7s = ~.~ , j ,  = 7 / ~ '  x = z(x)  

J [ l (x )  analytique en x ainsi que F,~ 
\~  rationnel en z 

dans l'~quation (3) off a = y  
= ~ = o ,  ;3 = i ,  [y, (x)  solu- 

t ion quelconque (3)]. 
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critiques fixes de la for~r~e: 

Sur les ~qnations diff&entielles dont l'int4grale g~ngrale est uniforme. 63 

1)~terminer toutes let dquations h points 

(E') a x  '~= -8~, Y,  , n 
t . dY 

rationnel en ~ et Y, 

[ analytique en X. 

Toutes ces 6quations s'obtierment en effec~uant dans le tableau XIII- 
les transformations" 

( i  o) y ~_ q(x)y + r(x) 
q,(:e.)y + r,(x) ' 

(2o) y =  q(x)~" + r(x) 
~,(x)y"+r, (x)  

(30) y__~ q ( x ) y ' + r ( x )  
q,(x)v' + ~',(~) 

(4.0) y = q(x)(u + ~)~ + 
q~(x)(y + I) '~ + 

X ----- l(x),  dans let 8 dquations XI I I .  

[On annule 2 et b ( x ) d a n s  (7) et a(x) dans (8)]: 

, X = l (x) ,  dans l'dquation (3) 
oh a - ~ f l - - - - - s ~ z - - - - - o .  

, X - - - - - l ( x ) ,  dans l'6qua~ion (3) 

r(x)~y--  i) ~ 
r,(x)(,/-- ~)~' X = l(x), 

t 

(5 ~ 

(6 ~ ) 

(7 ~ ) 

y = q(x)z  + r(x) . 
q~(x)z + r , (x) '  

Z 

avec  

dans l'6quution (4) oh a = b ,  
dans l'6quation (6) off a fl, y ~ - ~  3. 

x =  z(~) ,  

/ ou  z ~ y3 

x [ i v/4y3 + y ] 
5 [ I +  - - y - ~  J 

dans l'6quation (7) off 2 ~ o, 
b ~ O~ g~ = O~ ga = I~ 

dans l'6quation (7) off ,~ ~ o, 
b ~ o ,  g . ~ - -  I, & = o .  

(8 ~ ) y _ _  q(x)z + r ( x ) .  
q , ( x ) z + r , ( x ) '  

y ' - - y ~  
X = l ( x ) ,  avec z - - - ,  y - - y ~  

dans l'6quation (3) oh a~---o, f l ~  I, y ~ 3 ~ o ,  
[y,(x) int6grale quelconque ~]e (3)]. 
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42. Troisi~me problbme. Etant donn~e une ~quation: 

reconnar si elle a ses points critiques fixes. 

I1 fuut et il suffit qu'elle soit reductible, par une des transformations 
preegdentes (n ~ 4I) ~ une 1 des gquations XIIl ' ;  ce qu'on reconnalt alge- 
briquement ~ l'aide d'un petit nombre d'operations tr~s simples. La trans- 
formation de passage de (E) h l'dquation X I I I  eorrespondante se ealcule alge- 
briquement, ou par quadratures, ou par l'int@ration d'une equation lindaire. 

Quatrieme probleme. Etant donn~e une dquation: 

d'Y ?r ~rationnel en Yx, 
R\dX,  Y ,  X~__/, R[alg~brique en Y, X, (E) dX' -  

reconna~tre si elle ases  points critiques fixes. 

Une transformation alg6brique route 616mentaire permet de supposer 
R rationnel soit en Y, soit en Y e t  ~/y(y--I ) (Y.--X) ,  soit en I ~ et 
~/4 y~ --g~Y--g3 (X figurant alg6briquement duns /~). 

Duns la premiere hypothSse, le probl~me est dejh rdsolu; duns la 
seconde hypothSse, l'6quation dolt coineider avec une 6quation (8); et duns la 
3 ~ avee une equation (7). Ce dernier cas exige (si ~ n'est pus nul) que 

la condition transcendante ~ = iz soit remplie. 
o 

43. Cinquieme probleme.  Ddterminer les transcendantes nouvelles 
engendrdes par les dquations 5 points critiques fixes: 

d2y R ( d y  ) _ [ rationnel en Y~., 
- -  / ~  " X :  (E) dX ~ ~ ,  Y ,  X ,  ~algebrique en Y, 

Les 6quations (E) h points critiques fixes qui engendrent des trans- 
eendantes vraiment nouvelles sont rdduetibles uux deux types (3) et (6) 
de XII I ,  ou, d'une fagon plus pr6cise, aux gquations: 

(33) y"--~2ay ~ + 6y ~" + axy + x 

(34) Y" = Y'--:~ ( 3) Y + e~(ay ~ +fl)  + e 2~ yy'~ + ~  , (~ ou 3=4=o, a ou r4=o) .  

' On annule prealablement ), et b(x) dans (7) et a(x) daus (8). 
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]~a transformation de passage entre l'dquation (E) et Ies dquafions 

(33) ou (34) est: 

Y =  r x), 

r =  r x), 

x = l ( X )  pour (33), 

e ~ =  l(X) pour (34), 

~tant rationnel en y et algdbrique (ainsi que l) en X. 
Les int6grales de ( 3 3 ) e t  (34) sont des transcendantes m~romorphes 

nouvelles (voir les n ~ I I ~ I 6 ) .  
Tous les autres types d'gquations (E) ~ points critiques fixes sont 

intdgrables, et les tableaux pr6cgdents font connaltre avee une precision 
parfaite les opdrations qui effectuent cette integration. 

Equat ions  diffdrentielles (algdbriques) queleonques du second 
ordre  e~ po in t s  cr i t iques  fixes. 

44. La ddtermination des gquations (E) ~ points critiques fixes est 
maintenant  achevge. Si, au lieu d'une 6quation rdsohe par rapport ~ y", 
on consid~re une dquation algdbrique quelconque du second ordre, de degrd 
donnd en y", notre m6thode s'applique sans modification. 

Soit, pour fixer les idges, une 6quation du second degrd en y": 

(35) 2(y", v', v ,  x) - o,  

off P d6signe un polyn6me en y", y', dont les coefficients sont fonctions 
alg~briques de y ,  x. 1 

Tout d'abord, l'dquation (pour avoir ses points critiques fixes) dolt 
~tre de la forme: 

y,,2 -t- (AlY '~ -t- A2Y' -b A3)y" -b A4y '4 ~- A~y '3 + Aey '2 q- ATY' + A s 

les A ddsignant des fonctions alggbriques de y ,  x. 
Je  montre ensuite, que, moyennan~ une ~ransformation algdbrique 

route 616mentaire, fi est loisible de supposer (pour x quelconque) les A 
rationnels soit en y, soit en y e t  ~/y(y-  I)[y--H(z)].  

Le degrd des A en y peut dks lots dtre limil@ et la mdthode permet 
de former un hombre fini de types d'dquai~ions (35), d@endant explicitement 

12 est loisible de suplooser ces coefficients aualytiques (et non alg~briclues) en x. 
Aeta mathereat~a. 25. Imprim~ le 29 avril I901. 9 
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d u n  ~orabre fini de constantes et de fonctions arbitraires de x ,  qui 6puisen~ 
routes les 6quations (35) a points critiques fixes. 

Je n'ai pas achev6 encore l'gnum6ration complete de ees types, mais. 
ee n'est qu'une question de patience. J'ai pouss6 d'ailleurs la discussion 
assez loin pour 6tablir l'existence de transcendantes mdromorphes vraiment 

nouvelles, engendrdes par  des types d'~quations (35), et h,~duct/b/es aux 

tvanscendantes que d~finissent les dquations (E) da premier degv~ en y". 

45- Ce que je viens de dire peut se r6p&er pour les 6quations 
(35) du 3 ~ degr6, ou du 4e degr6, etc., en y". Mais un nouvel effor~ 
sera n6cessaire pour ~raiter le m~me probl~me sans se donner te degr~ d e  

t ) en y";  autrement dit, pour ddterminer explicitement routes les 6quations 
diffdrentielles (alggbriques) du second ordre ~ points critiques fixes, et la 
nature de leur int6grale. 

fie voudrais indiquer ici quelques consid6rations g6n6rales qui sont de 
nature ~ faciliter la solution de ee probl~me. 

Donnons ~ x une valeur numgrique quelconque x; posons, pour plus 
de clart6, y' ~---z, y"~--u ,  et regardons y ,  z ,  u comme les coordonn6es 
d'un point de l'espace h 3 dimensions. Si (quel que soit ~c)on peut passer 
rationnellement I d'une certaine courbe alg6brique: 

G(~, ~ ,  ~ ) =  o 

la surface 
/ ' (u ,  z ,  y ,  ~) ---- o, 

I 

la courbe G(~ ,  ~ ,  x) ~ o est de genre o ou I. 

I)ans le cas particulier d'une 6quation (E) (r6so!ue en y"), c'es~ ce. 
th~or~me qui m'a permis de supposer le coefficient diff6rentiel R rationnel 
soit en y, soit en y e t  ~ / y ( y -  i ) ( y - - H ) .  

Voiei maintenant deux thdor~mes ggngraux que j:ai signalgs jadis 
comme tr~s vraisemblables sans en avoir de dgmonstration satisfaisante. 

t J'entends par 1~ qu'on a 

r  r ( u ,  z , y , ~) 

~ ---- rl(u , z , y , ~) 

r et r I &ant rar en u, z, y. 
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Th4orbme I. Si l'intdgrale d'une dquation ( 3 5 ) ~  points critiques 
fixes est une fonc~ion essentiellement transcendante des deux constantes, ~ 
la surface 

P ( u ,  z , y , ~)-----o 

correspond birationnellement soit ~ un plan, soit au cylindre de l'espace 
(~, ~ ,  ~') ddfini par l'6quation 

L'dquation, dans ce eas, 6quivaudrait done ~ un syst~me: 

d~ 
dx dx 

oh M ,  N ,  _71//1, N~ seraient rationnels en ~ ,  ~', (alggbriques en x), N e t  _hr~ 
pouvant ~tre identiquement nuls. 

Th4or~me II. Si l'intdgrale d'une 6qua~ion (35) a points critiques 
fixes, prgsente des singularit~s essentielles mobiles, ces singularit~s sent 
des points essentiels isolds; l'intdgrale est une fonction semi-transcendante 
des constantes et par suite se laisse ddfinir par une combinaison d'dquat~ions 
de RICCATI ou de quadratures. 

Ces deux th$or~mes sent maintenant d6montrds en route rigueur pour 
les dquations (35) du premier degrg en y". I1 resterait ~ les d6montrer 
sans se donner le degr~ de P e n  y". La d6termination complete des 
6quations diffdrentielles du second ordre ~ points crit~iques fixes, serait 
alors bien pros d'etre achev~e. 

E q u a t i o n s  d i f fdrent ie l les  d ~  t ro i s i~me ordre .  

46. Equations r~solues en y'". 
Quand on passe a u x  dquations du troisi~me ordre, la premiere partie 

de la mdthode (recherche des conditions ndcessaires pour que les points 
critiques soient fixes) s'applique d'elle-m~me; mais la question de savoir 
si ces conditions sent suffisantes entra~ne des complications nouvelles. 

1 Dans les autres cas, l'6quation (35) (a points critiques fixes) est r6ductible aux 
quadratures ou aux 6qua~ions lin6aires, et ne saurait d6finir de transcendantes nouvelles. 
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Parmi les conditions n6cessaires .que notre mdthode met en 6videnee 
d'une fagon en quelque sorte intuitive, je me bornerai h citer ici les plus 
simples et les plus caractgristiques, celles notamment qui pr~cisent la na- 
ture du co6fficient diff6rentiel y"' regardde comme fonction (algdbrique) 
de y" et de y'. 

ge considgrerai d'abord les gquations rdsolues en y'". 
Soit done: 

(36) r  ~(r y', y ,  ~) 

(/~ rationnel en y", y', alggbrique en y ,  X). 1 
Si l'6quation (3 6) a ses points critiques fixes, elie satisfait aux condi- 

tions suivantes: 

i ~ ~ est un polyndme, du second degr~ ou plus, en y", soit: 

(37) y "  --~ R =_ A(y' ,  y ,  x)y ''~ "-I- .B(y', y ,  x)y" "4- C(y', y ,  x); 

( A ,  B ,  O fractions rationnelles en y', dont les coefficients sont alg6briques 
en y ,  X). 

2 ~ A coincide avec une des douze expressions suivantes: 

I 

I n (n entier "4- o u -  mais = ~ - - I ) ,  o ~  y ' - t - a '  y ' + a  

dr ' y' T'---a 2(y' .-t- b--) ' 2(y'--k a) "~- 3(y' + b--) ' 

x 3 ~ 5 
2(r + a~ -I- 4(y' + b~)' 2 (r  a) + 6 ( r  + b)" 

3 + ' 3 (Y' "{" a) + 6 (y' "4- b) ' 4 + ' 

I_ , I  ~- y--7----~ -~ 
z + b  

(a,  b, c, fonctions de y ,  x). 

I1 serait 
mgme en y .  

loisible de supposer /~ analytique (et non alg6brlque) en x et 
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3 ~ t? et C, considdrds comme fonctions de y', n'ont d'autres p6les 
, y ' ~  g(y, x) que ceux de A ,  et ces p61es sont tous simples. 

Q B - ~ ,  C~-  S S deslgnant des 4 ~ . Posons: A ~ ,  ~ ;  D ,  Q , R ,  "" 

polyn6mes en y' premiers entre eux. Les degrds de t~ et de S e n  y' sur- 
passent le degr~ de D l e  premier d'une .unitd, le second de trois unit~s, au plus. 

Ces thdor~mes limitent le degrd des fractions rationnelles A ,  B ,  C en y'. 
Les degrds respeetifs de D ,  Q , R ,  S e n  y' sont en plus 6gaux ~ 3 , 2 ,  
4 e t 6 .  

On peut former d'apr~s cela an nombre fini de fractions rationnelles 
R ( y ,  y') dont les coefficients a ,  b , . . .  l sont des fonctions ind~termindes 
de y ,  x. Toutes les 6quations (36) ~ points critiques fixes rentrent dans 
un de ces t~pes. 

47. Introduction de la simp//fide de lYquation (36). 

Mais notre m6thode fournit en out-re des conditions tr~s pr6eises sur 
ces fonctions encore inddtermindes a(y, x), b~y, x), etc . . . .  Signalons 
seulement la suivante. 

D'apr~s ce qui pr6e~de, les fractions A ,  B ,  C, pour y'~---cxv son~ 
de 1~ forme: 

A =y-~(~ + ~), B = y'[S(y, x) + ~1], e = y"[~(y, x) + ~] 
I 

( a ~  I - - n ,  n entier = t= - - I  ou n-~--eo); 

I 
s 1 , s~, ss d6signent des fonctions de y', y, x qui tendent vers zdro avee ~ .  

Les fonctions #(y,  x), ~ ,  x) peuvent ~tre identiquement nulles. 
Appelons s/mp//f/de de l'6quation (3 6) l'dquation: 

tt2 

(38) y'" - -  ~ + y"y'~0(y) + y'%(y)  

I 
{: = ~ - -  ~,  ~0(u) = ~(u,  x0), ~0(y) --- ~(u, x.)}. 

Si l'dquation (36) a ses points critiques fixes, sa simplifi~e (38) a son 
int~grale uniforme. 
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L'dquation (38) se famine par une quadrature ~ une 6quation lingaire. 
EUe 6quivaut en effet au syst~me: 

dx u.+---~ __d'u ~_ /lo(y) dU ( i )  
(39) d-y= ' dy' -~ + I + n v~ 

(n entier + o u - - ,  ~ = -  I ,  OU n = OO). 

48. Un problm~e pr61iminaire s'impose donc: 

D~terminer tousles cas o~ les fonctions y(x) d~finies par un syst~me 
(39) sont uniformes. 

:La r6solution de ce probl~me n'est pas sans prdsenter des difllcultds 
sdrieuses. 

Pour n ~ - -  : et/~o(Y) -= o, les fonctions uniformes y(x) ddfinies par 
un syst~me (39) constituent la classe des fonctions automorphes (fuchsiennes 
ou klein~ennes). 

Dans les autres cas, j 'ai montrg que l'int6grale ggndrale y(x) d'un 
syst~me (39), quand elle est uniforme, est une ddgdndrescence de fonetions 
automorphes ou une combinaison de telles ddg~ndrescences (combinaisons telles 
que y ~ e '~, etc . . . .  ). 

La nature de l'intggrale y(x) de la simplifi~e (38) fournit des indica- 
tions 6videntes sur l'intdgrale de l'6quation (35) (~ points critiques fixes): 

I ~ Si l 'intdgrale uniforme y(x) de (38) prdsente des lignes singuli~res, 
a fortiori l 'intdgrale y(x) de (36) prdsente des lignes singuli~res mobiles. 

2% Si l 'intggrale uniforme y(x) de (38) prgsente:des ensembles par- 
faits (discontinus) de points singuliers, a f o r t i o r i  l'intggrale y(x) de (36) 
prdsen~e des ensembles parfaits de points singuliers mobiles (ensembles 
discontinus ou continus). 

3 ~ Si l'int6grale uniforme y(x) de (38) n'est par mgromor2he, a 
fortiori l 'intdgrale y(x) de (36) prdsente des singularit~s essentielles mobiles 
(isoldes ou non). 

D'autre part, les coefficients a (y, x), b (y, x ) . . .  des fractions rationnelles 
A(y'), B(y'), C(y') sont, par hypoSh~se, ~gdbriques en y. Donnons ~ x une 
valeur numdrique quelconque x 0 et exprimons birationneUement 1 ces coefficients 

1 J'entends par 1s que a(y, ~o), b(y, x0) etc . . . .  sonf rafionnels en y, t el qu'in- 
versement t(y, xo) s'exprime rationnellement en fonction de y et de a,  b . . . .  
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a(y,  Xo) , b(y,  xo) ere . . . .  ~ l'aide de y et d'une irrationnelle t (y ,  xo) d6- 
finie par la relation alg6brique 

(40) G(t , y ,  xo) ---- o. 

Reprdsentons par y = F(x,  K ,  K~, K~, xo) , l'int~grale gdndrale de la 
simpli[ide (38) et par t ~- r  K ,  K~, K~, Xo) la fonction t correspondante 
dgfinie par (4o). Si l'6quation (36) a ses points critiques fixes, la fonction 
F(x) est, nous le savons, uniforme; j 'ai pu 6tablir qu'il en est de m~me 
pour la fontion r  et cela lors m~me que les coefficients #0(Y), v0(Y) 
de (38) sent rationnels. 

I1 suit de 1~ que le genre de la relation algdbrique G = o est dgal d 
o ou d i,  sauf duns le cas oit l'intdgrale g~ndrale de la simplifi~e (38) 
lorgsente des ensembles ,varfaits (discontinus ou continus) de points singuliers. 
Duns ce cas on a n6cessairement n = ~ 2, #(y ,  x ) ~  o. 

49. On ne saurait espdrer former, domme pour les 6quations du se- 
cond ordre, un hombre fini de types d'gquations (36) ~ points critiques fixes, 
auxquels routes les autres soient rgductibles. La consid6ration des fonctions 
automorphes suffit ~ montrer qu'une solution de cette nature est impossible. 
En effet, h chaque classe de courbes alg6briques correspondent des types 
distincts de fonctions automorphes et par cons6quent des types distinets 
d'6quations (38) (oft n ~ -  2, /t o ~ o )  ~ intggrale uniforme. 

Je voudrais indiquer bri~vement le genre de solution que semble 
comporter le probl~me. Cette solution rdsulte de ce fair que les propridtgs 
d'une 6quation (38) ~ points critiques fixes se refl~tent duns sa simplifige 
d'une fa~on beaucoup plus prdcise que je ne l'ai indiqu6 jusqu'iei. 

Supposons connue la simplifide: 
I t 2  

(38) v"' - - -  + xo)v"v' + Xo)V '8 

de l'6quation (36) (probl~me prdliminaire). 
~es rgsultats suivants me paraissent tr~s vraisemblables: 
I ~ Toutes les 6quations (36) ~ points critiques fixes qui admettent 

la simplifide donn6e (38) sent r6ductibles ~ un nombre fini de t~ypes, 
d~pendant d'un nombre fini de constantes et de fonctions de x. 

2% Si l'intggrale de l'dquation (38) ~ points critiques fixes admet 
un ensemble parfait (discontinu ou eontinu) de points singuliers mobiles, 
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il en est de m~me pour l'~quation (38), et l'int~grale de (3b) se ddduit 
de celle de la simplifi6e (38) par des quadratures ou par l 'int6gration d'une 

lmea~re. ~quation �9 , �9 t 

3 ~ Si l'int6grale de (38) admet des points essentiels mobiles, elle 
est r~ductible ~ une ~quation du second ordre (~ points critiques fixes) 
par des quadratures ou par l 'int6gration d'une 6quation lin6aire. 

Admei~ons pour un instant ees thdorbmes: la diffieultd la plus grave 
qu'introduit l'dldvation de l'ordre diffgrentiel - -  ~ savoir l'existence de 
singularitds essentielles mobiles tr~s e o m p H q u 6 e s -  se trouve d~s lors 
surmont6e. La seule classe vraiment nouvelle d'dquations qu'il reste 
6tudier est celle des dquations (56) dent l'intdgrale n'a d'autres singularit~s 

mobiles que des p~les. Or j 'ai tout lieu de penser (d'apr~s les premiers 
types que j 'ai ddj~ 61ucid6s) que la m6thode appliqu6e au second ordre 
permet  de former les conditions suffisantes pour qu'une ~quation (36) 
rentre dans cette classe. 

)/[ais je n'insiste pus davantage sur ces ~r~visions. Les r4sultats 
rigoureusement acquis suffisent ~ mettre en lumi~re deux points: x~ la 
formation des gquations (36) ~ poin ts  critiques fixes est an probl~me d~s 
maintenunt abordable; 2 ~ duns l'dtude rationnelle de ees gquations, les 
~avaux de M. Po~cAnk sur les fonctions automorphes doivent jouer un 
r61e primordiul. 

50. Equations diff&'entielles algdbriques du troisi~me ordre h points 

critiques fixes. 

i La simplifide de (36) peut s'obtenir en remplaqant, duns (36), la variable x par 
x o ~ )~v, et en faisant tendre ~ vers z~ro. La m~me ~ransforma~ion effectu~e sur une 
~cluation: 
(E) y" = A(y  , ~)y" + 2~(y , x)y' + C(y , x) 

conduit ~ l'6cluation: 
(e) y" = A(y , Xo)y '~ 

qui joue pour l'6cluation (E)(~ points critiques fixes), le m~me r61e clue la simxvlifide (38) 
pour l'6quation (36). Si l'int6grale (uniforme) de l'6quation (e) pr6sente des singularit6s 
essentielles mobiles, il enest de m~me a fortiori pour (E); mats ce clui est remarcluable , 
e'est que la rdciproque est vraie; l'int6grale de (E) se d6duit alors de celle de (e) par 
l'int~gration d'une 6cluation de RlCCATI. Des circonstances analogues se pr6sentent pour 
le 3 e ordre. 



Sur les ~qua~ions diff~rentMles dont l'int~grale g~nSrale est uiaiforme, 73 

~es rgsultats qui prg&dent peuvent ~tre ~tendus (moyennant quslques 
modifications) aux ~quations (37) oh A ,  B ,  C sour, non plus rationnels, 
mais algibriT~tes en y'. On s'appuie sur la proposition suivante: si (pour 
y ,  x quelconques) on exprime birationnellement les fonctions alg~briques 
A@'), B(y'), e(y') .:t l'aide de y' e~ d'une irrationnelle t(y') dgfinie par 
la relution 

H(t  , y',  y ,  x) ~ o, 

le genre de cette relation (entre t et y') est au plus d qal d l'unit& 
Mais, plus g~ngralement, consid~rons une dquation alg~brique quelconque 

du 3 ~ ordre, soit: 
~'(~'", y", y ' ,  y ,  x) = o 

oh P dgsigne un polyndme en y'", y", y' dont les coefficients sont ~ alg~- 
briques en y ,  x. 

Quand lYquation a ses points critiques fixes, les conditions suivantes 
sont remplies : 

I ~ S i p  est le degrd de P en y"', ]'~quation est de la forme: 

(4~) v'"~ + II.~(y", v', y ,  x)v '''~-~ + . . .  + I I . ( y " ,  v', y ,  x) = o,  

I I ~  ddsignant un polyn6me en y" de degr6 2i au plus, rationnel en y', 
alggbrique en y ,  x. 

2 ~ Des propositions semblables h eelles du n ~ 4 6 limitent le degr6 

auquel y' figure dans P ou duns les ~2 , ;  ce de qr~ est au plus dqal & 619. 
3% Si duns l '6quation (41) on remplaee x par (x 0 + 2X), le premier 

membre admet 2 ~ o somme, p61e d'ordre exaetement ~ 6gal ~ 319; autre- 
ment di~, l 'gquation transformge peut s'gcrire: 

~[ '~ I  [ '"P _~_ ~/'HP--l.~](y't, y t ,  ~ , ~0) jr_ . . �9 _~_ _~p(fft,,  fit, Y '  ~O) + )'(*" ")] = O.  

4 ~ Convenons d'appeler simplifi~e de l'~quation (4~), l'~qua~ion: 

(4~) ~'"' + y'"~-~-~(~r y', ~ ,  ~o) + - . .  + r~r~,(~,,, y,, y ,  Xo). 

L'dquation (4 ~) a son int~grale gOne'ale uniforme. 

1 I1 serait loisible, l~ encore, de supposer P non pus alg~brique, mais analytique 
en x et m~me en y .  

' 2 - ~  o ne peut ~tre pSle d'ordre inf~rieur. 
Aota ~u*the~at~a. 25, Imprtm~ le  18 juin 1901. 10 
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Cette 6quation 6puivaut ~ un syst~me: 

(43) l o g ~  ----u, \ ~ , u , y  -----o, 

ole l'dquation du premier ordre G ~ o ases points critiques fixes. 
L'gquation (42) se laisse done remplacer par un sys~me: 

I dr h(y)v' + k(y)v + l(y), 

= y)  

( 4 4 )  dv 
o u  = 

ou 

p d6signe une fonction alg6brique de y, rationnelle en v ( o u e n  v et 
~/4v ~ -- g2v--g~ dans le second cas); r ddsibo-ne une fonction alg6brique de 
y et de la constante arbitraire K. 

Ce ne sont 1~ d'ailleurs que quelques-unes des plus car~ctdristiques 
parmi les conditions que fournit immddiatement notre m6thode. Elles 
montrent l'importance du probl~me pr61iminaire qui consiste "~ dgterminer 
les syst~mes (44) qui dgfinissent des fonctio~s y(x) uniformes. 

Duns l'hypoth~se 

p - ~ - - -  2v, h (y )~_- -  I, k ~ o ,  

les syst~mes (44) "h intggrale y(x) uniforme ddfinissent les fonctions 
automorphes. 

Equat ions  dilTdrentielles d~ordre queleonque ~ points  
critiques fixes. 

5 I. Des th6or~mes analogues s'appliquent aux gquations diffgrentielles 
d'ordre m quelconque et fournissent notamment des renseignements tr~s 
prdcis sur la nature du coefficient diff6rentiel y(") considgrd comme fonc- 
tion (algdbrique) de y(~-l), y(~-~) et de y(~-3). 

Posons pour plus de clart6 
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et considdrons d'abord une 6quation rdsolue par rappor~ ~ z'", soil: 

(45) z"" --~ B(z",  z', z ,  y~m-~), . . .  y,,, y,, y ,  x) 

oh / /  est rationneI en z", z', algdbrique x en z ,  y(~-~), . y' * - ~ Y ~ 
X .  

Si l'dquation (45) a ses points critiques fixes les conditions suivantes 
sont remplies: 

I ~ R e s t  un polyn6me du second degrd au plus eu z"; soit donc: 

(46) z'" --~ z" 'A(z ' )  + z"B(z ' )  + C(z'),  

A ,  B ,  C 6rant rationnels en z'; alg6briques en z ,  y(m-,), y,, . . . y ,  x .  
2% A(z ' )  coincide avec une des expressions suivan~es: 

I 

n I 

O~ z , + a  ~ z , + a  ~ 

(n entier + ou < 2 ~ m, a et b fonctions algdbriques de z ,  y(~-4), . . .  y,, y,  x), 

expressions auxquelles il faut joindre: 

I 2 
2 ( ~ ' + a ) - t - 3 ( z ' + b )  pour m~< 7, 

i 3 
2 (z '+a )  + 4 ( # + b )  pour m < 5 ,  

i 5 2 1 i  i ] 
2(z' + ai + 6(~' + b)' 3 ~ + ~ pour m = 4. 

3 ~ Les fractions rationnelles B(~'), C(z') n'ont [pour z, y(~-4) . . .  y,, y, x 
quelconques] d'autres pbles que ceux de A, et ces pbles sent tous simples. 
De plus, les degrds des numdrateurs de B e t  C surpassent respectivement 
d'une unitd e~ de trois unitds au plus celui de leur ddnorMnaleur. Le 
degr6 auquel z' figure dans A ,  B ,  C es~ doric inf&ieur ~ 5. 

4 ~ On peu~ dcrire d'apr~s ce qui prd&de: 

I 
= 7(~ + ~), B = z'[~(z,  v (~-'), v', v ,  x) + ~1], 

C =- ~'~[~(~, r 1 7 6  v', v ,  ~) + ~,] 
! 

( a =  I n '  n entier + ou < 2 - - m ,  ou n~---cxv); 

I1 serait  loisible de supposer R analytique en z ,  y(~-~), . . .  y', y ,  ~. 
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~,  r s: sont des fonctions de z', z ,  y(~-~>,.., y', y ,  x qui tendent vers 
I 

z~ro avec ~.  

Reprgsentons par /~o, ~o ce qua deviennent les fonetions [~ et v quand 
on y remplace y(,~-4), . . . y,, y, x par des const~ntes numgriques qualconques 

Y~-~), �9 �9 �9 Y0, Yo, x0, et appelons sim2lifide de (45) l'dquation d'ordre m 
qui suit: 

(47) z'" z"~a + z"ZSo(Z)' + z'%(z) 

oh 
dm-3 y 

d x  m -  s " 

Cette 6quation a son intdgrale uniforme. 
Eile dquivaut au syst~me (de l'esp~ee 44) 

[n entier + o t t <  (2 - -  m), on n ~- c%, auquel il faut joindre la condition: 

f~rn--3y 

d x ~ - ~  

I1 taut donc que les fonctions z(x)  ddfinies par le .syst~ne (48), non 
seulement soient tmiformes, mais soient encore ddriv&es ( m -  3) r de fonc- 
tions uniformes. 

L'entier n grant plus petit qua - - 2 ,  les intggrales z(x)  du syst~me 
(48) (quand elles sont uniformes) sont des d6g6n6rescences de fonctions 
automorphes, on des combinaisons de telles ddgdndreseenees. 

5~ Pour des valeurs arbitraires donnges ~ y(,,-4), . . . y , , y ,  x ,  les 
coefficients a ,  b ,  . . . des fractions rationne]les A(z ' ) ,  ]?(z'), C(z') sont des 
fonctions algdbriques de z qui se laissent exprimer birationnellement ~ l'aide 
de z et d'une irrationnelle t(z), drdfinie par une relation 

(49) G(t , z) --~ o 

(y(~-4), . . . y,, y ,  x figurant algdbriquament duns G). 

Ze genre de la relation (49) est dgal d zdro ou d u n ,  
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5 2. I1 est facile d'6tendre les rdsultats prdc6dents (moyennant quelques 
modifications) aux 6quations (4 6) darts lesquelles A ,  B ,  C sont non plus 
rationnels,  mais alg6briques en z'. ~ 

Plus gdngralemen~, consid6rons une dquation dif f6rentieUe ffuelconque 

d'ordre m: 

(50) t~(z,,,, ~,, , . , d~-~v , z ,  z ,  y<.,-4), . .  y ,  y ,  x) -~- o ,  dx,,,_ a --~ z, 

oh /) est un polyn6me en z'", z", z' de degr6 p en z"',  alg6brique en 
x ,  y ( ~ - 4 ) ,  . . . y , ,  y ,  x .  

Si l 'dquation a ses poin{s critiques fixes, e]_le satisfait aux conditions 
suivan{es: 

I ~ P e s t  de la forme 

(5I)  z"'~ + z'"~-~>II,(z '', z') + . . .  + z'"c~-'>II,,(z '', z') + . . .  + II,~(z", z') = o, 

oct II.2~ d6signe un  polyn6me de degr6 2i au ~ lus  en z"~ rat ionnel  en z', 

alg6brique en z ,  y(,~-4), . . .  y , ,  y , x .  

2% Dans les II=~, z' figure au plus au degr6 5P. 
Z' Z" 

3 ~ Si darts l'dquation (51), on remp]ace z' par g ,  z" par ~ , z ' " p a r  

z"' 2~- , le premier membre admet~ ia valenr 2 ~ - o  comme pble d'ordre 329. 

Lorsqu'on le multiplie par 2 v, il se r6duit donc pour2  = o h une expression: 

z " "  + z'"qP-~)tt,(z", z' ,  z ,  y(,~-4), . . .  y , ,  y ,  x) + . . .  

Par d6finition, on appelle simplifi6e de l'dquation (5I) ]'6quation 

d'ordre m: 

(5~) 
off 

j,t(p--1) ~f  (~tt , 
z '''~ + ~ * * ~ .  , z ,  z ,  v~ "-~), . . .  y'o, y o ,  Xo) + . . .  = o 

dm-gy  

dxra - 8 " 

Cette simplifide a son intdgrale uni forme.  

1 On peut [pour z ,  y(,~-4) . . . .  y', y ,  x quelconques] exprlmer A ( z ' ) ,  B ( z ' ) ,  C(z') 
biralionnellement g l'aide de z' et d'une irrationnelle 8(z') dSfinie par une relation 
H ( 0 ,  z') = o, H renfermant algdbriquement z ,  y(m-~) . . . .  y', y ,  x: on commence par 
&ablir que la courbe alg6brique H (0 ,  z ' ) =  o est unicursale, ou encore (si m ~  7) est 
u~e courbe de genre I(dont un des modules g~, g~ est nul). 
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L'~quation (52) dquivaut~ ~ un sys~me (44), c'est~-~-dire ~ un syst~me: 

) (53) ~ l o g  ~ = u, \dz  ' U ' Z = o  

oh l'6quution du premier ordre G = o a ses points critiques fixes. Les 
fonctions z ( x )  ddfinies par (53) doivent ~tre non-seu]ement uniformes, 
mais dgrivges ( m -  3) ~ de fonctions uniformes. 

J'urr~te ici l'6nonc6 de ces conditions qui montrent suffisumment la 
fdcondit6 de la mgthode. 

C o n c l u s i o n s  g d n g r a l e s .  

53- Si, pour plus de clart6, nous nous limitons aux 6quations (d'ordre 

dmY les conclusions auxquelles nous quelconque m) rdsolues pa r  rapport ~ ~-~ ,  

aboutissons s'6noncent Mnsi: 
La ddtermination des 6quutions diffdrentielles ~ points critiques fixes 

qui semblait r~cemment comme inubordable d~s que l'ordre diffdrentiel 
ddpasse l'unit6 est compl~temenl effectuge duns le cas du 2 ~ ordre, et elle 
est assez avancde duns le cas du 3 e ordre pour qu'on puisse espdrer lu 
voir uchev~e duns quelques anndes. 

Jusqu'ici c'est au point de rue de la thdorie des 6quations diffg- 
rentielles que nous nous sommes plucds, le but que nous poursuivions gtui~ 
de former des 6quutions nouvelles, intggrables de par la thgorie des fonc- 
~ions, sans 6tre rddnctibles aux dquutions classiques. 

Muis il est naturel de se demander quel rble sont appel6es h jouer, 
duns lu thgorie des fonctions, les nouvelles transcenduntes mdromorphes 
que j 'ai raises en 4vidence (n ~ i i , . .  I6), ainsi que routes les au~res 
transcendantes uniformes que pourront introduire les dquations du 2 ~ ordre 
non rgsolues, tes dquations du 3 ~ ordre, etc. 

Cos transcendantes, ou du moins cerfaines d'entre elles, jouissent-elles 
de nombreuses propri~tds remarquubles et comportent-elles des applications 
importantes h l'd~ude gdndrale des fonctions? 

P o u r  pr6voir le sens dans lequel il convient de trencher la question, 
deux remarques, je crois, suffiron~: d'une part, tou~es les transcendantes 
usuelles [~ l'exception de la fonction F] sont les intggrales d'gquations diff6- 
rentielles ulg~briques ~r~s simples; d'uutre part, duns une grade systgmu- 
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tique des 6quations h point.s critiques fixes du premier, du second, du 
troisi~me ordre, routes ces transcendantes (fonctions exponentielle, ellip- 
tiques, ubdliennes, fuchsiennes, etc.) se mettraient en 6vidence d'elle-m~me, si 
on en ignorait l'existence. II apparalt donc comme bien peu vraisemblable 
que  le champ des transeendantes remarquables engendr~es par ]es dquations 
diffdrentielles soit d~s maintenan~ 6puis~. 

~/~ais, d'un autre c6td, les transcendantes uniformes qui jouissent 
(comme les fonetions elliptiques, fuehsiennes, ~ etc.) de propri6t6s exactes 
tr~s nombreuses, qui sont notamment susceptibles de plusieurs g6ndra~ions 
simples tr~s diffdrentes, doivent former une classe extr~mement restreinte. 
C'est duns un autre ordre d'iddes sans doute qt/'on obtiendra des r6sultats 
ggndraux embrussant routes les nouvelles transcendantes: il faudra, par 
exemple, dtudier les nouvelles fonctions enti~res au point de rue de la 
croissance pour x - ~  0% de la frdquence des z6.ros, etc.; en un mot, 
apprafondir leurs propri~tds approchdes. 

Des rdsultats de cette nature peuvent d'ailleurs rendre les plus grands 
services clans la thdorie des fonc~ions, comme le mon~rent les consequences 
qu'on a tirdes du mode de eroissance de e ~, de l'existence de fonctions uni- 
formes qui n'atteignent pus trois valeurs connues, etc. 

J'ajoute que la m~thode m~me qui m'a permis de former les ~qua- 
tions diffgrentielles du second ordre ~ intdgrale uniforme, fournit, quant 
aux propridtds approchdes de leurs intggrales, des indications tr~s pr~eieuses. 

54. Toutefois, quel que doive ~tre l'intdr~t intrins~que des nouvelles 
transcendantes, c'est~ la thdorie des 6quutions diffgrentielles qui a dt6, je 
le rdp~te, le v6ritable objet de rues recherches et darts laquelle les rod- 
rhodes que j'ai d6veloppdes se montreront ]e plus efficaces. Les questions 
qu'el[es sont suscepfibles de rgsoudre sont, en effet, extr~mement diverses. 
J'en citerai, en terminant, quelques exemples caractdristiques. 

Tout d'abord, il n'est nullement indispensable de se limiter aux 
dquutions diffdrentielles oh la variable inddpendante est unique. I[ suff i t  
que l'intggrale du syst~me diffdrentiel considdrg ne dgpende que d'un 

1 Les fonctions elliptiques peuvent ~tre d6finies par une ~quation diff6reutielle, 
ou par une condition fonctionnelle (la double p~riodicit~), ou par des s~ries ~ loi de 
r~currence tr&s simple. La fonction modulaire, en outre des trois d$finitions analogues, 
se laisse aussi engendrer par l'interm~diaire d~une int~grale ddfinie. 
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nombre tint de cons%antes. C'est ainsi que ces m~mes me%bodes m'ont permis 
d'4tablir le c4l~bre %hgor~me de WEIE~),ST1~ASS sur les fonctions qui admettent 
un %h4or~me d'addiiion de d4%erminer routes les fonctions uniformes 
dgfinies par l'inversion d'un couple de diffgren%ielles totales (alg~briques) 
s deux variables; enfin de montrer (en par%ant du syst~me de diffgrentielles 
to%ales qui les d4finissent) que les fonetions ab4liennes son% le quotient de 
deux fonctions enti~res jouissant des proprigtds qui earactgrisent les fonc- 
%ions 8. On est ainsi en 4ta% de consti%uer route la %hgorie des fonctions 
ubgliennes, en les dgfinissunt pro" des 4quations aux differentielles to%ales, 
sans rien emprunter h la doctrine des sdries 0 ni des courbes algdbriques. 

Mats ce n'est pus seulement h la recherche des intdgrales uniformes 
clue s'appliquen% les mgthodes clue j'ai in%roduites. Elles interviennent 
utilement dans routes les questions qui concernent les propridtds analy- 
tiques des integrales, par exemple quand il s'agit de reconnaitre si les 
intdgrales poss~den% ou non des singularitds %ranscendantes mobiles. Pour 
fixer les iddes, prenons l'6quation: 

v " =  n (y ' ,  y ,  x) 

(R rationnel en y ' ,  y ,  x), et 6tudions les intggrales y(x) ddfinies, par les 

conditions initiales x0, Yo, Y'o qui donnent h R la forme o la methode 

fourni% des conditions n~cessaires pour clue routes ces intggrales admettent 
le po in t  x 0 comme point singulier alggbrique, et permet de voir (au moths 
duns des cas %rbs 6tendus) que ces conditions son% suffisantes. 

55. Une autre consideration qui ajoute h l'importance des questions 
don% je me suis occup6 ici, c'es~ que les dquations diffgrentielles '~ points 
critiques fixes interviennen%, e% d'une fa~on bien inn%%endue, dans les ihgories 
les plus diverses. 

C'est ainsi qu'elles se relient '~ la fllgorie des groupes par un fhgor~me 
precis que j'ai dtabli rdcemment. Ce %hgor~me concerne les groupes eontinus 
finis de la forme: 

Y, = r , (y l ,  . . . .  yn,  vn+,,  x ,  a ,  b ,  . . .  1), 

(G) x - -  x ,  

[i = ~, : , . . .  ( .  + ~)], 

oh les r~ sont rationnels en Yl, "-" Y~+I, analytiques en x. 
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J'ai montr4 que les fractions rationnelles r~, regard4es comme fonctions 
de x,  out toujours leafs singularit~s non polaires fixes (i~2dd2endantes des 
param~tres a ,  b . . .  l d u  grouloe ). 

I1 suit de lh que tout syst~me diff4rentiel d'ordre n, portant sur les 
foncdons y , ( x ) , . . ,  y~(x), et qui admet un groupe continu tr~nsitif tel 
que G, a ses points critiques fixes. 

Un th4or~me analogue s'applique, avee quelques modifications, aux 
groupes G oh les r~ sont alg4briques en y l . . .  y,. 

Le caract~re alggbriq~e des r, par rapport ~ux y donnerait h penser 
que les syst~mes diff4rentiels h points critiques fixes qui rent.rent clans la 
catggorie prgc4dente sont de ceux dont l'int4grale renferme algdbriquement 
ses constantes. I1 n'en est rien: il existe des syst~mes diff4rentiels d'ordre 
quelconque s points critiques fixes dont l'intdgrMe est une fonction trans- 
cendante de routes les const~ntes de quelque fa~on qu'on les choisisse, et 
qui cepend~nt adme~ent un groupe coutinu transitif G. Comme types 
de tels syst~mes, i'M indiqu5 les syst~mes diffdrentiels alg4briques que 
v4rifient les fonetions ab41iennes (et d4g4ndrescences) regard4es eomme 
fonctions de leurs modules. En particulier la fonction y ~ sub(h) (off on 
a pos4 k : =  x) v4rifie une 4quation connue du second ordre qui se ra- 
m~ne Mg4briquement au type (8) du ~ableau XIII.  Cette 4quation admet 
le groupe de transformations: 

y ---~ ycn~udn~u + ~/(I - -  y~)(I - -  xy~)sn~u o~ u = aaq ~ boJ~ 
I - -  X S n ~ x ~  

(2col, 2w~ p4riodes de sn, a e t  b constantes arbitraires), 

et son intggrale g6n4rale y = sn~(aw I + bw~) est une fonction essentielle- 
ment transeendante des deux consfantes. 

Si on r4fi4ehit s 1~ difficult4 du probl~me qui consiste s reconnMtre 
si une 4quation d'ordre m(m > 0) a s e s  points critiques fixes, on congoit 
combien il serait int4ressant de former les 6quations du troisi~me ordre 
qui admettent un groupe transitif de la nature de G. 

Ces 4quations (qui se d6terminent par des conditions ulg4briques) out 
s0rement leurs points critiques fixes. I1 est vrai qu'en vertu de la th4orie 
des groupes, ces 6quations se ram~nent s des combinaisons d'4quations 
lin4Mres et de quadratures. Mats cette r4duction n'est pus explicite, et 

Acta mathemati~a. 25, Imprim@ le 18 ~uin 1901. 11 
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lea transcenduntes ainsi ddfinies, peuvent ~tre, comme lea fonctidns fuchsl- 
ennes, des fonctions uniformes d'une nature nouvelle. 

56. Une relation plus importante est celle que j'ai 6tablie entre les 
dquations h points critiques fixes et les int~grales premieres des syst~mes 
diff~rentiels. Cette relation rdsulte d'un thdor~me g~ndral que je me 
bornerai h indiquer duns ]e cas particulier off les dquations diffgrentielles 
d6finiasent le mouvement d'un systSme materiel soumis h des liaisons et 
des forces ind~pendantes des vitesses. Le thgor~me s'gnonce ainsi: 

Les intd#rales premi~,res algdbriques et de de#rd donnd par ~'apport aux 
vitesses sont d~termindes par des ~quations diff~rentielles dont tousles points 
singuliers (non polaires) sont fixes. 

De m~me, les int6grale s premieres uniformes par rapport aux vitesses 
out leers points critiques fixes (duns tout le champ des param~tres x l , . . ,  x~). 

C'est en m'appuyant sur ces thgor~mes que j'ai pu ggn~raliser les 
propositions bien connues de 1V[, B~v~s et de M. PoI~cAI~g sur le problems 
dee n corps: j'ai fair voir que routes les intggrales premieres anulytiquea 
et u niformes duns tout le champ rgel des vitesses mats fonetions quel- 
conques des eoordonn~es, sont des eombinaisons des int~grales classiques. 

J 'ai  m~me ~tendu la proposition aux ~quations int4qrales alggbriques 
par rapport aux vitesses, off les coordonn6es peuvent figurer de far 
quelconque. J 'en ai d6duit que les conditions du choc sont sfirement 
transcendantes, et m~me transcendantes par rapport aux vitesses. 

57. Jusqu'ici nous avons embrasa6 duns nos recherches le chump 
complexe des variables. Mats les mSthodes que j'emploie trouvent aussi 
bien leur application quand on se restreint au domaine rdel. La remdrque 
suivante le fair aussitbt comprendre: admettons qu'il s0it 6tabli que l'int6- 
grale d'une 6quation diff6rentielle ne pr6sente duns tout le champ r~el 
d'autres singularitgs que des p61es; l'intggration quantitative de l'~quation 
est achevge- j'entends par lh que l'on peut reprgsenter l'intggrale y(x) 
(pour routes les valeurs rgelles de x) par le quotient de deux s6ries de 
polynhmes uniformgment convergentes, et dont les coefficients se calculent 
par d6rivations successives. Or les m6thodes que j'ai d6velopp6es dans le 
domaine eomplexe oat prgcisgment comme objet de former les conditions 
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n4cessaires et suffisantes pour que l'in~4grale d'uue 4qua~ion u'~dmette pas  
de singularit4s transeendantes. 

Consid6rons, par exemple, une 4quation de la forme: 

d~y R(y x) P (y' x) 
dx "~:  ' - -  Q (y , x) '  

P e t  Q d6signant deux polynbmes en x ,  y,  et le polynbme Q ne s'annulant 
pour aucune valeur r4elle de x ,  y.  Pour que les int6grales r4elles y ( x )  

ne pr4sentent d'autres singularit4s mobiles que des pbles, il faut d'~bord 
que le degrd p de P en y surpasse au plus de trois unit4s le degr4 ff de Q. 

S i p  < q - k  I ,  les int4grales rdelles y ( x ) ,  comme fl est bien connu 
sont holomorphes quel que soit x. 

Si p = q + 2, pour que y (x )  n'ait d'autres singulari~4s que des pbles, 
il faut et il suffit que par une transformation: 

v =  (x)y + b ( X ) ,  = 

l'4quation soit r~duetible h la forme" 

d~Jl- = 6 Y  ~ + a ( X )  + b(X)Y(~-~) + c(X)Y(q-2) + "'" off a"(X) + b(X)----o  
dx ~ t~ + d(X)Y(q-~) + . . .  ' 2 ' 

ce qu'on reconnalt alg4briquement. 
Les conditions ne sont gu~re plus compliqu4es dans le cas off t o ~ q + 3. 
La m4thode peut d'ailleurs s'4tendre aux 4quations diff4rentielles non 

analytiques; il suffit de substituer, dans les raisonnements, la m4thode 
de CAUCHY-LIFSCHITZ ~ celle du calcul des limites. 

5 8. Une classe de probl~mes oh cette 4rude g4n4rale des 4quutions 
diff4rentielles trouvera naturellement son application, ce sont les probl~mes 
de l~ Mdcanique. 

On peut d'abord se proposer de reconnaltre si les param~tres qui 
d4finissent ]a position d'un systbme mat6riel sont des fonctions uniformes 
du temps t (pour routes les valeurs rdelles et imaginaires de t). 

Duns le cas du corps pesant fix4 par un point, le problgme n'est 
autre que celui de M s KOWALEVSKI, mais 41argi: M e KOW~LEVSKI se 
propose de trouver les eas off Ie mouvement du solide est d4fini par d e s  
pmctions m~romorphes de t qui poss~dent effectivement des l~61es. Son proe4d4 
laisse 4chapper les cas off ces fonctions seraient uniformes sans avoir de 
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p61es, soit qu'elles fussent holomor#hes i soit que routes teurs singularit4s 
fnssent transeendantes. 

De plus, apr~s avoir form6 les conditions pour qu'il existe des pbles 
mobiles, M e KOWALEVSKI remurque que ces conditions entralnent l'int4- 
grabilit6 des 6quations du mouvement, ee qui ]ui permet de mener lu 
question jusqu'au bout. Mais cette remurque laisse 6chapper un cas off 
il existe des pbles et qui n'est pus un cas d'int4gration. Toutefois les 
gdom~tres Russes ont montr4, par la suite, que, duns ce cus, les 4quat, ions 
du mouvement n'ont pus leur int4grale uniforme. 

Les r4sultuts de M. ~ KOWAL~VSKI subsistent done en fair. Mats si 
int4ressante que soit lu vote suivie par 1Y[ ~ KOWALEVSKI, il 4fair d4sirable 
de reprendre la question d'une racoon plus rationnelle. C'est ee que per- 
mettent les proc4d4s que j'ai employds pour ]es gqu~tions du second ordre: 
ils fournissent de lu muni~re la plus nuturelle et lu plus Simple les condi- 
tions n4cessaires pour que ce mouvement soit re2rdsentd par des fonctions 
un;formes de t, sans qu'il soi~ besoin de faire aucune autre hypoth~se sur 
ces fonetions. Les conditions auxquelles on parvient ainsi ne different 
pus d'ailleurs de celles de M e XOWAL~VSKL Pour ee probl~me par~iculier, 
on n'arrive done pus s des cas nouveuux. 

I1 est bien cel%ain d'ailleurs que les probl~mes de mdcunique qui 
s'int~grent par les fonetions uniformes ferment une clusse tr~s exceptionnelle. 
Mais on obtient des r4sultats autrement g4n4ruu~ en se restreignunt uu 
domuine r4el" les syst~mes dont le mouvement est repr4sent4 par des 
fonetions de t qui restent r4guli~res ou m4romorphes pour routes les 
vuleurs r4elles de t sont extr4mement nombreux, l~ous poss4don~ main- 
tenant une m4thode pour les mettre en 6videnee. 

59. J 'ai ehereh4, dans eette exposition, h donner un apergu des 
diverses questions auxquelles sont applicables les  m4thodes qui m'ont 
permis de trouver les 4quations diffdrentielles du second ordre s points 
critiques fixes. La d~monstrution d4taill4e des th4or~mes que j 'ai 4nonc4s 
plus haut et d'autres propositions qui les eompl~tent seront d4velopp4es 
duns une suite de mdmoires dont le premier sera consaer4 ~ lu formation 
explieite de routes les 4quations s points critiques fixes de lu forme" 

v" R(y', y, x) 
(R rationnel en y', alg4brique en y, unulytique en x). 
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J~es trois classes de transeenduntes m6romorphes nouvelles engendr6es 
par ces 6quations feront ensuite l'objet de trois monographies distinctes. 

J'aborderai duns des publications ult~rieures l'gtude des ~quations 
diff6rentielles (alg~briques) d'ordre quelconque h points critiques fixes, en 
particulier des dquations du second ordre non rgsolues en y" et des dqua- 
tions du troisi~me ordre rgsolues en y'". Enfin, les applications et questions 
connexes (inversion des int@rales de diffgrentielles ferules, ~tude des singu- 
laritgs des int@rales d'une 6quation quelconque, int6grution quantitative 
duns le domuine rgel, application aux dquutions de la m~canique, etc . . . .  ) 
seront traitdes duns des mdmoires s@urds. 

La vurigtg de ees applications m'a fair juger utile de donner un ex- 
pos~ ddtailld de lu mdthode clans le eas le plus simple, de fa~on h la 
rendre accessible au plus grand hombre possible de lecteurs. On trouveru 
cet exposg dans un mdmoire du :Bullet in de la soci6tg m a t h g m a t i q u e  
de F rance  (tome XXVII I ,  p. 2oi---25I ,  juiu I9oo); ce mdmoire eon- 
tient notumment la d6termination explieite de routes les 6quutions h points 
critiques fixes qui rentrent dans le type 

y " =  a(x)y' "4- b(x)y' -I- c(x)y -1- d(x), 

lu d6monstration des propridtds fondumentules de l'dquation 

y" = 6y 2 q - x ,  

enfin les prerai~res conditi0ns prdcises auxquelles est assujettie une dquation 
diff~rentielle du troisi~me ordre pour avoir ses points critiques fixes. 


