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L'(EUVRE SCIENTIFIOUE DE CHARLES HERMITE 1 

PAR 

EI~ILE PICARD 
~t P A R I S .  

Vous savez, 1Vfessieurs, la perte immense qu'a faite ]s Science fran- 
9aise ]e 14 jsnvier dernier. La mor~ de ~f. HEr~MITE touche particuli~re- 
ment l'Universit@ de Paris, ch l'illustre gdom~tre a occup6 de I869 
1897 la ehaire &Analyse sup6rieure. I1 n'a pss voulu qu'on prlt 1s psrole 
sur sa tombe; nous n'avons donc pus pu entendre les voix autorisdes qui 
aursient dit ce que lui doivent la Science et l'Enseignement. Cette grande 
vie scienr demanders des 6tudes approfondies, qui se prdparent eertsine- 
ment de diff~rents cbt@s. A_ d~fsut d'une telle dtude, qu'il me soit permis 
aujourd'hui, en reprenant cette annde mort eours duns cette ehaire qui fur 
celle de M. HEI~MrrE, de jeter un coup d'oeil sur son oeuvre. 

II 

CH&RLES HERMITE naquit ~ Dieuze, en Lorraine, le 24 d6cembre 1822; 
il fit ses gtucles au coll~ge de ~ancy, et les termina h Paris au coll~ge 
Henri IV et au coll~ge Louis-le-Grand. I1 eut k Louis-le-Grand comme 
professeur de mathgmatiques sp6ciales un maitre distingue, M. RICHARD, 
qui, quinze ans auparavant, avait 6t6 le professeur d%variste GALOIS. Tout 
en suivsnt les cours du eollb.ge, le jeune Hermite sllsit lire ~ 1s biblio- 
th~que SMnte-Genevi~ve le Traitd de la rgsolution des dquations numdri~ues 
de LAGRANGE, et il schefait avec ses 6conomies 1s traducfion frangMse des 

1 Lego n faite h l'Universit6 de Paris le samedi 2 mars 1901. 
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Recherches arithm~ti~ues de GAUSS; ,,C'est surtout duns ces deux livres, 
aimait-il plus ~urd ~ r~pdter, que j 'ai appris l'A!g~bre., L'excellent M. RI- 
CHARD s'alurmait an peu de voir son 61~ve si loin des programmes d'examen, 
mais il n'en disait pas moins un jour uu p~re d'Hermite, qui ne se rendait 
peut-~tre pus tr~s bien compte de la valeur du compliment: ~C'est un petit 
LAGnANGE.,, Le premier volume des ~ d u v e l l e s  Annale 's  de Mathd- 
m'atiques,  fonddes en I84 2, renfenne deu V Motes signdes de Charles Her- 
mite, 61~ve du coll~ge Louis:le-Grand; l'une n'est qu'un exerciee, mais, 
duns la seeonde, on reconnait un leeteur assidu de LAGnANGE qui a ddj'~ 
beaueoup rdfldehi sur la thdorie des dquations. L'objet de ce travail est 
de ddmontrer l'impossibilit6 de lu rdsohtion algdbrique des dquations du 
cinqui~me degrd; la ddmonstration tr~s simple qu'on y trouve pourrait, 
avee de ldg~res additions, devenh" classique. Kermite entre ~ l'Eeole Po- 
lytechnique ~ lu fin de ~842; les exercices de l'Ecole ne l'emp6ehent pas 
de poursuivre ses mdditations math6mutiques, et, dSs le mois de j~nvier 
1343, il dcrit ~ JACOBI, sur le conseil de LIOUVlLLE, pour lui faire part 
de ses recherches sur les fonctions ab61iennes. Le grand gdom~tre allemand 
avait, par ane merveilleuse divination, montrd quelques anndes auparuvant 
comment on devait gdndraliser le probl~me de l'inversion de l'intdgrale 
elliptique. Mais les propri@tds essentielles des nouveHes transc~ndantes 
dtaient si peu connues, qu'un gdom~tre, dou6 cependunt d'une rare pdnd- 
tration, se mdprenait encore en 1844 sur leur nature, faute d'uvoir saisi 
le principe fondamental relatif ~ la coexistence des pdriodes; les travaux 
de G0~EL et de ROSENHAIN ne devaient venir que quelques anndes plus 
tard. I-Iermite 6tend aux fonctions abdliennes le thdor~me do~md par ABEL 
pour la division de l'argument duns les fonetions elliptiques; i l  montre 
que les dquations correspondantes sont rdsohbles par radicaux, et il traite 
de l'ubaissement de l'dquation relative h la division des fonetions completes. 
L'annde suivante, en aofit 1844, ttermite envoie ~ JAcom une seconde 
Lettre oh il dtudie le probl~me de lu transformation des fonctions ellip- 
tiques. Son but est d'abord de retrouver les rdsultats dnoncds par J~com 
sur cette question cupitale, mais on trouve, en rdalitd, duns ce 1V~4moire, 
tous les principes de la thdorie des fonctions 0 de diffdrents ordres, fonc- 
tions quelquefois ddsigndes sous le nora de fonclions interm~diaires et si 
importantes pour la th@orie gdndrale des fonetions doublement pdriodiques. 
Ces deux lettres intdress~rent vivement JAconI, qui fit au jeune mathd- 
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maticien frangais l'honneur de les ins6rer duns l'4dition complete de ses 
(E~vres. On a souvent cit4 les derni~res phrases de la r4ponse de JACOBI, 
qui poss4dait de son c6t4 plusieurs des rgsultats indiqu4s par son corres- 
pondant. ,No soyez pus fhch6, Monsieur, si quelques-unes de yes d4- 
couvertes se sont rencontr4es avec rues anciennes recherches. Comme vous 
dfites commencer par oit je finis, il y a n6cessairement une petite sphere 
de contact. Dans la suite, si vous m'honorez de vos Communications, je 
n'aurai qu'h apprendre., Une auh'e phrase, celle-l~t d'un int4r~t purement 
math6m~tique, m4rite encore d'Stre retenue: ~En cherchant, disait JACOBI, 
k. tirer la transformation dlrectement des propri6f4s des fonctions 8, sans 
faire usage de leurs d4compositions en facteurs infinis, vous avez pens4 
savamment aux cas plus ggn6raux, oh probablement on dolt se r4signer ~ l'im- 
possibilit4 d'une d4composition en facteurs.~ Cette remarque devait fruc- 
tifier duns l'esprit d'Hermite: nous la retrouverons plus tard duns son 
M4moire c416bre sur la transformation des fonctions ab41iennes. 

C'est principalement de le fh40rie des hombres que s'occupe I-Iermite 
duns les ann4es suivantes. I1 y cst conduit d'abord par le thgor~me pu- 
rement arithmdtique de ffAcoBI sur l'impossibilit6 d'une fonction d'une 
variable '~ trois p4riodes, et peu s peu la lecture assidue des Recherches 
arithmgtiques de GAuss l'am~ne s des probl~mes de plus en plus 6tendus. 
La th4orie des formes et les irrationnelles alg4briques font alors l'objet 
des m4difations profondes d'Hermite qui, continuant sa eorrespondance avec 
JAcom, lui envoie quatre Let~res sur la th4orie des nombres. Rien ne 
montre mieux que ces Lettres le ggnie d'Hermitei la puissance d'invention 
sur des sujets aussi nouveaux et aussi difficiles y est prodigieuse. Les 
iddes s'y pressent abondantes et touffues; elles seront ddveloppdes et prg- 
cisdes duns des Mdmoires utt4rieurs, et il en est plus d'une dont la f4condit4 
n'est pus aujourd'hui 4puis4e. C'est dans la th4orie des formes quadratiqnes 
h u n  nombre quelconque de variables que se trouvent les prineipes des 
mdthodes employ4es: il est d'abord 4tabli que, 4rant donn6e une forme 
quadratique s n variables et ~ coefficients rgels queleonques, le minimum 
de la forme pour des valenrs en%i~res qui ne sont pus routes nultes est 
infgrieur s p, ~/D, en d4signant par D la valeur absohe du d4terminant, 
et par p,, une quantit6 num4rique d4pendant seulement de ft. ttel~nite a 

donn4 valeur inf4rieure, 

.aaa ~naths~atiea. 25. Imprim6 le 19 juin 1901. 12 
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mais le point essentiel est, pour un nombre donnd de variables, la limita- 
tion du minimum ~ l'aide du ddterminant seul de la forme, quoique dans 
eertaines questions il puisse y avoir avantage h avoir la moindre valeur 
possible. Ce r6sultat obtenu, une consid6ration extr~mement originale 
permet, en premier lieu, h I-Iermite de l'appliquer f~ la gdndralisa~cion de 
la th~orie des fractions continues, en eherehant ' " " 1 approxlmatmn simultange 
de plusieurs quantit6s au moyen de fractions ayant m6me ddnominateur m; 
l'erreur clans eette reprgsentation approehde de n quantit6s est de rordre 

I 
C'est un point sur lequel il eonvient d'insister, non pus seulement 

�9 h cause de l'intdrgt du rdsultat, mais puree que nous avons lh le premier 
et mdmorable exemple de ee~te introduction des variables eontbmes danu 
la thdorie des nombres, que nous allons bienr retrouver clans des pro- 
blames plus vastes. 

Duns le eas cl'une seule grandeur A, le rdsultat cst bicn simple, mais 
met remarquablement en 5videnee le r61e de la variable continue; t Iermite 
consid~re la forme quadratique lin6aire 

(x ~ Ay)  ~ -b I ~  , 

A grant une quan,tit6 positive queleonque; du thdorSmc prgcgdent on conclut 
de suite que l 'on peut trouver deux entiers m e t  ~, tcls que 

rdsultat plus precis, d'ailleurs, qne celui donn6 par la thdoric des fractions 
continues, h cause clu facteur ~/3-. Quand A crolt d'une maniSre continue, 
les m~mes entiers m e t  n peuvent d'abord ~tre conscrv6s pour satisfaire 
aux conditions voulues; reals, au passage de A p'u" une ccrtaine valeur, 
il faut brnsquement prendre deux nouveaux hombres m' et n', et l 'on a 
la relation 

m n ' - - m ' n  ~ + i .  

La thgorie 616mentaire des fractions continues se prdsente ainsi sous 
un jour essentiellement nouveau et se trouve susceptible d'6tre ggn6ralis6e, 
eu mdme temps que la eontinuit6 avee la variable A se trouve introduite 
duns une question arithmdtique. 



L'ceuvre scientifique de Charles Hermite. 91 

Duns le cas de n quantit6s donndes A1, A ~ , . . . ,  A,, il fuudra en- 
visager la forme quadratique h n -{- I variables xo, Xl, . . . ,  x,  

2 

( z , -  A, 0y + A, x0)' + . . .  + ( x . -  + 

o~ A est une quantit6 positive queleonqne. En appfiqnunt it eette forme 
le rdsultat dnoncd sur le minimum d'une forme qnadratique, on arrive de 
suite it lu reprSsentution approeh4e des quantitds A, l'upproximation grant 
lide h la quantit6 A qu'on peut prendre aussi grande que l'on veut. Le 
thdorSme de JACOB~ sur l'impossibilit4 d'nne fonction g trois p6riodes pent 
dtre uussi 6tablie par des eonsid5rutions analogues, et I-Iermite fur ainsi 
conduit ?t la ddmonstration de l'impossibilit4 pour une fonetion de n va- 
riables complexes d'avoir plus d e  2n syst~mes de pdriodes simultanges, 
th4or~me que RIE~AN~ devait re,roarer ultdrienrement. II fuut encore 
citer, quoiqu'elle n'ait  6t6 donnge que plus tard par I-Iermite, la d4monstra- 
tion d'nn r6snltut 4tubli antrement par TCIIEBYCIIEF~' et susceptible de 
gdndrulisutions extrSmement dtendues; 4taut donn4es deux eonstantes quel- 
eonqnes a et b, on pent tronver deux cutters x et y, tels que 

I ]x--uP--hi 

i par La md~hode de gerinite lui permet m~me de remplacer le facteur 

v" le faeteur plus petit ~ .  

L'inbroduction de variables continues duns certNnes formes quadrutiques 
a &6 l'idde fondamentale qui u domin6 la longue suite des travaux arithmd- 
tiques d'Hermite. Je ne pnis songer it entrer duns le d6tail de ces pro- 
fondes reeherehes; arr~tons-nous seulement sur les points de rue nouveaux, 
qni ont 6t6 si f4eonds duns l'4tnde des formes qnadrutiqnes it un hombre 
queleonque de variables, des irrationnelles algdbriques et des formes d4- 
composubles en fueteurs lin6aires. On suit qne GAUSS, darts ses reeherches 
arithmdtiqnes, u 51ev6 un monument it la th4orie arithmdtique des formes 
quadratiques ~ deux variables dont l'dtude avuit dr4 eommencde par 'LA- 
GI~ASGE et L~GENDaE, e t a  pos4 les bases de lu th6orie des formes quadra- 
tiques ternaires. Le probl~me de lu rfiduetion des formes quadratiques est 
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d'une importance capitale; la difficult5 n'est pus la m~me suivant qu'il 
s'agit de formcs ddfinies ou inddfinies. Hermite, traitant d'abord le cas 
plus simple des formes quadratiques ddfinies h u n  nombre quclconque de 
variables et dent les coefficients sent des quantitds rdelles quelconques, 
donne diffdrents procdd6s de r6duction, d'oh se ddduit imm~diatement que, 
pour les formes ddfinies h coefficients cutlers et de d&erminant donn6, il 
n'y a qu'un hombre limit6 de classes. L'gtude des formes inddfinies 
coefficients entiers prdscnte des difficultgs beaucoup plus considdrables, qui 
tiennent cn grande pal~ie '~ ce qu'il y a une infinitd de substitutions 
scmblables, comme les appelle Hermite, c'est-h-dire de substitutions h coeffi- 
cients entiers transformant la forme en elle-m~me. Les points essentiels 
de la thdorie des formes inddfinies sent rattach6s, d'une mani~re vraiment 
gdniMe, ~ la considgratio~ d'une forme d~finie associde dgpendant d'un 
certain hombre de param~tres arbitraires, et ici nous voyons appara~tre les 
variables continues duns un probl~me arithm~tique extr~mement difficile. 
.Les substitutions 5 coefficients entiers, permettant de r~duire successivement 

cette forme d6finie, quand, par une variation continue des param~tres, elle 
cesse d'4tre rdduite, conduisent aux substitutions semblables, et l'on peut 
d5montrer qu'il existe un nombre fini de substitutions ~ l'aide desquelles 
on obtient routes les substitutions transformant la forme en elle-m~me. 
I1 rdsulte aussi de cette admirable analyse que, pour los formes inddfinies 
h coefficients entiers comme pour les formes ddfinies, il n'y a qu'un nombre 
limitd de classes pour un ddterminant donn6; on en d6duit la solution du 
probl~me de l'dquivalence de deux refines. 

Les principes prgc~dents s'appliquent aussi aux formes h coefficients 
enticrs de degrd quelconque d@omposables en facteurs lin6aires; leur thgorie 
est mgme h bien des dgards beaucoup plus simple que celle des formes 
quadratiques. Les substitutions semblables sent ici deux .h deux permutables, 
et elles peuvent routes s'exprimer par un produit de puissances de certaines 
substitutions, dent le hombre s'obtient d'une mani~re tr~s remarquable: 
Si a ddsigne le hombre des facteurs rdels duns la forme, ct b le hombre 
des couples de facteurs imaginaires .conjugu6s, il y a a "4- b substitutions 
scmblables fondamentales. La dgmonstration de ce beau th6or~me, dnonc6 
seulement par Hermite au commencement d'un~ ses M6moires, n'a jamais, 
je crois, 4t4 d4veloppge. A l'6gard des formes quadratiques indgfinies, on 
ne connait aujom-d'hui encore aucune proposition analogue relative au 
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nombre des substitutions fondamontales, qui ne sont pas, en g6n6ral, per- 
mutables; ce serait 1~ un difficile, mats bien int6ressant sujet de recherches. 

Les formes quadratiques binaires inddfinies appartiennent en m~me 
temps aux deux typos pr6c6dents; l'application h ce cas trbs particulier 
des principes g6n6raux pourru donner uue id6e des m6thodes d'I-Iermi~e. 
Soit une forme ind6finie f '~ coefficients entiers que nous mettons sous 
la forme 

f---- a(x + ay)(x + fly). 

La forme d6finie associ6e est alors 

= (x + + A (x + fly)  (A > o) 

et l 'on doit en faire la r~duction continuelle en donnant ~ A routes les 
valeurs positives. Pour la variation de A duns un intervalle convenable 
n e  comprenant pus l'origine, on obtient un certain nombre de r6duites de 
la forme propos6e, qui so reproduisent ensuite p6riodiquement quand A 
va vers l'infini ou vers z6ro. On retrouve ainsi, comme choz GAUSS, une 
sorte de p6riodicit6, mats sous un point de rue bien diff6rent et susceptible 
des g6n6ralisations les plus 6tendues. 

l~ous n'avons parl6 jusqu'ici que des formes h variables r6elles. Her- 
mite a introduit dans la Science la notion de formes h ind6termin6es con- 
jugu6es, qui u ouvert ~ l 'Arithm6tique et ~ l'Alg~bre un champ extreme- 
ment  vaste. Ces formes se partagent encore en formes d6finies et formes 
ind6finies; laissant de c6t6 ees derni~res, Hermite fair une th6orie complete 
de la r6duetion des formes d6finies h ind6termin6es conjugu6es. Les con- 
sdquences qu'il en tire sont tr~s nombreuses. I1 en est d'une rare 616- 
gance. Telles sont los recherches concernant l 'approximation des quantit6s 
complexes par des fractions dont les 616ments sont des entiers complexes 
de GAuss; lu m6thode d 'Hermite  lui donne des r6sultats plus pr6eis que 
eeux de DIRICHLaT, e t  surtout elle lni permet de trouver les rapports 
existant entre deux approximations c0ns6cutives, ee qui est indispensable 
pour mettre duns route son 6vidence l'analogie entre les nombres r6els et 
les hombres complexes. Citons encore la d6monstrution des th6or~mes de 
JACOBI sur le nombre des repr6sentations d 'un nombre par une somme de 

quatre earres. 
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Des applications d'un caraetOre plus g6n~ral concernent les formes h 
coefficients entiers complexes et h variables complexes de degr4 quelconque 
d4composables en facteurs lin~aires; en supposant qu'une telle forme r est 
irr6ductible, c'est-h-dire que l'4quation F----o n'admet d'autres solutions 
enti5res que les valeurs nulles des variables, Hermite d6montre qu'elles ne 
ferment qu'nn hombre limit6 de classes pour un d6terminant donn& De 
ee th4orSme il d4duit une des plus admirables propositions de la science 
des hombres, s savoir que: les racines de routes les 6quations 5 coefficients 
entiers complexes d'nn degr6 donn6, et pour lesquelles le discriminant a 
la m6me valeur, no repr6sentent qu'un hombre essentiellement limit4 d'irra- 
tionnelles distinetes. ~Nous pouvons, en deux roots, esquisser la d6monstra- 
tion: s l'4quation propos4e de degr6 s, h coefficients entiers, 

P r  + Qr  + . . . + I~v + 8 = o, 

et dont nous d4signerons les raeines par a, b , . . . ,  l, on fair eorrespondre 
la forme ~ s n variables x , y , z , . . . ,  u, 

r = P"-~(x + ay + a~z + . . .  + a"-'u) 

• (x + by + b~z + . . .  + b " - ~ u ) . . .  (x + ly + l 'z  + . . .  + l"-ht),  

dent le d6terminant ne d6pend que dn diseriminant de l'6quation. Les 
formes ~ appartemmt 'hun hombre limit4 de classes, il en r4sulte de suite 
que le hombre des irrationnelles distinetes est limit& 

Au dgbut de sa earri~re, }es fonetions elliptiques et ab61iennes avaient 
appeld [attention d'Hermite sur oertaines irrationnel|es alg6briques. Depuis 
eerie @poque, les hombres alg4briques avaient toujours 4t@ l'objet de sos 
m6ditations. C'est, sans doute, h leur occasion qu'il entreprit la longue suite 
de ses recherches ari~hm4tiques. ,,Permettez-moi, disait-il duns une de ses 
Lettres ~ JAC0m, de revenir sin" les eireonstances remarquables auxquelles 
donne lieu la r4duetion des formes dent les coefficients ddpendent:des ra- 
clues d'dquations alg4briques h coefficients entiers. Peut-~tre parviendra-t-on 
h ddduire de 1s un syst~me eomple~ de caract~res pour chaque esp~ce de 
ce genre de quantit4s, a~alogue, par exemple, ~. ceux que donna I~ thgorie 
des fractions continues pour les raeines des 4quations du second degree, 
et, plus loin, il ajoute: ,,Quelle tgehe immense pour la th4orie des hombres 
de pdngtrer dans la nature d'une telle multiplicit4 d'~tres, en les classan~ 
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en groupes irrgduetibles entre eux, de les eonstituer tons individuellement 
par des ddfinitions earaetdristiques et 616mentuires. ,, On le voit h plusieurs 
reprises revenir sur ee programme. La question eapitale de la recherche 
des unitds complexes dans un corps algdbrique est lige par lui h la rddue- 
tion de eertuines formes quadratiques; dSs 1845, il passe bien prSs du 
th6orgme eglbbre de DIRmHLET dormant le hombre exact des unit6s com- 
plexes ind@endantes. :MTais il s'attaehe surtout h trouver pour les irra- 
tionnelles alg~briques un ulgorithme inerrant en 6videnee les propri~t6s de 
ees irrationnelles. Pour les irrationnelles du troisi~me degr6 en puriieulier, 
le r6sultat est remurquablement simple: on est conduit ~ un algorithme 
pdriodique enti~rement analogue ~ eelui des fractions continues duns leur 
application aux irrationnelles du second degr6. Ainsi, en envisageant une 
6quation du troisi~me degr6 h coefficients entiers ayant une racine rdelle 
a e t  deux raeines imaginuires fl et r, on est conduit, d'aprSs ee point de 
rue, h rdduire pour routes les valeurs positives de la quantit6 A la fonne 
ternuire 

(x + + + A(x + fly + fl z)(x + ry + r'z), 

et duns eette rdduction continuelIe se manifeste une pdriodicit6 earac- 
tSristique des irrationnelles du troisi~me degr6. I1 seruit intdressant de 
comparer les rues grin&ales d 'Hermite sin" les irrationnelles u v e e  les rd- 
sulfurs donnds r5eemment par IV[. MINKOWSKI oh la eonsiddration de eer- 
taines ehulnes de substitutions permet de donner des eritdriums ndeessaires 
et suffisants pour qu'un hombre soit algdbrique. 

I I .  
Lu th6orie arithm6tique des formes binaires rentre dvidemment duns 

le mSme ordre d'iddes que eelle des irrutionnelles ulgdbriques. IaIermite 
lui u eonsuer6 plusieurs M6moires et a 6tudi6 purtieuli6rement le eas des 
formes de degr5 impair et le eus des formes quadratiques. Mais, tandis 
que pour les formes quadratiques les pr4liminaires ulgdbriques de lu thdorie 
urithmd~ique des formes sont immddiats, il n'en est plus de mSme quand 
on s'dlhve uux formes de dear6 queleonque; lu purtie alg6brique de lu 
th4orie prend ulors un d6veloppement i.nattendu et pr6sente un int6r~t 
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eonsidgrable. C'est ce qui amena Hermite h s'occuper de divers probl~mes 
d'alg~bre et particuli~rement de la thgorie des formes binaires oh il altair 
obtenir de mugnifiques rgsultats en m~me temps que ses gmules CAYLEY 
et SYLVESTF.R. 

j Les th~orSmes de STURM et de CAucHY sur le nombre des racines, 
des equations satisfaisant h cel~aines conditions avaient vivement frappe 
les geom~tres. S u r c e  sujet on dolt h Hermite quelques resultats qui 
resteront classiques. En partant de la remarque relative h la decomposition 
des formes quadratiques en somme de carrgs, que SYLVESTER, qui l'a trouvge 
en m~me temps, nomme la loi d'inertie et que JAC0BI avait aussi rencontr~e, 
Hermite considSre d'abord une equation ~ coefficients reels, et construit 
une forme quadratique assoeige h l'equation renfermant une arbitraire reelle 
t. Quand cette forme est rgduite h une somme de cartes, le hombre des 
carrgs negatifs est 6gal au hombre des couples de racines imaginaires de 
l'gquation augmentg du nombre des racines rgelles infgrieures ~ t. Un cas 
particulier dont la demonstration est immediate se formule ainsi: dans la 
forme quadratique h n variables 

E(z0 + + . . .  + 

oh la somme est dtendue aux n raeines ~ de l'equation, le hombre des 
carres nggatifs est 6gal /au  nombre des couples de racines imaginaires. 
Poussant la question plus loin, Hermite consid~re une equation h coeffi- 
cients complexes; fl associe alors ~ l'equation une forme quadratique h 
indeterminges conjuguges, et, quand eelle-ei, par une transformation 616- 
mentaire, a 6t6 debarrassde de ses termes rectangles, le hombre des coeffi- 
cients positifs est 6gal au nombre des raeines dont le coefficient de ~/--i 
est positif. Le thgor~me de STtmM, le thgor~me de CAUCHY relatif au 
hombre des racines d'une 6quation contenue dans un contour et donnant 
par un calcul algebrique ce nombre de racines quand le contour est forms 
d'une courbe unicursale, se deduisent des rgsultats prgcgdents, et sont ainsi 
6tablis, comme le remarque Hermite, sans faire intervenir aucune considdra- 
tion de continuite. 

Les travaux d'Hermite relatifs h la theorie alggbrique des formes bi- 
naires sont d'une rare perfection; la simplicit6 des methodes et l'616gance 
des resultats en font de veritables oeuvres d'art. La thdorie des invariants 
devait son origine h u n  Mdmoire de BOOLE, mais le vrai fondateur en fur 
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CAYI, EY qui SUt cr6er tou~e une nouvelle branche de l'a/g~bre. SYLv~sTI.:I~ 
vint ensuite et apporta un grand hombre de r6sultats nouveaux, parmi 
]esquels ]a ddcouverte des premiers covariants. L'idde des invariants n'dtait 
pus neuve pour Hermite; nne notion g6n6rale sur ]es invariants s'gtait 
offerte jadis h lui, amen6e par une considdration purement arilbhmdtique. 
I1 entre duns la lice, et SY1JVESrI~;J~ pouvait dire plus tard: ,,Nous formions 
alors, Cayley, I-Iermite et moi, une trinit6 invari~ntive.~ Un ealcul sym- 
boliqne extrSmement ingdnieux permet h Hermite de montrer qu'h tout 
covariant d'une forms de degrd ~n, e t  qui par rapport aux coefficients de 
cette forme est du degr5 2, correspond nn covariant du degr6 m par rapport 
�9 rex coefficients d'une forme de degrd p. Les denx covariants sent d'ailleurs 
du m~me degr5 par rappor~ aux inddtermin6es: e'est la c615bre loi de r6- 
ciprocitd d'germite. Ses applications sent inuombrables. Pour citer un 
exemple relatif aux invariants, la forme quadratique ayant comme invariant 
de degr6 2# la puissance # de son discriminant, il r~sulte de la loi de r6- 
ciproeit6 qua tou~es les formes de degr6 pair ont un invariant du second 
dcgr6. La loi cst surtout intdressante pour les covariants, tIermite dd- 
montre que routes les formes binaires, saul les formes biquadratiqnes, out 
un covari~mt quadratique. L'import:mce de ees eovariants quadratiques eat 
capitale; on en d6dni~ la notion de substitution canonique, celle-ci dtant 

une substitution ramenant le covariant "quadratique h l~z forme xy. Au 
moyen de ce~te substitution, des invariants e~ des covariants d'une forme, 
qu'il eCt~ dt6 presque impossible d'obtenir jamais en fonctiou explicite des 
coefficients de cette forme, prenncnt nne forme simple. Grace h cette 
fl~gorie, Hermite d6couvre l'invarian~ du dix-huitibme degr6 des formes du 
cinquiSme degr5; c'dtait lo premier excmple d'nn invariant gauche, c'est-h- 
dire se rcproduisant multipli5 par une puissance impaire du dd~erminant 
de la substitution. Nous devons noter partieulibrement la ddcouverte des 
covariants lindaires pour les formes de degr6 :impair h partir du cinqui~;me 
dcgr6; e l l e a  coudui~ Hermite, au moyen d'un changement de variables 
effectual ~l, l'aide de deux covariauts lindaires, aux refines-types dent lea 
coefficients sent ~ous des invariants de la forme initiale. Une application 
extr~mement int6ress'mte de ces thdorbmes g6ndranx concerne les formes du 
cinquiSme degrd. Ces formes possSdent quatre invariants fondament~mx, 
en fonctions entiSres desquels s'expriment tous les autres invaria,nts; lea 
trois premiers avaient 6t6 ddcouverts par SYLV~S'rEI~, et ]e quatri~me eat 

Acta fnathematlea. 25. Imprimg le 20 juin 1901. 1~ 
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l'invariant gauche dont j'ai parl~ plus hunt. Les coefficients de la forme- 
type du einqui~me degr~ slexprimen~ rationnellement h l'aide de ees in- 
variants; I-Iermite en dgduit qu'on peut amener route ~quation du cin- 
qui~me degr~ 21 ne d~pendre que'. de deux pamm~tres qui sont des invariants 
absohs, et la discussion complSfe de la nature, rdelle ou imaginaire, des 
racines de l'6quation ggn6rale du einqni~me degr5 se fair de la maniSre la 
plus ~l~gante. 

La lecture de ces beaux Mgmoires laisse une impression de simplicitg 
et de force; aucun math4maticien du XIX ~ si~cle n'eut, plus qu'Hermite, 
le secret de ces transformations alg4briques profondes et cachges qui, une 
fois trouvges, paraissent d'ailleurs si simples. C'est '~ uu tel art du c~lcul 
algdbrique que pensait sans doute LAGRA~qGE, quaad il disait h :LAVOISIER 
que l a  chimie deviendrait un jour facile comme l'alg~bre. 

:Nous avons dit que l'objet primitif d'ttermite duns ses ]~3tudes sur 
les formes binaires avait 5t6 arithmdtique. I1 voulait en particulier appro- 
fondir cette proposition, que les formes h coefficients cutlers et en nombre 
infini, qui out les m~mes invariants, ne forment qu'un hombre limit6, de 
classes distinctes. I1 a ddveloppg sm~tout ses recherches pour les formes 
cubiques et les formes biquadratiques, mais il a indiqu6 sur ]es formes de 
degr6 impair quelconque un thdor~me bien inattendu, qui se ddduit de la 
considdration des formes types: routes les formes binaires de degr6 impair 
(~1 partir du cinqui~me) ~ coefficients cutlers ne forment qu'un seal genre, 
au sens d'EIs~STEIN, c'est-h-dire sont transformables les unes duns les 
autres par des substitutions lingaires de d~terminant 'an h coefficients cutlers 
ou fractionnaires. Que de probl~mes restent ouverts d~ns cette vaste thgorie 
des formesl Quelles seront les transcend~mtes numSriques permettant d'ex- 
primer le hombre des classes en fonetion des invariants? C'est l e  secret 
de l'avenir. 

D6tourn~ par de nouvelles gtudes, ttermite ne devait plus revenir 
qu'iucidemment sur ses premieres recherches arithm6tiques; je l'ai entendu 
plusieurs lois regretter de ne pus avoir approfondi davantage eertaines 
parties des Mgmoires dont je viens d'essayer de donner une id6e. GAUSS 
cut sans doute de tels regrets en relisant vers la fin de sa vie ses Disquisi- 

tio~es arith~nelicr Une grande amvre scientifique n'est jamais achevge. 
Les mgthodes ggngrales introduites par Hermite out ouvert '~ la th6orie 
des hombres des horizons en~i~rement nouveaux qui ne sont pus encore 
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compl~tement explords. Tous ceux qui, depuis lui, se song ocenp6s de la 
thdorie des formas ont profonddmant subi son influence; il suffira de citer 
le beau Mdmoire de M. CA~ILLr: JOR1)A~ sur l'dquivalence des formes, e t  
de rappeler que le mervailleux principe de la rdduction continuelle s'adapte 
m~me ~ des recherches routes modernes sur la ghdorie de certaines fonc- 
tions uniformes. 

Itermite, duns la premiSre partie de sa carri~re, que je viens de re- 
tracer, c'ast-h-dira jusque vers I855, fur en relations suivies, d'abord avec 
JACOBI et ensuite avec Dn~IC~LET, qui gtait peut4tre h carte dpoque le 
plus apte h le comprendre: il avait, ~ sas ddbuts, trouv6 aupr~s de ces grands 
ggombtres le mailleur accueil et en avait gard6 un fid~le souvenir. I1 
~crivait encore quelques semaines avant sa mort qu'il avait ~oujours 6t6 et 
qu'il serait jusqu'~ son dernier jour un disciple de GAIJss, de JACOBI et 
de Dtlr Las affinit6s entre esprits de premier ordre song toujom's 
intdressantes et utiles h suivre; le tdmoignage d'Hermite ~ ce sujet est 
prdcieux, et l'dtude de la plus grande partie de son oeuvre le confirme 
bien. CAucH L qu'il a cependant beaucoup connu, n'a pas exercd sur l u i ,  
au moins h ses d~buts, la m~ma influence scientifique. 

III. 

La thdorie des fonctions abdlicnnes n'avait jamais cessg de prdoccupe~ 
I-Iermite depuis t'dpoque off il 6tait 61~ve "X l'EcoIe Polytechnique. I1 
voulut 6tendre h ces fonctions le problSme de la transformation qu'avaient 
trait6 avec tang d'gclat ABEL et JACOBI darts le cas des fonctions elliptiques; 
son Mdmoire de 1855 sur la transformation des fonetions aMliennes est 
une de ses plus belles oeuvres. Etant donn6es les deux 6quations diffd- 
rentielles qui, pour un radical portant sur un polynome d'ailleurs arbitraire 
du einqui6me ou du sixi6me degrd, ddfinissant les fonctions aMliennas, 
I-Iermite considhre simultan6ment les quinze fonctions uniformes quadruple- 
merit p~riodiques introduites par GSI'EL at I~OSENItAIN, at qui song les ana- 
logues de su x, cn x et dn x. Le. problgme de ia transformagion est alors 
ainsi posd: Pour un polynome donnd, ddterminar tm nouveau polynome tel 
qu'en formant deux eombinaisons lin6aires convenables des dquations diffd- 
rentielles relative~ ~ ee polynoma, les quinza fonctions abdliennas correspon- 
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dantes s'expriment rationnellement ~ l'~ide de~ quinze premieres. Pour I3 
solution de ee probl~me algdbrique, Kermite se place au point de rue 

/ �9 

transeendant, et eherche d'abord ~ etendre aux fonetions 0 de deux va- 
riables l'analyse indiqude jadis duns sa seeonde lettre ~t JAcos~ pour les 
fonetions 61 d 'un variable. Mais des diffieultds d'une nature adthmd~ique, 
que n'avait pus eonnues la thgorie des fonetions elliptiques, se prdsentent 
duns le nouveau problbme. Les pdriodes des anciennes fonetions doivent 
5~re des sommes de multiples des pdriodes des nouvelles. Or il existe une 
relation bilindaire bien connue entre ees pdriodes; les hombres entiers 
figurant duns la transformation des p6riodes Re sont done pus arbitraires, 
ee q u i  conduit ~l nn ensemble remarquable de substitutions lindaires de 
coefficients entiers dont les propridtds doivent d'abord 5tre dtudides. IJn 
nombre entier k joue duns l'6tude de ees substitutions un rble essentiel; 
la notion de syst~nies dquivalents et non 6quivalents se pose alors, et il 
es~ dtabli que le hombre des substitutions non 6qnivMentes est dgaI h 
I -4 -k - t - / , :~d - )c  :~, si /,: est premier. On en pent eonclure que 16 hombre 
des transformations distiuetes des fonctions abdliennes relatives h u n  hombre 
premier k esg dam ~t 720 X (t - t-k-t-/~2d-/c~).  En m~me temps que ee 
thdorSme fondambntM, eorrespondant au thdor~me d'AsEL et de JACOBI sur 
le hombre 6(n d- I) des transformations d'ordre n des fonetions elliptiques 
(n &ant premier), t Iermite donne le moyen de former les relations algd- 
briques entre les aneiennes st les nou~elles fonctions, rdsolvant ainsi com- 
plStement 16 problSme qu'il s'dtait posd. Cet admirable( travail, rddig6 
d'une maniSre trbs concise, a fair l 'objet de nombreux eommentaires, et 
ouvert la vole rt des reel~erehes de nature varide, dont quelques-unes ne se 
rapportent qu'indireetement ~ la thdorie des fonetions abdliennes. Citons 
entre autres 16 Mdmoire de LAGUI~mU," sur le Caleul des systbmes lindaires, 
oh se trouve gdndralisde 13 notion de formes quadratiques correspondant 

�9 p - [  o o p x 

aux s~lbstitutions hneat 'es mdtquees plus haut; en Alg'cbre, ~L un point de 
rue tout di.ffdrent, la notion importante de substitution abdlienne, telle 
qu'elIe est utilisde par M. Jom).sN, trouve son point de ddpart duns une 
mlportante remarque du ~{6moire sur la transformation des fonetions abe- 
liennes. 

Au milieu de ta r t  de travaux, Hermite ne eessait de s'intdresser ~r la 
th.dorie des fonetions elliptiques, ge erois bien qu'elle a 6t6 son 6tude de 
prddilection. Les belles formales, d 'une allure si parfaite, qu'on y ren- 
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centre, remplissaient de joie, comme il le disait, son time d'atgdbriste, ainsi 
que lcs rapports si remarquables de ces transcendantes avec l'Alg~bre et les 
propridtds des nombres; les Fundamenta nova de JACOBI 6tuient toujours 
sur s:~ table de travail. Une addition h la sixidme ddition du Trait6 de 
]dAcl~olx est reside cdldbre dans la thdorie des fonctions doublement pdrio- 
diques; c'est de l ' intdgration d'une fonction doublement pdriodique, le long 
d'un paralldlogramme de pdriodes, qu'I-termite, ici disciple de CAucttY, 
dddu~t los " ' "  propnctes fondamentales de ees fonctions, et en particulier la 
ddeomposition en 61dments simple si impm~ante pour le Caleul intdgral. 

En 1858 , Hcrmite reprend l'dtude de la transformation des fonctions 
ell[ptiques, et cherehe h e n  approfondir davantage le mdcanisme. I1 ren- 
contre ainsi une abondante moisson et tout d'abord la rdsolution de l'dqua- 
tion du cinquidmc degrd. JACOBI avait montr4 que, duns la transforma- 
tion de degrd ~ (n dtant premier), il y a une relation de degr4 ~t + I 
entre les raeines quatri~mes de l 'ancien et du nouveau module; e'est l'dqua- 
tion qu'on appelle l'~fluation modalaire. Deux fonetions vent, jouer un 
rble essentM. Employant  les notations de JACOBI, on salt que ~/~ et ~//~ 

K'i 
sent des fonetions uniformes de eo = - ~ - ;  I-Iermite les d~signe par f ( w ) e t  

r et dtudie les transformations qu'elles subissent quand on effectue sur 
eo une substitution " " '  hnemre. Le fair que les modules satisfaisant h l'dqua- 
tion modulaire s'expriment, en utilisant les fonctions prdcddentes, par des 
fonctions uniformes d'un param~tre avait vivement frapp6 Hermite;  il eat  
le pressentiment que eette circonstanee n'dtait possible qu'~ cause de la 
nature singuli~re de ces fonctions, et la fonetion F(eo) sur laquelle il uttira 
si vivement l 'attention forme le premier exemple de ces fonetions, uyant 
des lignes de singularitds essentielles, dent M. POI~COAII~ devait plus tard 
faire une 6tude gdndrale seas le nora de fonclions fuchsiennes. 

GAI~OIS uvuit 6noned que pour n = 5, 7, I I les 6quations modulaires 
sent susceptibles d 'un abaissement au degrd infdrieur d'une undid; ce rd- 
sultat, retrouvd aussi par M. BETTI, avait did vdrifi6 par Hermite dds 
l'dpoque ddj~ lointaine de ses lettres h JACOBI. I1 effeetue maintenant la 
r6duction d'une manidre complete pour n ----- 5, en employant pour former 
unc rdduite une fonction convenable des six racines; il trouve ainsi une 
6quation du cinqui~me degr6, susceptible d'dtre identifide avec l'6quation 

. ~ 5  - -  g~ ~ d~ = o ~  
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forme ~ laquelle un ggom~tre anglais, JERRARD, avait ramend l'dquat[on 
g~n6rale du cinqui~me degr6 sans employer d'autres irrationnels que des 
radicaux carrgs et cubiques, a grant donnd, l'identification conduit ~ une 
6quation du quatri~me degr6 pour trouver le module de la fonction ellip- 
tique. L'dquation du einqui~me degr6 se trouve done rdsolue, en ce sens 
que ces racines se trouvent reprdsentdes par des expressions s'exprimant 
simplement ~ l'aide de F(o)  et r Cette rdsolution de l'6quation du 
cinqui~me degr6 frappa vivement l'attention des ggom~tres et, quelque 
temps apr~s, KRONECKER et Bl~IOSCm traitaient la m~me question sans faire 
la r6duction pr6alable ~ l'dquation de JERRARD et en utilisant la relation 
alg~brique entre le module et le multiplicateur dans la transformation du 
cinqui~me ordre. 

Dans un M6moire ~tendu sur l'6quation du cinqui~me degr6, HermRe 
exposa ensui~e ses travaux, ainsi que ceux de KRONECKER et de BaIoscm, 
en utilisant ses anciennes recherches sur les formes du cinqui~me degr6. 
On trouve, de plus, dans ce 1VIdmoire, quelques rdsultats g6n6raux con- 
cernant les 6quations de degrg quelconque. 11 y est montr6 que, pour une 
6quation de degrd quelconque, on peut former un certain nombre d'in- 
variants dont les signes donnent le nombre des racines r6elles et imagi- 
naires de l'6quation; pareillement on peut former un syst~me de covariants 
doubles, c'est-~-dire ~ deux s6ries de variables, servant, eomme les fonc- 
tions de STURM, ~ d6terminer le nombre des racines rgelles comprises enh'e 
deux hombres. Hermite compldtait ainsi d'une mani~re remarquable ses 
premieres 6tudes sur des suites analogues ~ celle de STURM. 

~OUS rencontrons bientbt apr~s un long Mdmoire sur la th6orie des 
6quations modulaires. Pour r6aliser effectivement l'abaissement de l'6quation 
modulaire dans les trois cas pr6vus par GALOlS, il fallait calculer le discri- 
minant de cette 6quat~on. Hermite entreprend alors d'une mani~re g6ng- 
tale une 6rude du discriminant des dquations modulaires et sa ddcomposition 
en facteurs, e t e s t  ainsi conduit ~ d'importantes notions arithmdtiques sur 
le nombre des classes de formes quadratiques. La th6orie des 6quations 
modulaires n'est, d'aiUeurs, p a s  le seul lien off la th6orie des fonctions 
elliptiques vient s e l i e r  ~ la thdorie des formes quadratiques binaires de 
ddterminant n6gatif. Un autre plus dl6mentaire s'offre lorsqu'on dgveloppe 
en sgries trigonomdtriques certains quotients de fonctions 0; on obtient 
ainsi des identit6s, d'ofi ddeoulent des propositions tr~s cachdes d'Arith- 
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m6tique, et c'est ainsi, entre autres rgsultats, qu'Hermite retrouve les pro- 
positions de LEGENDRE et de GAuss Sur la ddcomposition des nombres en 
trois carrgs. Ces rapprochements dtranges, entre des questions de natures 
si d iffdrentes, exer~aient sur son esprit une sorte de fascination et dtaient 
une des causes de l'attrait qu'il eut toujours pour la thgorie des fonetions 
elliptiques. Aussi 6crivait-il un jour ~ propos des travaux de LEGEND~n 
et de GAuss sur la d~composition des nombres en carr6s: ,>Ces illustres 
ggom~res, en poursuivant au prix de rant d'efforts leurs profondes re- 
cherches sur cette parole de l'Arithmdtique supdrieure, tendaient ainsi 
leur insu vers une autre rggion de la Science et donnaient un m6morable 
exemple de cette mys~rieuse unitd, qui se manifeste parfois dans les travaux 
analytiques en apparence les plus 61oign6s.)) 

IV.  
De telles analogies et de t.els rapprochements se retrouvent dans 

d'autres parties de Math6matiques. La th6orie des fractions continues en 
Arithm6tique, c'est-h-dire la reprgsentation approchge d'un hombre incom- 
mensurable par un nombre rationnel, avait gtg gtendue aux fonctions d'une 
variable. Etant donn~e une fonction d'une variable x dgvelopp6e suivant 
les puissances positives et enti~res de x, on peut se proposer de repr6senter 
cette fonction par une fonction rationne]le de x, dont le numgrateur et le 
dgnominateur soient de degrg n, avec une approximation de l'ordre 2n d- i 

par rappor~ h x; cette th6orie des fractions continues alg6briques offre la plus 
grande analogie avec la th6orie des fractions continues arithmgtiques. Her- 
mite, qui s'6tait oceupg de la reprgsentation simultange de plusieurs nombres 
par des fractions de m~me d~nominateur, devait naturellem~nt s'attacher au 
probl~me analogue pour plusieurs fonctions. Ce mode nouveau d'approxima- 
tions alg6briques simultan6es le conduisit h une de ses plus belles dgcouvertes, 
je veux parler de la transcendance du nombre e, base des logarithmes n~p6- 
riens. Son point de d6part, dans ce Mgmoire c61~bre Sur la fonction ezponen- 

[ 

tidle, publi6 en I873, est l'approximation simultan6e d'un certain hombre 
d'exponentielles de la forme e "~ au moyen de fractions rationnelles; les diffe- 
rences entre ces exponentielles et leurs valeurs approehdes sont reprdsentges 

l'aide d'intggrales ddfinies, et ces approximations permettent d'dtablir en 
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faisunt x == I et en supposant entlers les hombres a, que e ne peut satis- 
faire ~ aucune dquation ulg6brique ~ coefficients entiers.. 'On savait depuis 
longtemps former des sdries reprdsentant des hombres transeendunts; LIOUVlI, LF~ 
paralt avoir donnd le premier de tels exemples, mats ces hombres ne jouaient 
aucun rSle en Analyse. L'intdr~t, qui s'attache h un nombre aussi fon- 
damental que e, donnait, an conh'aire, un prix immense h l a  ddmonstra- 
tion de sa transeendanee. Quelques anndes apr~s, Iv[. LINDEMA~qN, en s'in- 
spirant des 6tudes d'Hermite, dgmontrait la transcendance du rapport ~ de 
la circonfdrence au diam&re; en m~me temps se trouvait, par suite, &abli 
l'impossibilit6 de la quadrature de cerele. L'&ude de ces belles questions 
a 6t6, duns ces derni~res unndes, notublement simplifi6e, mats les principes 
au fond sont rest6s les m~mes, et les ddmonstrutions trSs simples que nous 
possddons aujourd'hui ont &6 suggdrdes par les m&hodes d'Hermi~e. 

Apr& son M6moire sur l'exponentielle: Hermite continua ses recherehes 
sur des fractions continues alg~briques. 'On connaissait depuis GAuss le 

rble des polynomes de "[JEGENDRE duns le d@eloppemen~ de l og  + i e n  

fraction continue, et les recherches de M. HEINE et de M. CIIRISTOFFEL 
avuient montr6 les rapports de la thdorie des fractions continues avec cer- 
taines dquutions diffdrentielles lin6aires du second ordre, ttermite 6tend 
tous ces rdsultats en mon~rant comment une certaine gquution lindaire 
d'ordre n + I, gdngralisant l'6quation de GAuss, se lie uux modes d'ap- 
proximations simultandes dont il avuit donn6 une application duns son M6- 
moire Sur la fonction exponentielle; il &end ainsi, pour ne citer qu'un 
exemple, le rdsultat de GAUSS, en dgveloppant n logurithmes de la forme 

log :.7-zl (i = I 2 .. n) en fractions continues, ee qui le conduit h g6nd- 
~ Z o  ' , �9 , 

raliser ~ un point de vue tr~s int6ressunt les polynomes de LEGENDRE. 
NOUS UVOnS ddj~ eu l'occasion de dire que lu thdorie des fractions 

continues arithmdtiques peut se gdngraliser de diverses maniSres. ])e m~me, 
la th6orie des fractions continues algdbriques peut &re &endue duns des 
directions diffdrentes. Le probl~me suivunt paraissait h Hermite de grande 
importance et l'u souvent prdoccup6: 6rant donnges n sdries S~, S~, ..., S~ 
proeddant suivant les puissances croissantes de x, dd/erminer les polynomes 
X~, X~, ..., X,, de degrds p~,/~i, ...,/~,, de maniSre '~ avoir pour la somme 
S~X~ +S~X~-4-... + S,,X~ une approximation d'ordre /~ + . . .  +tt,, + ~ - -  ~. 
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I1 en donne une solution tr~s simple duns le cas oh les S sont des ex- 
ponentielles Cx, et r6ussit duns le cus g6neral, pour n-----3, a trouver un 
algorithme eonduisant au r6sultat ehereh6 sans avoir de syst~mes d'6qua- 
tions h r6soudre. Chemin faisaut, il traite, mais d'une tout autre mani~re, 
le problgme suivant, r6solu par 'rCHEBYCI~F~ et analogue k un probl~me 
dd.jg mentionn6 d'Arithm6tique: Trouver deux polynomes X et :g de de- 
grgs m et n, de mani~re h avoir pour S1X-t-S~Y--S~ une approxima- 
tion d'ordre m - t - n - - 2 .  L'ullure arithm6tique, si j'ose le dire, de ces 
probl~mes int6ressait vivement Hermite; fls se rattuchaient pour lui h des 
questions importantes d'Analyse; le M6moire sur e en est la meilleure 
preuve. I1 avait ant6rieurement consaer~ un 6lggant 3/~6moire au eas par- 
ticulier de la dgtermination d'un syst~me de polynomes U, V, W, tels que 
U sinx n u V cos x "b W commence par la plus haute puissance possible de 
la variable; il en avait tir~ une d6monstration immediate du th6or~me de 
LAMBI~mT sur l'ineommensurabilit6 de zr 2, et peut-~tre avait-il song6 un 
instant ~ d6duire de ee genre de eonsid6rations la transeendance de rr. 

La puissance de travail d'I-Iermite dtait considgrable. La transeendance 
de e, les fractions continues alggbriques ne lui font pus abandonner les 
fonctions elliptiques. DSs ~87z , il est en possession de l'int6gration de 
l'~quation de LAGS, Comme le montrent les feuilles li~hographi6es de son 
eours de l'Eeole Polyteehnique. En 1877, il commence la publication 
duns les Comptes  r endus  de son grand M6moire Sur quelques applica- 
tions des fonctions elliptiques. Les fonetions doublement pdriodiques de 
seeonde esp~ce, e'est-~-dire les fonetions qui se reproduisent h u n  facteur 
constant prgs par l'addition d'une pdriode, jouent un rble capital duns le 
travail d'Hermite; il ~tend h c e s  fonetions ]a ddcomposition en 61gments 
simples qu'il avait donn6e jadis pour les fonetions de premiere esp~ce. I1 
est pr~t alors pour faire l'int@ration d'une 6quation rencontrde par LAMI~ 
duns la thdorie de la ehaleur. Cette 6quation lingaire du second ordre 
renferme une eonstante arbitraire. LAM~ en avait fair l'intdgration pour 
eertaines vuleurs de eette eonstante; Hermite l'int~gre duns tousles eas au 
moyen des fonctions doublement p6riodiques de seconde esp~ce, et rattaehe 

cette int@ration la solution de quelques probl~mes elassiques de M6- 
canique, eomme la recherche du mouvement d'un corps solide ayant nn 
point fixe et n'6tant soumis h aucune force, et eelui du pendule conique. 
Le cSt~ ulg6brique tient aussi une grande place duns ee M~moire, et les 

Acta mathemaNc=. 25. Imprim~ le 20 juin 1901. 1~ 
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gcluations correspondant aux cas examin6s par IJ_~M~ y sont l'objet d'une 
discussion approfondie. Ces dtudes sur l'gquation de ~_JAM]~ ont ouvert la 
vole ~t bien des recherches unalytiques; mais, ce qui int6ressuit le plus 
Hermite, ce sont les applications qu'on en pouvait faire ~ la Mgcanique 
et ~t l'Astronomie. Le titre qu'il avait donng ~ son M6moire est ~ cet 
~gard significatif, ainsi que la sympathie uvee laquelle il suivit les efforts 
de GYLD~N pour introduire les fonetions elliptiques en Mgeanique c~leste. 

J 'ai d6j~ bien longuement parl~ des travaux d'Hermite sur les ~onc- 
tions elliptiques. Je ne puis m'arr~ter sur routes les questions qu'il a 
dtudides dans eette thdorie. Que de Mgmoires seraient encore ~t citer, ren- 
fermant des idges ing6nieuses et originales sur lesquelles il revenait avec 
joie: dgc(>mposition des fonctions doublement pgriodiques de troisi~me 
esp~ee, h laquelle ~ .  APPELL devait apporter des complgments tr~s im- 
portants, ddveloppements des fonctions elliptiques suivant les puissances 
croissantes de la variable, reeherches des valeurs asymptotiques de quelques 
fonctions num~riques, et rant d'autres. 

Hermite, eomme KRONECKER, s'est toujours servi des notations de 
JACOBI. I1 se trouvuit trop vieux pour adopter les notations de W~IEa- 
STRASS, quand elles ont commencd k se r6pandre. I1 en reconnaissait sans 
doute l'avantage au point de vue de la thdorie gdn~rale, et certuins in- 
variants mis en gvidence dtaients fairs pour lui plaire. Mais je crois que 
lu sym6trie introduite le touchait peu, lu dissymgtrie entre les pgriodes se 
produisant ndcessairement duns les applications. Rien n'aurait pu le ddeider 
h abandonner les fonetions 0 et les admirables identitgs, si prdcieuses pour 
l'Arithmdtique, dont la forme lui dtait famili~re depuis rant d'unndes. 

~O 

C'est en I869 qu'Hermite fur nomm6 professeur ~ la Facult~ des 
Sciences. Au dgbut, il traita de la th6ori~ des 6quutions, muis ~ partir 
de I875, ubandonnant l'Alg~bre duns ses Lemons, il se consacru uu Culcul 
intdgral et ~ l u  thgorie des fonctions. Ceux qui l'ont entendu, et il y en 
a certainement purmi vous, garderont toujours le souvenir de cet enseigne- 
ment incomparable. Quelles merveilleuses causeries, d'un ton grave que 
relevait par moments l'enthousiusme, off, ~ propos de la quvstion la plus 



L'oBuvre scientifique de Charles Hermite. 107 

dldmentaire il faisait surgir tout d 'un coup d'immenses horizons, et oh h 
c5t6 de la Science d'aujourd'hui on apercevait la Science de demain. 3amais 
professeur ne fur moins didactique, mais ne fur plus vivant, gc ne puis, 
duns rues souvenirs, le computer qu"~ WU~TZ; sous des formes tr~s diffd- 
rentes l 'enseignement fa t  pour oux un apostolat, ot j 'ai  connu des auditeurs 
peu familiers avec les sciences et 6gards duns ]es amphit6htres de l'illustre 
g@om~tre et de l 'illustre chimiste, sortir stupdfaits de voir qu'une lemon 
d'Analyse et une lemon de Chimie pussent ~tre si poignantes et si drama~iques. 
Quand Hermite parlait de la Science, il faisait songer ~ PASTEUr, et il 
aurai~ pu faire sienne cette phrase qui revenait souvent sur les l~vres de 
son grand contemporain, que la Science se fair non seulement avec l'esprit 
mais aussi avec le cceur. C'est ce dont tdmoigne l'indpuisable ddvouement 
d't-Iermite pour ses @l~ves; que d'heures il a passdes ~ correspondro avee 
des gdom~tres de tous pays, connus ou inconnus, lui soumettant lours cssais 
ct sollicitant ses avis. Vrai directeur scientifique, il rdpondait ~ tous avec 
une exquise bienvcillance, donnant sans compter son temps et ses idles, 
persuadd qu'un savant ne contribue pus seulement aux progr~s de la Science 
par ses travaux personnels, mais aussi par les conseils donnds, particuli~re- 
ment '~ ceux qui current duns la vie scientifique. Une manifestation 
grandiose devait montrer ~ Hermite, au soir de sa vie, qu'il n'avai~ pus 
eu affaire ~ des ingrats; beaucoup d'entro nous out sans doute assist6 
cette belle et touchante " "  " ceremonie du 2 4 decembro 1892 , Off a dtd f@td 

son soixanb-dixi~me anniversaire. 

L'enseignement d'I-Iermite ~ la Sorbonne a exert6 une tr~s grande in- 
fluence. Ses cours ont dtd lithographids et (mr ~t~ h s  et m~dit~s par b u s  
les gdom~tres contemporains. I1 no craignait pas de s'arrgter sur les d@buts 
du Calcul intdgral, et il donnait ~ r6fl~chir ~ ses lecteurs sur les sujets 
les plus 61dmentaires. Ainsi une remarque immddiate sur 1'expression do 

3 3 - - O ~  
l ~  b par une intdgrale ddfinie l'am~ne un jour ~ la notion de ce qu'il 

appelle une coup,re, notion qu'il  d~veloppe ensuite d'une mani~re g6n6rale. 
Les thdorios fondamentales de CA~crtY relatives aux fonctions d'une variable 
complexe tenaient une grande place dans son cours. Vers ~88o, un Mdmoire 
de Wz~I~ST~r rdcemment paru appela vivement 1',attention; les lemons 
d 'Hermib  firent connaitre en France les id@es du grand analyste allemand. 
Depuis vingt ans, b u s  les gdom~bes oat dtudid dans ces lemons la thdorie 



108 Emilo Picard. 

des fonctions analytiques; les idles essentielles, d~gag~es de tout ce qui est 
accessoire, y sont raises en ~vidence avee un relief singulier. En m~me 
temps s'aper~oit l'esprit precis de l'alg~briste que fat toujours I-Iermite. 
I1 aimait certes les th~or~mes g~n~raux, mais ~ condition qu'on les appliqu~t 
ensuite ~ quelque question sp~ciale. Tous les  g~om~tres n'ont pas ~ cet 
~gard les m~mes besoins; il suffit ~ quelques-uns de jouir d'un bel ~nonc~ 

\ 

g~n~ral et il semble qu'ils eraignent presque de g~ter leur plaisir artistique 
par la pensge d'une application ~. un probl~me special. I1 est heureux, je 
crois, que tous les esprits n'aient pas les m~mes tendances, mais Hermite 
s u r e e  point avait une opinion bien arr~t6e. Aussi cherehait4l ~ illustrer 
par de nombreux exemples les propositions g6n~rales de WEIERSTRASS et de 
MITTAG-LEFFLER sur la th6orie des fonetions. Les fonctions elliptiques lui 
donnaieat un beau champ d'applications. Son cours lui gtait l'occasion de 
travaux portant toujours une marque personnelle. D'une annge ~ l'autre, il 
gtendait le cercle des questions traitges; dans les derniers temps de son 
enseignement, il s'6tait attachg partieuliSrement ~ la th~orie des intggrales 
eul6riennes. Outre les applications qu'il y pouvait faire des thgor~mes 
ggndraux de l'Analyse, il se plaisait dans les transformations difficiles des 
int6grales dgfinies, qu'il maniai~ avec un art eonsommg rappelant les grands 
ggom~tres de la premiere moiti~ du si~cle dernier, art qui semble se perdre 
aujourd'hui. Des 1VLgmoires 616gants sur une extension de ]a formule de 
STmLI~G et sur la fonction l o g / ' ( a )  furent le fruit de ces nouvelles re- 
cherches. 

I-Iermite, d a n s  ses legons, ne s'arr~tait pas ~ discuter les premiers 
principes de l'Analyse. ]1 pensai~ modestement que les gtudes de philo- 
sophie math6matique, si en honneur aujourd'hui, devaient ~tre de grande 
importance puisque rant d'esprits gminents s'y adonnent; ranis, malgr6 route 
sa bonne volontg, il ne pouvait arriver ~ s'y int~resser. La cause en gtait 
peut-~tre dans sa philosophic un peu mystique sur l'essence du hombre; 
il croyait que les hombres forment un monde ayant son existence propre 
en dehors de nous, monde dont nous pouvons saisir seulement ici bas 
quelques-unes des harmonies profondes. D~ns l'antiquit6 il efit 6t~ pla- 
tonicien, et au moyen ~ge, dans la longue querelle entre le r6alisme et le 
nominalisme, il aurait suivi (~UILLAUME DE CI-IAMI~EAUX avec les rgalistes. 
Darts une sphere moins ~levge, mais dans un ordre d'idges se rattachant 
ce qui prde~de, il avait vu avec regrets les efforts fairs depuis une vingtaine 



L'oeuvre scientifiqae de Churles l=[ermite. 109 
I 

d'anndes pour introduire l'extr~me rigueur duns l'enseignement 61dmentaire. 
On lit, duns un article 6crit quelques semaines avant s~ mort et desting 
un journal d'enseignement: ,,L'admiration, a-t-on dit, est Ie principe du 
savoir, . . .  ; je m'autol-iserai de cette pens6e pour exprimer le ddsir qu'on 
fasse la part plus large, pour les 6tudiants, aux choses simples et belles, 
qu'~ 1'extreme rigueur aujourd'hui si en honneur, mais bien peu attrayante, 
souvent m~me fatigante et sans grand profit pour le commencant qui n'en 
peut comprendre l'int6rSt~. Toute la mdthode d'enseignement d'ttermite 
tient en racconrci duns ces quelques lignes: personne plus que lui ne sut 
exciter 1'admiration pour les choses simples et belles. 

Arriv6 au terme de cette legon, je suis loin d'avoir dnumgrd tousles  
mdmoires ou notes d'Hermite qui demanderaient une mention. I1 faut au 
moins citer ses recherches sur la repr6sentation analytique des substitutions, 
ses belles 6tudes sur les polynomes ~ deux variables qui gdndralisent les po- 
lynomes de I~EGr:~DRE, sur 1'interpolation, sur les nombres de BEa~()U~,~T, sur 
les fonctions sphdriques, etc. ; routes portant la trace de sa rare pdn6tration. 

LAGRANGE vieillissant, s ce q~e raconte DELAMBRE, avait perdu le 
gofit des Mathdmatiques, et son enthousiasme s'6tait 6~eint. Hermite 
fur plus heureux; les fatigues de l's ne ralentirent pas son activitd in- 
tellectuelle, ni l'intdr~t qu'il prenait aux choses de la pens6e. Sa belle 
intelligence garda jusqu's la fin route sa vivacitd; il continuait ~ suivre 
de pros le mouvement scientifique contemporain. Sans doute, chose bien 
naturelle chez un vieillard de son ~ge, il avait s faire des r6serves au sujet 
de certaines hardiesses de la pens~e mathgmatique actuelle; ranis, plus opti- 
miste sur ce terrain qu'il ne l'6tait duns d'autres domaines, il aimait h 
esp6rer que de cette vie intense sortirait quelque chose de grand et de 
durable, et il entrevoyait un be1 avenir pour la Science mathgmatique du 
XX ~ si~cle. Parfois il regrettait que la th6orie des hombres ffit peu cul- 
tivde en France, regret d'autant mieux justifi6 que la pgn6tration fatale de 
la th6orie des nombres duns la th6orie des fonctions donnera une grande 
force s ceux qui seront p4ndtrgs des principes de l'Arithm6tique sup6rieure, 
et que certaines recherehes relatives s la fois ~ l'Arithm6tique et h l'Analyse 
des fonctions pourraient donner, semble-t-il, d~s aujourd'hui une fructuense 
moisson. I1 se rappelait qu'il n'aurait jamais pu 6crire son. Mdmoire sur 
la transformation des fonctions abdliennes s'il n'avait 6t4 familier avec les 
questions arithm4tiques, exemple de l'appui que se pr6tent les diverses parties 
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de la Science et du danger qu'il y a, pour les chercheurs, s se cantonner 
duns des domaines sp4ciaux. 

Duns ses derni~res annges, rimmense eorrespondunee d'Herra~te Foe- 
eupait de plus en plus. I1 n'avait jamais a~ra4 le monde, e t  il en redoutait 
les obligations qui ne sont souvent pour l 'homme d'4tude que de grandes 
pertes de temps. Toute son aetivit4 ext4rieure se concentrait duns de 
longues :causeries 4pistolaires avec de lointains arais. Les l\Iath4matiques 
en formaient une bonne part, mais aussi bien d'autres sujets, et entre deux 
pages consaer4es aux fonctions elliptiques et aux nombres de BERNOULLI 
venait s'intercaler une page sur la politique europ4enne. Ses lectures 
s'dtendaient sur les sujets les plus varids, et son excellente m6moire retenait 
fid~leraent tout co qu'il avait lu. A ebt6 du savant, il y avait chez Her- 
raite un 4crivain. Duns les :Notices qu'il eut h 4crire de temps ~ autre, 
son style grave, exempt de routes recherches, laissait une impression pro- 
fonde; plus d'une page duns sa correspondance ra4riterait d'etre conservge, 
s'il 4tait permis de la publier. 

L'~euvre d 'Hermite se trouve dispers4e duns un grand norabre de 
journaux scientifiques frangais et 4trangers; elle grandira encore quand elle 
se trouvera rassembl4e et qu'on pourra ainsi mieux juger de sa belle unit4. 
A pea d'exceptions pros, les ra4raoires sont courts. La raarche g4n4rale 
des iddes y est toujours raise en 4vidence, raais, sin%out duns la premi6re 
partie de la carri6re d '~erraite,  la r4daetion se pr4sente sous ane forme 
synth6tique, et le soin d'4tablir de norabreuses propositions interra6diaires, 
dont l'4nonc6 seul est indiqu4, est la[ss4 ~ la charge du lecteur. Quel 
fructaeux exercice que la lecture d'un de ces m6raoires fondamentaux pour 
l 'dtudiant bien dou4 qui cherche ~ en r4tablir tous les d4tails. 

Le teraps n'est pus encore venu, et d'ailleurs il ne ra'appartient pus 
de porter un jugement sur l'ceuvre d'Herraite. Certaines parties de cette 
eeuvre sont aujourd'hui en pleine lumi6re et out rendu son nora c416bre, 
d'autres seront duns l 'avenir la source de belles d4eouvertes et contribueront 
encore h. sa renommee. Une irapression peut toutefois se degager de cette 
6tude sommaire. Les Travaux les plus importants d'Herraite se rapportent 
aux fonctions elliptiques et ab41iennes, aux forraes alg6briques et h la thgorie 
des hombres; mais ces divers Travaux ne sont pus isol4s et on 4prouve un 
singulier erabarras h les faire rentrer duns une classification qui, en Math4- 
matiques comme ailleurs, est toujours insuffisante et provisoire. Les re- 
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cherches sur l '6quation du cinqui~me degr6 appartiennent-elles h l'Alg~bre 
ou ~ ls Thgorie des fonctions elliptiques, et le Mgmoire sur ls transforma- 
tion des fonctions sb~liennes rel~ve-t-il de l 'Arithmgtique ou de la Theorie 
des fonctions? Si cependant, en restant duns les cadres habituels, on veut 
essayer de dgfinir le g~nie d'Hermite, on peut dire que les points d e  rue 
arithm6tique et alg6brique pr6dominent duns son eeuvre. C'est en Alg~bre 
et en Arithm6tique qu'il s 6f6 surtout un inventeur et un cr6steur. Avec 
CAYLE~: et SYLVESTER, il s fondg ls th6orie des covsriants des formes slgg- 
briques, et les sdmirables recherches, oh il s introduit le continu duns le 
domaine du discontinu, lui assurent duns la Thgorie des nombres, cette reine 
des Msthdmatiques, une place d'honneur h c6t6 des deux grands g~om~tres, 
dont il aimait h e e  dire le disciple, GAuss et DmICHLET. 


