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EINE FORMEL FOR DEN LOGARITHMUS TRANSCENDENTER FUNCTIONEN' 

V0N ENDLICHEM GESCHLECHT 

HJ. M E L L I N  
in H E L S I I ~ G F O R S .  

Im Nachfolgenden wird der Logarithmus der betreffenden Funktionen 
in der Form eines bestimmten Integrals dargestellt, welches als specieller 
Fall in einer viel allgemeineren Klasse yon bemerkenswerthen Integralen 1 
der Form 

a + 4 ~  

s ( x  ; = 

enthalten ist, wo F(z) eine Funktion mit den folgenden Eigenschaffen 
bezeichne~. Erstens soll sich 2V(z) regulgr verhal~en in der Umgebung 
jeder endlichen Stelle im Innern und auf der Begrenzung eines gewissen 
zur imagin~ren Axe parallelen Streifens, in welchem auch der In~egrations- 
weg gelegen ist, und zweitens soll F(z)  fiir unendlieh grosse, demselben 
S~reifen angeh6rige Werthe z = u + iv auf die Form 

(~-) IST(,)l----- e-~ v) 
derar~ gebrach~ werden kannen, dass O eine positive Consfante, w~hrend 
I 

, Siehe w 7 moiner "vorangehenden Arbeit Uber den Zusammenhang zwisehen den 
linearen Differential- und Differenxengleichungen. 

Acta ~na~h~n~t/c~. 25. Imprim6 le 27 j-ai~ 1901. 
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f (u,  v) eine Variable bedeutet, welehe bei wachsendem Iv[ endlich bleibt 
oder wenigstens naeh Multiplikation mit e -~l~l diese Eigensehaft bekommt, 
wie klein auch die positive Zahi ~ an.qenommen werden mag. Unter diesen 
Voraussetzungen zeig~ sieh leicht, 1 dass l ( x ;a )  in jedem endlichen Theile 
des du tch  die Ungleiehheiten 

(3) - - ~  + 2s  < 0 < + O - -  2~ 

definirten Bereiches yon x ----- [ x [ e ~ gleichm~ssig convergirt und zugleieh 
die fundamentale Ungleiehheit erfiillt 

(4) < c(a,  )lzl ~ 

wo C eine nut  yon a unc l~  abh~ngige positive Constante becleu~et. 
Ein einfaches Beispiel hiervon bLldet das Integral 

a+'~o 

I / ' J  ~ g3 z 
- -  j dz~ 2rd sin 7cz z 

a - - i ~  

bei welehem O----z, und a keine ganze Zahl sein darf. Der Convergenz- 
bereich dieses Integrals ist also - - ~ <  0 < + ~r, d. h. die ganze x-Ebene 
mit Ausschluss der nega~iven tIfilfte der reellen Axe. Der Werth des 
Integrals ist im aUgemeinen yon a abhi~ngig; insbesondere "hat man f~lr 
o < a <  I: 

a+i~o 

I f 71" ~z dz, o < a <  I. 

a+i~ 

Diese Formel ergiebt sieh, indem man den integrationsweg z. B. in der 
positiven Richtung der reellen Axe ohne Ende versehiebt und die zu den 
passirten Polen des Integranden gehSrigen Residuen summirt. I)abei n~hert 
sich das Integral fi~r ] x [ <  I der Grenze ~ull ,  w~hrend zugleich auf der 
rechten Seite die Reihenentwieklung yon log (I + x) ersehein~. 

Wird der Integrationsweg in positiver Riehtung so weir versehoben, 
dass a einen zwisehen den ganzen Zahlen p + i und p + 2 gelegenen 
Wer~h erh~lt, so folgt aus (5) 

' Siehe w 7 meiner vorhergehenden Arbeit. 
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WO 

(9) 

wofern zugleich der reelle 
ist. Somit ist 

s i n  ~rz 

! 

S(z )  = }3 --7" 
V=I aj~ 

t t ierbei muss indess vorausgesetzt werden, dass sich eiae positive Zahl 
< a- so angeben liisst, dass die Gr6ssen a~ = [a~[d ~ die Bedingung er- 

fiillen 

(~o) - - ,~__< o , <  + ,~, ,, = , ,  2 ,  . . . ,  cv.  

Alsdann sind yon einer gewissen S~elle an die absoluten Betrgge der ein- 
zelnen CMieder yon S(z)  beziehungsweise nicht grSsser als die entsprechen- 
den Glieder der convergenten Reihe 

v=l  a~--~ -1 e'YI'I~ 

Theil yon z = u + iv nicht kleiner als p "4- i 

S(z)] = e-(=-~)l'l f ( u  , v), 

a + i ~  

?.=1 
a--i~o 

p +  I < a < p +  2. 

~ i t  Benutzung dieser Formel kSnnen wir nun den Logarithmus einer 
ganzen Funktion vom Geschlechte p:  

(7) n ( ~ )  = , + 5'~o - ~ + ~ t ; )  + + ( - ~  ~(~) 

in der Form eines bestimmten Integrals darstellen. Ersetzt man zu dem 

Ende in (6) x durch x a-~' v = t ,  2 , . . . ,  cx9, so folgt (lurch Addition der 

so entstehenden Gleichungen 
a + ~  

9g z 
5 ~'+~ i ~ S(z) 7dz' (8) log/l(x) ----- ( - -  ~)" S(p + " r + ~ + ~ sin , : ,  

p +  I < a < p +  2, 
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wo f bet waehsendem Iv] endlieh bleibt. ! Rieraus folg~ nun, dass alas 
Integral  (8) gleichm~ssig convergir~ in jedem endliehen Theile des dutch 

(~I) - - ( ~ )  < 0 < + ( ~ - - ~ )  

definirten Bereiches yon x = ] x [ d ~ 

In diesem Bereiche ( i i )  stellt also die obige tormel ( 8 ) u n t e r  der 
Voraussetzung (io) den Loyarithmus yon fl(x) dar. 

Bezeichnet p den Convergenzexponenten yon S(z), d. h. jene positive 
Zahl, welche dadurch eindeutig bestimm~ is~, dass yon den beiden l~eihen 

die erstere divergirt, die le~ztere convergirt, wie klein aueh z sein mag, 

so besitzt p jedenfalls einen Wer th  in dem yon p his p + I reichenden 

Intervall,  die Grenzen nicht ausgeschlossen. Ist  nun p < p + I, so kann 
der Integrutionsweg zwischen p u n d p  + I verleg4 werden. :Nach dem 
CAccH:e'schen Satze folg~ dann aus (8)" 

a + i ~  

(s') log i f . =--- .  S(z ) - -dz ,  p < a < p + I .  
2m sin ~rz z 

a--i :~ 

Bezeichnet man durch - -  a 1 , %,  . . . ,  - -  a~, . . .  die s~mmfliehen 

yon einander verschiedenen Nullstellen yon II(x) und mit ml, m~, . . . ,  my, .. .  
ihre resp. Ordnungen, so ist 

x l l x X  ~ ~,l f x \ p ~  my 

(9') S(z) = ~ m. - - ~  
Z 

Es verdient besonders erw~hnt zu werden, dass die obige Formel auch 
fiir Logarithmen solcher Producte unvergndert bestehen bleibt, bet denen 
die my nichf mehr positive ganze Zahlen sind. Alsdann hSrt das Produkt  
indess auf, eine ganze Funkt ion zu seth, und insbesondere h6rt seine Ein- 
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deugg]~eit auf, falls die m, nicht alle ganze Zahlen sind. Unter transcen- 
den~en Funk~ionen yon endlichem Geschlecht haben wlr in der Uberschrift 
dieser Arbeit alle in der Formel (7') enthaltenen ein- and mehrdeutigen 
Funktionen gemeint, obwohl wit We~terhin�9 die ganzen transcendenten Funk- 
tionen vorzugsweise beri~cksichtigen werden. 

Eine nach wachsenden Potenzen yon x fortschreitende Entwicklung 
yon log ll(x) ergiebt sich offenbar, indem man den Integrationsweg ohne 
Ende in positiver Richtung verschiebt and die zu den passirten Polen ge- 
h6rigen Residuen summirt. Die Bedeutung unserer Formel ]iegt abet nicht 
hierin, sondern vielmehr in dem Umstande, dass der Integrationsweg auch 
in der entgegengesetzten Richtung in vielen, und zwar in namha~t zahl- 
reicheren F~llen, als man es auf den ersten Blick anzunehmen geneigt 
w~re, verschoben werden kann, wobei eine nach absfeigenden Potenzen 
fortschreitende, fiir grosse Werthe yon x brauchbare asymtotische Ent- 
wicklung yon log/ / (x)  hervorgeht. Zu dem Ende hat man vor allem zu 
entscheiden, ob die dutch die Reihe (9) definirte Funkfion S(z)ausserhalb 
des Convergenzbereiches dcr Reihe existirt, sowie eventuell yon welcher 
Beschaffenheit die singul~ren Stellen yon S(z) sind, da ja die Benutzung 
des CAucHY'schen Satzes auch yon diesem Umstande abh~ngt. Itier~ac]~ 
erhalten die Dirichlet'schen Reihen der Form (9) auch {iir die .Theorie der 
ganzen transcendenten Funktionen ein ,qanz besonderes Interesse: Obwohl 
die zu erledigenden vorl~ufigen Untersuch~ngen im allgemeinen grosse 
Schwierigkeiten darbieten, so giebt es doch auch, wie ich in einer kiinf- 
tigen Arbeit zeigen werde, sehr allgemeine Gattungen DmlCtILE'r'scher 
Reihen, bei denen man die Schwierigkeiten i~berwinden kann. Siehe die 
Andeutungen im letzten Paragraphen dieser Arbeit. 

In der vorliegenden Arbeit werde ich an besonderen Beispielen er- 
l~utern, wie sich die oben angedeutete Anwendung der Formel (8) in ein- 
zelnen F~llen gestaltet und yon welcher Verschiedenheit die dabei sich 
ergebenden Resultate sein k6nnen. In den Paragraphen 2 und 3 handel~ 
es sich eigen~lich nur um die beiden einfachsten l~hlle, wo die Nullstellen 
yon /](z) eine arithmetische oder eine geometrische Reihe bilden. Die 
Anwendung der betreffenden Formel ffihrt zu zwei bei dem ersten Blick 
so verschiedenen Ergebnissen, wie es die SwlaLI~G'sche Formel und die 
lineare Transformation einer Thetafunktionen sind. Die DIIr 
Reihen, welche resp. diesen beiden F~llen entsprechen, n~mlich 

.Acta ~nathc~naliea. 25. Imprim~ Ie 27 juin 1901. ~ 
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a z I 
~'(z I u n d  ~ =  - -  a >  x ,  , w)  = (~  + ~y , ~ -  x ,~  

vmO v=O 

bilden zugleich, wie aus w 5 zu finden ist, die einfachs~en Typen von 
zwei allgemdnen Gu~ungen DIRmrmET'scher Reihen, dutch welche, ebenso 
wie dutch diese l~eihen, in der gunzen z-Ebene existirende eindeutige Funk- 
tionen definir4 werden, wdche sich an jeder endlichen Stelle wie rationale 
~unktionen verhalten. 

Setzt man 

( , :)  P . ( z )  = 1 ]  

so ist fiir dieses Produk~ 

2 .  

x 1 I x \  = ( - -1) '+  ~ I x \ ' C r v h v  " 

p ' ~ p = n . - 4 -  x, 8 ~  o, m ~ = u ,  

und somit nach (8') 

~,_. = r - -  n), 
~=1 

oder auch 

a + ~  

log P . ( z )  = 2~--~ 

~t--~ao 

- -dz ,  n +  I < a < n . 4 - 2 ,  
s i n  ~rz z 

a + i ~  

, f  
Z z §  

sin -~z ~'(z) ~ dz ---~ I,  (x ; a), 

ffir alle Werthe x ] x] e ~~ welche die Bedingung effiillen : 

- - ~ r < 6 <  + zc. 

i < a < ~ ,  

Bekanntlich ist ( z -  I)~'(z) eine ganze transcendente Funktion. Uber- 
dies besitzt aber diese Funktion noch die folgende Eigenschaft, die hier 
als bekaaat vorausgesetzt wird: Beschriinkt man die Variable z auf einen 
bdiebigen, zur imagin~rea &xe parallelen Streifen von endlicher Breite, so 
n~hm~ sich ~'(z), mit einer passenden Potenz yon z multiplicirt, bei wach- 
sendem I zl der Grenze lqull, ttieruus folgt abet, dass der Integrations- 
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weg yon I~(x;a)  unter Beriicksichtigung des CAtrcaY'schen Satzes in ne- 
gativer Richtung beliebig weir verschoben werden kann, und zwar con- 
vergirt alas Integral for~wghrend gleichmttssig in jedem endlichen Theile 
der x-Ebene, welcher keinen Punkt re_it der negativen Htilfte der reellen 
Axe gemeinsam hat. Die zu den Polen des Integranden geh6renden Re- 
siduen ergeben sich leich~ re_it Benutzung der Formeln 

I B~ 
~'(O) = 2' ~'(O) - - l O g  ~ ,  ~ ( - -  21~) = O, C(I - -  2V) = (--I)Z' 2T' 

( ~ - -  ~ ) r  ~ - - r  ~) + . . . .  

Bei der Annahme n : o ergiebt sich im Besonderen 

(I4) § § § 

J r - E ( - -  i) v - I -  B~ xl_2, io(x;a) ' 

- - 2 k _ _ i  < a < - - 2 k +  I. 

Bei dieser Herleitung der Stirling'schen Form.el wird zugleich die Gal- 
tigkeit derselben flir die game x-Ebene mit Ausnahme der negativen H(ilfle 
der redlen Axe erwiesen. 

Ist n > o, so ergeben sich, jenachdem n eine gerade oder ungerade 
Zahl isL die folgonden Formeln 

g$2n+l 
(~5) l o g i ~ o ( , ~ ) = r  ~ , , + x l ~  

~=~ 2~, 2,, + t - -  2~ + I~,,(x ; a), 

- - 2 k - - I  < a < ~ 2 k +  I ( - - 2 n .  

(I6) 
x:n Bn 

]OgJO~n_l(X) : ~'(I - -  2n) + \~-~ + ( - -  I ) n ~ )  ]OgX 

- -  r  ~ +  
I $2n--1 ~ ,vBv ~2n--2~ 
2 2 ~ - - i  + ' ( - - I ) ~ 2 ~ _ 2 ~  V=I 

L.-,  (x ; a), 
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I n  der letzten Formel deutet der Strich an, dass das Glied, wo ~ ~ n, 

nicht vorkommt. 
Setzt man a ~ ~ 2k ~ I -[-d,  unter 5 eine beliebig kleine positive 

Zahl verstanden, und benutzt die fundamentale Ungleichheit  (4), so ergiebt 

sich, dass sich das Restintegral in jeder der drei Formeln bei wachsendem 
Ix I der Grenze Null ngihert, und zwar so schnell, dass noch die GrO'sse 

�9 < 

w o m  den Uberschuss der Zahl 2k ~- I i~ber resp. o ,  2n ,  2 n - - i  bedeutet, 
gegen die Null convergirt, t t ierbei  muss das Argument  yon x die Be- 
dingung ~ ~r -{- s < 6 < -t- ~r - -  ~ erfiillen, unter e eine beliebig kleine, 
abet bestimmte positive Zahl verstanden. 

Setzt man 

e~(x)  
(~7) n ~ ( x )  = ~ , / ~  . . . .  ~ ~ v , ~ , ~ , o ~ =  I : (  x +  ~), 

(~,n) ~(~ + I ) ' ' ' ( ~ + ~ - ~ )  

so hat  man  bei passender Best immung der ganzen rationalen Funkt ionen 
~r~(x), wie aus meiner Arbeit  ~ fiber ~(s, w) zu finden ist, eine unendliche 
Folge yon Funkt ionen mit  den Eigenschaften 

rio(x + i)  - n , , (~)  H , n = I 2 . . . ~ .  

Da die DIBICHLET'schen Reihen 

I . 2 . . . ~  P z~ 
9=1 

welche in der Formel (8) diesen Produkten entsprechen, dutch die Funktion 

~(z) offenbar ausgedriickt werden k6nnen, so bietet die Herlei tung yon 
asymptotischen Forme]n fiir die Logari thmen dieser II-Funktionen keine 
neuen Schwierigkeiten dar. Dabei ergeben sich zugleich als specielle F~lle 
asymptotische Formeln fiir solche Ausdriicke wie die folgenden 

1 A c t a  Soc .  Sc .  F e n n i e a e .  Tome 24. 
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[.m_ = 1 . 2 . 3  . , .  m ' 

I'~ = I ~_ I ~_ 13_ . . .  I~_, 

etc. 

173 

3. 
Setzt man 

( is)  n.(~) = ~ { ~  + r +~', q = ~"~ < ~, 

so ist bei diesem Produkt  p = p = o ,  m , =  (2~-t- I) ~ und t ~ = o ,  falls 
q eine reelle positive Zahl, was im :Nachfolgenden angenommen wird, sowie 

i 

~r ~ sin ~vz = \~riz/  ~r ' ,=o 

Somi~ isg 

(I9) logI I , (x)  = ~ ~ - - - -  

a+i~  

n I [~ ~ I ~,z 

J �9 . ~ l e l Z ,  
~v n 2~ri sin rcz sin ~rrz z * 

O < a <  I, 

und zwar gilt diese Formel bei positivem q fi~r die ganze x-Ebene mit  

Ausnahme der negativen H~lfte der reellen Axe. 
Wi r  sind also zur Untersuchung des folgenden Integrals gefi~hrt 

a+i~  

_ ~ f ~" ~ ~ (2o) I ( x  a )  zz~.i sin rtz sin ~rrz z "+l d z ,  o < a < i .  
J 

y 
Die Pole des Integranden sind z = ~  und z =  - ffir ~ = o ,  + i,  +__2, . . . ,  •  

T 

und sie bilden also zwei arithmetische Reihen, deren en~sprechende Punkte  
auf der reellen, beziehungsweise auf der imagin~ren Axe liegen, wel l  r 

nach der Voraussetzung rein imaginfir is~. Nach dem CAuc~Y'schen Satze 

ist I ( x ;  a) gleich dem Integral  l ( x ;  - - a ) ,  dessen Integrationsweg zwisehen 

o und" - -  I l~uf~, vermehrt um die Residuen R~, welehe zu den auf der 
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imagin~ren ~Axe liegenden Polen geh6ren. Diese Pole sind, abgesehen yon 
der (n + 3)-faehen Stelle z = o, alle einfaeh. Andererseits geht aus der 
Form des Integrals hervor, dass 

I(x ; --a)  = (-- x)"+~I(~ ; a). 

M:an hat also 

(2I) I ( x ; a ) + ( - - , ) " I ( x - ~ ; a ) = R o  -[- ~(R~ut-R_,), 

WO 

Y. Y 

/ ~ + R , - ~ ( ~ ) ~  +, ~ , 
s i n  ~ -  

T 

w~hrend .R 0 die Form hat  

Ro(r, l o g z ) =  C,+2(r)(log x) "+~ + C, ( r )(log x) ~ + C,_~(r)(log x?  -~ + . . . ,  

wo die C rationale Funktionen yon r sind. Das letzte Glied ist yon x 
unabhs falls n e i n e  gerade Zahl ist. 

Versehiebt man den Integrationsweg yon (20) ohne Ende in der po- 
sitiven Riehtung der reellen Axe, so ns sich l (x;a)  bei der Annahme 
I xl < e =1~1 der Grenze Nnll, w~hrend sieh zugleich auf tier rechten Seite 
eine Reihenentwicklung f~ r  l(x;a) ergiebt. Setzt man diese Reihen- 
entwicklung in (2 I) ein, so hat man die Formel 

,~- ,(--  ~),~ + ( -  ~)-~-~ 
A., l~n+l Sln ~rlJT 

Y. 1 ~  

= - -  Ro(r, logx  ) + r " ~  ( -  I ) ~  
+ ( - -  I)ngg T 

pn+l  ~ l 
v = l  s i n  ~ r ~  - -  

T 

deren linke Seite fiir e -~l~l ~ ] x I ~ e~!1 und rechte Seite fiir ~ rr ~ 6 ~ ~ cr 
eonvergir~. ~ Se~zt man 0~ ~ i und n gleich einer geraden Zahl, ~so ist 
im Besonderen 

(-- 0 ~ i rl + (-- I)" l 
lfl n+l  s i n ~ y T  p2n+l 

v~l v~l siI1 ~ v -  
- - I  
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wo r(r)  rational in r i s t .  Obwohl r bei: der Herleitung dieser-Formel 
als eine rein imagin~re positive Zahl vorausgesetzt wurde, so convergiren 
doch die beiden Seiten derselben gleichm~ssig in jedem endlichen Theile 
der oberhalb der reellen Axe liegenden Halbebene. Bezeiehnet man die 
linke Seite, welche offenbar die Periode 2 besitzt, mit F(r), so besitzt 
diese Funktion die beiden, an die automorphen Funktionen erinnernden 
Eigensehaften 

+ 2) = 

Was endlieh die aus (I9) sieh ergebenden asymptotischen Formeln 
betrifft, so wollen wir bei dieser Gelegenheit nur den Fall n ~--o n~her 
betrachten. In diesem Falle erh~lt man fiir R o den A_usdruck 

und sodann aus (r g) und (2 I) die Formel 
i 

(23) l~176 = - - l ~  (l~ z)247rir ~-1-2=i(rA- ~) 

y=l  s i n  7~Y 

welche zeigt, wie sich IIo(x ) fiir grosse Werthe yon x verh~lt. Beschr~nkt 
man nfimlich x = l x l e  ~ auf den Bereich - - ~ - t -  z < 8 <  - ] -zc - -e ,  so 
bleibt die auf der reehten Seite stehende Reihe endlich; denn es ergiebt 
sich leicht 

Y Y 

- - I  

< 2 1 
2 ~  I 0  - -  

7-- 
I - -  e ~r  

under r eine rein imagin~re positive Zahl verstanden. 
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Diese Formel (23) kann aber aueh yon einem ancleren Gesiehtspunk~e 
aus bet~raehtet werden. Sie ist in cler That  zugleich eine Formel ffir die 
lineare Transformation einer gewissen Thetafunktion. Setzt man n~imlieh 

c o  

wlv  O(v ; v) no(e )Ho(e -2~') = ~__1~o{I + q ~ + ' e ~ } { I  + q'"+'e-~}, 

wo q ~ e  ~ ,  so ist 

i ~ (-- i)~ e ~ ~  + e - ~ ' ~ "  
log O(v ; r) = ~ ~=~ ~ si~,~r 

Aus (23) ergiebt sich nun in cler That, wenn man x = e ~=i" setzt: 

w  

Auf Grund der obigen Ergebnisse werden wit ungezwungen veranlasst, 
die Formel (8) auf die zuerst yon Herrn APPELL eingehender untersuchten 
Produkte ] 

= I I  + 
Y D . . . ~ v n ~ O  

, e - - i , 2 , . . . , n ,  

anzuwenclen, wo die Indices v unabh~ngig yon einander alle positiven 
ganzzahligen Werthe yon der :Null an clurchlaufen. Es wird sich ergeben, 
class die obige Forrael ffir die lineare Transformation cler betreffenclen 
Thefafunktion ein specieller Fall einer fiir cliese allgemeineren Proclukte 
giiltigen Formel ist. 

Die Dn~icmmT'sche Reihe, welche in der Formel (8) dem Proclukte 
(24) entspricht, lautet 

n o  

S(z)----- Z q]:'+')'...q~"+')" 
Vl) . . . ~ v n = O  

- -  q l  f i n  - -  ~ I I 
- -  - - o . . - -  _ _  

I - -  q~* I -- q~ sin zvvlz sin zcT~z 

1 l~athematische Annalen.  Bd. 19. 
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Jetzf beabsichtige ich aber zugleich, eine solehe Anwendung der be- 
~reffenden Formel zu geben, bei welcher die den Argumenten der Gr6ssen 
a~ und x auferlegten Beschr~nkungen durch eine andere Wahl des Integra- 
fionsweges aufgehoben werden, wShrend al]erdings der absolufe Betrag von 
x eine fri~her nicht s$at~gefundene Bedlngung erfiillen muss. In  der Formel 
(8) miissen die Argumente der @r6ssen a~ die Bedingung ( I o ) u n d  das yon 
x die Bedingung (I I) erfiillen, whhrend der absolute Betrag yon x keiner 
Beschrhnkung unterliegt. Benutzt  man aber sfa~ der auf der reellen Axe 
senkreeht s~ehenden Geraden u--= a als Integra~ionsweg eine die Stellen 
z ~ p -f- 2 , p + 3 , �9 �9 �9 , cx9 umsehliessende Curve (p + 2 , cxg), deren kein 
Theil ausserhalb des Convergenzbereiehes tier Reihe (9) hegen darf, e~wa 
die gebrochene Linie 

+ o o  - -  i t o  ~ 

p + ~ <  

so unterliegen in der 

(:5) 

a -  i w  - a "4- i w  ~ + o,9 A- ieo 

a < p +  2, eventuell p < a < p - 4 -  I, 

Formel 

x p + I  I 
( - -  ~),s(p + ~)V-Ci + ~ 

2~i . sia =z 
(p+l,r 

log//(x): 

f~  s(~)~' �9 ~ d z ,  p = p +  i ,  
81/1 7r$ z 

(p+2, ~) 

S(z)-~ dz, p < p + ~, 

die Argumente der genann~en Gr6ssen nunmehr keiner Beschr~nkung, 
w~hrend dagegen x die Bedingung erfiillen muss, dam absoluten Betrage 
nach kleiner als die s~mm~lichen @r6ssen av zu bleiben. Die Richfigkeit 
hiervon geht  ohne weiteres hervor, wenn man beachtet, dass x in der Formel 
(6) bei ~ese~ Wahl des I . t e g r ~ o . s ~ g e s  nur die B ~ g u . g  I~l < ,  ~r- 
fiillen muss. 

Wende~ man die Formel (35) auf das obige Produkt an, bei welchem 
p-----p----o, so folg~ 

~dz, (26) logII(x;  r l ,  . . .  , r n )=  2rci J ~ i n - ~ z s i n ~ v l z  ""sin~rnz z 

AeAa mathama~iva, 25. I m p r i ~  |0 28 ~uin 1901. 23 
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wo der Integrationsweg ausser den Stellen z =  i , 2, , . . ,  ~ keine anderen 
Pole des Integranden umschliessen daft, und zugleieh x die Bedingungen 

erfiillt 
I~1 < I q ; ' l  = I ~-'~'~" I, , , . ,= , ,  ~ ,  . . . ,  n,  

welehe allerdings den wahren Convergenzbereic k des Integrals im allgemeinen 

nieht definiren. 
Die Pole des Integranden zerfallen in n + I arithmetische Reihen. 

Setzen wir der Einfachheit halber voraus,  dass nicht nur die r sondern 
aueh ihre Verh~iltnisse complexe GrSssen sind, so liegen die Punkte, welehe 
diesen n + i Reihen entspreehen, auf ebenso vielen versehiedenen, im 
Punkte z = o einander schneidenden geraden Linien. Ausser der ( n +  2)- 
faehen Stelle z = o sind alle iibrigen Pole alsdann einfaeh. In  (25) be- 
zieht sieh die Integration auf eine Curve, welehe alle auf dem Halbstrahl 
o -  + cx~ liegenden Pole und keine anderen umsehliesst. Auf Grand 
der symmetrisehen Form des Integranden darf man sehliessen, dass das 
Integral, auf irgend einen der iibrigen Hatbstrahlen bezogen, ebenfalls den 
Logarithmus eines dem II analogen Produktes darstellen muss. Anderer- 
seits ergiebt sieh ohne Miihe, dass das Integral, wenigstens wofern x die 

Bedingungen 
Iq.I < �9 < Iq: ' l ,  ~ , . =  , ,  ~ , . . . ,  n, 

erfiillt, gleich der :Null ist, falls es auf eine Kreislinie mit unendlich 
grossem Radius, d. h. falls es auf einmal auf alle 2 (n + i) Halbstrahlen 
bezogen wird. Hierdureh muss sich nun offenbar eine Beziehung zwischen 

2(n Aft t) Produkte der Form (24) ergeben. 
Be i  der Ermittelung dieser Beziehung bedient man sieh mit Vortheil 

der aus (26) leieht sich ergebenden Formel 

l o g  II  ( x  ; r 1 , . . . ,  r , )  = s i n  u u r  1 . . .  s i n  ~ r ~  u 

Um das Schlussergebniss in einfacher Weise zusammenfassen zu k6nnen, 
setze man fiir den Fall, dass n eine gerade Zahl ist: 

O(v ; r , ,  . . .  r , )  I I ( ~ - : ~ ;  : , , . . . ,  ~,,) 
' 1 I ( ~ - ~  ; r ,  . . . .  , ~)  

~'~ ~ 2k, 
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ftir den Fall aber, dass n eine ungerade Zahl ist: 
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0 ( ~ ,  ~ , ,  . . , ,  %) = r[(e ~;~' �9 �9 , r ,  , . . . ,  r , ) I I ( e  - ~ "  , r , ,  . . . ,  r . ) ,  n - - - -  2 k +  ~.  

Dunn ergiebt sieh mit  Benutzung des CAucH~'schen Satzes 

2 7  l o g o  ; 2- ' r ' 2- ' " " '  

2 - I  ~ 7"1 ) 2-1 ~ " " " ~' 

. . . .  @ �9 Q �9 �9 I . . . . . . . .  4 

+ o(; = 
\ ~ n  

wo R, das zur Stelle z = o gehSrige Residuum und r eine neue der 
Symmetrie halber benutzte Gr5sse islk Es wird zugleich vorausgesetzt, 
dass die GrSssen r in einer solehen Reihenfolge geschrieben sind, dass 

argr<argr~ <...<argr~. 

Rn(v) ist eine ganze rabionale Funktion yon v und eine rationMe 
symmetrische Funktion der Gr6ssen r ,  z~, . . . ,  r.. Fiir n : = I  u n d n = 2  
hat man beispielsweise 

n , ( v ) =  ~ i v ' + H  + ' 
T T  1 

R ~ ( v ) =  ~iv 3 + ~iv ( ~  ~ , 
3~,2-., ~ ; 2 - ,  "* + r, + ~ ) .  

Die obigen 0-Funktionen, welche offenbar periodisch sind, befriedigen 
zugleich die FunktionMgleichungen 

/ " 
O(v + h ; r~r~) - -  O(v ; r~r,) 0 v + ~ ; r~ ; 
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% 

( , )  
etc. 

w 
Die Frage, ob eine durch eine vorgelegte DII~IC~ILET'SChe Reihe de- 

finirte Funktion ausserhalb des Convergenzbereiches der Reihe existirt, kann 
in zahlreichen F~llen auf Grund des folgenden Satzes beantwortet werden: 

Sind die Glieder der beiden t~eihen 

S(s) = E A: ' ,  S,(s)  = a, 

yon einander derart abhgngig, dass A~ bei hinreichend grossem ~ in der Form 
darstellbar ist 

A~ = a~!~(a71), ]~(o)] > o, 

wo x eine positive Zahl, wdhrend !~ eine .qewShnliche Potenzreihe bedeutet, 
so verhdlt sich S(s) an ]eder Stelle der s-Ebene reguldr, welche fiir keincn 
tier unendlich vielen Ausdriicke 

eine si~gulgire Stelle ist. 
S,(xs + k), k ----- o ,  i ,  2 , . . . ,  oo,  

D 8 Denn offenbar l~isst sich A, , wenn wir der Einfachheit halber ~ ( o ) =  i 
annehmen, auf die Form bringen 

~ - / =  aT'Ix + f,(s)a-:' + f~(s)a; -~ + . . . ] ,  

wo die f yon ~ unabh~ngige ganze rationale Funktioaen yon s sind. 
Hieraus folgt 

(~8) S(~')= S,(~s)+f,(s)S,(zs+ J)+... +f~(s)S,(zsr ~a- . . . .  "-'~,(aT'), 
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we ~ eine gewShnliehe Potenzreihe bedeute~, deren Coeffieienten ganze 
rationale Funktionen yon s sin& Offenbar eonvergirt ~k als Funktion 
yon s gleiehmKssig and bleibt bei wachsendem v dem absoluten Betrage 
nach unter einer endliehen Grenze, falls s auf ein beliebiges endliches 
Gebiet besehr~nkt wird. Hieraus folgt ohne Miihe die Riehtigkeit des 
Satzes. 

Bedeutet z. B. R(w) eine beliebige rationale Funkfion mit der Eigen- 
sehaft l~m R(w)-= cxv, so kSnnen wir auf Grund dieses Satzes schliessen, 

dass die durch die Reihen 

~: [ R ( w  + , ) i - s ,  
V = 0  

co 

definirten Funktionen in der ganzen s-Ebene existiren, we sie sich iiberall 
im Endlichen wie rationale Funktionen verhalten. Denn wir wissen, dass 
die dutch die einfaeheren Reihen 

~'(s, w) = = w + ~)- ' ,  ~ ~. _ ~ ~=o 

definirten Funktionen diese Eigenschaft besitzen. 
In gewissen Fiillen ni~hert sich die letzte auf der rechten Seite yon 

(28) vorkommende Reihe, welche als Restglied aufzufassen isL bei wach- 
sendem k der :Null. In solehen F/illen erh~lt man fiir die linke Seite eine 
neue Reihenentwicklung, welehe bisweilen sogar in der ganzen s-Ebene mit 
Aussehluss gewisser Stellen eonvergir~. Ein Beispiel hiervon ist die Formel 

a~ -~ = s) ps+~' 

~=1 ~=o a ~-~-" I ' " 

Durch den obigen Sa~z haben wir noeh keinen Aufschluss dariiber 
erhalten, ob z. B. die dureh die interessante Reihe 

.,X ( a t '  + 2b~,  + c , ' ) - '  

definirte Funktion ausserhalb des Convergenzbereiehes derselben existirt. 
In einer folgenden Arbeit werde ich e ine  Methode auseinandersetzen, 
mittelst deren die Existenz der  analytischen Fortsetzung nicht nur fiir 
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diesen, sondern aueh fiir den viel allgemeineren F a l l  naehweisbar ist, wo 
es sich nm Reihen der Form 

oo 

S(s) = 5 : J R ( w 1  + , 1 , . . .  w,, 
pll . . .~yn~ 0 

handelt, unter R ( w l , . . .  , w,) eine beliebige in W l , . . .  , wn ganze rationale 
Funktion verstanden. Diese Reihe als Funktion yon s besitzt sieher einen 
durch eine gewisse ttalbebene geometriseh darstellbaren Convergenzbereich, 
falls die reellen Theile der Coeffieienten yon /~  positive Zahlen sin& Unter 
dieser Voraussetzung l~sst sich zeigen, dass S(s )  eine in der ganzen s- 
Ebene existirende einde~ttige Funktion ist, welche sick an jeder endlichen 
Stelle wie eine rationale Fanktion verh4lt und deren Pole alle auf der reellen 
Axe gelegen sind. Dies Ergebniss bildet eine ihrer grossen Allgemeinheit 
halber bemerkenswerthe Erweiterung des Satzes, dass ( s - - I ) ~ ( s ) e i n e  ganze 
transcendente Funktion ist. Es ist mir ebenfalls gelungen, das Verhalten 
yon S(s)  fiir grosse Werthe yon s zu bestimmen. Fiir den Fall, dass 
die Coefficienten yon R sowie die Gr6ssen w~, . . . ,  w~ positiv sind, kann 
das Verhalten yon S(s)  folgenderweise eharakterisirt werden: Beschreinkt 
man s auf  einen beliebigen zur imagin(iren Axe parallelen Streifen yon end- 
licker Breite, so nt~kert sick e -4"S(s )  bei wachsendem ]s I der Grenze Null, 
wie klein auch die positive Zahl z an qenommen werden mug. Eine viel 
genauere Bestimmung des VerhaItens yon S(s)  bei wachsendem Is[ ist 
zwar aueh m6glieh; das Angefiihrte genilgt aber schon, um die grosse 
Anwendbarkeit der Formel (8) ausser allem Zweifel zu steUen. 

Dean in allen diesen F~llen, wo die Coeffieienten yon R nebst den 
GrSssen w reeU and positiv sind w~hrend S ( s ) d u t c h  (29)def ini r t  ist, 
kann naeh dem ~ i der Integrationsweg des in (8) vorkommenden Inte- 
grals unter Berficksiehtigung des CAcc~Y'schen Satzes in der negat~iven 
Riehtung der reellen Axe beliebig welt verschoben werden, wodurck ei~e 
in der ganzen x-Ebene, mit Ausnakme der neyativen tIdlfle der reellen Axe, 
giiltiye asymptotisehe Entwickhmy yon log II(x) hervoryeht. 1 Das Verkalten 
des Restintegrals kann auf Grund .der fundamentalen Ungleichl~eit (4) beur- 

Diese Entwieklung gilt aueh ffir den Fall, wo die Coeffieienten yon t~ complexe 
GrSssen mit positiven reellen Theilen sind, wenn man yon der x-Ebene einen gewissen, 
die negative ttglfte der reellen Axe enthaltenden, Winkel ausschliesst. 
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theilt werden. Die STIl~LINO'sche Formel  ist die einfachste unter  den un- 

zahligen, auf diese Weise sich ergebenden Entwicklungen.  
I n  der Tha t  umf~ssen die angedeuteten Untersuchungen des Verf~ssers 

eine noch grSssere Menge DIa~CHLET'Scher Reihen als die oben angeffihr~e. 

Unter  den betreffenden Reihen finder sich eine betrSchfliche Menge der- 

jenigen, welche ffir die Zahlentheorie in erster Linie yon Interesse sind 

oder voraussichtlich sein werden. 1 

1 Ich habe bereits vor der Drucklegung dieser Arbeit alle oben angedeuteten Er- 
gebnisse in eiaer grSsseren Arbeit umst~ndlich dargethan, welche in den Acta Socie- 
~atis Sc ien t ia rum Fennicae ,  Tom. 29, entbalten ist und den Titel der vor]iegenden 
Arbeit tr~igt. Separate bei A. ]=[ERlgANN, Paris. 


