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SUR LA MI~THODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES POUR LES 

I~.OUATIONS AUX DERIVI~ES PARTIELLES DU DEUXI~ME ORDRE 

PAR 

U. DINI  
PISE. 

( E x t r a i t  d ' u n e  l e t t r e  ~ M. M i t t a g - L e f f l e r . )  

Quand, le mois d'avril dernier, upr~s taut d'ann6es, j'ai eu le plaisir 
de vous revoir sur le lac de Como a Cadenabbia, je vous ai promis de 
vous faire connaltre quelques remarques que je fais sur la belle m6thode des 
approximations successives de 51/. PICARD pour les 6quaiions aux d6rivges 
partielles du deuxi&r~e ordre '5 deux variables du type elliptique. Je viens 

la fin tenir ma promesse. 
Vous vous rappelez certainemen~ cette m6thode que M. PICARD a 

publi6e jadis en 189o duns le tome 6 du J o u r n a l  de math .  put.  er 
appl iq ,  de LIOUVlrmE (4 ~ sgrie). 

Efant donn6e une telle gquation lin6aire du deuxi~me ordre qu'on 
entend d6ja rdduite h la forme 

(I) A u = a ~ - z +  ~yWCU+h, oh Au=~-~z~+-~j~, 

on se propose de ddmontrer l'existence eL parvenir ~ la ddtermination 
effective d'une intdgrale de cette 6qua*ion qui soi~ rdguli~re duns un certain 
champ C, qu'il fau~ supposer pris suffisamment, petit, et dont les valeurs 
an contour sont donn6es d'avance arbitrairement. 

On ne fai~ pus d'hypoth~se sur ces valeurs au contour, hormis celle 
d'&re finies e* continues, ou du moins on n'en dit pus au~re chose; et en 
abrdg6 la mg~hodo de M. PIcA~D est la suivante. 

Acttt mat~matiea. 25. Imprim~ le 7 octobre 1901. ~4 
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On admet que pour le champ donng C il exisfe la fonction G(a~, y, or y') 
que maintenant il est eonvenu d'appeler fonction de Green pour le point in- 
tgrieur (0~', y') de C, c'est-~-dire celle qui aussi par rapport ~ x et y que 
par rapport ~ o~' et y' est harmonique partout en C, ~ l'exception du 
point (x', y') ou du point (x, y), selon que l'on consid~re comme variables 
x et y o u  x' et y', et, e n , y  considgrant comme variables x et y, en 
chaque point (x, y) du don~our, est toujours zgro, tandis que quand le point 

(x , y) est dans le point (x ' ,  y') elle devient infinie comme log~, r &ant 

la distance entre les deux points (x, y), (x' ,  y').l E t  l'on admet aussi que 
pour le chump C il exisie une ton&ion harmonique qui sur le bord de C 
prend les valeurs donn6es, sans rien supposer pour les dgrivdes su rce  
bord m~me. Tout cela, d'apr~s les travaux de SCrIWARZ, :NEUMA~, HAI~NACK, 
POIXCAR~ et d'autres est assurd dans une foule de cas. 

En supposant trouv& cette fonction uo, et eu se rappelant que, sous 
certaines conditions, l'intggrale double 

(2) ~ of f F(x, v) G(~ , y, x' , v')&@ 

reprgsente une fonetion v pour le point (x', y') qui est toujours nulle sur 
le bord de C, est r6guli~re en C et satisfait g l'dquation 

(3) Av = F(0c, y), 

on construit une fonetion ul(x' , y') par la formule 

. , ( ~ ' , v ' )  = - ~  f f  F o ( X , y ) O ( ~ : , v , ~ ' , v ' ) a x d v ,  
27~ O 

aUo ba~o off Fo(X , y ) =  a g g - +  ay + e% + h; puts on construit l'autre 

- - - -  x y) G(x , y x ' ,  y ' )dxdy ,  ~ ( x ' ,  y') = ~ , , 

duns laqueUe Fl(0~ , y ) ~ .  a ~% b an' az + ~-y + ca1' et ensuite 

ffF,( - - -  x, v) o(~, y, ~', v')&@, 
ua (a~', y') = 2= o 

Auparavant  on appelai~ fonction de GREE~T la fonction g ~ ~ G ~ log r qui 

est toujours harmonique en C, et sur le bord est &gale ~ ~ log r .  
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a% b 0% oh F2(x,y) = a a-7 + ~ + c%, . . . ,  et alors l'intggrale cherchde est 

donnde par la somme u de la sdrie 

(4) u o + + + + . . .  

l'6gard de laquelle 1VI. I:)ICARD trouve qu'elle est convergente uniform6- 
merit en C, et reprdsente justement la fonction cherchde. 

La ddmonstration de :~r PmARD s'appuie enti~rement sur les propri6tds 
connues de l'intdgrale (2) que j 'ai indiqude par v, et sur quelques ob- 
servations qu'il fair hi-m~me pour cette intdgrale v e t  pour la fonction G, 
en se rapportant plusieurs lois au cas de cercle, et peut-~tre en admettant 
tacitement, par la thdorie des reprdsentations conformes, que ce que l'on 
recomlait tout de suite dans ce cas subsiste aussi pour les autres champs 
qu'il consid~re; ce qui pourtant exigerait, il me semble, des explications 
et des conditions spdciales, car les formules qui proviennent de ces repr6- 
sentations pourraient avoir des singularitds. 

En remarquant que la fonction G se compose de deux termes, dent 

Fun est le logarithme de ]a distance inverse i du point (x y) au point 

M'(x',y'), et l'autre, au signe pros, est l'ancienne fonction de GaEEN g 
qui sur le bord est ggale ~ - - l o g r ,  et duns le cas du cercle de rayon 
R se rdduR au logarithme de la distance du point (x, y) au point con- 

. . . . .  p• p' grant le rayon 3ugue harmoniquement avec M', mulhphee par ~ ,  

vecteur de M', il en conclut que si J est le maximum de F(x ,  y) dans 
~v av 

le champ C, l'int6grale v et ses dgrivges az ,ay  ne surpassent pas les 

hombres M J  et N J ,  M e t  N gtant  des .quantit6s qui d~pendent seulement 
du champ C et non de la  fonction F(x, y), et qui, en supposant C suffi- 
samment petit, peuvent devenir aussi petites que l'on veut. 

Or, pour la pattie de G qui provient de log~ il suffit d'introduire 

les coordonn6es polaires avec le pole en 2 / '  pour voir que les parties 
~v ~v 

correspondantes de v et des cl6rivdes ~ et ~y restent toujours finies m~me 

en s'approchant indgfiniment au contour, et sur ce contour m~me; mais pour 
l'autre pattie de G qui provient de g, si l 'on remarque que, quoique 
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toujours finie avec ses d6riv6es quand le point M'(x',  y ' )est  duns Fint~rieur 

de C, elle aussi croit ~ l'infini en m~me temps que log~ quand le point 

M'  va en se rapprochant ind6finiment au contour, on voit que quand on n'est 
pas dans le cas du cercle, sans faire des remarques d'ordre ggndral, on 
ne peut pus parvenir aux conclusions susdites de 1VI. PICAI~D. Et si dans 
le cas du cercle cela est permis tout de suite, c'est puree que alors on peut 
toujours introduire les coordonn~es polaires avee le pole duns le point N 
conjugud harmonique de M'  pour arriver imm6diatement ~ la conclusion 
de M. I~ICAaD, aussi pour la fonction que pour ses ddrivges premibres, pour 
la pattie de G qui provient de g. 

Et, en dehors du cas du cercle, la difficult6 devient mgme plus grande 

si l'on consid~re la fonction G sans la ddcomposer duns les deux log~ ct 

g, car quand le  point  M '  s'approche ind6finiment au contour, cet~e fonc- 
tion G passe d'une mani~re toujours plus rapide d'u~ne valeur logarithmique- 
ment infinie ~ la valeur z6ro. 

C'est done 1~ nne premiere objection sat laquelle, du reste, 1VI. PmA~D 
lui-mgme a peut-~tre voulu arrgter l'attention, puisque il a rappel6 exp l i -  
citement le cas du cercle. 

MMs un au~e point aussi dolt gtre, il me semble, bien gclairci; c'est 
celui relatif au maximum J de la fonction Fo(x , y) quand l'~quation donn6e 

au b ~u des ddriv6es premieres. (I) contient les termes a~-~z, ~y 

I1 est certain en effet que, m~me si l '~quation ( I ) a  ces termes a~z et 

b a-~u la fonction Fo(x y) en chaque point int6rieur ~ C a toujours une 0y ' 

valeur finie, car duns les points int6rieurs les d6rivges 9% 9% 9~ ' ~y sont finies; 

mais cela n'arrive pus toujours quand on s'approche indgfiniment au contour 
si on laisse entibrement arbitraires les valeurs donnges sur le bord pour 
l'intdgrale u de la (I), en les supposant seulement finies et continues. Au 
contraire il y a bien des cas duns lesquels, quoique finies et continues les 
valeurs donnges pour u sur le bord, les dgriv6es au contour sont infinies, 
ou mgme elles n'existent pas. 

Et, de m~me que pour la fonction F o(x, y), cette remarque devrait ~tre 
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faite aussi pour les autres fon ctions successives F~(x, y), F2(x , y), ...; mats 
puisque ces fonctions se composent seulement avec les ddriv6es premieres 
des f0nctions u~ , u 2 , u.~ , . . .  qui viennent successivement ddtermin~es 

l'aide de l'intdgrale (2), si l 'on admet d'etre duns le cas du cercle, 
ou de cas autres champs pour lasquels on puisse s'assfirer qua l'intdgrale 
(2) et ses d6riv6es premieres ne surpassent ]amais les nombras MJ,  et 
N J  quand J est u n  nombre tint, on vol t  tout de suite que quand on 

se soit assur~ que pour la premiere fonction u o les dgrivdes ~Uo VUo et 

par consgquent F0(x , y) satisfont ~ la Condition de ne pus surpasser un 
nombre tint, m~me en s'upproehant indgfinimant du contour, cette condition 
sera aussi satisfaite pour les ddrivdes premieres des fonctions successives 
u ~ , u , , u 3 , . . ,  at pour les fonctions .F~(x,y),F2(x , y ) , . . .  de sorte que 
]a difficult6 h surmonter reste seulement pour la fonction %. E t  cela, on 

~u 
l 'entend bien, dans le c a s q u e  l'6quation donnde (I) air les termes a v~ 

et b ~-u . ~y 

Enfin un troisi~ma point du procgd6 de M. PICARD dolt aussi ~tre 
gclairci, at c'est quand ayant h'ouv6 que la sdrie (4) est une fonc•on u 
qui en tout C est finie et continue, prend sur le bord les valeurs donn6es, 
et duns C a aussi ses d6riv6es premieres finies et continues at repr6sent6es 
par les "" series 

(5) +'''' 
! a~0 + an, a% 

il t~che de d~montrer que ce~te fonction u satisfait ~ l'dqua~ion donnde (I). 
Pour cela il remarque justement que les formules trouv6es donnent 

, r r (  ) a ~ ~u y') dx dy, u = Uo 2 jj \ + cu + h G ( x , , y , x ' ,  
c 

a~ que pour pouvoir an conclure que u sutisfait ~ l'6quation (I) il faut 

s'assurer que m~me la fonction a ~  + v.q + cu + h air des d6rivges pre- 

mieres finies, ou du moins qu'on trouve sa~isfaites les conditions plus 
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g6n@rales donn@es d'abord dans le cas de trois variables par M. HOLDER 1 

et ensuite par M. ~ommA 2 pour que l'int~grale (2) air des d@riv~es se- 
eondes, e t  satisfasse tL l'6quation (3); mats  tandis que, en admettant l'hy- 
poth~se des dgrivges seeondes de u o finies et continues dans  l'int@rieur de 
C et sur C, il montre que la m~me chose arrivera pour les fonetions 
successives u~, u~, u 3 , . . ,  et ensuite pour la fonction u qui est~ donnde 
par la sdrie (4) (ce qui du reste n'est pas absolument n6cessaire), il ne 
montre pas comme on devrait donner les valeurs u de l'int@grale au contour 
afin que la condition admise pour les dgrivges secondes de u o sur le bord 
ffit remplie. 

I1 est toutefois ~ remarquer que, sans faire mention de ees exceptions 
an procgdg de M. PICARD pour le cas gdngral, MM. I)ARAF et LE RO~ 
ont trait6 les m~mes questions par des procddds assez diff6rents dans des 
cas partieuliers. 

~r M. Paan~, s en s'arr@tant on peut dire, au cas du cercle et des aires 
qni peuvent ~tre reprgsentdes sur le cerele d'une mani~re eonforme, pose des 
conditions tr~s restrictives pour les coefficients a ,  b,  c ,  h de l'6quation 
donnge (~) et pour les valeurs donnges pour l'intggrale u sur le bord; et 
~ .  L~ Ro~ 4 ayant en vue suxtout les probl~mes de la thdorie de la 
ehaleur pour le eas de trois variables x ,  y ,  z Se limite ~ eonsidgrer 
l 'gquagon 

a~u ~ u  ~'u a ~ w~ cau ~ + - -  +" + + b + + fu = g 

quand a ,  b,  c ,  f ,  g ont les d@riv@es premieres finies et continues et f > o, 

1 H(3LDER, Dissertation inaugurale, Beitr~ge ~ur Potentialtheorie (Stuttgart I882). 
' ~ORERA, Sulle ~ seconde delle funz~ione 29otenz, iale hello spa~io (Rendi -  

con t i  del  R e a l e  i s t i t .  L o m b a r d o .  Vol. 20, pag. 302). 
s A. PXRAF, Sur le probl~me de Dirichlet et son extension au cas de l'dquation li- 

ndaire gdn~rale (Annal .  de la F a c .  des  S e i e n c .  de T o u l o u s e ,  t. 6, chap. 3, 1892). 
Darts ce M~moire ~ .  PARAF suppose que les coefficients a ,  b,  e ,  h, de l'@quation 
donn~e (I) aient les d~riv~es seeondes, et les valeurs donn~es au contour pour l'int@grale 
aient les d~riv@es troisi~mes, en disant pourtant que ces conditions nc sont pas in- 
dispensables. 

4 E. LE RoY, Th~se pour le doctorat, Sur l'intdgration des ~quations de la Chaleur. 

!Paris, Gauthier-Villars et ills, I898. ) 
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et l'expression adx -t- bdy -I- cdz est la diffgrentielle exacte d'une fonction 
#(x ,  y ,  z), de sorte que la m~me gquation pout se r6duire ~ la forme plus 
simple A n d - f u r y ,  c'est-k-dire au cas particulier dans lequel dans l'~qua- 
tion donnge manquent  les termes aux dgriv~es premieres; et dans c e c a s  
los exceptions q ue  je faisais tout ~ l'heure n 'ont  pas lieu, ou elles peuvent 
~tre 6cartges tr~s facilement. 

Mais dans le cas g6ngral, il me semble que les. exceptions restent 
enti~rement. 

Ayant communiqug quelques-uns de rues doutes ~ M. PICAaD l'annge 
derni~re, il me rgpondit tr~s-aimablement qu'il les trouvait fondgs, et que 
pour rendre v6rifi6es los conditions de son analyse du I89o il fallait faire 
quelques hypotheses sur la nature des valeurs donn6es pour la foncgon sur 
le bord, pour lesquelles il aurait gt6 suffisant d'admettre l'existence des 
d6riv~es des trois premieres ordres, tandis qu'en opgraut un pcu autre- 
ment  on pourrait montrer qu'il suffit d'aller jusqu'~ la  dgriv6e du second 
ordre. En  m~me temps il m'ajoutait qu'il se proposait d'y revenir cette 
ann6e dans son cours, et puis dans le quatri~me volume de son trait6 
d'analyse. 

Quoique stir que M. 1DIOARD avec cos travaux apportera une nouvelle 
et importante contribution ~ In Science, et laissera bien loin los reeherches 
que j 'aurai pu faire moi-m~meX j 'ai thch6 d6jh n6anmoins de rendre de 
ma part parfaitement rigoureuse sa m6thode qu i ' a  dgsormais d6jh pris une 
place importante dans la Science; et j e  crois d'y ~tre parvenu avec les 
consid6rations que je vais exposer. 

En suivant en grande partie los procdd6s de MM. HOLDER et MORERA 
(m6m. cir.), je prgmets d'abord certaines proprigt6s, en pattie connues, de 

i f f E l o g r d x d y ,  et des autres la fonction W(x',  y') - -  ~ o 

1 Ce que je pr&voyais quand j'~crivais cette lettre a I~. ]~ITTAG-LEFFLER darts le 
courant de l'ann~e I899, est arrive. 1~. PICARD, d'abord avec des communications 's 
l'Acad~mie des Sciences de Paris, ensuite avec nne publication dans le 5ournal de 
l~ath, de Liouville, a ~clairci et compl&t~ sa re&rhode, dans des cas pourtant qui ne 
sont pas pr&eis~ment ceux que j'ai trait~ ici, et avee des conditions et des proc~d~s 
aussi diff&rents. Cola pourrait peut-~tre demander des changements dans la r~daction de 
ce travail, mais le temps me fair d~faut. D'ailleurs il ne sera pas inutile, je pense, 
qu'on connaisse rues proc~d&s tels qu'ils sont sortis de rues ~tudes. Je n'y ai donc pas 
apport~ aucune variation (Io novembre I9OO ). 
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i f f F ~  log r i f f F ~  log~ dzdy ~i j j  a~ dxdy, ~ V: j j  ay 

C G 

qui, comme on salt, et comme on trouveru aussi duns la suite, reprgsentent 

les dgrivges vW zW ~z' ' ~y' '  r giant la distance du point M(x',  y') au point 

d'intg.~ration M(x ,  y), et /~ giant une ~onction de x et y qui, pour le mo- 
ment, seru seulement supposge toujours finie et intggrable dans le champ C. 

En remarquunt que 

l o g  ~ ~ - -  z '  ! 9 l o g  r _ y - -  y '  I 
a~ = - T v -  = ; cos (r, x), ~y ~, = ;~ cos (r, y) 

oh (r, x) ,  (r, y) sont les angles que la direction de r qui de M '  va ~ M 
fair avec l es  directions positives des axes x et y, et en introduisant un 
syst~me de coordonnges polaires avec le pble en M',  on verra tout de suite 

que ces fonctions W e t  v W v W ne surpassent jamais un hombre fini, 

m~me quund le point M'  s'approche indgfiniment au contour de C, ou 
est sur ce contour m~me. 

:Prenons en C un auh'e poin~ M"(x",  y") dont la distance de .?ll'(x', y') 
seru indiquge par 3; e t  par analogie, indiquons maintenant par r', au lieu 
que par r, la distance entre les points M '  et M,  et par r" la distance 
entre les points M" et M,  e t  de m~me indiquons par W'  et F', par W" 
et F "  les valeurs de W e t  /~ clans les points M' et M"; et cherchons 

comment se changent W et ses dgrivges premieres ~W ~W quand on passe ~z' ~ ~y' 

du point M '  au point M". 
Nous devrons par eonsgquent 6tudier les diffgrences a 

w " - -  w '  = • f f ~ ( I o g  r" log ~")dx@, 
27t  ~, 

c 

aw. .ffF( lo  " ' 
~y" ay' ~--- 2re ~Y ~Y / 

c 

1 Quand deux fonctions F-(z, y), J(x, y) deviennent infini.es la premiere duns un 
point M'(x', y') d'un champ C, et la deuxi~me duns un autre point M:'(z", y")du 
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et pour cela, en supposant d'abord que ]es points M '  et M "  soient in- 
tdrieurs au champ C, nous ddcomposerons C en trois champs, c'est-~-dire: 

I 
I ~ un champ circulaire r' avec ]e centre en M'  et ayant pour rayon ~ ;  

2 ~ un chump cJrcul~ire semblable r" avee ]e centre en M" et ay~nt 
I pour rayon ~ 3; 

3 ~ le champ restant C - - v ' ~  z". 

Les intggrales f f  serous aussi ddcomposges en trois intdgrales que 
v 

nous aliens examiner sdparement, en commen~ant par celles de W " - - W ' ,  et en 
introcluisan$ toujours pour r '  et C ~ r ' - - r "  les coordonndes polaires (r', 8') 
av~e le pble en M',  et pour r" les coordonn~es polaires avec le pble ea ]V/": 

Indiquons pour cela par ~ ' ,  ~ " ,  ~ les limites supdrieures des valeurs 
absolues de /7 en v', r", et C - - r ' ~  r" ou C; et repr~sentons, comme d'or- 
dinaire, avee le signe I KI la valeur absolue de K; nous aurons dvidemment 

- 3  

F(logr" - -  logr')dxdy S_ (logr" ~ log r')r'dr'dff , 

m~me chump, sans cesser pourtant d'etre int~grables en C, o'est a peine besoin de remarquer 

quo la so.too ou d~6ronoo dos in~g~alos J J F @ ,  .~)d~dy, f f  J(~, y ) d ~ y  ser~ onoor~ 
G G 

6gale ~ l'int4grale P = i f{F( . ,  y> • J ( . ,  y)} d .dy  de la somme ou diff4rence, comme 

duns le eas ou F(x ,  y) et J(x~ y) sent finles. 
En effe~ si a '  es a"  sent deux petits champs qui renferment les points M' et M", 

nous aurons par les d&finitions ordinaires 

P = lira f f  {l#(z.y)_+ J(x ,y)}d .dy  = 
a'=O, r C--d--d' 

o'=o, d'=o / C - - d - - d '  C--  ' - -  ' 

=,-.'im o.f.<fr(., , )  e.e.,, _.+ ,ira _ ."=o f f f  a(. ,  .,,) a.<,, = f f . @ ,  ,) <<. <~y _+ _ . ffJ@,~,),S~.<~y,o, 

eomme on voulait d~montrer. 
La m~me chose arrive pour le cas d'un plus grand nombre de variables, et de 

plusieurs points d'infini. 
Actr math~matica. 25. Imprim~ le 7 oc~obre 1901. 25 
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car, dtan{ duns r '  ~ a >> ~ ~ a > r', la diff6renee log , "  - -  log r' = log ~_ 

sera toujours positive ou halle; et en snbstituant log~3 g log r" el: en 

inl:dgrant, on trouve que lu vuleur absolue de l'inl:dgrale 

!2rr ~ F ( l o g  r"  - -  log r')dzdy 

(i I ) 
ne surpassera pus 7g + 81~ 3 F'$s.  

De m~me eelle de 

Enfin pour l'int~grale ~ c - , F ( l o g r " - - l o g r ' ) d x @  on remurquera 

d'abord que log r"  ~ log r ' - -  ~ ,  t &unt~ un hombre eompris entre r '  et; 

Yf r", de sorl:e que eel:l:e intdgrale pourra s'gerire ! F ( r " ~  r') dr'dO'; 
2~ 

C--'r'--~"' 

el: puisque en formant le triangle; M ' M " M  on voil: que I~ ' " - -~ ' ]  < e, 

el: __< 3 puree que en C - -  3 ' - -  r"  on u l:oujours ~ = I, el: 7z < I + ~ < 3, 

on en eonelut que 

~-~- F(logr"--logr')dxdy <~--~- ~-~'-e ~ dr'dO' < ~ ~"v dr'dO', 

et puisque eefge ddmonsl:ration pourra 6videmment s'appliquer uussi all eas 
off les poinl:s M ~ el: M "  soul: pris un ou l:ous les deux sur le contour 
de C, puree que alors il fuudru seulement subs~ituer aux eercles enti~res 
v' el: 3" leurs portions qui seront comprises en C, on en conch t  que pour 

I I les rapports iner4meniaux de W l 'on aura toujours W"--W'3 < k.F, 17 

6tanl: lu limite sup&ieure des vuleurs ubsolues de F ( x ,  y) ell C, el: k 6runt 

une quanl:itd qui ne surpasse pas le n o m b r e - - ~ f f d r ' d O '  et qui par cons& 

quent ddpend seulement de l'aire A de C. 
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Et  cette d@endenee est telle qu'en supposant l'aire A de C suffi- 
samment petite mais de forme tout-~-fait queleonque, la mgme quantit~ k 
poun'a &re rendue plus petite qu'une autre quantit6 quelconque B, car si 

B 
e est an hombre inf6rieur ~ ~ ,  en faisant autour de M'  un cercle a de 

rayon r qui soit en tout ou en pattie contenu en C, on aurs 6videmment 

x ffr'dr'dO', ou f fdr 'dO'< 2~z + A; et il suffira que f f  dr'clg' < f f  dr'dO' +-~ o_~ 
a G 

l 'on sit A <-~-2~r ~ 3s) pour qu'il soit k < B. Et  ind@endamment de 

cela, il suffit de  remarquer que ffdr'dO' est ie potentiel nev~onien de la 
C 

surface A sur tm des ses points (x', y') quand la masse est de densit6 
ggale ~ un, pour en deduire que si A est suffisamment petite, k est trbs 
petite elle sussi; et du reste si l 'on indique avec L ls plus grande distance 
entre deux points quelconques du contour de C on aura toujours aussi 
k <  3L,  dont il suit encore, mais seulement pour de eas plus particuliers 
pour le contour de C, que k sera tr~s petite avec L,  et par suite svee C. 

Passons maintenant 

eonsidgrons l'autre A = 

figure sous l'int6grale. 
Puisque on s 6videmment 

I )  I ! , ,cos(r . ,  z ) - - z '  cos(C,@}, A = ( ~ - - ~  {eos(~' ~) + eos(~", x)} + ~, , - - - , ~  

&adler ta diff6rence aW" sW' az" az' ' et pour cela 

s log r" v log ~' = s cos (r", ~) - -  L cos (r', x) qui 
; ~  ~ r '~ r '  

et que les projections des e6t6s du triangle M ' M " M  sur l'axe des x donnent 
Soos(~, ~) + r" eos(r", ~ ) - -~ '  cos< ,  x) = o, (8, ~) &snt rangle que ls di- 
rection de M '  g M "  fair avee l'axe x, on aura 

A = (r - -  r { cos (r', ~) + cos (r z)} - -  a cos (a, ~) 

et par consequent iAi <~,,.3e 
En observant done q u e e n  r' on a 

3--3>r"~2 ~ 3>r ' ,  et en r"  on a 2 3 5 > r ' > 2  d ~ r '  
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on on tire que 

a log r' } dxdy I \  I < _3 Ll~'''o, ~ 

et~ ensuite, en remarquant, comme nous l 'avons fair ddjh dans le cas de 
n 

W" ~ W', que dans C ~ r'  - -  r"  on a toujours ~" 7z < 3, on trouve aussi 

:t ~logr vlog,r dxdy <~ dO' <--2-; - j j  do , 
C--~'~" C--~--v" C--z ~ 

et par cons4quent 

I ; ; F ( ~ l ~  
J J  - ~ 

~--T'--T" 

Ologr'~ )dxd, y < 9 T ' ( l o g L - - l o g ~ 3 ) 6 ~ ,  

oh 

! 

, aog ,-' [[ ~ log z~,, i) )dxdy < 9~'~Yoog ~ log d. 

On a les m~mes r4sultats pour les intggrales qui composent 

~W" oW'. 
~Y ~y 

de sorte que l 'on peut maintenant j conclure que pour tous les points 
M '  et M "  de C, et mgme quand il sent  sur le bord, les valeurs absolues 

�9 . ? w , ,  
des rapports mcremen~aux ~ \ ~z ~ z / '  ~ \  ~y ~y / ne surpasseront 

jamais le nombre - - k l F l o g a  , k 1 6tan~ tree quambit6 qui ne surpassera 
log 2L~ 

pas le hombre fini 9 I ~ ,  log ~ ] qui no d4pend pas de F ,  e~ tend a 

devenir ind4penden% m~me de la grandeur du champ C. 
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�9 , ~ W  ~ W  
Le rdsultats obtenus sur les rapports lncrementuux d e W ,  ~ et ~y, 

nous permettruien~ d~j~ de faire dispura~tre quelques-unes des difficult~s 
de lu mdthode des approximations successives dont nous uvons purl6. 

Inddpendamment de 9a, ils out d'ailleurs un int~ret tout particulier, 
purce qu'ils sont ggngraux, et ne supposent rien pour lu fonction /~(x, y), 
hormis d'8tre finie et int~grable en C, de sorte qu'elle pourru mgme avoir des 
discontinui~ds, et ils conduisent g d6ferminer les dgrivges premieres de W 
duns t o u s l e s  points de C, m~me sur le bord, sans faire aucune autre 
hypoth~se pour IS(x, y), tandis que par eux on peu~ aussi dgterminer les 
ddrivdes secondes de W, muis celles-ci seulement pour les points M'(x', y') 
qui sont int~rieurs ~ C, et pour lesquels F(x ,  y) est continue et le rapport 

incrdmental F - -  F' r----w-- est intdgrable en M'  m~me rgduit uux vuleurs absolues, 

et d'une muni~re uniforme sur chaque rayon sortunt de M', cette fonction 
F(x ,  y) dtunt encore finie et intdgrable, mais du reste tout-~-fait quel- 
conque, duns les autres points de C. 

Reportons nous en effet uux ddmonsbations prgcgdentes, et dgeomposons 
muintenunt le cham p C - -  r' r" en deux; l'tm dtant le champ r - -  r ' - -  r" 
qui reste d'un cercle r ayunt pour centre le point M'  et tm rayon tr~s 

petit mais fini s > 3 #, quund on y supprime los cercles r' e~ r", et l'autre 
~ 2  

dtunt le champ restant C - - r ;  et supposons que le point M"(x", y") soit 
sur lu m8me horizontale ou sur lu m~me verticute de M', de sorte que # 
sera alors l'aecroissement de x' ou de y' Ax' ou Ay'. 

Pour le champ C - -  r l'intdgrale f f F l o g  r'dxdy adme~ra dvidemment 

les ddrivdes premieres et secondes par rapport h x' et y', parce que le poin~ 
M'(x', y') n'appartient pus au champ d'intdgration; et ces ddrivdes seront 

(6) 

~ f f  F v l ~  f f  
~, dxdy , - -  F ~ l~ 

Vy 
C--T C~--r 

dx dy , 

d ? ] , o "  log r f f  F~ log,' dx dy, OxOy 
C'--~" 

f f  F~' log r' dxdy, ~y~ 
C~'r 
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sans qu'on air besoin d'imposer d'aufres conditions h F darts le champ 

C - -  r; et Yon aura 6videmment j j  dxdy = - -  II z ~--axay �9 j j  ~y �9 
C--v C--r  

En Outre, sous ~les m~mes conditions pour /~ dans tout le champ C, 

les intdgrales - - ; f  F'l~ vz ~' dxdy , - - , j ,~ f fF  01og0y r' dxdy auront aussi toujours 
C r 

une signification, eL elles seront pas consdquent les limites pour r = o des 
deux premibres des intdgrales prgcddentes (6). 

De m~me les trois derni~res de ees intdgrales (6) auront souvent elles 
aussi des limites A~,~, A~,~, Ag,~ (avee A~,~ -~ --A~,y) pour r ou z = .o ,  mais 
cela n'arrivera pas toujours; donc, si, pour le cas off Yon veut chercher aussi 
les ddrivges secondes de W',  on fair d'abord t'hypoth~se de l'existence de 
ces limites, hypoth~se du reste que nous remplacerons ensuite par une 
autre, il est certain que, apr~s avoir fixd r tellement petit que los intg- 
grales (5) soient pros de leurs limites 

(7) _ f f  dxdy, f f    l~ ~ A~,~, A~,y, A~,y 
C C 

plus qu'un hombre ~ aussi petit que Yon voudra, on pourra ensuite prendre 
3 tellement petit lui aussi que pour routes les valeurs de 3 encore plus 
petites les rapports incrdmentaux correspondants 

I 
f f  F(log r " - -  log r')dxdy, 

C--Z" 

soient pros des intdgrales (6) plus qu'un hombre a 1 aussi pe~it lui aussi 
que l 'on voudra; ct alors pour ces valeurs de 3 ces rapports Jae diffdreront 
des limites susdites (7) plus de a - k  al. 

W " - - W '  
Maintenant, en considdrant d'abord le rapport . a , si l 'on se rap- 

pelle ce que nous trpuvions pour les int~grales 

JJ F(log r" --  log r')dxdy, 
2"' 

2~ f f F ( l o g  r" - -  log r') dxdy, 

~ ~ , ~ JJ  \ ~y ~y 
C--v C--v 
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on volt tout de suite que leurs rapports k $ deviennent avec 5 aussi petits 
que l'on veut; et de m~me en appliquant au eas de C = v, et par consd- 
quent pour L = 2e, ee que nous trouvions pour l'int@rale 

I c_f~_d T" ~-~ , F ( l o g  - -  l o g  r')dz@, 

on volt que son rapport ~ $ pent lui aussi ~tre suppos6 aussi petit que 
l'on veut quand s a dt6 ddj~ pris suffisamment petit; done dvidemment 

W " - - W '  
quand on fair tendre $ vers z~ro le rapport 3 tendra vers l'une on 

l'autre des deux premieres intggrales (7) divis6es par 27r suivant que l'on 
a 3 = Ax' on (~ = Ay'; et l'on aura par consgquence 

~W __ I y F ~ d x d y  ~ log~" ~W = __I f f F a  logr dxdy 

0 0 

pour tous les points M'@', y') de C, mgme sur le bord, et cela quand pour 
F ( x ,  y) on maintient seulement l'hypoth~se qu'elle soit finie et intdgrable 
en C. 

En passant ensuite ~ dtudier les rapports inergmentaux 

{aw' ~w'~ ~ ?w" ~w'~ 

nous observerons d'abord que l'on peut 6crire 

f f F ( ~  log r" a log r  = 

( - -  ) V~ ~ . d z @ +  ( F - - . ~ ' ) ~ 1 ~ 1 6 2  

; f (  Xogr" 
r - - r ' - - r "  v 

log r ' \  

oh F '  est la valeur de F ( x ,  y) en M' ;  et maintenan~ si pour ce cas on 
fair aussi l'hypoth~se que /~@, y) soit continue en ce point M', en rap- 
pelant ce que nous trouvions pore" les deux premieres intdgrales du second 
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membre quand il y avait F a la place de F - - F '  on voit tout de suite 
que leurs rapports ~ $ seront aussi petits que l 'on voudra si $ aura 6t~ 
dgj~ pris suffisamment petit. 

De m~me en rappelan~ que h l'extdrieur des cercles r '  et r"  on a 

p<3, 

on volt que, toujours on valour absolue, sera 

\ 2.  o.  ~_ 9 ~ dr'dff ,  
7.-- ~ - - ' ~ '  7.-- T ' - -  7." 

donc dvidemment, si mainten~nt on ajoute aussi l 'hypoth~se que les d6rivges 

0____/~ et o f  de E (x ,  y) soient dd~ermin6es et finies, on du moins premieres ~ oy 

F - - F "  
que le rappm~ incrdmen~al r '  soi~ iatggrable en M '  m~me en le r6- 

duisant h ses valeurs absolues, et d'une mani~re uniforme sur chaque rayon 
sortant de M' ,  alors le r a p p o r t  h $  de la troisi~me intggrale du second 
membre de (8) sere lui-mSme aussi petit que l 'on voudra si ~ aura ~t6 pris 
suffisamment petit. 

E~ avec cette nouvelle hypoth~se pour le rapport F - - F '  r------;----' les fonc- 

tions (F~F'~~176 oz' ' ( F - F ' )  ~176 ,_(F--Fq ~ l ~  oy ~ seront aussi 6videm- 

ment intggrables en M ' ;  e~ par consgquent ptfisque l 'on a 

/~/~ o , l o g  ~,, ~ , 
JJ  oz' dxdy, 

C - - v  C - - v  C- -~  

si l 'on remarque que l'in~dgrale ] l -~176 a une limite pour ~ o, 

5'--7" 

et qu'il  no change m~me pas avec r, car si v~ est un autre eercle de rayon 
r ( z  avec le centre en M' ,  on a gvidemmen~ 

j j  ~ z . ,  d x d y  ~ - -  dr 'd f f  : o,  
j j  r 

7"--7"1 r 0 
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/ ' / ~ a 2 1 o g r  ' . - 
on en conelut que l'int6grale , j . j ~ ~ a x a y  aura une limite d6termin6e 

C--7" 

et finie pour r = o, et la mgme chose arrivera gvidemment pour les auh'es 

f f  'a~ t~  ~" ffFa ' l~ -~----5~y~dXdy; done, a v e c l a  condition que intggrales JJ  . y 
ff--v C--~ 

F--F' 
nous posons mainfenant pour r' , eelle aussi, que nous avions pos6e 

ei-dessus, de l'existence des limites d&ermin6es e t  times pour r == o pour 

les trois dernigres des intdgrales (6) se trouvera satisfaite; et par suite 
il sera dordnavant inutile de parler de cette condition. 

Avec tout  cela, il ne reste plus que d '&udier la derni~re int~grale 

t'f de la formule (8), ou Ja \ oz ~ ./dx, dy; et pour eela nous prendrons 

(, - -  a ) '  + ( ! / - -  b)' - - / ~ '  
h consid6rer la fonetion u = 4 qui satisfait foujours 

l'6quation Au  = I, et sur le eerele 6' 1 de rayon /~ avec le centre dans 
le point (a ,  b) est toujours z6ro. 

Par la formule bien eonnue de GI~EE~, nous aurons pour ehaque 
point  (x', y') intdrieur h C 1 

U' ----- 
(z'  - -  a ) '  + (y' - -  b)' - -  I~ ~ 

4 = f log +  fflo  dr; 
o q 

et puisque, eomme on suit, et comme du reste il rdsulte tout  de suite du 
2~ 

dgveloppement de log r '  en s6rie trigonom&rique, l 'intggrale flog r'dO a la 
0 

valeur constante 2zrlogR, on en d6duit que 

(~' - -  a )  2 + (y'  - -  b) ~ - - / ~  I { '  l o g  R 

(9) 4 -t- I f f l o g  r'dxdy, 2r, G 
et par cons6quent en d&ivant on a 

2= j j  a~ 
G G 

&@, 

['intdgrale du second membre ayant une signification bien d&ermin6e. 
Aeta mathematlea. 25. Imprim~ le 8 octobre 1901. 26 
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De mgme on a pour le point (x", y") 

9~ *t ~ Cb 
I f r o  log ~'" dg~ dy, 
E~ jj ~z 

q 

et par suite on a la formnle remarquable 

e2 

qui donne 

I f f ( o l o g r " .  ~l~zr 
q 

de sorte que maintenant il reste assur6 clue pour chaque point (x', y') in- 
tdrieur ~ C, quand en ce point F @ ,  y) est finie et continue e t a  ses dd- 
rivdes premieres ddtermindes et finies, on du moins les rapports incr6men~aux 
F - -  F' 

sont int6grables m~me r6duits ~ leurs valeurs absolues et d'une 

mani~re uniforme pour chaque rayon sortant de M',  on a la formule 

~z" ---~ 2 -]- lim ! d d  F ~ d x d y .  
v = O  2 ~  

U - - T  

D'une mani~re semblable on fxouve 

v'W _ lira x f ] " F v '  log vdxd~t  ' 

(,:) 
~ 'W _I F '  I (IF~' log r 

----- 2 + Iim~:o ~ dd ~ dx dy, 
C--V 

et d'apr~s ce que nous avons ddj~t remarqu6, les ]imites qui figurent dans 
ces formules seron~ ddterminges et finies. 

Et  puisqne s i s  et a sont les contours de C et du petit  cerele r, et 
a et /9 sont les angles que la normale intdrieure ~ s fair avec les axes x 
et y, on a par des formules connues 



(113) 

c 

lesquelles, ~ cause de la formule connue 

i j ' a  log r __I [ a l o g r c o s a d s  + cosflds 
2~ j a~ 7~ --gf- 

$ $ 

nous donnent  tout  de suite 

a~W a~W 
A W =  a~,, + ~-~ = F' ,  
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f f a ~ l o g r . ,  falog /'~ log r ~ a x o y  = - -  ax rcosads-- J'~c~ 
G - - r  s a 

= - -  a l ~  ~ cos~O'dO ' = - - f -~ -~ - -  coseds  ~ ~r, 

$ $ 

9t par cons6quent 

,a~ log r 
= z)--77-, a x w +  j j  ~ Y =  

C - - v  C--r  C--v 

f f ( F - -  F "  a' log r dxdy - -  F '  /~ a log r . = ) ~ j - g g -  cos ~ a s  - F ' z r ,  

C--v 

il s 'ensuit  que pour  les d~riv~es secondes de W on a aussi les formules 

ff a*logr . , I F '  ( a l o g r  ~-2~=~a'w , (F__F,)_TgTazW__~ j_~7_cos=ds, 
C 

w i f f  a~'ay' = ~ (FmF')a~l~ ay 
c 

f ,o ,cos d  ' ay" -- j j  ay ~ j ay 
$ 

i f a logrds=__i ,  
8 

comme on le t rouve aussi en a joutant  la formule (I I) avec la deuxi~me des 
formules ( t2) ;  de sorte que cette propri&6 du potentiel  logar i thmique reste 
ainsi ddmontrde d 'une  maui~re gdndrale pour  t o u s l e s  points M'(x', y')int& 
rieurs ~ C pour  lcsquels F(x, y) est time et continue e t a  ses ddrivdes premieres 
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V_F et v__F d6termin6es et finies, ou du moins plus ggn6ralement est  telle ~x ~y 
~ ' - - F '  

que son rapport incrdmentM ~ est uniformdment intdgrable sur chaque T' 

rayon sortant de _M' mgme en le rdduisant h ses valeurs absolues, tandis 
que pour les autres points de C on exige seulement gue la m~me fonction 
F(x,  y) soit finie et intdgrable. 

Ces rdsultats, qui du reste sont ceux donn6s pour le cas de trois 
variables par IV[NL HO~om~ et 1V~01~EI~A, enoneds tou~efois d'une mani~re 
plus gdndrale, peuvent ~tre encore gdndralisds car avee des ]6g~res modi- 
fications duns les procddds prdcddents on pourrait m~me considdrer le cas 
duns lequel pour la fonction F(x ,y)  le point (x', y') appartient ~ une 
ligne de discontinuit~ de la fonction m~me F ( x ,  y), etc. 

Tout cela admis, ,revenons aux trois objections qui, d'upr~s ce que j 'a i  
dit en eommengant, il me purait qu'on puisse faire h la mdthode de 
M. PICA~D. 

Supposons toujours pour eelu que C soit un de ces chumps pour les- 
quels il est certain qu'il exis~e la fonction de ~I~EEN G = ~ y - - l o g r ,  
et ruppelons la formule connue 

(I4) 

qui donne lu valeur de U duns le point (x', y') intgrieur h C quund U est 
une fonetion pour laquelle on suppose l'existence d'avance, et qui duns 
le champ C est finie et continue uvee ces dgriv6es premibres jusqu'uu 

contour, tundis que ses dgriv6es Secondes ~If S~Usont finies e?; intggrables 

en C, et, hormis tout au plus un nofilbre fini de points ou un nombre 
tint de lignes, sutisfont toujours h l'dquution A U =  F ( x ,  y), cette fonction 
F ( x ,  y) dtant time et intdgrable en C. 

Disons pour abrdger que F(x,  y) satisfait en C aux conditions nor- 
males quund, exception faite tout au plus pour uu ~ombre tint de points, 
ou pour un hombre tint de lignes, elle satisfa.it en chuque point uux con- 
difions que route h l 'heure nous admettions seulement pour le point (x', y') 
que l 'on vouluit considdrer duns le cas des d6rivdes seeondes de W; c'est- 
~-dire udme~ons que, sauf les dites exceptions, pour chuque point (x', y') 
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de C la fonction F(x, y) soil finie et continue eL air toujours les ddrivges 
premieres dg~ermindes et finies, ou du moins qu'elle soit telle que les rapports 

incr~mentaux F - -  F' r' soient uniform6men~ intggrables pour les dits points 

M'(x', y') sur chaque rayon sortant de M '  m~me en les rdduisan~ aux 
valeurs absolues. Alors il est certain que si F (x ,  y)sat isfai t  en C E ces 

ff conditions normales, la fonction W - -  ! F (x ,  y) log rdx@ que nous 
2Z C 

avons dLudi6e dans ce qui prdc~de sera une fonction qui satisfaira E routes 
les conditions de U, et par consdquent pore" sa valeur W'  duns le point 
M'(x', y') on aura aussi 

de sorte qu'il sera 

f 
$ 

W~ grant les valeurs de W sur le bord de C. 
Celu pos6, remarquons maintenant que duns le cas du cercle, si l 'on 

donne des valeurs U~ sur le bord qui aient toujours les dgrivdes premieres 
ddtermin6es et finies, eL aient aussi les d6rivdes seeondes, ou du moins 
leurs ddriv~es premieres aient leurs rapporLs incrgmentaux inL6grables m6me 
en ]es r~duisant aux valem's absolues, alors il existe une foncLion harmonique 
U qui prend ces valeurs U~ sur le bord, et a les ddrivges premibres finies 
m~me en s'approchant inddfiniment au contour, et sur le contour aussi, 
et ces ddrivdes ne surpassent jamais l'intdgrale des dits rapports incrgmen- 
taux rendus positifs, multiplide par un facteur toujours inf6rieure ~ un 
bertain nombre fini. 

Duns le cas du cercle cette particularit~ se ddmonLre tr~s facilement, 
comme nous le verrons plus tard, car dan~s ce eas on a sous une forme trbs 
simple l'expression de la fonction harmonique U; et m~me pour la dSriv~e 
~U 
~__ on ddmontre qu'elle est toujours comprise entre les limites infdrieures 
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et supdrieures de U~(O'). Pour d'autres champsles recherches me paraissent 
assez difficiles, et je me rdserve de t~cher'de les faire duns une autre 
occasion; reals, malgr6 cela, puisque il ne voudrait pus la peine de s'arr~ter 
au cas du cercle, cur grant alors suffisantes les considdrations de M. PICA•D, 
il n 'y aurait pus besoin de ces 6tudes que nous raisons pour l'intdgrale 

f fF(x,  y)gdxdy; et puisque d'ailleurs l'on comprend bien d6j~ qu'il dolt 
r 

y avoir beaucoup d'autres champs pour lesquels on a les m6mes particu- 
laritds, nous admettrons sans plus que les chumps C que nous eonsid6rons 
soicnt de ceux-ci, en supposant aussi qne les lignes du contour (qui pourront 
avoir aussi des points anguleux) aient toujours lear eourbure finie; et pour 
abrdger nous les appellerons champs normaux. 

A]ors si les valeurs donndes Us au contour de C satisferont aux con- 
ditions susdites, la fonction harmonique U correspondante sera unique et 

aura certainement l'expression ~ ,~-~pds, et ses valeurs absolues ne 
$ 

surpasseront jamais le maximum de ceux de U,, tandis que ses d~rivges 
premieres auront les particularitgs que nous avons indiquges ei-dessus; done, 
puisque en s'aidant de ee que nous avons dgj~ trouv6 pour la fonction W 
nous dgmontrerons tout de suite ci-dessous que les valeurs W~ que prend 
cette fonction W satisfont aux conditions que l'on posait route h l'heure 
pore" les valeurs Us, it est certain que le premier membre de la formule 
(16) ou le premier terme du second membre de la ~ormule (I5) est une 
fonction harmonique V qui a routes les particularitds de la dire fonction 
U, et sur le bord a l e s  m~mes values W, de W. 

Or, en consid6rant les valeurs W, comme provenant de W) et en 
indiquant par W'(s) la ddrivde de We par rapport h s qui certainement, 
d'apr~s ce qui prdcSde, sera d6terminde et finie, on a 

w'(s)  wJ.  way 

et par suite si, en restant sur le bord, on passe du point M'(~', y') qui 
correspond h l'arc s, au point M"(x", y") qui correspond h s + As, et dont 

3 
la distance de M'  est 3, le rapport ~-~ tcndra vers l'unitg quand M" 

s'approchera indgfiniment h M', et avec les notations qui pr6e~dent on aura 
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dz" dz' dy" dy' 
W" ds ds ~ W" ds ds + - -  + - -  ; 
~z A s  ~y As  

0 W" ~ W" 
donc, en remarquant que les iacteurs qui multiplient ~---Z et ..~! d6- 

pendent seulement du contour et sont finies parce que ce contour a la 
courbure toujours finie, et en rappelant aussi ce que nous trouvions pour 

les ddriv~es a W e t  a W --~- ~-y et pour les rapports 

mgme sur le bord de C, on en tire que les valeurs absolues des rapports 
incr6mentan_x de W'(s) ne surpassent jamais k~Flog 3, t7 6taut la limite 
sup6rieure des valeurs absolues de 17 en C, et k~ ne surpassant jamais, 
quel que soit C, un certain nombre fini qui d6pend seulement du contour 
de C; et cela met en @idence ce que nons voulions, c'est-h-dire que les 
valeurs absolues des rapports incr6mentaux de W'(s) seront toujours in- 
t6grables mgme en les r6duisant aux valeurs absolues, comme justement il 
fallait qu'il ffit pour pouvoir en tirer les conclusions qne nous 6nong~mes 
route ~ l'heure pour V. 

I1 sui~ de 1~ que les d6riv6es premieres de ce~te fonction V qui, 
il est maintenant assure, ne peuvent pus surpasser les int6grales des valeurs 
(I7) , ne surpasseront jamais k.~F, k s 6taut un hombre fini qni d6pend 
seulement du contour de C et qui @idemment devient avee ce contour 
aussi petit que l'on veut, parce que e'est une int6grale de la forme 

f l o g  dds; done, puisque la mgme chose an'ire 6videmment pour l~s valeurs 
8 

de V en C parce qu'elles sont toujours comprises entre les limites infgrieures 
et sup6rieures de I/V~, on pent maintenant en conclure qui si le champ C 
est un chump normal, et en m~me temps la fonction F@, y) satisfait en 
C aux conditions normales, l'intdgrale 

(,s) 
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du second membre de lu formule (I5) , et par eons6quent aussi l 'int6grale 
double 

(I9) A----- ~ f f  F(x,y)Gdxdy 

route enti~re, auront routes les particuluritds de W, c'est-h-dire elles et leurs 
ddriv6es premieres, m~me sur le bord, ne surpasseront ]umais MF et NF, off 
M e t  N ne surpassent pus certuins nombres finis qui d6pendent seulement du 
contour de C, et qui deviennent uvec ce contour aussi petits que Yon veut. 

Et  celu toujours, eomme nous uvons dit, quund C est un chump normM, 
et la fonction • (x ,  y) y sutisfait aux conditions normules; mats il n'est 
pus exclu, et cela dolt dtre bien remarqu5, que m~me s i c e s  conditions ne 
sont pus routes remplies, il pourra encore arriver que les intdgrules ( I 8 ) e t  
(I9) uient toujours les m~mes particuluritds. 

En effet, notre d6monstration pour les vuleurs et pour les dgrivges 
premib~res de l'intggrale (I8), et par consdquent de A, s'uppuie route sur 

l u  formule (I 4) duns laquelle il faut ndeessuirement supposer que la fonc. 
tion U existe et sutisfait gdn6ralement en tout C ~ l '6quation A U= F(x,y), 
et par suite il faut supposer que la fonction que nous avons indiquge par 
W air elle aussi cet~e purticularit6, ce que par les 'dgmonstrations qui pr6- 
c~dent reste assur6 seulement quand F ( x ,  y) satisfait en C aux conditions 
normales; et en outre quand on veut tirer nos conclusions des formules 
(I5) ou (I6) il faut aussi supposer que C soit un chump normal; muis 
il est 6vident que m6me quand ces conditions ne seront pus routes satisfMtes 
on pourru quelquefois vgrifier autrement que l'intggrale (18) et par con- 
s6quent uussi A uuront les propridtgs voulues; seulement Mors il faudru 
faire ces vdrifications h part. 

C'est justement ce que l 'on peut fMre duns le cas du cercle, comme 
(et je I'M dgjk dit en commengant)M. PICARD avait d6jh remarqu6, sans 
rien dire pour les autres chumps, cur alors la fonction g, h une quuntit6 
constante pros, est elle aussi le logarithme d'une distance; de sorte que  
dans le cas du cercle, Mnsi que duns tous les autres cas pour lesquels on 
pourra retrouver h part les dites propri6tds de l'int6grale (i8) ou de A, 
il ne sera pus n6cessaire d'exiger que F(x, y) sutisfasse en C aux condi- 
tions normMes. 

Tout cela pour ce qui regarde les valeurs et les ddrivdes premieres 
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de l 'intdgrale (I 7) et de A quand o n  s'approche inddfiniment uu contour, 
ou l 'on se place sur te contour m~me. 1Vfuis quand fl suffit de considgrer 
seulement les points (~c', y') intdrieurs ~ C, comme cela arrive ordinuire- 
ment quund on u ~ s'occuper des d6rivdes secondes de A, alors il n 'est  
pus ngcessaire d'avoir ~gard ~ routes ces purticularit6s. 

E t  en effet si l 'on veut, par ex.: considgrer les dgrivges secondes de 
A duns les points int~rieurs (x', y'), en remarquant que celles de l'intdgrale 
(i 8) sont dvidemment 

I AT~(X y)~z,~dxdy, F(x y)~z-~y, dxdy, ~ , 
27C ~ 

(Y G C 

et en s 'uppuyant sur les formules (I3), on trouvera tout de suite 

(20) 

ff ~ I f f  ~ ~ g 
v'A I V'logv dxdy _1_ F~z,~dxdy ~ 

C G 

/~' FO log r cos ds, 
$ 

~A 
~ '  ~y' 

C G 

C C 

2 ~ j  ~y 
s 

a et fl ~tant les angles de la normale intdrieure au contour avec les axes 
x et y; et cela pour tous les points intdrieurs M'@', y') pour lesquels les 

F - - F '  
rapports r---w--- sont int6grubles d'une mani~re uniforme sur chaque rayon 

sortant de M '  m6me en les r~duisant aux valeurs absolues, F ( x ,  y)res tant  
maintenant duns tous les autres points de C absolument quelconque et seule- 
ment finie et int~grable. 

A c ~  matheart~tica. 25, I m p r i m 4  Le ~ octob~e 19GI. ~' 
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Apr~s eela la premiere des objectons que je faisais au proe~d~ de 
~I. PICXRD vient tomber enti~rement quand on suppose que C soit ~m 
champ normal et que les coefficients a ,  b, c ,  h de l '~quaton donn~e (x) 
satsfassent aux conditions norma~es, ce qui est d~j~ un eas plus g~n~ral 
que eelm eonsid6r~ par 1VL PICARD qui suppos~it que les dits coefficients en 
C avaient les d~riv~es d~termin~es et finies. Et  m~me si les dites conditions 
pour le champ C, ou pour les coefficients a,  b, c, h I ne sont pus satsfaites 
on n'exelut pus que, eomme duns le eas du cercle, A eL ses dgriv~es pre- 
mieres puissent encore ne surpnsser jamais, en valeur absolue, les nombres 
M F  et N ~  susdits; seulement il faudra faire pour ces cas des v~rifications 
spgciales, apr~s lesquelles seulement la difficult~ que je faisai s pour la m~- 
rhode de 1V[. t~CARD viendra encore ?~ dispara~tre. 

Ensuite, gvidemment la deuxi~me objection viendr~ elle aussi ~ tomber, 
si l'on suppose que C soit un champ normal, et que les valeurs donn~es 
sur l e  bord pour l'int6grale que l'on cherche de l'gquation (I) aient les 
dgrivges premieres dgtermindes et finies, et les secondes aussi, ou du moins 
los rapports incrgmen~ux des dgriv6es premieres soient intggrables m~me 
e h les r~duisant au~ valeurs absolues; car alors, avec les dites limitations 

[ 

p0ur les champs C, la fonetion harmonique que, en commengant, nous 
avons indiqu6 par u 0 aura ses dgrivges premieres d6terminges et finies m~me 
en s'approchant ind6finiment au contour, et sur le contour aussi; donc des 
objections ?~ la mgthode de 1YL PXCA~D il ne reste maintenant que celle 
relative aux dgrivges secondes des fonctions successives u0, u~, u~, . . .  et 
de leur sgrie (4). 

M~is cette objection va tomber elle aussi tout de suite, et m~me duns 
un cas plus gSngral que celui de M:. P~CA~D, d'apr~s ce que nous avons 
dgmontrg ci-dessus. 

Prenons en effet la formule (4) des approximations successives, c'est- 
h-dire 

u.-:Uo +u~ + ~ ,  + . . .  +u._~ + u .  + . . . ,  
or 

t ~  1 ~ ~ ' b 

c 

~aj' [/'(a ~u"-~\ ~: H- b ~u._,__T~y q_ eu._,)<logr -F #)dxdy pour n > , ,  

o 
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qui, avec nos limitations pour le champ C, et pour les valeurs donn~es 
sur le bord pour u, rsprgssnte certainement, d'apr~s les d~monstrations de 
M. PZCARD une fonct,4on qui en tout C est finie et continue ayes sss d6- 
riv6ss prsmi~rss (5), mgms en s'approchant ind6finiment au contours, st 
sur cs contour aussi. 

Observons maintenan~ que puisque u 0 a certainement les ddrivges ss- 
condes d~ermin~es et finies dans l'intgrieur de C, en s'appuyant sur ce 
que nous avons dgmontr6 on trouvera suceessivement que la m~me parti- 

cularitd subsiste aussi pour les tsrmes u,,  u ~ , . . . ,  u~_~, u~, . . .  en tous 
les points M'(x', y'), intdrieurs ~ C, oh les coefficients a, b, c, h de l'dqua- 
tion donnde (I) out une ddrivge ddterminge et finie, ou du moins ont des 

a ~ a ;  b - - b '  c - - c "  h ~ h "  
rapport incr~mentaux r' ' r ' r' ' ~' qui sont int~grables 

d'une mani~rs uniforme sur chaque rayon sortant de M '  mgme quand on 
les r~duit aux valeurs absolues, st cela sans d'autres conditions pour lsurs 
valeurs dans' les au~es points de C, hormis celle d'gfre toujonrs finiss et 
int6grables; st ces d~rivges secondes de u , ,  u~, . . . ,  u~_~, u , ,  . . .  pourront 
g~e d6termin6es en s'aidant des formules (2o). 

Pour tous ces points M'(x', y') on pourra done former les trois sgries 

Z $~u,~vz,~ ' Z vz'oy" , Z ~ des dgrivdes secondes, et a cause des formules 

(:o),  la premiere de ces sgries sera la suivante: 

(2 I) a~u~ a~% i au,~_i au,,_, ~Z;~ + az,--- ~ + ~ a ~  + b. -ay + CU,~_,-- 
2 ! 

~t 

+ 

o 

et nous aUons l'dtudier. 

' } ~ log ~ dx dy + b' ~'-~ c'u'~_l Oy" 

$ 

Remarquons pour cela que, si l'on s'arrgtait au cas (qui du reste sera 
le cas ordinaire) dans lequel les coefficients a,  b, c, h de la (I) satisfont 
en C aux conditions normales, alors outro quo pour le point (x', y') on 
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pourrait former la sdrie (2 I) aussi pour tousles  points de son voisinage, et 
pour les thdol'~mes eonnus de la ddrivation par sgrie il suffirait de ddmontrer 
que dans ces voisinages la mdme sdrie (2 I) converge uniformdment; et cette 
ddmonstration pourrait se faire tr~s aisement en d6composant la m4me sdrie 
(2I) dans les trois sdries (A), (B), (C) qui se torment avee les trois par~ies 
dont se composent ses terme, et en les examinant s~pargmment. 

Nfais, puisque on peut le faire assez aisdment, nous resterons dans 
le cas plus g6ndral dans lequel on admet seulement de savoir que, pour 

c b - - a '  b - -  b '  c - -  C' 
le point M'@', y') qui l'on considdre, les rapports - v, , -r ' r' ' 

h--h" r---7-- satisfont ~ la condition d'int6grabilit6 d'une mani~re uniforme sur 

ehaque rayon sortant de M'  m6me en les rdduisant aux valeurs absolues, 
sans rien supposer pour les autres points du voisinage de ce point M'; 
et alors, puisque on ne salt pas si on peut former la s&ie (2 I)aussi pour 
ces autres points, il faudra appliquer d'autres thgor~mes de la dgrivation 
par sgrie, pour montrer que la sdrie (2i), considdrde seulement pour le 

point M'(x', y'), est eonvergente et reprgsente la ddrivde seconde a~u aX,----- ~ �9 

Considgrons pour eela la s6rie des dgrivges premieres de la (4), ou 

az --v + az' 2u \ }z + b ay + cu~_~ a~ 

2 g 

2 C 

qui reprdsentera certainement 7~'; et remarquons que, puisque g e t  ses dd- 

rivdes sont toujours fiuies quand, comme "~ present, le point M'(x', y') est 

suppos6 intdrieur h C, la deuxi~me s6rie ~: a certainement une dgrivde 
2 

qui est donnde par la s4rie des ddrivdes en tous les points intdrieurs ~ C. 
Evidemment donc il suffira de chercher si la premiere sdrie 

2ff/ao._, ao._, )alog .'dxdy (23) k a ~  + b ay + cu,~_, az 
o 

a une d6riv~e qui soi~ la s6rie des ddriv6es dans le poin~ M'(x', y'). 
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Indiquons pour cela par Rs et R :  les restes de cette sgrie (23)pour 
les points M'(x', y') et M"(x", y") oh x " =  x ' +  &x', y" = y ' ,  et rappelons 
le th6or~me du w lO2 de rues Fondamenti per la teorica delle funzioni di 
una variabile reale; il suffira de d6montrer que pour chaque hombre m 
sup6rieur ~ un certain hombre m' il existe un hombre e (variable ou non 
avee m) tel que pour les valeurs de Ax' num6riquement inf6rieurs ~ e le 

rappor~ A R,~ --/~= - -  Az' ne surpassera jamais en valeur absolue un hombre 

donn6 a aussi petit que l'on voudra. 
Remarquons pour eela qu'en ayant 

I t 
X - "  

h l  - -  A z  z 
m+l 

f f (  ~u~_, 0u~_, ) C log r" 
o 

on pourra d6composer A~ dan~ les deux s6ries 

I ,  ; ; (  9Z~.--1 ~--1 - - a  ' ~ - 1  b '9~- I  6'u' 
m + l  

o 

(2s) ff( ) s  I ~ log V" ~ log r: dxdy a' ou~_l b' Ou,-I 'u' \ 
~ z '  ~ ~x .+ ,  ~---~ + - ~y' + c ._~) 

r 

qui sont convergentes; et puisque, quand Ax' s'approehe ind6finiment de z6ro 

I ff(alog," a~gr')dxdy tend vers la d6rivge seeonde do le rapport ~ ~z 

o 
f f l o g  rdxdy qui est toujours d6termin6e et finie, et la s6rie 
ff 

+ + 

converge uniform6ment en tout C, et aussi, d'apr~s les raisonnements de 
oo 

lV~. 1)ICARD, eslb convergente la s6rie ~(aa~_l + b/9~_1 -{- cry-,) oh a ,  b, c, 
2 

a,_l, 19,_,, 7~-1 sont les limi~es sup6rieures des valeurs absohes de a,  b, c, 
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vz ' ~ - ,  u~_~ en C es~ convergente, il est certain que si 1'on prend un 

nombre_m' tel que le reste ~: (aa,_~-~ b/~,_~-bc~'~_~) de cette s@ie ne surpasse 
m'-t- 1 

pas un nombre tr~s petit que l'on a{t choisi a~, alors pour chaque point 
M.'(x', y') intdrieur ~ C la sdrie (:5), m~me quand Ax' sera devenue nu- 
m@iquement infdrieure ~ un certain nombre e que nous fixerons ci-apr~s, 
restera toujours aussi petite que l'on voudra pour routes les valeurs de m 
sup@ieures ~ m'. 

Or, quant ~ la s@ie (24) remarquons qu'elle peut se dgeomposer dans 
les quatre 

ff! P 
m-I-1 

O 

/ + 

(~ log r" v log r ) d x d y  ' 

f f  ) 
' ~ u ; - 1  I , (a a') (~ log r" v log r. d x  d y  - - - -  

~ - ~  - -  "\  ~ ~x ~ '  ' 
m + l  

C 

ff 

~ log r \ ~ ~ ~-" ~un-1 
. jaxay  ~ - - 7 - ,  

~ / ,~z'~l ~Y 

f f  ( ) _ _  U p 

G 

a - -  a' b - -  b' c - - -  c' 
et puisque, d'apr~s nos hypotheses sur les rapports , , ~,' ' r' 

pour le point M' les rapports ~ Ax' des intggrales doubles qui figuren~ 
dans les derni~res s@ies (27) , quand Ax' s'approche inddfiniment ~ z@o, 
tendent vers les d~rivdes secondes des fonetions 

# ( a  - -  a') log rdxdy ,  # ( b  - -  b') log rdxi ty ,  
G C 

f ~f (c ~ c') log rdxdy ,  

qui d'apr~s les dites hypotheses sont d~termindes et finies, e'est @ident 
que si le nombre m' aura dt6 pris suffisamment grand, les trois s@ies (27) 
seront elles aussi aussi petites que l'on voudra pour m > m', quand Ax' 
sera num6riquement inf@ieure ~ e. 
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1-I reste maintenant h dtudier la sgrie (26), e t  pour celle-ci nous pro- 
c~derons comme il suit. 

Prenons un petit champ circulaire ea avec ie cenh'e dans le point 
M'(x', y') et dont le rayon sera choisi de mani~re que ea soit tout enfier 
intdrieur ~ C, et sera pris pour le nombre e; et d6composons C dans les 
deux champs a~ et C -  o~. 

La s~rie (26) pourra se ddeomposer dans les deux 

(28) s  ~u'-I 
,.+i [ \ ax 

�9 az'  / -~- \ ay / + c (u ._ l -  u'_,) 

X (O ,ogr" a log r ')  ~z ~x dxdy , 

s fyIo(,._._-. (29) ~ \ ax 
m + l  

ax' ] AI- \ ay  . / + c ( u . _ l -  .-1) 

l log '" 

et puisque, si l 'on suppose que Ax' soit d~j~ num6riquement infgrieure h 
~, dans les intdgrales qui figurent dans la premiere de ces s6ries les points 
M'  et M" n'appartiennent pas au champ d'intggration C - - m ,  avec les 
m~mes proc6dds que nous appliqu~mes en commen~ant pour 6tudier la 

v W" ~W' correspondante au champ qu e alors nous partie de la diffdrence sz,, az, 

avions indiqud par C - - r ' - - r " ,  on trouve tout de suite que la dif~ s6rie 
(28) sera toujours numdriquement infdrieure 

36~r(log 2Z, - -  log ~) f~+1 (~a.+l -b bfl.-1 -t- ~r.)- 

L 1 dtant la limite supdrieure des distances de M' aux points du contour; 
et par consdquent, m~me si ~ aura dr6 pris tr~s pe~it, en grandissant, si 
cela sera n6eessaire, le nombre m' ddjh choisi ei-dessus, la dire sdrie (28) 
sera toujours aussi petite que l'on voudra pour routes les valeurs de m 
supdrieures h m'. 

Pour consid~rer maintenant la serie (29), remarquons d'abord que 
u._ 1 est donnd par la formule 
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(ao) I f f(a~.n_2 bO,tln_2 ) 
u._~ = ~ dd \. ~ + ~ + cu._~ log rd~d~+ 

0 
I f f (aaU._2 ~u._~ ) + ~--~,),j \ ~ + b - -~ -  + cu,~_~ g($, ~q , x , y)d$&q, 

0 

off a ,  b,  c ,  u,_: sous les intdgrales sont fonctions de $ ,  ~, ei r est la 
distance entre les points (x, y) et ($, 72); et ddduisons d'ici les valeurs des 
diff6rences 

p 

t 

pour les points (x ,y ) ,  (x', y') du champ ~o que l 'on doit considdrer 
prgsent pour l'gtude de lu s6rie (29). 

Ces diffdrences (31) auront chacune deux termes comme duns l'ex- 
pression (3o) de u,_~, et en appliquant aux premiers de ces termes les 
consid6rations g~ngrales que nous avons faites en commengant pour l'dtud~ 

aW" ~W' 
des diff6rences W " ~  W' ,  a~" ~ ,  , on verra tout de suite que les parties 

des diff6rences (3 I) qui proviennent de ]eurs premiers termes ne surpasse- 
ront pas en valeur absolue pour les deux premieres diffgrences la quantit6 

+ + 

et pour lu troisi~me la quantitd 

K 1 et K s 6rant des nombres finis qu'on peut supposer ne dgpendants 
clue du champ C. 

De m~me on trouve que les parties des diffdrences (3I) qui provien- 
nent de leurs deuxi~mes termes ne surpasseront jamais une quantitd de lu 
forme (~ta._2 +-bfl.-2 +-c~'.-~)g3r', oh K 3 est encore un nombre fini; car 
si l 'on observe que maintenant le point (x,  y), ainsi que l 'autre (~', y'), 
est toujours compris duns le champ eo qui est tout intdrieur ~ C, on volt 
que dans ce cas la fonction g($,  72, x ,  y) est fmie et continue avec ses 
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d6riv6es par rapport ~ x eL y pour tous les  points ($, ~2) de C, 1 eL par con- 
s6quent les diff6rences 

g ( ~ ,  ~, x,  v) - -  g(~, ~, z', v'), 

ag(~, ~,  m, s) as(~, 7,  '~', s') 
am am' 

ag(~, 7,  z ,  y) ag($, ~,,~', v') 
ay ay' 

avec le d&eloppemenL par la s6rie de TAYLo~ peuvent se mettre touLes 
sous la forme 

A(x  - -  x') + B ( y - -  y') ou K~r', 
T 

oh A ,  B ,  K~ pourront dire assez grandes, mais ne surpasseronL jamais 

un hombre ~ni K8 qui d@end seulement d e c  et de s -Y 

Donc 6videmment la sgrie (29) sera Loujonrs numdriquement infgrieure 

A*'~' ff{(a+ ~)&r']o~r'+ (~a+ K~)"}] a'~ a'~ ]a. '  dxd,j 

I~ log "/" 
oh nous averts indiqu4 avee az 

a log r" a log C 
rence az a ~ ;  donc, pnisque 

x 2: (~ + ~',,-~ + ~n-~) m+l n~2 

log C I az la valeur absohe de la diff6- 

avec les mgmes proc~d~s g6n6raux 

que nous avons appliqu4s on commenganL ~ la foncLion indiqude a]ors 
par W, avee la d6composition du champ C dans les trois champs r', r", 
G E r ' - - z " ,  on veil  tout de suite que pour tons les valeurs de Ax'  nu- 
mgriquement inf~rieures ~ s les rapports 

' '  
- , r l o g  r '  a Am az 

a logr' I I ['[* , ]a logr"  a logr' ] 
- ,  r dxdy 

restent finis, on en conclut que m~me la sdrie (29), pour ces valeurs de 
Ax'  e~ quand m > m', sera toujours aussi petite que l 'oa voudra; et avec 

1 C'est justement pour pouvoir consid6rer la fonction g($, 7, z,  y) seulement pour 
les points (m, y) pour lesquels elle a l e s  propri6t6s indiqu~es que nous avons d6compos6e 
la s6rie (26) dans les deux (28) eL (29). 

Aeta mathsmatica. 25. Imprim~ le 8 octobre 1901. 28 
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cela d'apr~s le thgor~me que j 'a i  rappelg du w 102 des rues ~Fondamenti etc., 
reste dgmontrd que pour le point (x', y') la ddrivati0n par s6rie est appli- 
cable ~ la sdrie (22), et par consdquence on a, pour la (21) e~ en ayant 
regard ~ la premiere des formules (20) 

(3~) ~$'~ a'Uo i / , au' b' vu' c'u' ) cos ads - ~ ,  ~.~a~+ ~y,+ +h' f~l~ 
- $ 

f f  I I ~ y  
- -  a~l~ + ~ f f  h~,,dxdy + ~-~]l(h  h') 

0 

- -  a + b ~u'-~ + 2,~ ~--~- + cu._~ 

' ~ ' ] ~  log r .  - -  a '~U"-I  b' u~-1 C'U~_~ 
~z' ~y' i ~  axay 

-{-- a 0----~-- -Jl- Oy --{- c a . _  1 ~xt-.-- 2 d x  dy , 

et maintenant en remarquant que le mSme rdsultat peut s'obtenir pour 

~y,~, on trouvera tout de suite 

$ 

= - -  a " "  (a  ' ~ '  b " ~ '  + c'u' + ds = + 

$ 
comme il fallait dgmontrer. 

Avec cela la belle mdthode de ~ .  PICARD des approximations succes- 
styes est rgduite parfaitement rigoureuse pour tou~es ]es 6quations (I), avec 
les seules limitations que nous avons posdes pour le champ C et pour les 
valeurs donnges pour l 'intdgrale sur le bord; et cela d'une mani~re bien 
ggngrale, puisque on n 'admet mSme pus que les coefficients a ,  b, c, h, qui 
doivent pourtant ~tre finis et intdgrables en C, aient aussi les ddrivdes 
premieres dgterminges et finies, mats seulement on exige qu'ils satisfassent 
en C aux conditions que nous avons dit conditions normales, st, comme 
il est naturel, on veut ~re  stir que la fonc~ion (4) que l 'on ~rouve pour 
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u safisfait ~ l'dquation donnge (I) en t o u s l e s  points intgrieurs ~ C, excep- 
tgs seulement, tout au plus, les points isol6s et les lignes singulibres (en 
nombre fini) qui, m~me avee les conditions normales, on admet qu'ils 
puissent exister, oh les coefficients a ,  b, c, h n 'aient  pas les propridtgs 
ordinaires relatives ~ la eontinuit6, et ~ l 'intdgrabilitd d'une manibre unl- 

a t c h '  b - -b '  c - - e '  h - - h '  
forme des rapports r' ' r' ' r' ' r' sur chaque rayon sortant 

du point (x', y') m4me en les r6duisant ~ leurs valeurs ubsolues. 
Cela d'aflleurs sera le cas ordinaire; mats du reste si quelquefois ces 

conditions normales pour les coefficients a ,  b, c, h n e  seront pas sutisfaites, 
on pourra toutefois considgrer encore le cas duns lequel le champ C es~ 
un cercle, ou m~me plus gdndralement es~ un de ces champs pour les- 
quels on pourra encore de quelque muni~re s'assurer que, pour route fonc- 
tion F ( x ,  y) finie et int~grable au C, l'intggrule double (~8) ou 

- f f  ( , ) 
i F ( x ,  y)g x ,  y ,  x ,  y' dxdy 

2 ~  

et ses d6riv6es premieres, m~me quand le point (x', y') s'approehe ind~fini- 
ment au contour, ou est s u r c e  contour m~me, restent inf6rieures uux 
hombres M F ,  et NF ,  F grunt la limite sup6rieure des valeurs absolues de 
F ( x ,  y) en C, et M e t  N ~tunt des hombres finis ClUi ddpendent seule- 
ment du champ C eL qui peuvent m6me ~tre rdduits uussi petits que 
]'on voudra en prenant le chump C suffisumment petit. Seulement duns 
ces cas, tundis qu'fl seru encore certain que la fonction u d6terminde par 
la s4rie (4) sera finie et continue uvec ses ddrivdes premieres en tout C, 
et prendru sur le bord les valeurs donn4es, on ne seru pus stir de mSme 
qu'elle s~tisfait en C s l'4quution donn4e (I), suuf pour les points (x', y') 
int4rieurs s C pour lesquels a ,  b,  c ,  h sent continues et les rapports 
a - - a '  b - -b '  c - - c '  h - - h '  

et sent intggrables d'une mani~re uniforme 
T t ~ T r ~ ~d r t 

sur chuque rayon sortant du point (x', y') mdme en l e s  r~duisunt ~ leurs 
valeurs absolues; de sorte que duns ces cus il pourra y uvoir des portions 
superficielles de C, ou mSme seulement des points ou des lignes isolges, 
off on sera encore ~ou~ ~ fair stir que la fonction trouvde (4) satisfait 
l 'dquation donnge (I) e~ aux nudes conditions voulues, en mSme temps 
qu'il  pourra y avoir aussi des points ou des lignes, ou mSme d'autres 
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portions superficielles de C oh on ne sera pus stir que cede 4quation ( 0  
soit satisfai~e. 

Du reste, m~me en restant duns le cas plus restrein~ des conditions 
normales pour a ,  b, c ,  h, la cireonstance que duns ee cas aussi nous 
avons admis quS1 puisse y avoir des lignes singuli~res est bien remarquable, 
car on pourra, par exemple, supposer que duns une eertaine portion A de 
C doive ~tre satisfaite une eertuine 4quation (I) et dans la portion restunte 
B de C doJve ~tre satisfaite une autre 4quation duns la quelle a ,  b, c ,  h 
ne soient pus routes les m~mes fonctions que l 'on avait en A; et alors 
la s4rie (4) des approximations successives donnera encore l a  fonction u 
qui est finie et continue en tout C, m~me sur le contour, cUe et ses d4- 
riv4es premieres, e% prend sur le bord les valeurs donn4es, et en A sa%is- 
fair ~ la premiere 4quation (I) e~ en B satisfai% h l 'autre; l 'incertitude 
pour l'4qua%ion (t) h satisfaia-e restant seulemen~, outre que sur le bord, 
le long de la ligne de s@aration de A e~ B. 

Enfin il es~ h peine n4eessaire de remarquer que routes nos objections et 
nos recherches sur la mg~hode des approximations successives de M. P~CARD 
se rapportent principulement au cas duns lequel l'gquu~ion donn4e (I) a 

vu b vu qui portent les d4rivges premieres; au moins un des deux ~ermes a-~,  vy 

tandis que quand ces deux ~:ermes manquent %ou/~ devient bien plus simple, 
cur Mors il suffit que le champ C soil de ceux pour lesquels il existe la 
fonc~ion de GrCl~EN, que les valeurs donndes au contour pour l 'intggrale 
soient finies et continues, et enfin que les coefficients c et h satisfassent 
aux conditions normales. 

Duns ce cas en effe~, puisque duns les fonctions que nous avons in- 
diqudes en commen~ant avec Fo, F~, F ~ , . . .  ne figuren% pus les d4riv4es 
premieres de uo, u~, u 2 , . . .  , il n 'y a pus lieu h consid4rer les d4riv4es 
de l'int4grale double (I8), tandis que cette int@rale h cause de (i6) rg- 
suite inf4rieure au nombre 2VIF; et alors eette seule condition, quand le 
champ C est suffisamment res~reint, donne tout de suite lu formule 

de laquelle, h cause de nos consid4ra%ions sur les fonctions indiqu4es par 
W et par A, on en tire d'abord que pour tous les points (x', y') de C, 
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m~me sur le bord, la fonction u est flnie et continue et prend sur le bord 
les valeurs donn~es, et la m~ale chose arrive pour ses d~riv6es premieres duns 
t o u s l e s  points (x', y') intdrieurs ~ C; et ensuite, h cause de cette parti- 
cularit6 pour les dgriv~es premieres de u et de ce que nous trouvs 
pour l'int6grale A, on en tire que u satisfait k l 'gquation donn6e (I) en 
tout C, saul tout au plus sur le bord, et duns les points ou sur les lignes 
des singularit~s des fonctions c et h. 

Et  avec ce proc4d4 on voit aussi que l'4quation donnde actuelle 
A u  = cu + h pourra avoir des formes diffdrentes en diffdrentes portions 
de C, car" les fonctions c et h peuvent encore avoir des lignes de dis- 
continuit6 etc. 

Maintenant, avant de flair, c'est le cas aussi de montrer que la limita- 
tion que nous avons posge pour les champs C duns le cas que l'dquation 

vu b ~ c'est-~-dire la donnge (I) air au moins un des deux termes a ~ ,  ~y, 

condition d'etre de ceux que nous avons nommds champs normaux, so 
trouve satisfaite, comme nous avons affirm6 ~ sa place, pour le cercle, e% 
par consdquent aussi pour t ous l e s  autres champs que l 'on peut dgduire du 
cercle avec les procddds ordinaires de reprdsentation, quand les formules eorres- 
pondantes ~ ces reprgsentations ne portent pus elles-m~mes des singularitgs. 

Rappelons pour cela que duns le cas du cercle C de rayon R, si 
l 'on introduit les coordonu6es polaires (p ,  O) avee le p61e dans le centre, 
la fonction hurmonique qui prend sur le bord des valeurs donnges u(O) 
es t  dgterminge duns los points int@rieurs (p', O') par lu formule do Polsso~ 

2,'r , /  
I R~ --P'~ dO, 

0 

et ces valeurs duns les points intdrieurs tendent avec eontinuit4 vers les 
valeurs donn4es u(8) en s'approchant ind4flniment au contour, s i c e s  va- 
]curs donnges u(O sont finies et continues, et l 'on a u(o)----u(2rv). 

Supposons muintenant que ces valeurs donn6es u(O) aient aussi la d6- 
rivge premiere u'(O) flnie et continue pour t o u s l e s  points du contour, ou 
du moins intggrable m~me en la reduisunt s ses valeurs absolues, et avec 

au ~u de u(p' ,  0') en cette hypoth~se cherchons les d6riWes premieres ~ at 

t o u s l e s  point~ de C, m4me en s'approchant indgfiniment au contour. 
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Puisque l ' o n  a en g6ndral, si a < b ,  

f da ~ a .  arc ({~----b , ) g  ,t a + b cos ~/~ _ b ~ tg ~ t_ + eonst . ,  

et par cons6quent 

dO 
' + p~ - -  2Rp'  c o s  (a  - -  0 ' )  = - -  

COnSt. 

si l'on 6erit la (33) sous la forme 

.(p', o')= 
O' + Tr 

f R' -- p" dO, u(O) R' + p'~ - -  2~r oo~ (o--  e) 

en y appliquant l'intggration par parties, on trouvera tout de suite la for- 
mule suivante 

0'+~ 

(341 u(p',  o ' ) = u ( O , - - ~ ) - - ! ~  .'(O)~retgLR-~? 

qui donne une autre expression de la fonction u(p', 8'); e~, maintenant, 
de m~me qu'~ l'aide de (33) on pourra aisdment ddterminer une ex- 

pression de la ddrivde ~-~ qul me~ bien en gvidence ce qu'il advient de 

cette dgrivge en s'approchant inddfiniment au contour, ainsi en s'aidant de 
la formule (34) on pourra ddterminer une expression semblable pour l'autre 

Ou 
dgrivde ~p,. 

En effet la formule (33) nous donne 

2~ 

f '[ ]..-- 
0 

- oo (o_ i]do 
0 
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et en appliquant l'intggra~ion par parties on trouve imm6diatement la 
formule 

aU I f R ' - -  (3 5) aO' - -  2a u'(O) ~-r + p,, _ 2RpP,'~os (0 --  0'1 dO, 
o 

aY, 
qui donne la dgriv6e ~ que nous cherchions, et par laquelle on voit 

a u  ,, . (a~ , )=o)  (chose du reste bien naturelle puisque ~ satisfait g 1 equation A ~-~ 

que cette dgriv~e a les valem's qui prend la fonction harmonique dont les 
au 

valeurs sur le bord sont u'(O); et pourtant cette d6rivge ~ ira avee con- 

tinuit6 vers la d6rivde de la fonetion au contour pour tons les points O' 
pour lesquels cette d~rivge u'(O) est finie et continue; e t  elle sera toujours 
finie et comprise entre les limites infdrieurs et supgrieurs de cette dgriv6e 
u'(O) si celle-ci sera toujours finie et intggrable. 

Ensuite, en faisant la d&ivation par rapport a p' sous l'in~6grale, la 
formule (34) nous donne 

0'+~ I 

(36) -- J u'(O) . dO, at; 7g (R - -  t,')' + (R + t,')' ~g' ~ (o - 03 
011. 

a• = R_~ f u'(O) 
sin (0 - -  g)  

et l 'on pourra 6crire aussi 

8'+~r 

sin (fl - -  0') be ) dO a , , _  n u ' ( O ) ~ ,  " 2Re' (o-- ap' lr + p'~ - -  cos 
0'--7~ 

OQ e n ~  
2 ~  

f sin ( 0 -  #) - -  d6 
(37) au ~, ,  u'(O) R' + p" 2Rp'eos(O O') 

o 

dO 
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e t e e s  formules donneront des diff&entes expressions de la ddriv6e 7p' en 

t o u s l e s  points (p', 0') int&ieurs au cerele. 
Maintenant pour voir ee qu'il arrive quand on s'approehe inddfiniment 

au contour, remarquons qu'avec une dgcomposition eonvenable en parties 
de l'intdgrale du second membre de la formule (37), et avee un change- 
merit de variable, on trouve aussi 

S sin a (aS) _ R {u,(O, + )} + e, ' 

0 

et par consdquent si l 'on suppose maintenan~ que pour chaque valeur de 
0 la ddriv& u'(8) soit toujours finie et in%dgrable, et que pour la valeur 

0' que 1'on consid~re le rapport ~''(~r + a ) -  u '(ff--a) soit intggrable pour 
6C 

a = o m~me en le rdduisant s ses valeurs absolues, alors en remarquant que 

t~'+p'=>2Rp' e~ R'+p'=--:Rp'cosa~(R--p ' )  ~, 

et en s'aidant de l 'une ou de l'autre de ce.s deux conditions selon que 
i 

x R < p' < R ou p' < ~ R, on trouve qu'en chaque point l 'on a par ex.: ~ 

sur le rayon correspondant h la valeur 0' on aura 

0 

k grant un hombre fini, qui l'on voit tout ais6ment que ne surpassera 

jamais le hombre 4 .  
~rR 

Mais on peut voir aussi que, sous la dire hypoth~se sur le rapport 
au 

u'(O' + a)--a u'(O'--a) pour la valeur O' que l 'on eonsid~re, la d&iv6e ~p, 

existe effectivement mgme sur le bord, et elle est donn6e par l'int6grale 
limite 

I 
(39) 2rc/~ f {u'(a' + 

0 
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de eelle qni figure dans la valeur (38) de ~p, pour les points intgrieurs 

et qui aura 6videmment ~oujours une signification pour les dits points O'. 
Pour ddmontrer cela remarquons que cette intdgrale (39) peat aussi 

gtre regard6e comme la limite pour p ' =  R de l'autre 

~r ~Z 

,,'(o' +  Rp' sin 
o 2 

et~ par consdquent si l 'on ~rouvera que la diff6renee 

2Rp'si. 
0 

entre cette int6grale et eelle de la formule (38) peut devenir et rester 
aussi petite que 1'on voudra quand p' s'@proche inddfiniment ~ R, alors 
il sera certain que la valeur (38) aura une limite en allant au contour sur 
le rayon qui correspond ~ l'angle polaire 8', et cette limite sera justement 

l'int6grale (39), qui .viendra pour~ant ~ gtre la d6riv6e ~p, sur  le bord pour 

la valeur O'. 
Or, 1'on a ~videmment 

~Q - -  2Rp J sia_a R ~ + p~'  - -  2 R p '  cos a ' 
2 

o 

(R -- p')~ (R --  p')~ 
et  ici le r a p p o r t  R~ + p,, 2Rp' cos a = ( R - - p ' )  ~ + 2Rp'(I - -  cos a) ne  surpasse  

jamais l'unit~6; done en indiquant avec z un hombre aussi petit que 

l'on voudra, et en remarquant que l'int6grale / p e u t  se d~composer dans 
0 

.deux f ,  , on en tire que la valeur absolue de ~2 sera ~oujo~s in- 
0 ~ 

les 

f6rieure ~ la somme des deux ~ermes 
Avta mathematica. 25. I m p r i m 6  le  9 octobre 1901. 29 
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,$ 

~p' a 
0 

a 

( R - - F )  2 [~'(6' + , ~ ) - - ~ ' ( ~ ' - - a ) l  R 2 cos~ 
4r: ,Rp '2 . a "4- p "  

S 1 1 2  - -  

z 2 2 ~ p '  
COS CA 

~2 

grant une valeur moyenne de pour a comprise entre o et z et 
. ~Z 

S l~  -- 
2 

pourtant tr~s voisine de l'unit6. 

Or, si l 'on prend pour z lm hombre assez petit, le premier de ces 
deux termes, d'apr~s notre hypoth~se, sera aussi petit que l 'on voudra. 

Ensuite,  apr~s avoir ainsi fix6 e, si l 'on indique par m la limite 
supgrieure des valeurs absolues de u'(8) sur le bord, et l 'on remarque que 

2R S -  > I, on voit tou~ de suite que le second terme ne surpasse pas 

/ " ( R - -  p')~m da ( R - -p ' )2m cos - 2 
, ou ; et quelque petit qu'on air pris 

2 7 c R p  '2  s i n  -$ I - -  c o s  ~x 2 ~ . ~ p ,  2 s i n ~  $ 
2 e  2 

on pourra ddterminer foujours un hombre Pl infdrieur ~ R mais aussi 
pros de R que pour routes les valeurs de p' entre p~ et R ce~te derni~re 
quantitd soit aussi p e t i t e ' q u e  l 'on voudra; done 6videmment il reste 
maintenant d6montr6 que pour les valeurs de •' qui ~ present nous con- 

sid6rons la d6rivge ~u Tp' existe m~me sur le bord, et alors sa valeur est 

donn~e par l'intggrale (39); ou, en d'autres termes la formule (38) pour 
les dits valeurs de 6' subsiste mgme au contour. 

En rdsum6 done, nous pouvons maintenant affirmer que si l 'on se 
d "  propose de etermmer dans un cercle C de rayon R u n e  fonction harmo- 

nique u qui sur le bord prenne des valeurs donndes qui constituent une 
fonction finie e~ continue u(0) pour laquelle on air u ( 2 ~ r ) ~ u ( o ) ,  e t  dont 
la ddrivde prgmi~re u'(8) exis~e e~ soit finie et continue ou du moins finie 
et int6grable entre 0 et 2z:, a]ors cette fonction u non seulement existera 
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toujours en ~ou~ C, e~ pour cheque poin~ (p', 0') intgrieur ~ C sere donn6e 
par les formules 

2z~ 

; u ( O )  n ' - - P ' ~  " 
u (p' ,  0') = ~ ~, ~~ + p "  - 2R, p" oo~ ( o - - ~ ' )  dO, 

0 

OU 

, , ( p ' ,  o') - -  ,~(o' - -  ~ - ) - - ~ -  
7C 

O'+a" 

O'--zr 

e~ elle cure les d6riv6es premieres ~ ,  et 7p' d6terminges et finies dens 

les m~mes points (p', 0') int6rieurs ~ C, mais il adviendra eussi q u e e n  

s'approehant ind~finiment~ eux points 0' du contour, la d6riv6e ~ ,  ira avee 

eon~inuit~ vers la valeur u'(O') de la d~rivge de u(O) dens tons les points 
0' de continuity6 de eette d6riv6e, et en ees point,s sere elle eussi dgale a 

eet~t~e dgrivge u'(O'); t~andis que pour l'eu~re d~riv~e ~-, sur le bord on pourra 

assurer qu'elle est~ d6terminge e~ fmie seulemen~ pour les points 0' pour 

lesquels le rappo~ ~'(0 + a ) -  ~ '(0 '--a)  sere in~6greble pour a ~ o mgme 
a 

en le rgduisant~ ~ ses valeurs absolues. 
~u 

E~ la d~rivge ~-, sere donn~e per la formule 

(40) 

2~ 

a~ x f l~  --  p '' o,~d 0 ~-~ = ~ ~'(o) R" + p'" - -  2~p' ~o~ ( o - -  
0 

�9 �9 �9 ~ 

pour t ous l e s  points (p', 0') in~rieurs au cerele, e~ l 'autre denvee ~-, sere 

donn6e par le formule 

(4I) _ _  _ f sin a da 

0 

pour tons les points (p', 0') intdrieurs au cercle, et mgme pour les dits 
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points (R 6') du contour p0ur lesquels le rapport ~,'(0' + a ) -  , ; ( 0 ' - - a )  
a 

sera int6grable m~me r~duit ~ ses valeurs absohes. 
~u 

Et  les valeurs absolues de ~ ne surpasseront jamais la limite supg- 

ou 
rieure des valeurs absolues de u'(8) sur le bord, et celles de~p, sur chaque 

rayon correspondant aux dits points 8' no surpasseront jamais la valeur de 
1 

0 0 

Et pour{ant si u'(8) sera finie e~ continue pour {outes les valeurs de 
au 

0 de o g 2a-, la d6riv4e ~ ,  sera finie et continue en tout le cerele, et 

m~me sur le bord oh elle aura les valeurs u'(#), et ses valeurs seront 
toujours comprises entre les valeurs minima et maxima de u'(8); e{ si le 

rapport u'(8 + a ) -  u ' (8--a)  sera in?~6grable pour a = o mdme en le r6dui- 

san{ g ses valeurs absolues po~r routes les valeurs de 8'  de o ~ zr, alors 

aussi la dgrivge grip, existera pour t o u s l e s  points du eercle et mdme sur le 

b o r d e t  ses valeurs seront toujours d4termin6es par la formule (4 I) et ne 
surpasseront jamais la limite sup6rieure des valeurs de l'int6grale 

1 

7r 

0 0 

[ l  = 7~R. pour routes les valeurs de t~' de o ~ ~r, ou de s' de o ~ 2 

Eu particulier donc, puisque le rapport u'(8'+ a) ~ u'(tr - -  a) peut 

s'gcrire aussi u'(0' + a) - -  u'(a') + u'(8' ~ a) --  u'(8') on peut de m~me affirmer 

que le rgsultat ClUe nous avons 6noneg derni~rement subsistera toujours 
quand les valeurs donndes au contour u(8) out aussi les d6rivges secondes 
dgtermin6es et finies, ou du moins quand, les dgrivges premieres grant 
encore dgterminges et finies, leurs rapports incr~mentaux seront toujours 
int6grables m~me en les r~duis~nt ~ leurs valeurs ~bsolues; et duns ce c~s 
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les valeurs absolues de ~p, ne surpasseront jamais la limite supgrieure des 

valeurs de l'intggrale entre o et 2~r de ces rapports incrgmentaux r6duits 

positifs multipli6e par le nombre 4 ~ ,  ou celle du produit de 4 par l'int6- 

grale entre a et l des rapports inergmentaux u'(s' + s) -- ~'(s) r6duits positifs. 
+ s  

En rappelant done les recherches prdc~r sur la mgthode de M. 
PICARD, on peut dire mainteuant que le cas du cercle correspond gvidem- 
ment, ainsi que nous avions ddj~ affirm6, h u n  cas de champ normal; et 
pourtant il ne reste pus aucun doute que pour le cercle, et ainsi pour tous 
les champs qui peuvent se reprgsenter sur le cercle par le moyen d'une 
reprdsentation conforme avec des formules qui ne portent pas des singularit6s, 
la m6thode des approximations successives de M. PICAaD soit parfaitement 
rigoureuse quand le cercle ou le champ correspondant est suffisamment 
petit, et les valeurs donndes sur le bord ont aussi les d6rivges seeondes 
flutes, ou du moins les rapports incrdmentaux des ddrivges premieres sont 
intggrables m~me en les rgduisant ~ leafs valeu~s absolues; et cela, bien 
entendu, pour les points pour lesquels les coefficients a, b, c, h de l'dqua- 
tion donnde (I) satisfont aux conditions normales dont nous avons parl6 
en ce qui pr6c~de. 

Enfin je remarquerai que les rdsultats obtenus pour l'gquation hndaire 
(I) subsistent aussi pour les dquations plus gdndrales 

sous certaines conditions, comme M. PICAnD aussi l'a relev6. 
I1 suffit pour cela de supposer que pour le champ C on air les rag- 

rues conditions que l'on avait prdcddemment, et que la fonetion F soit 

toujours finie quand x et y se meuveut en C, et u, ~ ,  e t ~  restent 

~u ~u 
elles aussi entre des limites d6terminies; et que si l 'on indique ~ et vy 

par v et w la diffdrence 

F ( . ,  ~, ~, ~, w ) -  F(. ' ,  r . ' ,  r ~') 

puisse se mettre sous la forme 

A(~--u') + B(v--v') + V(w --w') + i', 
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P grant elle aussi de la forme A l ( x -  x') q- B~(y--y'), ou plus gdndrule- 

ment grunt telle que le rapport -- P soit intdgrable m~me en le r6dnisant 

ses valeurs ubsolues duns le voisinage du point (x', y') et avec lea va- 
leurs u', v,, w' de u ,  v, w; et A ,  B ,  C no surpassunt jamais cex~ains 
nombres finis qni ddpendenf seulement du chump que l'on consid~re et de 
l'6qua~ion donnge. 

Avec ces conditions, mutatis mutandis, les procddds de M. PICAaD 
uvec lea compl~ments que j 'ai donnds ici, peuvent se r6pgter purfuRemen~, 
de sorte que l'on parvient uussi aux m~mes rdsultuts que duns le cus de 
l'~qua~ion linduire (I). 

Pise (I~alie), le 8 dgcembre I899. 


