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ARITHMETISCHE EIGEIqSCHAFTEN ANALYTISCHER FUNCTIONEN 

VON 

PAUL ST_~CKEL 
in :KIEL,  

I,  
Betrachten wir die Gesamtheit derjenig.en algebraischen Functionen y 

yon x, die dutch eine Gleichung 

= o 

dcfinir~ werden; g(x  ,y) bedeute eine ganze rationale Function yon x und 
y mit ganzzahligen Coefficienten. Darunter sind die rationalen Functionen 
yon x mit rationalen Coefficientcn enthalten. Sie sind dadurch ausgezeich- 
net, dass zu jedcm rationalen Werte des Argumentes ein ra~ionaler Weft 
der Function gehSrt. Das gilt auch noch dann, wenn dcr Begriff ,,rafio- 
nal~ damn erweitert wird, dass darunter jede Zahl der Form a + ib ver- 
standen werden soll, bei der a und b reelle rationale Zahlen sin& 

Die soeben angegebene Eigenschaft kann dazu dienen, die rationalen 
Functionen mit rationalcn Coefficienten aus der C:resamthei~ der betrachteten 
algcbraischen ]?unctionen auszusondern, lqach Herrn HIZBER'~' ist nSmlich 
eine algebraische Function, die fiir alle rationalen Werte eines beliebig 
kleinen Interva, lles selbst stets rationale Werte annimmt, notwendig eine 
rationale Function~; Herr HILBElvr hat diesen Satz allerdings nur f~r reelle 

rationale Werte ausgesprochen, er gilt abet, wie man sich leich~ [lberzeugt, 
auch im eomplexen Gebiete. 

t ~ber die Irreducibiliti~t gauzer ratio~zaler 2'unctiouen mit ganzzahligen Coeff~cie~teu. 
Journal ffir iHath., Bd. IIO (I892), S. I29. 

Avta math~matiea. 25, Imprim~ le 19 a~ril 1902. 
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Ein welt ~usgedehntcrer Bcreich yon Func~ionen ergiebt sich, wenn 
man eine qleichun~ der Form 

= o 

zu Grunde legtl in der ~ ( x ,  y) eine Potenzreihe yon x uud y mit ratio- 
nalen Coefficien~en bedeutet, die in cinem die Stelle x = o, y = o um- 
gebenden Gebiete unbedingt eonvergirt. Unter den Functionen des ]3e- 
retches sind anch die vorher betrachteten algebraisehen und rationalen 
Functionen enthalten, und es entsteht daher die Frage, ob diese gegeniiber 
der Gesamtheit der Functionen der Bereiches ebenso dutch einfache arith- 
metische Eigensehaften charaeterisirt ~verden kSnnen, ~vie das bet den ratio- 
nalen Functionen gegeniiber der  Gesamtheit der a]gebraisehen Funetionen 
der Fall war. 

Dass eine analytische Ftmction, die far alle reellen rationalen Wcrte 
des Argumentes selbst stets reelle rationale Werte annimmt, notwendig eine 
rationale Function sein masse, hatte ein frfih verstorbener, talentvoller Ma- 
thematiker E~m S'rI~AUSS ~ in Jahre 1886 zu beweisen versucht, war abet 
yon WEIERS'r!r dem er den :Beweisversuch mitgeteilt hatte, auf die Ver- 
geblichkeit seiner Bemi'~hungen aufmerksam gemacht worden; WEIg~ST~r 
bildete niimlich eine transcendeste Function, dcr dieselben Eigenschaften 
zukamen. Gleichzeitig bemerkte er, dass es auch auf mannigfache Weise 
mSg'lich set, tra,nscendente Funetionen in Form yon Potenzreihen mit ratio- 
nalen Coefficienten herzustellen, die far jeden a]gebraischen Weft des Ar- 
gumentes selbst stets ebenfalls algebraische Werte annehmen. Hierdurch 
angeregt versuchte ST~AUSS eine solehe Function herzustellen. Die yon ibm 
construir~e Potenzreihe besitzt allerdings fiir die dem Convergenzbereiehe 
angeh6renden Werte des Argumentes die ver]angte Eigenschaft, allein 
STJ~AUSS bewies nut, dass dadurch keine rationale Function dargestellt werde, 
und abersah die M6glichkeit, dass dm-ch seine Potenzreihe eine algebraische 

Function definirt werden kSnne. Wenn sieh nun auch, wie ich gezeigt 

1 STRAIJSS hat in dieser Zeitsehrift (t. I i (I888), S. I3--18 ) eine beachtenswerte 
Abhandlung verSffentlicht: Eb~e Verallgemeineru~zg der dekadischen Schreibweise nebst func- 
tionentheoretischer Anwendu~g, auf die I-Ierr HURWlTZ in der Abhandlung: ~?ber besti~ndig 
convergirende Potenzreihen salt rationalen Zahlencoeffidenten und vorgeschriebenen Nullstellen 
(diese Zeitsc, hrift, t. I4 ,(I89o), S. 2IIw215) zurfickgekommen ist. 



Arithmetische Eigenschaften analytischer Fuuctionen. 373 

habe ~, diese Lhcke ausfiillen und die Transecndenz jener Function in allcr 
Sh'enge darthun l~sst, so hatte das Beispiel yon ST~AUSS doch den Mange1, 
class der absolute Weft des Argumentes kleiner als Eins 'sein muss, damit 
die Reihe convergil~, u n d e s  blieb die Frage often, ob es transcendente 
Functionen gebe, die durch best:~indig convergente Potenzreihen mit ratio- 
nalen Coefficienten dargestellt werden k6nnen und fiir jeden cndlichen 
algebraischen Weft des Argumentes einen algebraischen Weft der Function 
liefern. ])ass diese Frage zu bejahen ist, habe ieh durch ein Verfahren 
nachge~iesen, das noch welter zu gehen erlaub~; z. B. lgsst sich dadurch 
zeigen, dass es sogar Functionen der verlangten Art gibt, die fiir jeden 
algebraischen Wert des Argumentes nut (complexe)rationale Werte an- 
n e h m e n  a. 

I I .  
Die algebraischen Functionen y v0n x, die durch eine Gleichung 

g ( x ,  y ) - ~  o definirt werden, besitzen nicht nur die Eigenschuf~, d~ss zu 
jedem algebraischen Werte yon x ein algebraischer Wert yon y gehSrt, 
sondern es ist auch umgekehrt jedem algebraisehen Werte yon y ein 
algebraischer Wert yon x zugeordnet, und es entsteht daher die Frage, 
ob diese algebraisehen Functionen durch die beiden Eigenschaften zusam- 
mengenommen gegeniiber den analytischen Ftlnctionen, die durch Gleich- 
ungen der Form ~(x ,  y ) =  o definirt werden, characterisirt sind. Dass 
das nicht der Fall ist, dass es vielmehr transcendente Functionen gibe, 
denen beide Eigenschaften zukommen, sell im Folgenden ausfiihrlich dur- 
gelegt werden; eine Skizze des Beweises habe ich bereits in zwei lXloten 
gegeben, die Herr PICAI~D am sO. und 2 7. M~rz 1899 der I)ariser Aka- 
demie vorgelegt hat und die in deren Comptes  Rendus  abgedruckt 
worden sin& 

I~ach dem Vorgange yon I-Ierrn G. CA~TOI~ ~ soll einer jeden irre- 

1 t)ber arithmetische Eigenschafteu analytischer 2'unctioneu. Math. Ann. t. 46 (1895), 
S. 513--520. Nouvelles Annales (3) t. I8 (1899), Februarheft. 

A.  a. o. S .  519--520. 
s ~ber eine Eigenschaft des Inbegriffs reeller algebraischer Zahlen. Journal ffir 

~atb., t. 77 (I873), S. 258--263. 
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duciblen ganzen Function mit ganzzahligen Coefficienten (ohne geraein- 
samen Teiler): 

goX" + g:x  ~-: + . . .  + g~_:x + g,, 

als Ho'he die ganze positive Zahl 

= + Igol + I ,l + . . .  + + 

zugeordnet werden. Die durch eine irreducible Gleichung der HShe h 
definirten algebraischen Zahlen mSgen algebraische Zahlen der HShe h 
heissen. 

Das Product aller Functionen derselben HShe h (wobei der Coefficient 
gu immer posRiv genommen werde) ist eine ganze rationale Function mit 
ganzzahligen Coefficienten, die mit ~h(x) bezeichnet werde; man erh~lt: 

r  ---- x ,  ~ ( x )  = x ~ - -  ~, r  = 4 x  ~ ~ :TX~ + 4 ,  u s w .  

Die Functionen ~h(x)besitzen eine Eigenschaft, yon der spSter Gebrauch 
gemacht werden wird und die daher schon an dieser Stelle abgeleitet 
werden soil. Ist  a eine algebraische Zahl der HShe h, so ist a -~ eine 
algebraische Zahl derselben HShe, da die Functionen 

gox ~ + g,x"-' + . . .  + g,~_:x + gn 

und 
C X n - 1  . . g,~x '~ + y~_~ + . + g:x  + go 

gleichzeitig irreducibel oder reducibel sind; ausgenommen ist augenschein- 
lich nur die Zahl :Null als einzige Zahl der H6he 1. Wird daher der 
Grad yon ~,(x) mit Xh bezeichnet, so ist fib" h = 2 , 3 , 4 ,  . . .  : 

xh I [\ 
~,,(x) = + x  ~,d:,; 

\ x , /  

dagegen ist fiir h ~ ~: 

Ferner sollen die :Producte: 

h 

( h =  1~ 2~3 ~. . . )  
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gebilde~ werden; man erh~lt" 

r -~ I, r = x ~ - -  I, r = 4 x s - - 2  I #  + 2 I x ~ - - 4 ,  usw. 

Wird der Grad yon Ch(x) rail 21, bezeichnet, sodass 

21 = o ,  "~2----- 2, 2~----- 6, usw. 

ist, so gelten fi~r h = I , 2 ,  3 ,  . . -  die Identiti~ten: 

(2 = +_ . 

Endlich sollen die ganzen positiven Zahlen Ph durch die Relationen: 

Ph ~ ~ul,-1 + 2h-i + I q,~,~,4,...) 

mit der Anfangsbedingung /~1 --'-- I definirt werden; man erhi~lt: 

p~ ----- 2, ~3 ~ 5, P4 ~ I~, usw. 

Nach diesen Vorbereitungen betrachte ich den Ausdruck: 

o o  

(A) + ,j + iX 

in dem u~, u 2 , . . . ,  u~,, . . . rationale Zahlen bedeuten soUen, t'~ber die 
noch verfi~g~ werden darf. 

Wird  in dem Gliede mit dem Index h die 1V[ultiplica~ion yon r 

mit  x ~'' ausgefiihr~, so ergibt sich, well r o ist, als niedrigste Potenz 

von .," z ~,  als hSchste z '~"+~-  - z f'~'-~ , sodass die so erhalteaen Po~nzen  

weder in d e n  vorhergehenden noch in den folgenden Gliedern yon (A) 
auftreten. Da in Bezug auf y dasselbe gilt, so kommt n a c h  Ausfi~hrung 
aller Multiplic~tionen sogleich eine geordnete Potenzreihe zum Vorschein, 

die sich in der Form schreiben 15sst: 

(B) ~; + y + u,~y + X,b~~ (~,~--~,~,4,...,) 

die Coefficient.en b~p sind dabei Producte yon ganzen, posi%iven oder nega- 
riven, Zahlen mi% je einer der GrSssen u~, us,  . . . .  Wi rd  daher irgend 

eine Potenzreihe: 

~v + y + u~xy + ~ ,B~x~y  ~ (~,~=~,8,4,...) 
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mit lauter yon :Null verschiedenen, positiven Coefficienten gew~ihlt, die ffir 
ein die Stelle x-----o, y = o umgebendes Gebiet unbedingt convergirt, so 
ist der Convergenzbereich der Reihe (B)mindestens ebenso ausgedehnt, 
sobald die Ungleichheiten 

Iboal < 

bestehen. Diese UngleiChheiten sind aber erfiillt, wenn den GrSssen u2, 
u~, . . . ,  uh, �9 �9 �9 positive rationale Werte erteilt werden, die zwisehen :Null 
und gewissen yon :Null versehiedenen oberen Grenzen z~, % , . . . ,  zh ,  . . .  

liegen. Im Besonderen l~iss~ sieh auf diese Weise erreiehen, dass der 
Ausdruck (A) einer best~indig convergirenden Potenzreihe von x und y 
aequivalent ist. 

Es mSge ausdriicklich darauf hingewiesen werden, dass man zwischen der 
Convergenz des Ausdruckes (A) und der Potenzreihe (B) scharf unterscheiden 
muss; wenn, nach geschehener Wahl der GrSssen ul ,  u2, . . .  , fiir x = a ,  
y - ~  b die Reihe (B) convergirt, so convergirt dafiir auch immer der Aus- 
druck (A), es braucht abet im Allgemeinen nicht das Umgekehl~e zu gelten; 
nur wenn (B) bestSndig convergent ist, fSllt diese Unterscheidung fort. 

Man iiberzeugt sich leicht, dass durch die Gleichung: 

(B*) x + y -Jr- u l x y  q-  ~.b,~x'~y ~ = o 

ein Zusammenhang zwischea dea Veriinderlicheu x und y definirt wird, 
bei dem, wenn x uud y auf den Convergenzbereich beschrSnkt werden, 
die beiden friiher verlangten Eigenschaften stattfinden. Schreibt man n~m- 
lich, was wegen der unbedingteu Couvergenz gestattet ist, die Gleichung 
(B*) in der Form 

(A*) + y + = o, 

so verschwinden, wenn fiir die Ver~nderliche x eine algebraische Zahl a 
der HShe h > ~ eingesetzt wird, alle Functionen tbk(a) fiir k > h, und 
man erh~lt daher zur Bestimmung der zugehSrigen Werte yon y die alge- 
braische Gleichung: 

h--I 

deren Grad < P h -  i ist. Das En~sprechende gilt aber auch, wenn fiir 
die Ver~inderliche y eine algebraische Zahl b einges~tzt wird. 
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III. 
Die Frage, ob der dutch die Gleichung (B*) definirte Zusammenhang 

zwischen den Ver~nderlichen x und y tra~scendent ist, bedarf, um einen 
pr~icisen Sinn zu haben, einer Erl[iuterung, die in aushihrlicher Form zu 
geben um so mehr angebrach/~ erschein% ~ls es s ich dabei um Dinge -con 
allgemeinem Interesse handelt. 

Eine jede Gleichung der Form: 

(C) x + y + ~,c,~x~y ~ = o, (~,z=0,~,2,3 ..... ,+a>~) 

auf d eren linker Seite eine Potenzreihe yon x und y steht, die fiir ein 
gewisses die Stelle x = o, y = o umgebendes Gebiet unbedingt convergir L 
definirt zwisehen den Ver~inderlichen x nnd y einen Zusammenhang in dem 
Sinne, dass, wenn fiir x ein dem Convergenzbereiehe, angehSrender Weft a 
eingesetzt wird, die zugehSrigen Werte yon y aus der Gleichung 

a + y + ~ c ~ a ~ y  z = o 

zu bestimmen sind. Wenn x lfinreiehend klein ist, gibt es Werte yon y, 
die dieser Gleichung geniigen, denn nach einem bekannten Satze existirt 
unter den Voraussetzungen, die gemacht worden sind, eine convergente 
Potenzreihe: 

y = - - x  + r~x ~ + r3x ~ + . . . ,  

die in (C) eingesetzt die linke Seite zum iden~ischen Verschwinden bringt. 
Aus dieser Potenzreihe fiir y entspringt dutch analytische Fortsetzung eine 
monogene analytische Function y----f(x), yon der man sagen duff, dass 
sie der Gleichung (C) geniigt. Darunter ist zu verstehen, dass jedes durch 
Fortsetzung erhaltene :Element yon f (x) :  

r 

Y -  Y. = 8o( - 

wenn x 0 und Yo dem Convergenzbcreiche der Reihe auf der linken Seite 
yon (C) angehSren, ebenfalls zur identischen Erftillung der Gleichung (C) 
f~hrt. 

Avta mathsma~iva. 25. Imprim~f le 21 avril  1902. 48  
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Jetzt sind zwei MSglichkeiten vorhanden. Entweder sind s:~imtliche 
Potenzreihen 

r  

v - y ,  --  x_ t o ( x  - x,)~ 

dutch die die Gleichung (C) identisch erf~illt wird, Eiemente der Function 
f ( x )  oder es gibt Potenzreihen, die zwar der Gleichung (C) geniigen, aber 
nicht zur Function f ( x )  gehSren. Der erste Fail entspricht genau dem 
Verhalten bet einer irredueiblen- algebraischen Gleichung g ( x ,  y) ---- o, durch 
die y als monogene analytische Function yon x definirt wird. Ieh habe 
daher vorgesehlagen, in einem erweiter~en Sinne des Wortes die Gleichung 
(C) alsdann ebenfalls irredudSel zu nennen. 

Da man nicht weiss, ob die besondere Gteichung: 

(B*) x + y + % xy + ~.b~zx~y z = o 

im erweiterten Sinne irreducibel ist, so ist es mSglich, dass ihr verschiedene, 
ja sogar unendlich v ide  monogene analytische Funcfionen geniigen, und 
es w~re sogar denkbar, dasses  lauter alffebraische Functionen w~ren. Es 
ist daher erforderlich zu zeigen, dass wenigstens eine der durch diese 
Gleichung definirten monogenen analytischen ]~nnctionen transcendent ist. 
Die Frage, ob die Gleichung (B*) irredue~bel ist oder niehL bleibt dabei 
unentschieden ~. 

I V .  
Nach einem bekannten Satze wird die Gleichung (B*) durch eine con- 

vergente Potenzreihe 

y = - -  x + r~x ~ + r~x ~ + . . .  

befriedigt; die Coefficienten r : ,  r~, . . .  sind rationale Zahlen, weil vermSge 
der Festsetzung fiber die GrSssen u 1 , us, . . .  die Coefficienten b~ rationale 

1 Irreducible Gleichungen (B*), deren linke Seite eine best/indig convergente Po- 
tenzreihe von z and y ist, wiirden eine bemerkenswerte Klasse analytischer Functionen 
definiren, bet denen n/imlich ~eder algebraische Wert yon z eine singul/ire Stelle und 
zwar ein Verzweigungspunkt ware, indem dazu der mehrfache Wert y = co gehSrte. 
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Zahlen waren. Durch die Reihe (R) wird eine monogene unalytische Func- 
tion yon x definirt, der fi]r einen hinreichend kleinen die Stelle x = o, 
y = o umgebenden Bereich die Eigenschaft zukommt, dass jedem alge- 
braischen Werte yon x ein algebraischer Welt  yon y, nhmlich der durch 
die Gleichung (R) definirte, und umgekehr~ jedem algebraischen Werte von 
y ein algebraischer Wert yon x, n~mlich der durch  die Umkehrung der 
Gleichung (R) definh'te, zugeordnet ist. 

Der Beweis, dass diese anal3~ische Function transcendent ist, beruht 
auf einigen algebraischen ftilfss:~itzen, die zun~ichs~ hergeleitet werden sollen. 

In der ganzen rationalen Function 

) } h...~l 

mSgen x und y verhnderliche Gr5ssen bezeichnen, u~, u ~ , . . . ,  u~_~ seien 
gegebene rationale Zahlen, w~hrend u~ zwischen den Grenzen o und s~ 
variiren darf. Als Function der Argumente x ,  y ,  u~ ist P~ irreducibel, 

denn es ist linear in u~, kSnnte also nur dadurch reducibel werden, dass 
der Coefficient yon u~: 

x"o 

mit dem absoluten @liede 
a - - 1  

elnen 'Factor gemeinsam h~t~e. Ein solcher Factor mglsste die Form 
X(X) .o~(y )  haben, das absolute Glied ist aber weder durch Z(x)  teilbar, 
weil darin y als Term vorkommt, noch dutch co(y), well darin x als Term 
vorkommt. 

Setzt man 
I 

und beachtet die Identitiiten: 

so wird 

I I y -~ - ,  u~ - -~-- ,  
va  
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Dabei bedeutet 

I L ( ~ ,  ~ ,  v=) = + r162 

I a--1 
+ ,,o + + 1 _+_ } 

eine ganze rationale Function yon ~,  ~], v~ mit rationalen Coefficien*en, 
die ebenso wie / ~ ( x ,  y ,  us)irreducibel  ist. 

:Nun gilt nach Herrn HILBERT folgendes Theorem: 
Wenn die ganze :Function F ( x ,  y ,  . . . ,  w; t, r ,  . . . ,  q) tier Veritnfler- 

lichen x , y ,  . . . ,  w and der Parameter t ,  r ,  . . . ,  q mit rationalen Coeffi- 
cienten irreducibel ist, so ist es stats auf unendlich vide Weisen mSglich, 
in dieser :Function F ( x ,  y ,  . . . ,  w;  t ,  r ,  . . . ,  q) fiir die Parameter t ,  r ,  . . . ,  q 
ganze rationale Zahlen einzusetzen, so dass dadurch diese Function in eine 
irreducible Function der Vergnderlichen x ,  y , . . . ,  w iibergeht 1. 

_&us dem Beweise yon Herrn Hme, i,mT geht hervor, dass, verm6ge 
der :Fghigkeit, die Werte der Parameter t ,  r , . . . ,  q auf unendlieh vide 
Arten zu wghlen, stets erreicht werden kann, dass sie sa.mtlich grSsser als 
irgenfl eine gegebene ganze Zahl N sind; dieser Umstanfl wird fiir die 
folgende Deduction yon wesentlicher Bedeutung sein. 

:Nunmehr sollen in der Function II~($,  V, v~) $ u n d  v~. als Parameter 
behandelt werden, wiihrend 72 die YerSnderliehe ist. Die ganze Zahl N,, 

I 
werde so gross angenommen, dass N~ > a- is t  und flaSs ~ dem Intervall  

( o . . .  e~) angehSrt. Dann gibt es zwei ganze Zahlen /~ - -  I u n d  w~, die 

gr5sser als N~ sind und die, fiir $ und v~ eingesetzt, I L ( $ ,  ~7, v~) in eine 
irreducible Function yon 72 verwandeln. Alsdann ist aueh 

= . . . . . . . .  y % +  z - 1  

' r  I) "~+1-1 

eine irreducible Function yon y. 

' A. a. 0., S. 122. Dass dort von ganzzahligen Coefficienten gesprochen wird, 
ist nnerheblich. Irreducibel ist bier fiir den Bereich der rationalen Zahlen gemeint, bei 
Ifferrn HILBERT (WaS ffir den vorliegenden Zweck nicht in Bet, racht kommt) fiir einen 
durch eine beliebige algebraische Zahl bestimmten Rationalitiitsbereich. 
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setze man 
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ftir die GrSsse u~ der rationale Wer t  ~ gewonnen isk 

Ua+ 1 --'~ O~ U a +  2 ~ O ~ . . . ~ U f l _  1 ~ O 

und biide zur :Bestimmung yon u~ mit  den vorher angenommenen W e r t e n  
yon ul ,  u : , . . . ,  u~_l die gauze rationale Function 

T.de~ ~an die g~.ze Z~hl N~ so ~ro~ ~hl~ ,  d ~  NB > ~ i~  und d~s~ 

dem In~ervall (o . z~) angeh6rt, kann man, aberraals das Theorem 
2~r~ " "  

yon Herrn  HILBERT anwendend, ganze Zahlen y - - I  und co B finden, die 
grSsser als Nz sind und die bewirken, dass 

I ~ I 

eine irredneible Fanetion yon y wird. 

In  dieser Weise fortfahrend erhi~l~ man eine unendliehe Reihe yon 

ganzen Zahlen a,  fl, r ,  ~,... �9 ; x, ~, . . . ,  die bestgndig wachsen, und dabei 
sind die Polynome 

irreducible Functionen yon y. 

Bildet man nunmehr  d ie  Gleiehung: 

(X) o = z + y 

t~ 

+ ,~, U,~z~hf,,(X)y~'f~(y)+ Uf~f~(X)?/~Br ~,,~.X'r162 + . . .  

so ist die rechte Seite eine eonvergente Potenzreihe yon .~ and  y mit ra- 
tionulen Coefficienten, und es wird daher die Gleichung (A) (lurch eine 
eonvergente Potenzreihe mit  rationalen Coeffieienten: 

@) y = ~ z  + ~ x  ~ + ~ z  ~ + . . .  

befriedigt. 
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Da die ganzen Zahlen a,/~, y , . . . ,  x, 2 , . . .  best~ndig waehsen, so 

,werden die Briiche i i i i i best~ndig 

kleiner und miissen daher, yon einer bes~immten Stelle an, kleiner als der 
Convergenzradius der Reihe (~) bleiben. Convergil~ die Reihe (R) etwa fiir 

I 
x - =  2 ~ '  so ergibt sich aus ihr f[lr y ein algebraischer Wert,  der sich 

I 
auch aus der Gleichung (A) berechnen ]~sst, indem man darin x -  

j - - I  

i eine algebraische Zahl der HShe 2, folglich setzt. Nun ist aber ~__i  ' ~  

verschwinden alle Functionen ibk(x), fiir die der Index k > 2  ist. Da ferner 

qAz+ 1 ~ O~ ~Az+~ ~ O , . . . , ?ZX_ 1 ---~ O 

sein sollte, so erh~ilt man zur Bestimmung yon y die Gleichung 

,y, ----- O, 

die irredueibel und yore Grade / t ~ + l -  i i s t .  

Hieraus iolgt, class die dureh die Reihe (~)definirte analyf.ische Func- 
tion f(x)  notwendig transcendent ist. W~re n~mlich y-----f(x) eine alge- 
braische Function, so miisste y einer irreduciblen algebraischen Gleichung 

y )  = o 

mit rationalen Coefficien~en geniigen, deren Grad in y gleich F sein mSge. 
Wird der VerZ, inderlichen x ein rationaler Weft  r erteilt, so sind die zuge- 
h6rigen Werte yon y durch die Gleichung 

g(~', y) = o 

bestimmt, jeder einzelne dieser Werte geniigt also einer irreduciblen Gleieh- 
ung', deren Grad ~ T ist. Bei der durch die Reihe (~) definirten Func- 

I 
tion f(x) geniigt aber einer der zu x = -  , ~ -  i .geh5renden Werte yon f(x) 

einer irreduciblen Gleichung vom Grade / ~ + 1 -  I, und man kann, indem 
man in der Reihe der Zahlen a,/~, y , . . .  nut  weir genug geht, bewirken, 
dass z und damit auch a fortiori /~+1 - -  I grSsser als jede gegebene noch 
so grosse ganze Zahl T wird. Mithin fiihrt die Annahme, f(x) sel eine 
algebraische Function, auf einen Widerspruch. 
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Zum Schluss mSge auf eine Eigenschaft der algebraischen Functionen 
aufmerksam gemacht werden, die vielleicht dazu dienen kann,, diese arith- 
metisch zu characterisiren. Ist  g(x, y) irgend eine ganze rationale Func- 

t ion  mit ganzzahligen Coefficienten, so hat die durch die Gleichung 
(j(x, y) --~ o definirte algebraische Function y yon x die Eigenschaft, dass 
zu j ed em algebraischen WerSe a des Argumentes nicht nut algebraische Werte 
der Function, sondern auch s~mflicher Ableitungen yon y nach x gehSren. 
Wird also ein Zweig der Function in der Umgebung der Stelle x-----a 
durch eine 1)otenzreihe: 

�9 y = t  o - ] - t  l ( x - a ) - 4 - t ~ ( x - a )  ~ + . . .  

dargestellt, so sind die Coefficienten to, tl, t~, . . ,  s~mtlich algebraische 
Zahlen. Es wi~rde also zu un~ersuchen sein, ob es transcendente Functionen 
gibt, die dutch eine Potenzreihe mit lauter algebraischen Coeff-icienten: 

Y -=- so -t- s l~  + s~x' "4- . . .  

definirt werden, yon der Beschaffenheit, dass daraus dutch analytische Fort- 
setzung f~ir jede in einer gewissen Umgebnng der S~elle x = o gelegenen 
Stelle a, sobald a eine algebraische Zahl ist, Potenzreihen 

y = t o + t , ( z -  a) + t ~ ( x -  a) ~ + . . ,  

hervorgehen, deren Coefficienten ebenfalls lauter algebraische Zahlen sin& 

Kiel, im October 190 x. 




