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0BER DIE THEORIE DER RELATIV-ABEL'SCHEN ZAHLKORPER 1 

VON 

DAVID HILBERT 
ill G ~ T T I N G E N .  

In der Theorie der relativ-Abel'schen ZahlkSrper nehmen zun~ichst die 
KSrper vom zweiten Relativgrade unser Interesse in Anspruch. 

Es sei ein beliebiger ZahlkSrper k vom Grade n als Rationalit~itsbereich 

zu Grunde gelegt; unsere Aufgabe ist es dann, die Theorie der relativ- 
quadratischen ZahlkSrper K(~/~), d. h. derjenigen KSrper zu begriinden, 

die dutch die Quadratwurzel aus einer beliebigen ganzen Zahl p des KSrpers 

k bestimmt sind. Die ,disquisitiones arithmetieae, yon GAUSS sind als 
der einfachste Fall in jenem Problem enthalten. Wir  kSnnen unsern Ge- 

genstand auch als die Theorie der quadratischen Gleichungen oder Formen 

bezeichnen, deren Coefficienten Zahlen des vorgelegten Rationalit~itsbereiches 
k sind. 

Die Theorie des relativquadratischen KSrpers fiihrte mich zur Ent- 

deckung eines allgemeinen Reeiprocit~tsgesetzes fiir quadmtische Reste, 

' Mit geringen Anderungen abgedruckt aus den Nachr ichten  der Kgl. Ges. 
der Wiss. zu GSttingen I898. 

Inzwischen sind folgende auF diesen Gegenstand beziigliche Inaugural-Dissertationen 
in GSttingen erschienen: Das quadratische Reciprocitlitsgesetz im quadratischen Zahlk6rper 
mit der Classenzahl I. yon H. DSRRIE 1898, Tafel der Klassenanzahlen fiir kub'Lvche 
Zahlk6rper von L. W. REID I899 , Das allgemeine q~adratische Reciprocitiitsgesetz in aus- 
gewtihlten Kreisk6rpern der 2 hten Einheitswurzeln yon K. S. HILBERT I9OO, Quadratische 
Reciprociffitsgesetze in algebraischen Zahlk6rpern yon G. ROCKLE IgOI. Insbesondere die 
letzte Dissertation enth~ilt zahlreiehe und interessante Beispiele zu der bier entwickelten 
Theorie. 

Aeta ~nathe~natiea. 26. Imprim~ le lO juin 1902. 
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welches das gew6hnliche Reciprocit~tsgesetz zwischen rationalen Primzahlen 
nur als ein vereinzeltes Glied in einer Kette sehr interessanter und man- 
nigfaltiger Zahlenbeziehungen erscheinen l{isst. 

In meiner Abhandlung Uber die Theorie des relativquadratischen Zahl- 
kSrpers 1 babe ich die Theorie der quadratischen RelativkSrper innerhalb 
eines algebraischen GrundkSrpers k vollstSndig fiir den Fall entwickelt, 
dass der GrundkSrper k nebst seinen sSmmtlichen conjugirten KSrpern 
imagin~r ist und iiberdies eine ungerade Klassenanzahl besitzt. Die wieh- 
tigsten der in der genannten Abhandlung aufgestellten SStze sind das Re- 
ciprocitStsgesetz fiir quadratische Reste in k und der Satz, demzufolge in 
einem relativquadratischen KSrper in Bezug auf k stets die H~lfte aller 
denkbaren Charakterensysteme wirklich durch Geschlechter vertreten sind. 
Ich habe in jener Abhandlung zu zeigen versucht, welch ein Reiehthum 
an arithmetischen Wahrheiten in diesen S~tzen enthalten ist; dennoch 
offenbart sieh die volle Bedeutung der genannten S{itze erst, wenn wit ihre 
Giilfigkeit auf  beliebige algebraisehe GrundkSrper k ausdehnen. In" einem 
auf der Mathemafiker-Vereinigtmg zu Braunschweig gehaltenen Vor~rage 2 
babe ich einige kurze Bemerkungen fiber den Fall gemacht, dass der Grund- 
kSrper k reell ist, bez. reelle conjugirte KSrper aufweist oder die Klassen- 
anzahl 2 besitzt. In der gegenw~rtigen Arbeit beabsichtige ich, die wich- 
tigsten S~itze aus der Theorie der quadratischen RelativkSrper innerhalb 
eines beliebigen GrundkSrpers k aufstellen und zugleich die Ab{inderungen 
anzugeben, wolche die Beweise in meiner zu Anfang genannten Abhand- 
lung erfahren mtissen, wenn man fiir den GrundkSrper k die dort gemachten 
besehr~nkenden Annahmen beseitigen will. 

Endlich babe ich im letzten Paragraph (w i 6 ) d e r  gegenw~rtigen 
Arbeit fiir relativ-Abel'sche ZahlkSrper von beliebigem Relativgrade und 
mit der Relativdiscriminante I eine Reihe yon allgemeinen S~tzen ver- 
mutungsweise aufgestellt; es sind dies Siitze von wunderbarer Einfachheit 
und krystallener SchSnheit, deren vollst~ndiger Beweis und gehSrige Ver- 
allgemeinerung auf den Fall einer beliebigen Relativdiscriminante mir als 
das Endziel der rein arithmetischen Theorie der relativ-Abel'schen Zahl- 
kSrper erscheint. 

' M a t h e m a t i s c h e  A n n a l e n  Bd. 5I ,  S. x--I27. 
' J a h r e s b e r i c h t  de r  M a t h e m a t i k e r - V e r e i n i g u n g  VI, '897,  S. 88- -94 .  
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2 .  

Es sei k ein beliebiger Zahlk6rper; der Grad dieses KSrpers k heisse 
m und die m -  I zu k conjugirten ZahlkSrper mSgen mit k', k", ..., k (m-~) 
bezeiehnet werden. Die Anzahl der Idealklassen des K6rpers k werde h 
genannt. Wir iibertragen das bekannte Symbol aus der Theorie der ra- 
tionalen Zahlen auf den hier zu behandelnden Fall, wie folgt: ~ 

Es sei p ein in 2 nicht aufgehendes Primideal des K6rpers k und 
a eine beliebige zu p prime ganze Zahl in k: dann bedeute das Symbol 

(~) den Werth + I  o d e r -  ,, je uachdem ~dem Quadrat einer ganzen 

Zahl in k nach p congruent ist oder nicht. Ist ferner a ein beliebiges zu 
primes Ideal in k und hat man a = p q . . . m ,  wo p, q , . . . ,  m Prim- 

ideale in k sind und ist a eine zu a prime ganze Zah[ in k, so mSge das 

(~ Symbol ~ dureh die folgende Gleiehung definirt werden: 

(;) 
Sind a ,  b beliebige zu 2 prime Ideale in k und a eine zu ab prime ganze 
Zahl in k, so gilt offenbar die Gleiehung 

(o) (o)(o) 
$ .  

Bezeichnet p irgend eine ganze Zahl in k, die nicht gleich dem Quadrat 
einer Zahl in k ist, so bestimmt ~/~ zusammen mit den Zahlen des K6rpers 
k einen KSrper yore Grade 2m, welcher relativquadratiseh in Bezug auf 
den KSrper k ist und mit K(~/~) oder auch kurz mit K bezeichnet werde. 
Sind in Bezug auf k mehrere relativquadratisehe K6rper vorgelegt, so 
heissen dieselben von einander unabh(ingig, sobald keiner derselben als 
UnterkSrper in demjenigen KSrper enthalten ist, der aus dea iibrigen 
dutch Zusammensetzung entsteht. 

Vergl. meine Abhandlung t)ber die TheoHe des relativquadralischen Zahlk6rpers, 
Definition Iund 5- 
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Ein relativquadratiseher KSrper K heisse unverzweigt in Bezug auf k, 
wenn die Relativdiscriminante yon K in Bezug auk k gleich I ausfiillt 
oder, was das N~mliche bedeutet, wenn es in k kein Primideal giebt, das 
gleich dem Quadrat eines Primideals in K wird. 

w 3. 

Wir machen zun~ichst fiber den zu Grunde gelegten KSrper k solche 
zwei Annahmen, unter denen die Theorie des relativquadratischen KSrpers 
bereits in meiner Abhandlung ausfiihrlich entwickett worden ist; es sind 
dies folgende Annahmen: 

I. Der KSrper k vom m re" Grade sei nebst allen conjugirten 
KSrpern k', k", . . . ,  k (m-l) imaginfir. 

2. Die Anzahl h der Idealklassen im KSrper k sei gleieh i. 

Wegen der spiiteren Ausfiihrungen wiederholen wit hier die haupt- 
s~chlichsten in Frage kommenden Definitionen und Resultate in einer 
Fassung, die yon der in meiner Abhandlung gegebenen Darstellung ein 
wenig abweich$. 

Definition i. Ein solches zu 2 primes Ideal a des KSrpers k, in 
Bezug auf das ffir jede Einheit ~ in k 

(1) = 

ausf{illt, heise ein prim(ires Ideal. 
Definition 2. Eine solche zu 2 prime ganze Zahl a des KSrpers k, 

welche congruent dem Quadmt einer ganzen Zahl in k nach dem Modul 2 ~ 
ausf~llt, heisse eine primdre Zabl des KSrpers k. 

Wir kSnnen dann den wesentlichen Inhalt des ersten Erg~nzungs- 
satzes zum Reciprocif{itsgesetz wie folgt aussprechen: 

Satz I. Wenn a ein primates Ideal in k ist, so giebt es stets eine 
prim~ire Zahl a, so dass a ~ (a) wird, und umgekehrt: wenn a eine pri- 
m~ire Zahl in k ist, so ist das Ideal a -~  (a) stets ein prim~tres Ideal. 

Wit  zerlegen nun die Zahl 2 im KSrper k in Primideale wie folgt: 
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wo 11, 12, . . . ,  [z die yon einander verschiedenen Primfactoren der Zahl 2 in k 
und l l ,  l~ , . . . ,  lz die Potenzexponenten bedeuten, zu denen bez. jene Prim- 
ideale in der Zahl 2 aufgehen. 

Definition 3. Ein solches zu 2 primes Ideal tl des KSrpers k, in 
Bezug auf das nicht nur fiir jede Einheit  ~ in k, sondern auch fiir jede 
in 2 aufgehende, ganze Zahl ~ des KSrpers k 

= + I, ~ - - +  I 

ausf~llt, heisse ein hyperprimdres Ideal. 
Definition 4. Eine solche zu 2 prime Zahl a des KSrpers k, welehe con- 

gruent dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach dem Modul ,~'2"+1~'~+~,2 ... ff,:e, 
ausfiillt, heisse eine hyperprimdre Zahl des KSrpers k. 

Wi t  k6nnen dann den wesentlichen Inhal t  des zweiten Erg~tnzungs- 
satzes zum Reciprocitiitsgesetz wie folgt aussprechen: 

Satz 2. Wenn  a ein hyperprim~ires Ideal  in k ist, so giebt es stets 
eine hyperprimiire Zahl a, so dass tl----(a) wird, und umgekehrt:  wenn a 
eine hyperprimiire Zahl in k ist, so ist das Ideal tl----(a) stets ein hyper- 
primiires Ideal. 

Der wesentliche Inhal t  des allgemeinen Reciprocitiitsgesetzes fiir qua- 
dratische Reste im KSrper k lautet wie folgt: 

Satz 3. Wenn ~ , / t ,  u', #' irgend welche zu zwei prime ganze Zahlen 
in k sind derart, dass die beiden Producte uu' und #p'  primiir ausfallen 
und u zu # ,  ~' zu p' prim ist, so ist stets 

- -  

Wenn die Klassenanzahl h des KSrpers k nicht gleich I, sondern eine 
beliebige ungerade Zahl ist, so wird nut  eine geringfiigige und aus meiner 
Abhandlung leicht zu entrnehmende Abiinderung im Ausdrucke der Siitze 
I - -  3 nothwendig. 

Satz 4. Jede Einheit  in k, welche primiir (eine primiire Zahl) ist, 
ist das Quadrat einer Einheit  in k. 

Salz 5. Es giebt in Bezug auf k keinen relativquadratischen un- 
verzweigten K6rper. 

Die belden letzten Siitze gelten unveriindert fiir den Fall, dass die 
Klassenanzahl h des K6rpers k eine beliebige ungerade Zahl ist. 
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w  

Wir legen nunmehr fiir den KSrper k folgende Annahmen zu Grunde: 

I. Unter den m conjugirten KSrpern k, k', k", . . . ,  k ("-J) gebe 
es eine beliebige Anzahl s (> o) reeller K6rper; seien dies die KSrper 

k,  k', k", . . . ,  k ('-1). 
2. Die Anzahl h der Idealklassen im KSrper k sei gleich I. 

Bei diesen Annahmen wird die Definition I des primfiren Ideals un- 
veriindert beibehalten, dagegen wird es n6thig, den Begriff einer primiiren 

Zahl enger zu fassen. 
Definition 5. Eine Zahl a des K6rpers k heisst total posiliv in k, 

falls die s zu a conjugirten bez. in k, k ' , . . . ,  k ('-1) gelegenen Zahlen sfimt- 
lich positiv sind. Wenn eine zu 2 prime Zahl a des K6rpers k congruent 
dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach dem Modul 2 ~ ausf~llt und 
wenn ausserdem a total positiv in k ist, so heisse a eine pri.mCire Zahl des 
KSrpers k. 

Bei Anwendung der so festgesetzten Bezeichnungsweise gilt der erste 
Erg:,inzungssatz I und das allgemeine Reciprocitiitsgesetz 3 wiederum genau 
in tier friiheren Fassung und, wenn man in entsprechender Weise den 
Begriff der hyperprim~ren Zahl enger fasst, so bleibt auch der zweite Er- 
giinzungssatz 2 in der friiheren Fassung gtiltig. 

w  

Wir  er6rtern ferner die Frage, ob es unter den in w 4 fiir den K6rper 
k zu Grunde gelegten Annahmen relativquadratische unverzweigte K6rper 
in Bezug auf k giebt. Zu dem Zwecke setzen wir zuniiehst allgemein fest, 

dass, wenn e irgend eine Einheit  in k bedeutet, stets s', e", , . . ,  ~{~-1} die 
zu s conjugirten bez. in k', k", . . . ,  k {~-1~ gelegenen Einheiten bezeichnen 

sollen. 
Nunmehr  nehmen wit ~1 = -  I: wie die Einheit  ~1 fallen offenbar 

alle zu Q conjugirten Einheiten negativ aus. Ferner m6ge es in k eine 
Einheit e~ geben, welche in k posi t ivis t ,  w~ihrend mindestens eine der 
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conjugirten Einheiten ~ ,  . . . ,  e(,-l) negativ ausfiillt; es sei etwa die in k' 
gelsgene Einheit ~ negativ. Sodann mSge es in k sine Einheit e3 gebsn, 
welche posi t ivis t  und fiir welche auch s~ positiv wird, w~ihrend mindestens 
sine der conjugirtsn Einheiten ~ ' ,  ~'~", . . . ,  ~(,-1) negativ ausf~illt; es sei 
etwa die in k" gelegene Einhsit s;' negativ. In disser Weiss fahren wir 
fort; wit mSgen schliesslieh eine Einheit ~p (p<s)  erhalten yon der Be- 

' ~" . . .  6(p ~-~) s~mmtlieh positiv sind, dagegen e(~ ~-') sehaffsnheit, dass zp, ~p, .p , , 

negativ ausfiillt und nun soll das eingeschlagene Verfahren sein Ende er- 
reicht haben, d. h. wenn irgend sine Einheit ~ in k nebst ihren p -  I 
eonjugirtsn Einheit e', e", . . . .  , ~lp-1) positiv ausfiillt, so sei nunmehr auch 
stets jede der tibrigen s - - p  conjugirtsn Einheiten e(P), . . . ,  ~(,-1) positiv. 

Die Zahl s - - p  erh~lt eine besonders einfache Bedeutung, wenn wir 
dem Aquivalenz- und Klassenbegriff sine engere Fassung ertheilsn, als 
bishsr geschehen ist. Wir wollen nfimlich fortan zwei Ideals i ,  ~ des 

nur dann als ~quivalent bezeichnen, wsnn ~-----a gesetzt KSrpers k wsrdsn 

kann, so dass a eiue ganze oder gebrochene Zahl in k ist, die selbst nebst 
den s~immtlichen bez. in k', k", . . . ,  k (~-~) gelsgenen zu a conjugirten Zahlen 
a', a", . . . ,  ~(~-1) positiv ausf~illt, d. h., die total positiv in k ist. Rechnsn 
wir alle solchen Idsale des KSrpers k, die in diesem engeren Sinns unter- 
einander 5quivalent sind, zu einer Klasse, so besitzt der KSrper k, wie 
leicht ersich~lich ist, gsnau h ~- :~-~' Idealklassen. 

Naeh diesen Vorbereitungen findet die oben aufgeworfene Frage nach 
den unverzwsigten KSrpern in Bezug auf k in folgsndsr Weise ihre Be- 
antwortung: 

Satz 5. Fiir den KSrper k giebt es sin System yon s ~ p  unab- 
hfingigen relativquadratischen unverzweigten KSrpern in Bezug auf k. 
Durch Zusammensetzung dieser s - - p  KSrper entsteht ein KSrper Kk yore 
Relativgrade h ~ 2 ~-p in Bezug auf k, der s~mmtliche unverzweigten 
KSrper in Bezug auf k als UnterkSrlaer enth~ilt und der Klassenk6rper yon 
k hsissen mSge. Die Anzahl ~ der Idealklassen dieses KSrpers Kk ist, 
auch wenn wir den Klassenbegriff in dsr vsrhin (fiir k) angegebensn engersn 
Fassung nehmen, stets sine ungerade ZaM. 

Eine der merkwiirdigsten Eigenschaften des KlassenkSrpers Kk besteht 
darin, dass die Primideals des KSrpers k, welche einer und der n~mlichen 
Idsalklasse yon k im sngeren Sinne angehSren, im KlassenkSrpsr Kk stets 

Aata mqZlwmat/ca. 26. Imprim~ le 11 ~uiu 190~, 14 
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die n~imliche Zerlegung in Primidcale dieses KSrpers Kk erfahren d. h. so 
dass die Anzahl der verschiedenen Primideale und ihre Grade die gleichen 
sind; die Zerlegung eines Primideals p des K6rpers k im KSrper Kk h~ing4 
somit nur yon der Klasse ab, der das Primideal p im KSrper k angeh6rt. 

w  

Um die genannten Thatsachen zu beweisen und unter den in w 4 
gemachten Annahmen die Theorie des relativquadratischen KSrpers in Bezug 
auf k vollstiindig aufzubauen, bediirfen wit eines Symbols, welches ich 
bereits in meinem in Braunschweig gehaltenen Vorh'age erkl/irt babe. 

Definition 6. Es sei to irgend ein Primideal in k, u n d e s  seien v, # 
beliebige ganze Zahlen in k, nut dass # nicht gleich dem Quadrat einer 
Zahl in k ausf~llt; wenn dann v nach re der Relativnorm einer ganzen Zahl 
des KSrpers K(~/~) congruent ist und wenn ausserdem auch fiir jede hShere 
Petenz von m stets eine solche ganze Zahl A i m  KSrper K(q~) gefunden 
wcrden kann, dass v- -N(A)  nach jener Potenz yon m ausfiillt, so setze ich 

in jedem anderen Falle dagegen 

= - ,  

F~llt # gleich dem Quadrat einer ganzen Zahl (=~ o) in k aus, so werde stets 

= + ,  

gesetzt. Ferner definiren wir noch die s Symbole 

' \ t' / ' " ' "  \ i o - 1 ) ] ;  

wir setzen stets 

= + , ,  
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wenn wenigstens eine der beiden Zahlen ~,/~ positiv ausf:,illt; dagegen 
setzen wit 

wenn jede der beiden Zahlen ~ , / j  negativ ausf~llt. Ferner bezeiehnen wir 
allgemein die in k (~ gelegenen zu v, ~ conjugirten Zahlen bez. mit ~(i), #(o 
und setzen 

Ist nun ein bestimmter relativquadratiseher KSrper K(@) in Bezug 
au[ k vorgelegt, so wird line naturgemiisse Definition des Gesehleehtsbe- 
griffes aus der Definition 12 meiner Abhandlung gewonnen, wenn man sieh 

des verallgemeinerten Symbols (~' ~'} bedient, wo o) die in der Relativ- 
\ gO ,! 

diskriminante yon K(@) aufgehenden PrimideNe und iiberdies diejenigen 
Zeiehen I (~ durehliiuft, wofiir die in k (~ gelegene zu • eonjugirte Zahl 
/L (~) negativ ausfiillt. Es gelingt dann ohne erhebliehe Sehwierigkeit die 
ganze in meiner Abhandlung entwiekelte Theorie der relativquadratisehen 
K6rper auf den hier in Rede st~henden Fall, dass der KSrper k die in w 4 
gemachten Annahmen erfiillt, auszudehnen. 

Das Reciprocit~itsgesetz fiir quadratische Reste im K5rper k erh~ilt mit 

Benutzung des erweiterten Symbols ( ~ ) d i e  folgende einfache Fassuug: 

Satz 7. Wenn ~,/~ beliebige ganze Zahlen ~= o in k siud, so ist stets 

(L, ,~)  = + I, (l~) \ ~  / 

wo das Product tiber siimmtliehe Primideale ~o-----m in k und iiber die s 
Zeiehen ~o-~ I , ~', i", . . . ,  l('-~) erstreekt werden soil. 

Aueh die Siitze 4I,  64, 65, 67 in meiner Abhandlung lassen sieh mit 

Hiilfe des erweite~en Symbols (~-~)umni t te lbar  auf den Fall des hier 

betraehteten Grundk6rpers k iibertragen. 
Wenn die in urspriingliehem Sinne verstandene Klassenzahl h des 

KSrpers k nicht I, sondern irgend eine ungerade Zahl ist, so bediirfen die 
S~itze in w 4 - - w  6 nur einer geringen und aus meiner Abhandlung leicht 
zu entnehmenden Abiinderung. 
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w  

Wenn fiir den KSrper k insbesondere s - -p-- - -o  ausfiillt, so wird it---- I 
und Satz 6 lehrt dann, dasses  keinen unverzweigten KSrper in Bezug auf 
k giebt. Wir wollen den niichst einfachen Fall s - - p  = I, /t = 2 be- 
trachten und vor Allem die am Schluss von w 5 angedeuteten Gesetze der 
Zerlegung der Primideale in k niiher erSrtern. Es mSgen daher fortan 
fiir den GrundkSrper k folgende speziellere Annahmen gelten: 

I .  Unter den m eonjugirten KSrpern k,  k', k", . . . ,  k (m-l) gebe 
es eine beliebige Anzahl s (> o) reelle KSrper; es seien dies die 
KSrper k ,  k', k", . . . ,  k ('-1). 

2. Die Anzahl h der Idealklassen des KSrpers k, im urspriing- 
lichen weiteren Sinne verstanden, sei gleieh I; die Anzahl it der Ideal- 
klassen des KSrpers k, im engeren Sinne verstanden, sei gleich 2. 

Unter diesen Annahmen ist der in w 5 erwShnte KlassenkSrper /t2: 
relativquadratisch und besitzt folgende Eigenschaften: 

Satz 8a. Der KlassenkSrper Kk hat in Bezug auf h die Relativ- 
diskriminante I; d. h. er ist unverzweigt in Bezug auf h. 

8atz 8 b. Die Klassenanzahl H des KlassenkSrpers Kk, in engerem 
Sinne verstanden, ist ungerade. 

Satz 8c. Diejenigen Primideale in k, welche in k Hauptideale im 
engeren Sinne sind, zerfallen in Kk in das Product zweier Primideale. 
Diejenigen Primideale in k, welche in k nicht Hauptideale im engeren 
Sinne sind, bleiben in Kk Primideale. 

Von diesen drei Eigenschaften 8 a, 8 b, 8 c charakterisirt jede ffir sich 
allein bei unseren Annahmen fiber den Kfrper k in eindeutiger Weise den 
KlassenkSrper Kk.  

Zum Beweise der Existenz des KlassenkSrpers Kk ist es erforderlich 
zu zeigen, dass es unter den hier gemachten Annahmen stets eine Einheit 

in k giebt, die congruent dem Quadrat einer ganzen Zahl nach dem Modul 
2 ~ ausf~llt, ohne dass sie das Quadrat einer Einheit in k wird. Der ver- 
langte KlassenkSrper Kk ist dann der KSrper K(~/e). Der Beweis fiir die 
Existenz einer solchen Einheit z lfisst sich durch eine ~ihnliehe Schluss- 
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weise fiihren, wie sic im ~ 9 beim Beweise der S~itze 9a, 9b, 9c an- 
gewandt werden wird. 

w 

Im weiteren Verlaufe dieser Untersuchung wollen wir fiir einige an- 
dere Fhlle die Gesetze der Zerlegung der Primideale des Grundk6rpers k 
im Klassenk6rper Kk genau er61ffern und die Beweise der aufgestellten Be- 
hauptungen erbringen. Es m6gen in diesem Paragraphen fi'/r den Grund- 
kSrper k folgende specielle Annahmen gelten: 

I. Unter den m conjugirten K6rpern k,  k ' ,k" ,  . . . ,  k ~-1) gebe 
es eine beliebige Anzahl s reeller K6rper; es seien dies die K6rper 
k ,  k', k", . . . ,  k ('-1). 

2. Die  Anzahl. h der Idealkla,~en des K6rpers k, im urspriing- 
lichen weiteren Sinne, stimme mit der im engeren Sinne verstandenen 
Klassenanzahl ~ iiberein und sei gleich 2. 

Under diesen Annahmen ist der Klassenk6rper Kk relativquadrafisch 
und besitzt folgende Eigenschaften: 

Satz 9a. Der KlassenkSrper Kk ist unverzweigt in Bezug auf k, 
d. h. er hat die Relativdiskriminante I in Bezug auf k. 

Satz 9b. Die Klassenanzahl H und ~ des KlassenkSrpers Kk, im 
weiteren sowie im engeren Sinne verstanden, sind ungerade (H = H---). 

Satz 9c. Diejenigen Primideale in k, welche in k Hauptideale sind, 
zerfallen in Kk in das Product zweier Primideale. Diejenigen Primide,~le 
in k, welehe in k nicht Hauptideale sind, bleiben in Kk Primideale; sic 
werden jedoch in Kk Hauptideate. 

Von diesen drci Eigenschaften 9 a, 9 b, 9 c charakterisirt jede fSr sieh 
allein bei unseren Annahmen i:lber den K6rper k in eindeutiger Weise den 
Klassenk6rper Kk; wir haben somit die Siitze: 

Satz i oa. Es giebt ausser Kk keinen anderen relativquadratisehen 
K6rper, der in Bczug auf k unverzweigt ist. 

Satz ,ob.  Wenn ein zu k relativquadratischer K6rper eine ungemde 
Klassenanzahl hat, so stimmt derselbe mit dem Klassenk6rper Kk iiberein. 

Satz I o c. Wenn ulle Primide:de in k, die in k Hauptideale sind, 
in einem relativquadratischen K6rper zcrfallen, oder wenn alle Primideale 
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in k ,  die in k nicht Hauptideale sind, in einem relativquadratischen KSrper 
Primideale bleiben, so folgt jedesmal, dass dieser relativquadratische KSrper 

kein anderer als der KlassenkSrper Kk ist. 

w 

Um die Existenz des Klassenk6rpers Kk und sodann die S/itze 9a, 
9 b, 9 e zu beweisen, maehen wir der Kiirze halber die Annahme, dass der 
Grundk6rper k und seine siimmtlichen conjugirten KSrper imaginiir sind und 
nennen dann wie in w 3 eine ganze Zahl in k primSr, wenn sie zu 2 prim 
ist und dem Quadrat einer ganzen Zahl in k nach dem Modul 2 2 congruent 
ausf~llt. 

Wir bestimmen jetzt ein System yon Grundeinheiten in k und be- 
zeiehnen dieselben mit s~ , e 2 , . . . ,  e~__~, ferner sei r ein zu 2 primes Prim- 

ideal des KSrpers k, welches nicht der gauptklasse in k angehSrt, und es 
werde r~ = (p) gesetzt, wo p eine gewisse ganze Zahl in k bedeutet. Fiigen 

wir sodann den obigen ~n - - -  I Einheiten noch folgende Zahlen hinzu 
2 

---4-I 
u 2 

Zahlen zl ,  z~, . . . .  ~ ein System yon Zahlen dieser 
~ + t  

ganze Zahl $ in k, welche das Quadrat eines Ideals 

so bilden die m 

Beschaffenheit: jede 
in k ist, 1Ksst sich in der Gestalt 

Xm 
i +~ ~ 

- - + 1  
2 

darstellen, wo die Exponenten x I , x~, . . . ,  x,, 
- - + 1  
2 

gewisse Wel~he o ,  i haben 

ein System yon Primidealen q,,  q 2 , ' " ,  q':+l in k, 
2 

so dass 

j) 

die zu 2 prim sind, 

und a eine ganze oder gebrochene Zahl in k bedeutet. 
Endlich bestimmen wir mit Hinblick auf Satz i8 meiner Abhandlung 
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ausfiiUt; und "tu diesen solche Exponenten w~, . . . ,  w,~ 

dass die Produete 

- - + l  
2 

Hauptideale in k werden; es sei etwa 

Wm 

r. 
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mit Wel~hen o ,  I, 

Wm 

ql l :w'  ='= Xl ' " ' ' '  q ' + l  u ~-+~ 

won x~, . . . ,  x,,, gewisse ganze Zahlen in k sind. 
- - + t  

Nach diesen Vorbereitungen betrachlen wir den Ausdruck 

t im  ~'m 

( ) ~ - ~;' x d  " 2 ~ l  �9 * �9 C m  �9 �9 �9 -y+~ u 

derselbe stellt, wenn man reehter Hand f[tr die Exponenten u ~ , . . . ,  u,,, 
- - + l  
2 

beliebige Werthe o ,  i u n d  f a r  die Exponenten vl ,  . . . .  v,, irgend welche 
- - + 1  
2 

der Congruenzbedingung 

(3) v,w, + v , %  + . . .  + v= w= - o ,  (2) 

geniigende Werthe o ,  I nimmt, im Ganzen 2 "+1 Zahlen dar. Rechnet 
man jetzt allgemein zwei ganze zu 2 prime Zahlen to~, t% in k zu der- 
selben Art, wenn ihr Product to~<o~ eine prim~ire Zahl ist, so lehrt die 
Betrachtung am Schlusse von w 21 meiner Abhandlung,  dass es im K6rper 
k genau 2 ~ verschiedene Arten yon Zahlen giebt und es miissen also unter 
den Zahlen yon der Gestalt (2) nothwendig wenigstens  zwei Zahlen vor- 
handen sein, die derselben Art angeh6ren. Das Product zweier solcher 
Zahlen ist einc prim~ire Zahl von der Gestalt 

U m  Vm 

(4) , ,  = ~ ; ' . . .  ~,,, x ? . . . x , , ,  =', 
.~+ l  - - + t  

2 

wo die Exponenten u ~ , . . . ,  u~ , v ~ , . . . ,  v,,, gewisse Werthe o ,  I haben 
~-+l ~-+~ 

aber nichf s~mmflich gleich o sind und a eine ganze  Zahl in k bedeutet. 
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Wenn in dem Ausdrucke (4) ffir die Zahl w die Exponentcn v~, ..., v,~ 
- - + 1  
2 

s~immtlich sieh gleieh o herausstellten, so w~ire nach Satz 4 und 5 meiner 
Abhandlung der KSrper K(~/~) ein in Bezug auf k unverzweigter relativ- 
quadratischer KSrper und somit der verlangte Beweis fiir die Existenz des 
KlassenkSrpers mit der Eigensehaft 9 a erbraeht. 

Wir nehmen nun im Gegentheil an, es habe wenigstens einer der 
Exponenten v ~ , . . ,  v~ den Werth I und zwar sei t deren genaue An- 

- - + 1  2 
zahl; es sei etwa vi, = x, v;~ = i , . . . ,  v i ,=  I, wo die Indices i l ,  i~, . . . ,  it 

gewisse t Zahlen der Reihe i ,  2 , . . . , - - +  I bedeuten. Bei dieser An- 2 
nahme miissen die t Primideale qi,, q~, . . . ,  ~;, in der Relativdiskriminante 
des KSrpers K(~/~) aufgehen; wegen der Bedingung (3) und da o~ primer 
ist, folgt ferner, dass es ausser diesen t Primidealen kein weiteres giebt, 
welches in der Relativdiskriminante yon K(~/~) enthalten w~ire. Die ge- 
nannten t Primideale des KSrpers k werden bez. die Quadrate gewisser t 
ambiger Primideale des KSrpers K(~/~,), und die Anzahl aller ambigen 
Ideale des KSrpers K~/~) fiillt daher genau gleich 2' aus. Auch die 
weiteren Bezeichnungen des Satzes 22 in w 15 meiner Abhandlung be- 
nutzen wir: es mSge der KSrper k genau 2 v* Einheitenverb~inde besitzen, 
die aus Relativnormen yon Einheiten in K~/~) entspringen, und es sei 2 ~* 
die Anzahl der ambigen Klassen, in denen ambige Ideale des KSrpers 
K(~/~) enthal~en sind. 

Was das Verhalten der Ideale dcs KSrpers k im KSrper K(~/~,) betrifft, 
so sind hier die folgenden zwei F~lle mSglich: 

I. Die Ideale des KSrpers k, welche in k nicht Hauptideale sind, 
warden in K(~/~) Haup~ideale. 

II.  Die Ideale des KSrpers k, welche in k nicht Hauptidealc sind, 
werden auch in K(~/~,) nicht Hauptideale. 

Indem wir das Verfahren, welches ich in meiner Abhandlung beim 
Beweise des Satzes 22 angewendet babe, auf der KSrper K (~/~) iibertragen, 
finden wir leicht im Falle I die Gleichung 

(5)  a = t + 

und im Falle I I  die Glemhun~ 
. ~/~ 

( 6 )  (/ = t .gf- V* I .  
2 
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I O .  

Wir wollen ferner fiir die Zahl v* eine obere yon t und m abh~ingige 
Grenze ableiten. Zu denx Zweek m6gen x , , . . . ,  x,, irgend welche Ex- 

ponenten o ,  I bedeuten; soll dsnn die Einheit  

~r m - 

u 

die Relativnorm einer Einheit in K ( ~ )  sein, so miissen nothwendig die 
t Bedingungea 

- - - - + t ,  . . . ,  = + ,  (8) 

erfiillt sein. 
Wir steUen nun der Reihe nach folgende Hiilfss:.itze auf, welche fiir 

belde Fiille I, I I  gelten: 
Hglfssatz i. Jede Einheit e des K6rpers k, die den Bedingungea 

(7) geniigt, ist nothwendig die Relativnorm einer Einheit des Relativ- 
k6rpers K(~/~). 

Zum Beweise dieses Hiilfssatzes unterseheiden wit, ob unter den In- 

dices i l , .  it die Zahl m " "  2 -{" I vorkommt oder nicht. Im ersteren F,~lle 

sei it----~ + i. Wir schliessen dann aus (7) mit Riicksicht auf (l), dass 

gewiss die Gleichungen 

Xi] ~ O~ . . . ~ Xit_, ~ O 

bestehen miissen, und hieraus entnehmen wir, dass die Anzahl v* der von- 
einander unabh~ingigen Einheitenverb~inde, welche aus den Relativnormen 

yon Einheiten in K(~/~) entspringen, h6ehstens gleieh m - - t - t -  I i s t .  
2 

Kommt andererseits unter den Indices i , , . . . ,  i, die Zahl ~n~__[_ I 

nicht vor, so sehliessen wir auf die n~mliche Weise 

Xq ~ O~ �9 �9 �9 ~ Xl, ~ 0 

Aeta mathcmatlca. 26. I m p r t m ~  l e  11 j u t n  1902.  15 
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und mithin ist die Anzahl v* der von einander unabhangigen Einheiten- 
verb~inde, welche aus den Relativnormen yon Einheiten in K(~/~,)ent- 

springen, in diesem Falle hSchstens gleich m__ t. 
' 2 

Wir erkennen leicht, dass im Falle I unter den Indices il, r .., i, die 

Zahl E-m-q-X nicht vorkommen kann. Ware namlich im Gegentheil daS 
2 

Primideal q~+l in der Relativdiskriminante des K6rpers K(~//~) enthal~en 

und bezeichnet P die ganze Zahl in K(~//o), welehe das Ideal r darstellt, 
so muss die Relativnorm dieser Zahl P gleich einer Zahl in k yon der 
Gestalt ~p werden, we e eine Einheit in k bezeichnet und p = ~,~ die 

y + l  

friiher festgesetzte Bedeutung hat. Die hieraus folgende Bedingungs- 
gleichung 

/ 8  em \ 

"7+' \ / 
steht im Widerspruch mit der in (I) getroffenen Festsetzung fiir das Prim- 
ideal q~+~ 

2 

Die bisherigen 0berlegungen fiihren im Falle I zu tier Ungleichung 

(8 )  v" < - -  t 
~ 2  

und im Falle I I  zu der Ungleichung 

(9) v'<m-----t + t 
~ 2  

Die Gleichungen (5), (6) und clie Ungleichtmgen (8), (9) zeigen, Class 
in beiden F/illen I und I I  die Ungleichung a ' <  o gilt und da gewiss 
auch a* > o sein muss, so folg~ nothwendig a" = o, d. h. es ist im Falle I 

�9 m t (Io) v" -- z 

und im Falle I I  

2 
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Nlmmehr  k6nnen wir auch einsehen, dass im Falle I I  das Primideal 
q~+2 in der Relativdiskriminante des K6rpers K(~/~) vorkommen muss. 

W~ire n~imlich im Gegentheil die Zahl m ~- + I unter den Indices i3, . . . ,  i, 

fiicht enthalten, so miisste, wie die vorhin angestellte (Jberlegung zeigt, 
die  Ungleiehung (8)gelten, was der Gleichung (I i) widersprichg. 

Wir sehen mit Riicksicht hierauf, dass die Einheiten e in k, welche 

den Bedingungen (7) geniigen, im Falle I genau m t und im Falle I I  
2 

genau - - -  t + i von einander unabh~ngige Einheitenverb~inde ausmachen. 
2 

Da diese Zahl wegen (Io), (I I) in beiden F~illen I, I I  gleich v* ausfiillt, 
so liefern jene Einheiten e im ganzen 2 ~* Einheitenverbfinde; dieselben 
miissen daher mit denjenigen Einheitenverb~inden iibereinstimmen, deren 
Einheiten Relativnormen von Einheiten in K(V/-~) sind, d. h. in beiden 
Ffillen I, I I  ist jede Einheit e in k, die den Bedingungen (7) geniigt, 
nothwendig die Relativnorm einer Einheit in K(~/~) und damit ist Hiilfs- 
satz I bewiesen. 

Hiilfssatz 2. Wenn ~ ein Ideal in K(~/~) ist, dessen Quadrut einem 
Ideal in k ~luivalent ausfiiltt, so i~t auch ~ stets einem Ideal ia k ~qui- 
wlent. 

Beim Beweise verstehen wir unter S die Relativsubsfitution (~/~: ~ ~/~) 
und unter N die Relativnorm einer Zahl oder eines Ideals in K(~//o). Da 
die Relativnorm des Ideals 

.~edenfalls ein Ideal in k ist und nach Voraussetzung ~= einem Ideal in k 

~iquivalent sein sell, so folgt, dass auch der Idealquotient 25 einem Ideal 

i in k ~iquivalent sein muss. 
Im Fa, Ue I i s t  i gewiss in K(~/~) ein Hauptideal. Wir beweisen an- 

dererseits, dass im Falle I I  das Ideal i i m  KSrper k Hauptideal i~. Wfia~e 
n~mlich i in k nicht Haut~idtml , so w~re it--~ i, we r die friiher fest- 
gesetzte Bedeutung ha~; setzen wit. dann 
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wo A eine gebrochene Zahl in K(v:~ ) ist, so folgt offenbar, indem wir auf 
beiden Seiten die Relativnorm bilden, 

( i2)  ~?--  N(A),  

wo e eine Einheit  und p ~ e m die friiher bestimmte Zahl in k bezeichnet. 

Da das Primideal q~ im Falle I I  in der Relativdiskriminante yon K(~/~,) 
---{-1 
2 

vorkommt, so erhalten wir wegen (i 2) die Gleiehung 

~ + , /  + ~, 

und diese widersprieht der in (l) getroffenen Festsetzung far das Prim- 
ideal q ~ + .  

2 

W i t  haben somit erkannt, d~s  in beiden Fiillen I, I I  der Ideal- 

quotient -S~ in K(~/~) iiquivalent x ausfallt; wir setzen demgemiiss 

~ - - A ,  (~3) 

wo A eine ganze oder gebrochene Zahl in K(q~)  ist. Bilden wit dann 
die Relativnorm 

(~4) ~ = N(A),  

so ist e eine Einhei t  in k, die den Bedingungen (7) geniigen muss und 
diese Einheit  e wird daher nach dem oben bewiesenen Hiilfssatz I gleich 
der Relativnorm einer Einheit  in K(V/~); wir setzen 

(i s) ~ = N(E- ' ) ,  

wo E eine Einheit  in K(q-g) ist. Aus (~4) mad (I5) folgr 

(16) N ( A E )  = I~ 

Setzen wir 
B =  ~ + S(AE),  

(bez. B ~--- i, wenn etwa A E  ~ - ~  x ist), so wird wegen (x6) 

SB 
~ - = E A  (bez. ---- I), 
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und hieraus entnehmen wir mit Riicksicht auf (x3) die Gleichung fiir Ideale 

8(B~) 
B~ ~ I ,  

d. h. B~ ist das Product eines ambigen Ideals des K6rpers K(~/5) in ein 
Ideal des K6rpers k. Da nun fiir beide Fiille 2, I I  friiher die Gleichung 
a * =  o bewiesen worden ist und folglich alle ambigen Ideale in K(~/~) 
F[auptideale sind, so folgt, dass auch das Ideal ~ einem Ideal des K6rpers 
k/~quivalent sein muss. Hiermit ist der Beweis fiir den Hiilfssatz 2 erbraeht. 

H~[ssatz 3. Wenn ~ irgend ein Ideal in K(~/~) ist, so giebt es stets 
einen ungeraden Exponenten u, so dass ~" einem Ideal in k fiquivalent ist. 

In der That, ist H die Klassenanzahl des K6rpers K~/~) und setzen 
wir H~2au,  wo a einen gewissen Exponenten und u eine ungerade Zahl 
bedeutet, so folgt, (lass ~2-u~ i sein muss und hiemus schliessen wit mit 
Riicksieht auf Hiilfssatz 2 der Reihe nach, dass die Ideale ~'-'~, ~ ' - " ,  ~.., 
~ ,  ~ gewissen Idealen in k ~quivalent ausfallen. 

H~lfssatz 4. Wenn p ein Primideal des K6rpers k bedeutet, fiir 
welches 

(I7) (~) = + I  

ausf/illt, so ist p stets im K6rper k ein Hauptideal. 
Zum Beweise bedenken wir, dass wegen der Voraussetzung (I7) das 

Primideal p im K6rper K(~//~) zerlegbar sein muss; wit setzen 

= $ . 8 5 ,  

wo ~ ,  S~ zu einander relativeonjugirte Ideale in K(qS) sind und ver- 
stehen dann mit Riieksicht auf Hiilfssatz 3 unter u einen solchen ungeraden 
Potenzexponenten, dass ~" einem Ideal i in k ~iquivalent wird. Hieraus 
folgt offenbar 

II.  

Der gewiinschte ~achweis fiir die Existenz der Klassenk6rper mR den 
Eigensehaften 9 a, 9 b, 9 c gelingt mittelst der folgenden Schliisse. Wir 
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w'ahlen an Stelle der in w 9 bes$immten den Bedingungen (~) geniigeniten 

irgend m Primideale ql, ". ' ,  q,A+1 2- -1-- t andere zu 2 prime Primideale q~, . . . ,  
2 

q~ mit~ den enNprechenden Eigensehaften 
- - §  
2 

q~/ \qi/ 

) m - { - !  
~ j - - - -  I ~ 2 y . . . j  2 

und w~hlen wiederum die Exponenten w; . . ,  w',,, in geeigneger Weise 
- - 4 - 1  ' 2 

so, dass 
t 

Wm 
t t u -14 / t ' 

find darin x~, . . . ,  x~,, ganze Zahlen in k sind; sodann denken wir uns 
- - + 1  
2 

die siimmt~liehen 8ehlussfolgerungen in w 9- -w I o ffir .das neue System 
' wiederholt. Auf diese Weise gelangen wit yon Primidealen q;, . . . ,  q~+a 

zu einem Ausdruek 
Vm 

s 
( I S )  ~ '  = ' ' ~ 1  ' ~ * '  $ X 1 �9 . . X m 

- - + !  
2 

in dem ~' eine gewisse Einheit in k and v ~ , . . , ,  v'~ gewisse Exponenten 
u  

o ,  I bedeuten; falls wir wie vorhin annehmen, dass die Exponenten v'~,..., 
v" nicht s/immtlich gleich o ausfallen, folgern wit wiederum fiir den 

- - 4 - 1  $ 

KSrper K(~/5) die Giiltigkeit der Hiilfs~tze I - -4 ,  und ent~prechend dem 
Htilfssatz 4 ist mithin jedes Primideal p des K6rpers k, fiir welches 

ausf/ill~, stets nothwendig ein Haup~ideal des KSrpers k. 
Wir bezeiehnen nun kurz mit ro~ alle diejenigen Primideale in k, ftir 

welche 
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ist, und mit m~. diejenigen Primideale in k ffir welche zugleich 

119 

- - I  und = + I 

ausfiillt, ferner mit m (+) diejenigen Primideale des K6rpers k, welche Haupt- 
ideale in k sind, dagegen mit m (-) diejenigon Primideale des K6rpers k, 
welche nleht Hauptideale in k sind. 

Da die Zahlen co, r sicher nicht Quadrate von ganzen Zahlen in k 
sind und bei unseren Annahmen wegen der Versehiedenheit der Prilnideale 
ql, . . . ,  q., , q [ , . . . ,  q :  das Niimliche auch fiir das Produkt oJa~' gilt, 

- -+1  ---{-I 2 2 

so folgen aus Sa~z 17 meiner Abhandlung die Gleichungen 
Y 

( ~ )  I - I I 
n(~.y = ~l~ + f .(s),  (,>~) 

(,9) 
( ,)•( . ) '  = l ~  I +f~o'(s) ;  (,>1) 

bier sind die unendlichen Summen fiber alle Primideale too bes. m~. zu 
erstrecken und f . ( s ) ,  f. . ,(s) bedeuten Funefionen der reellen Veriinderlichen 
s, welche ,stets zwischen endliehen Grenzen bleiben, wenn s sich dem Werthe 
i n~ihert; n bezeichnet stets die Norm im K6rper k. 

Die Primideale m. sind offenbar siimmtlich yon den Primidealen m.., 
verschieden und da nach dem vorhin Bewiesenen die Primideale to. ,  r0~., 
s~mmtlich unter den Primidealen ro (+) vorkommen, so haben wir 

(~(+)) (~.) n(w.)' + ~ ('>') 
(R.o') n(~. . . ) '  

und folglich wegen (I9) 

(~(+)) s I + f .(s)  + f•.(s); 

hier sind die unendliehen Summen wiederum tiber alle Primideale mit den 
betreffenden Eigenschaften zu erstrecken. 

Die Primideale m (+), m (-) ersch6pfen offenbar die siimmflichen Prim- 
ideule r0 i n  k, und es ist daher 

,i(~+)), + ~(~), - -  log s _ ~ + f(s), (~(+)) ( - ) 7~(~(-))' = 
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wo die Summe ~ fiber s~mmtliche Primideale lv in k erstxeckt werden soil 
0D) 

und f(s) wiederum eine ffir Werte s > I, die sich dem Werte I n~thern, 
zwisehen endlichen Grenzen bleibende GrSsse bezeichnet. Aus (2o) und (2 I) 
zusammen folgt die Ungleichung 

(22) ~ I 
(~(+)) n (~(+))' 

I I t 
. ~ . . ~ > _ ~ l o g  + 2 f , ( s ) +  2 f , , ( s ) - - f ( s ) .  
~ro~-~ ( ) '--  ~--  i 

Nunmehr stellen wir folgenden Hfilfssatz iiber die Ideale des KSrpers 
k auf:  

Halfssatz 5. Wenn in dem Ausdrucke 

~(~+)) -(ro(~))n(2(-))" ('>~) (~(+)) 

die erste Summe fiber alle Primideale m (+) und die zweite Summe fiber 
alle Primideale m (-) erstreckt wird, so stellt dieselbe eine solche Function 
der reellen Ver~nderlichen s dar, welche stets unterhalb einer positiven end- 
lichen Grenze bleibt, wenn die reelle Ver{inderliche s sich der Grenze I 
~iihert. 

Der Beweis dieses Satzes wird dutch die n{imliche Schlussweise geffihrt, 
wie sie beim Beweise des Satzes 3x in meiner Abhandlung angewandt 
women ist. 

Wir erkennen, dass die Ungleiehung (22) unmittelbar einen Wider- 
spruch gegen den Hfilfssatz 5 enth~lt, und mithin ist unsere ursprfingliche 
Annahme zu verwerfen, d. h. es miissen in der Gleichung (4) die Expo- 
nenten v 1 , . . . ,  v m oder das zweite Mal in der entsprechenden Gleiehung 

- - + 1  
2 

(xS) die Exponenten v;,  . . . ,  v" s~immtlich o sein; in der Zahl eo bez. 
- - + 1  
2 

m' haben wit also eine Zahl des KSrpers k, welche als Ideal das Quadrat 
eines Ideals in k darstellt, die fiberdies congruent dem Quadrat einer Zahl 
in k nach dem Modul 2 ~ wird und doch nicht das Quadrat einer Zahl 
in k ist. 

Der K5rper K(~/~) bez. K(~/~) ist der gesuchte KlassenkSrper Kk 
zum GrundkSrper k, da er die in Satz 9a ausgesprochene Eigenschaft 
besitzt. Damit ist die schwierigste Aufgabe in der hier erSrterten Theorie 
gelSst. 
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w I 2 .  

Der Beweis fiir den Satz 9 b sowie fiir die zweite Aussage des Satzes 
9 c ist aus den bisherigen Entwickelungen leicht zu entnehmen. Nicht  so 

einfach gelingt der Nachweis fiir die erste Aussage des Satzes 9 c, wonach 
jedes Primideal des K6rpers k, das in k der Hauptklasse angeh6rt, im 

Klassenk6rper Kk, der jetzt K(~/~) ist, welter zerlegbar sein muss. Wi t  
fiihren diesen Nachweis in folgender Weise: 

Nnch dem in w 1 1 Bewiesenen ist die Zahl to yon der Gestalt (4)" 
l t m  

~-+1 

wo die Exponenten u x , . . . ,  u_~+a gewisse Werthe  o ,  I haben,  aber nicht 

s~mmtlich gleich o sind" es sei etwa u~ = l ;  dann bezeichnen wir die 

Zahlen r r . . . ,  e~_~ , r247 , . . . ,  r  Zm bez. mit r . . . ,  r und bestim- 

~b 
men -- yon r versehiedene Primideale p~, . . . ,  p ,  in k derart, dass 

2 u 
6 

~h/  \ p , /  

( -) ( 2 3 )  = + ..... 

wird. Wegen (23) sind nach der zweiten Aussage des Satzes 9 c diese 

Primideale p~, . . . ,  p,, siimmtlich Hauptideale in k; wir setzen 
3- 

- -  . . . ,  , 

wo l r~ , . . . ,  lr,~ ganze Zahlen in k bedeuten. Nunmehr  wollen wir zeigen, 

dass ein Ausdruek yon der Gestalt 

(24)  a~* = r  s,,, -~ ~ ' . . .  rr,~ , 
u u 

Aeta mathamaffe~. 26. Imprim4 le 18 ~uin t902. 16 
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nur dann eine prim~re Zahl in k darstellen kann, wenn die Exponenten 
u~, . . . ,  u * ,  v~ , . . . ,  v~ s~mmtlieh den Werth o haben. In  der That, wfire 

u u 
to* prim~ir und wenigstens einer dieser Exponenten gleich I, so beweisen 
wir wie oben durch Hiilfssatz 4, dass alle Primideale in k, welche in K(~/~) 
zerlegbar werden, in k Hauptideale sind, d. h. es miissten dann alle Prim- 
ideale to, nach welchen m* quadratiseher Rest ist, Hauptideale in k sein. 
Die Thatsache, dass zugleich auch alle Primideale Iv, nach denen to qua- 
dratischer Rest ist, Hauptideale in k sind, fiihrt uns wie friiher in w g I 
auf einen Widerspruch. 

Aus der soeben erkannten Thatsache, dass der Ausdruck (24) ausser 
der Zahl I niemals eine prim~ire Zahl daa-stellen kann, ziehen wit leicht 
durch ein ~ihnliches Schlussverfahren, wie wir es friiher angewandt haben, 
diese Folgerung" wenn x eine beliebige zu 2 prime ganze Zahl in k ist, 
so l~isst sich stets ein System yon Exponenten u ~ , . . . ,  u: , ,  v ~ , . . . ,  v,, 

u u 

finden derart (lass der Ausdruck 

(25) x6, . . . 6 .  = ; ' . . . . .  
T u 

eine primiire Zahl in k darstellt. 
Es sei nun q irgend ein Primideal der Hauptklasse in k; wir setzen 

q----(x), wo x eine ganze Zahl in k bedeutet und nehmen entgegen der 
zu beweisenden Behauptung an, es sei ~ in K(~Z) unzerlegbar. Wir bilden 
fiir die Zahl x den Ausdruek (25) und bezeichnen denselben m i t a .  End- 
lieh bestimmen wir in k ein yon t versehiedenes Primideal i,  welches in k 
nieht Haupt idea l  ist, und eine Zahl a in k, so dass a = r i  wird; wir 

setzen ~---- ~ ,  oder $ = ~ ,  jenaehdem eo den Faktor 1:2 enth~ilt oder nieht. 
P 

Da naeh Satz 9b  der KSrper K(~/~)e ine .ungerade Klassenanzahl 
besitzt, so gilt mit Riieksieht damuf, dass a primar ist, naeh dem in meiner 
Abhandlung fiir diesen Fall bewiesenen quadmtisehen Reeiproeitatsgesetz 
die l?ormel 

hierbei habe die gesehwungene Klammer ffir den KSrper K(~/~) die ent- 
spreehende Bedeutung des quadratisehen Resteharakters, wie die gewShnliehe 
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Klammer fiir den K6rper k. Das Hauptideal ~/g im K6rper K(~/g) is~ 

entweder gleich I oder gleich dem Primideal i:. Fiill~ nun ( ~ ) =  + ,  aus, 

so ist gewiss auch {a} ( r )  (~') ) = + I .  Ist = - - I ,  so wird wegen = - - I  

(7)  ool nothwendig = + I und umsomehr [ ) - j  = + I. Andererseif, s ist wegen 

} ----- -t- I. Wir 

{ ~  I --  -4- I arid wegen (26) folg~5 hieraus haben also in jedem Falle gewiss ~/~ i -  

(27) [g--g! == + ' .  

Wenn A irgend eine ganze zu q prime Zahl in K(~/g) bedeuteg, so 
gelten nach dem Primideal q des K6rpers k, das auch in K(~/Zo) Primideal 
bleiben sollte, folgende Congruenzen 

A } nta)'~- 1 
_ A  ~ , (q)  

- ( ~ A )  ~ , ( q )  

und da 
S A  ~ A "(q) , N A  - -  A "(~)*' , ( q )  

ausfiillt, so wird mithin 

=iT). 
Nehmen wir insbesondere A = ~/~o, so erhal~en wir 

Andererseits ist wegen (23) allgemein das Primideal Ph in K(~/~)zer- 
legbar; wir setzen 

~,, = ~h.  s ~ ,  (~o,,~ ..... ~) 

we ~h ein Primideal in K(~/~) bedeutet. Da 

J r I ! r vg ! 
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wirdl so haben wir 

(29) 

David Hilbert. 

Wegen (27) , (2S), (29) ist mit Rficksieht auf die Bedeutung yon a 

u 
und folglich 

= + ,  (3o) 

Da die Zahl a prim~ir ist, d. h. dem Quadrat einer ganzen Zahl in k 
congruent nach 2 ~ ausfiillt, so folgt leicht, dass n(a)zx nach 2 ~ und mithin 

,o)-1 

sein muss; wit erhalten mithin aus (3o) die Gleichung 

(~) = + ,  und somit auch (~)---- -{- 

welche der Annahme widerspricht, wonach q in k unzerlegbar sein sollte; 
diese Annahme ist somit als unzutreffend erkannt, d. h. jedes Primideal 
des KSrpers k, welches der Hauptklasse in k angehSrt, zerffillt in K(~/~) 
in das Product zweier Primideale, wie Satz 9 c in seinem ers~en Theile 
aussagt. 

w I3. 

Wir erSrtern jetzt die Reciproci~tsgeseize ffir quadratische Reste im 
KSrper k unter den besonderen Annahmen h ~--h ~ 2, wie sie in w 8 
fiber den KSrper k gemacht worden sind. Der erste Ergfinzungssatz l~isst 
sich wieder genau wie frfiher in der Form des Satzes z aussprechen, sobald 
wir dem Begriff ,primates Ideal>) die folgende engere Fassung geben: wir 
nennen in dem zu Grunde gelegten KSrper k r zu 2 primes Ideal a dann 
primdr, wenn ffir dasselbe 
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ausfiillt ~ nicht nur fiir alle Einheiten $, sondern auch fiir diejenigen 
ganzen Zahlen $ in k, die Quadrate yon Idealen sind, d. h. wenn 

wird. Indem wir in entsprechender Weise den Begriff eines hyperprim~iren 
Ideals in dem zu Grunde liegenden KSrper k enger fassen, gilt auch der 
zweite Erg~nzungssatz in der friiher aufgestellten Form des Satzes 2 und 
ebenso auch das allgemeine Reciprocit~tsgesetz in dcr Fassung des Satzes 3. 

Um den Beweis fiir diese Reciproci~tsgesetze zu fiihren, bedenken 
wit, dass der KlassenkSrper K(~/~) eine ungerade Klassenanzahl hat. Fiir 
einen solchen KSrper habe ich das Reciprocitiitsgesetz in meiner Abhand- 
lung bereits bewiesen. Aus diesem Reciprocitiitsgesetz fiir den KSrper K(~/~) 
gewinnen wir sodann ohne Schwierigkeit durch ein geeignetes ScMussver- 
fahren die eben genannten Reciproci~tsgesetze fiir den KSrper k. 

In meiner Abhandlung habe ich unter den in w 3 der vorliegenden 
Arbeit gemachten Annahmen gezeig4, wie die Idealklassen eines beliebigen 
in Bezug auf k relativquadratischen KSrpers in Geschlechter einzutheilen 
sind. Unter der gegenw~rtigen Annahme h----~----2, die wir im w 8 fiir 
den KSrper k gemacht haben, theilen wir die Idealklassen eines belicbigen 
relativquadratischen Kiirpers K(~/~) in Bezug auf k auf folgende Weise in 
Geschlechter ein. Es sei ~ ein beliebiges Ideal des relativquadratischen 
KSrpers K(~/~). Wir definiren zun:~ichst wie in dem Falle, den meine Ab- 
handlung betrifft, das Charakterensystem einer Zahl des KSrpers k. Sodann 
verstehen wir tinter ~ ein bestimmtes zu 2 primes Ideal, welches nicht der 
Hauptklasse in k angehSrt, und w~ihlen dann den Exponenten u ~ - o ,  I 

derar~, dass im KSrper k das Product der Relativnorm yon ~ dem Ideal 
1: ~ ~quivalent wird: es sei etwa 

= ( 0 ,  

wo e eine geeigncte ganze Zahl in k bedeutet. Endlich bilden wir das 
Charakterensystem fiir die Zahl e und fiigen diesem noch die Einheit 
( - - i )  ~ hinzu. Das so erhaltene System yon Einheiten +__ I heisse das 
Charakterensysten~ des Ideals 5. Alle Ideale, die dasselbe Charakteren- 
system besitzen, bilden ein Geschlecht. Es gilt wiederum der Fundamen- 
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talsatz, dass stets genau die Hdlfte aller mOglichen Charakterensysteme wirk- 
lich durch Geschlechter in K(~/~) vertreten sind. 

Wenn fiir einen K6rper k der Wer~h der Klassenanzahl h im ur- 
spriinglichen Sinne und der Klassenanzahl h im engercn Sinne zusammen- 
fallen und nicht gleich 2, sondern d ~  Doppelte irgend einer ungeraden 
Zahl sind, so bediirfen die in w 8 - - w  I3 ausgesprochenen S~tze nur einer 
geringen und aus meiner Abhandlung leicht zu entnehmenden Abiinderung. 

I4. 

Es m6ge endlich kurz die Annahme behandelt werden, dass der Grund- 
kSrper k die Klassenanzahl h ---- h = 4 besitzt; wir haben dann zwei F~lle 
zu unterscheiden: 

A. Es giebt oine Klasse (3 in k dcrart, dass C,  C 2, C 3, (34 ---- I die 
4 Klassen des KSrpers k darstellen. 

B. Es giebt zwei Klassen C1, C 2 in k derar~, dass (31, (-"2, G'l C2 = C3, 
C~ = C~ = I die 4 Klassen des KSrpers k darst~llen. 

Im Falle A. ist der KlassenkSrper Kk des KSrpers k relativcyklisch 
vom Relativgrade 4 in Bezug auf k und weist folgende fundamentale Eigen- 
sehaften auf: 

Satz t i a. Der KlassenkSrper Kk hat in Bezug auf k die Relativ- 
diskriminante i. 

Satz I I b. Die Klassenanzahl H,  H des KlassenkSrpers Kk im ur- 
spriinglichen bez. im engeren Sinne ist eine ungerade Zahl. Der Klassen- 
kSrper Kk besitzt einen und nur einen relativquadratischen UnterkSrper 
UKk. Die Klassenanzahl yon UKk ist das Doppelte einer ungeradcn Zahl. 

Satz x I c. Diejenigen Primideale in k, welche in k Hauptideale sind, 
d. h. der Klasse I angehSren, zerfallen in Kk in das Product yon 4 Prim- 
idealen. Diejenigen Primideale in k, welche der Klasse C 2 angehSren, zer- 
fallen in UKk in das Product zweier solcher Primideale, die im KSrper 
Kk unzerlegbar bleiben. Diejenigen Primideale in k, welche der Klasse 
C oder C 3 angehSren, bleiben in Kk unzerlegbar; s~mtliehe Ideale in k 
werden in Kk Hauptideale. 

Von diesen 3 Eigenschaften I i a, i I b, i t c charakterisirt jede fiir 
sich altein bei unserer Annahme iiber den KSrper k in eindeutiger Weise 
den KlassenkSrper Kk; wir haben somit insbesondere folgende S:,itze: 
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3atz I 2 a. Wenn ein relativquadratischer KSrper die Relativdiskrimi- 
nante I in Bezug auf k besitzt, so stimmt derselbe mit UKk 5berein. 
Wenn ein relativ-Abel'scher KSrper vom Relativgrade 4 in Bezug auf k 
die Relativdiskriminante I besitzt, so stimmt er mit Kk tiberein. 

Satz 1 2 b. Wenn ein relativquadratischer KSrper in Bezug auf k eine 
Klassenanzahl besitzt, die das Doppelte einer un~eraden Zahl ist, so stimmt 
dieser KSrper mit UKk iiberein. 

S a t z t  2 c. Wenn ein relativ-Abel'scher KSrper vom Relativgrade 4 
in Bezug auf k eine ungerade Klassenanzahl besitzt, so stimmt er mit Kk 
iiberein. 

Im Falle B. ist der KlassenkSrper Kk des KSrpers k relativ-Abel'sch 
vom Relativgrade 4 und weist folgendc fundamentale Eigenschaften auf: 

Sa/z 13 a. Der K!assenkSrper Kk hat in Bezug auf k die Relativ- 
diskriminante I. 

Sa/z 13 b. Die Klassenanzahl des KSrpers Kk ist ungerade. Der 
KlassenkSrper I(k besitzt drei relativquadratische UnterkSrper UKk~, UKk~, 
UKka in Bezug auf k. Die Klassenanzahl eines jeden dieser drei Unter- 
kSrper ist gleich dem Doppelten einer ungeraden Zahl. 

Satz 13 c. Diejenigen Primideale in k, welche in k Hauptideale sind; 
d. h. der Klasse i angehSren, zerfallen in Kk in das Product yon vier 
Primidealen. Diejenigen Primideale in k, welche der Klasse C~ angehSren, 
zerfallen in einem jener drei UnterkSrper, etwa in UKk~, in das Product 
yon zwei Primidealen und sind in jedem der beiden anderen UnterkSrper, 
also in UKk~, UKk~ unzerlegbar. Diejenigen Primideale in k, welche der 
Klasse C~ bez. C 3 angehSren, zerfallen etwa in UIYk 2 bez. UKk~ in das 
Product yon zwei Primidealen und sind in UKk~, UKka bez. in UKk~, UKk 2 
unzerlegbar. St~mtliche Ideale des Kd'rpers k werden in ]edem der drei re- 
lativquadratischen K6rper UKk~, UKk2, UKk 3 Hauptideale. 

Von diesen Eigenschaften charakterisirt wiederum jede f[lr sich voll- 
st~ndig den KlassenkSrper Kk und die d.rei UnterkSrper UKk~, UKks, 
UK k~. 

Die eben aufgestellten S~tze ixa ,  Ixb, IIC, i2a ,  I2b,  I2c, I3a, 
1 3 b, ! 3 C bestRtigen, wie wir leicht erkennen, unter der gegenw~irtigen 
Annahme h = ~ = 4 sowohl im Falle A. wie im Falle B. die Gi'dtigkeit 
der weiter unten in w t6 aufgesteliten allgemeinen Siitze 14 und 15. 

Zum Beweise der Sfitze I I, I2, 13 ist vor Allem nSthig, zu zeigen, 
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dass ffir den Grundk6rper k bei der gemaehten Annahme stets wenigstens 
ein relativquadratischer K6rper mit der Relativdiskriminante I existirt. 
Sodann hat man in Bezug auf diesen noch einen weiteren relativqua- 
dratischen K6rper mit der Relativdiskriminante I zu construiren, was auf 
Grund des schon bewiesenen Satzes 9 a stets m6glich ist. 

Wenn ffir einen K6rper k der gemeinsame Werth der Klassenanzahl 
h im urspriinglichen Sinne und der Klassenanzahl h im engeren Sinne nicht 
gleich 4, sondern das Vierfache irgend einer ungeraden Zahl ist, so be- 
dfirfen die hier ausgesprochenen S~itze nur einer geringen und aus meiner 
Abhandlung leicht zu entnehmenden Abiinderung. 

w I5. 

Die im Vorstehenden bewiesenen und im folgenden Paragraph (w I6) 
allgemein ausgesprochenen Siitze zeigen, dass ffir die vollstiindige Unter- 
suchung der arithmetischen Eigenschaften eines beliebig vorgelegten Grund- 
kSrpers k vor AHem die Kenntniss des zu k gehSrigen Klassenk6rpers Kk 
erforderlich ist. Unsere Entwickelungen setzen uns in den Stand, in jedem 
besonderen Falle auf arithmetischem Wege den KlassenkSrper Kk wirklich 
zu finden. Im Folgenden wollen wir auf eine transcendente Bestimmungs- 
weise des Klassenk6rpers hinweisen, die der bekannten yon DIRICItLET er- 
sonnenen Methode der transcendenten Bestimmung der Klassenanzahl ent- 
spricht. 

Wit  machen ffir den GrundkSrper k die besondere Annahme h = h ~ 2 
und bezeichnen mit x die in meinem Berichte lYber die ~heorie der alge- 
braischen ZaMkSrper ~ i m w  2 4 definirte, dem KSrper k eigenthfimliche 
Zahl; ferner mSgen H die Klassenanzahl des Klassenk6rpers K k  und K die 
entsprechend definirte Zahl ffir den Klassenkiirper K k  bezeichnen: dann 
gilt die folgende Formel 

(3i) L ! Z l I } HK 
n(i(+)), ~ = -/7~' ('>' ,= 1 / (i(+)) (i(-)) n ( i(-)) '  

worin die Summe ~ fiber alle Hauptideale i (+) in k und die Summe 
(i(+)) 6(-))  

1 Vgk Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung IV, 
1894--95, S. 229. 
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tiber alle diejenigen Ideale i (-) erstreckt werden soll, die nicht Hauptideale 
in k sind. Der Ausdruck K enth~ilt in gewisser Weise die Logarithmen 
der Einheiten des Klassenk6rpers Kk, so dass durch denselben die er- 
whnschte Bestimmung des Klassenk6rpers ermSglicht ist. 

Zum Beweise der Formel (3 l) betrachfen wir das Product 

(3~) 
! 

~(s) = ~ i __n(~)-,' 

in welchem m alle Primideale des K6rpers k durehl:~iuf~; dasselbe eonvergirt 
fiir reelle Werthe yon s > I und es ist 

( 3 3 )  L { ( s - -  , ) r  = hx. 
S=I  

1)as entsprechende Product fiir den K6rper Kk lautet 

Z(s)  - -  , , - -  . l v ( ~ ) - - , '  ('>" 

wo rechter Hand ~ alle Primideale yon Kk durchliiuft und nN die Norm 
der Rclativnorm yon fiB in k, d. h. die Norm in Kk bedeutet. Es ist dann 

(34)' L { ( s - -  ,)'Z(s)}' --- lTg. 

Wir unterscheiden nun unter den Primidealen ~ diejenigen die durch 
Zerlegung irgend eines Primideals in k entstehen, und diejenigen, die Prim- 
ideale in k sind. Wegen Satz 9 c fiilit ftir die ersteren N ( ~ )  gleich einem 
Primideal ro (+) der Hauptklasse in k aus; fiir die letzteren dagegen ist 
N ( ~ )  gleich dem Quadrat eines Primideals m (-) in kl welches nicht der 
Hauptklasse in k angehSrt. Mit Riicksicht hierauf wird 

(~<+)) (I - .  ( r d + , ) -  9" ( _ )  i - ~ 0 r  

und hieraus folgt wegen (3 2) 

r  r - - ~ - ( ~ " ) ) - ' (  [ + -Ou(-))-' = ~ , , ( i ( - ) )  ' n "[+) ' - :  - - (i(+)) ( 1 )  (. - ) 

diese Cvleiehung liefert, wenn wir zur Grenze s = i iibergehen, mit:Riick- 
sicht auf (33), (34) den verlangten Beweis der Formel (31). 

Aeta math~natiea. 26. Imprim~ le 18 ]uin 1902. 17 
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w I6. 

Es sei endlich k ein vSllig be]iebiger ZahlkSrper. Wir  treffen fol- 
gende Festsetzungen, in denen gar keine beschr~nkende Annahme fiir 

k liegt- 

i. Unter den m conjugirten KSrpern k ,  k', k", . . . ,  k ('n-r) gebe 
es eine beliebige Anzahl s reeller KSrper; es seien dies die KSrper 

k ,  k', k", . . . ,  k ~ 
2. Die Anzahl der Idealklassen des KSrpers k, im engeren Sinne 

verstanden, sei eine beliebige Zahl h. 

Ein in Bezug auf k relativ-Abel'scher K5rper K heisse unverzweigt, 
wenn die l~elativdiskriminante yon K in Bezug auf k gleich z ausf~illt, 
oder, was das :Niimliche bedeutet, Wenn es in k kein Primideal giebt, das 
dutch das Quadrat eines Primideals in K theilbar wird. Wir stellen dann 
folgende Theoreme auf, die im Vorstehenden fiir gewisse besondere F:,ille 
bewiesen worden sind, deren vollsfiindiger Beweis jedoch, wie ich iiber- 
zeugt bin, auf Grund der yon mir angegebenen Methoden gelingen muss: 

Satz 14. Es giebt in Bezag auf k stets einen v61lig bestimmten relativ- 
Abel'schen unverzweigten K6rper Kk vom Relativgrade h; dieser K6rper Igk 
heisse der Klassenk6rper von k. Der Klassenk6rper Kk enthdlt sSmmtliche 
i~ Bezug auf k relativ-Abel'schen unverzweigten Korper als Unterk6rper. 

Die Relativgruppe des Klassenk6rpers Kk ist mit de~jenoen Abel'schen 
Gruppe holoedrisch isomorph, die dutch die Zusammensetzun.q der Idealklassen 
in k bestimmt wird. 

Die]enigen Primideale p des K(irpers k, welche der ne~mlichen Ideal- 
klasse yon k, im engeren Sinne verstanden, o,ngeh6ren, erfahren im Klassen~ 
k6rper Kk eine Zerlegung in t)rimideale der n(imlichen Anzahl und der n(im- 
lichen Grade, so dass die weitere Zerlegung eines Primideals p des K6rpers 
k im K6rper K nur yon der Klasse abhdngt, der das Primideal p im K6rper 
k ange]~6rt. 

~-Man vergleiche hierzu die UntersuchuDgen yon It. WEBER, ~ber Zahlel~qruppe~ 
i~ algebraischen Kb','pe~'l~, Mathematische Annalen, Bd. 48, S. 433 und Bd. 49, S. 83. 
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Definition 7. Eine ganze Zahl A des KlassenkSrpers Kk heisse eine 
Ambige dieses KSrpers Kk,  wenn sie die beiden folgenden Bedingungen 

erfiillt: 
a) Die ganze Zahl A sei total positiv (Vgl. Definition 5); d. h. das 

dutch A dargestellte Ideal gehSre auch im engeren Sinne der Hauptklasse 

in k an. 
b) Jede zu A relativconjugirte Zahl soll sich yon A nur um einen 

Factor unterscheiden, welcher eine Einheit  in Kk ist. 
Eine Ambige heisse eine Primamboe, wenn sie nicht eine Einheit  ist 

und sich nicht als ein Product von zwei Ambigen darstellen l~isst, yon 

denen keine eine Einheit  ist. 

8atz 15. Jede Ambige des Klassenk6rpers Kk stellt ein Ideal des 
Grundk6rpers k dar und umgekehrt jedes Ideal des Grundk6rpers k ldsst 
sich durch eine Ambige des Klassenk6rpers Kk  darsteUen; diese ist abgesehen 

yon einem Einheitsfactor dutch jenes Ideal bestimmt. 
Jede Ambige des Klassenk6rpers Ek  ist mithin auf eine und nut au[ 

eine Weise in ein Product von Primamboen zerlegbar, wenn man dabei yon 
der Willkiir tier auflretenden Einheitsfacloren absieht. 

Die in diesem Satze aufgestellle Eigenschaft kommt unter allen relativ- 
Abel'schen K6rpern in Bezug auf k allein dem Klassenk6rper Kk zu. 

Das allgemeinste Reciprocit~itsgesetz ffir quadratische Reste driickt sich 
auch in dem beliebigen KSrper k dutch die Formel des Satzes 7 aus. 
Auch das Reciprocit~tsgesetz ffir hShere Potenzreste gestattet eine ebenso 

einfache und allgemeingiiltige Fassung. ~ 
Endlich sei noch bemerkt, dass die gehSrige Verallgemeinerung dieser 

Entwickelungen zur Begriindung einer Theorie der ,)RingklassenkSrper~ 
fiihrt, d. h. solcher relativ-Abel'scher KSrper in Bezug auf k, die zu den 
Idealklassen eines Ringes in k in einem entsprechenden engen Zusammen- 
hange stehen, wie der hier behandelte KlassenkSrper Kk zu den gewShn- 

lichen Idealklassen des KSrpers k. 

Vgl. die Preisaufgabe der K. Ges. d. Wiss. zu GSttingen ftir das Jahr I9Ot. 
Mathematische Annalen, Bd. 5I, S. I59. Die preisgekrSnte Arbeit yon :FURT- 
WXNGLER erseheint demn~ichst in den Abhandlungen der K. Ges. d. Wiss. zu GSttingen. 


