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BEI'dERKIJNGEN ZU EIFIEM SATZE VON SOPHUS LIE 0BER EIN ANALOGON 

ZUM ABEL'SCHEN THEOREM 

VON 

LEO KONIGSBERGER 
in I t E I D E L B E R G .  

In einem am 3 lien Mai 1879 an mich nach Wien gerichteten Briefe 
schreibt WEIEaSTUASS: , . . .  Sorgen Sie aber dafiir, dass der hundert- 
j~thrige Geburtst~g AUEL'S und J^com's  wfirdig begangen werde, und ge- 
denken Sie dsnn such derer, die sls die ersten es sis ihre Lebensaufgsbe 
betrschtet haben, die Arbeiten dieser Manner fortzusetzen, . . . , .  Dieser 
Mahnung eingedenk erscheint es bei Gelegenheit der Feier des hundert- 
j~hrigen Geburtstages ABr;L'S, eines der grSssten Mathematiker des neun- 
zehnten Jahrhunderts, vielleicht nicht unpassend, wenn ich aus Briefen, 
welche der ausgezeichnete norwegische Mathematiker SOeHUS LI~, der 
der Wissenschsft nur allztlfrfih: dutch den Tod entrissen worden, im Januar 
I892 an reich nach Heidelberg gerichtet hat, einige Stellen verSffenfliche, 
welche Untersuchungen fiber das verallgemeinerte ABEL'sche Theorem be- 
treffen, die - - s o  viel ich weiss --" in seinen gedruckten Arbeiten sich 
nicht vorfinden, und an die ich einige Bemerkungen zu knfipfen mir er- 
lsuben will. 

SoeHus Lt~ schreibt 2 . . .  Vielleicht werden Sie noch den folgenden 
Satz mit Interesse umfassen. Obgleich mein Beweis desselben susser- 
ordenflich kurz ist, so beruht doch derselbe auf so eigenthfimlichen 
geometrisehen Anschauungen, da~s ich vermuthe, dass mein Resultat neu 
ist. Ich be~rachte m + I Gleichungen vonde r  Form 

vk = Ak~(t~) + . . .  + Ak , , ( t , , ) ,  (k=~,2 ....... +~) 
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und mache fiber sie nur die einzige Voraussetzung, dass sich aus ihnen 
nur eine Relation zwischen v x , v~, . . . ,  v~+l ableiten 1/isst, dann ist die 
Relation 

~ ( v , ,  v , ,  . . . ,  v ~ + , )  = o 

dann und nut  dann algebraisch, wenn zwei beliebige GrSssen 

a,,(t,), .,tAt,) 
durch eine algebraische Relation gebunden sind. Setzen Sie insbesondere 

= f 
und verstehen dabei unter Fk~(x,) ganz beliebige (?) Functionen von x,, 
so haben Sie einen Satz fiber ABECsche Integrale, den man mit Benutzung 
eines AnEL'schen Satzes noch mehr praecisiren kann. Darf ich Sie bitten, 
nur auf einer Postkarte mitzutheilen, ob mein Satz, der sich fibrigens 
ausserordentlich verallgemeinern l~isst, in der Literatur schon vorkommt. 
Ist der Satz bekannt, so bin ich darauf gespannt, ob der Beweis so ein- 
fach wie meiner ist. Mein Beweis beruht auf geometrischen Anschauungen, 
die zwar sehr einfach sind, die aber doch, soweit mir bekannt ist, fast 
nur yon mir angewandt worden sin& Hoffentlich entschuldigen Sie meine 
fortgesetzten Mittheilungen. Wenn ich mich in diesen Dingen so unsieher 
fiihle, so liegt es nur darin, dass ich plStzlich auf ein mir neues Gebiet hin- 
eingekommen bin. Der allgemeine Satz, der sich ebenfalls leicht beweisen 
l~sst, lautet: Lassen sich aus mn q- i gegebenen Gleichungen 

v~ = A ~ , ( t , ,  . . . ,  tm) + A ,~ ( t . , §  . . . ,  t , . )  + . . .  + &. ( t , . ( . _ , ) §  . . . ,  t,..) 
( k =  1,'/, ..., r a n + l )  

eine und nur eine Relation ~(vl, . . . ,  v~ ,+ l )=  o ableiten, so ist dieselbe 
algebraisch dann und nur dann, wenn m - b  I beliebige Gr6ssen : 

Ak,, A k ~ i  , �9 � 9  Ak.~, 

immer dureh eine algebraisehe Relation gebunden sin& Dieser Satz wird 
doeh jedenfalls wohl neu sein. Haben die Ak, die Form to i l e r  Integrale 
yon algebraisehen Funetionen, so hat der oben genannte Satz sehon Wer~h; 
den Fall m = I haben Sie, wie ieh erfahre, sehon erledig~. Die Be- 
grfindung meines ersten Satzes ist leider auf Mannigfaltigkeitsbetraehtungen 
begriindet, die Ihnen vielleieht als reinem Algebraisten unangenehm sind, 
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Auch mein letzter Satz beruht auf Mannigfaltigkeitsbetrachtungen, ein rein 
analytischer Beweis wfirde sehr schwerfiillig ausfallen., 

Es folgen auf meine Antwort in ferneren Briefen weitere Umgestal- 
tungen, Ver~inderungen und Beriehtigungen der angeffihrten Sfitze, welche 
auf strengeren geometrisehen Betrachtungen, die jedoch nieht angegeben 
sind, beruhen sollen, und es schliessen diese Mittheilungen mit der Be- 
merkung, die uns nach dem rasehen Ende des ausgezeichneten Forsehers 
wehmfithig ergreift: ~Seit langer Zeit habe ieh in dem Maasse an Schlaf- 
losigkeit gelitten, dass ich alle Lust zur Wissensehaft verloren hatte. 
Als ich nun wieder anfing, wurde ich dadureh sehr iiberrascht, dass ieh 
auf einem mir fremden Gebiete neue allgemeine S~itze fand. Meine ner- 
vSse Unruhe zwang mich dazu, sogleich nachzufragen, ob meine I~esultate 
Werth h~itten. Dadurch erkl~rt sich die verfriihte Mittheilung des letzten 
Satzes, gleichzeitig die nonchalante Form meiner Briefe . . . ,  Damit braeh 
der Briefweehsel fiber diesen Gegenstand ab. 

Ieh will nun an dieser Stelle in wenigen kurzen Betrachtungen rein 
analytischer :Natur auf den oben yon LIE ausgesprochenen Satz n~iher 
eingehen, 

dass, wenn sich aus m Jr i Gleicbuagen yon der Form 

(I) vk = A~,(tx) -4- A~(t2) J r . . .  Jr- Ak,.(t,,) (~-,,~ ...... +1) 

nur e/he Relation zwischen v , ,  vz, . . . ,  v,,+~ 

( 2 )  , v , ,  . . . ,  v . , + , )  = o 

ableite~ Idsst, dieselbe dann and nur  dann algebraisch ist, wean zwei be- 

liebig e Gr6ssen 
Ak,(t,), Aj,(t,) 

algebraisch von einander abhdngen, 

und will dana den Zusammenhang mit der bekannten Arbeit yon 
ABEL darlegen ~sur les fonetions qui satisfont h l'dquation 

?(x)  Jr ~(Y) = r Jr y f ( x ) ) , ,  

in welcher derselbe eine Erwr des algebraischen Additionstheorems 
anzubahnen beabsichtigte. 
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Setzt man die Beziehung (z) in die Form 

v:+, : ~(v , ,  v,, . . . ,  v=), (3) 

und bezeichnet fiir die consf~nten Wer the  

t2  = 121 , t a  = ~'81 , �9 , 

den Ausdruck 

A k 2 ( 2 " $ l )  + A k 3 ( r 3 , )  ~ [ -  �9 �9 �9 + - A k m ( ~ ' m l )  

fiir die const~n~en Wer~he 

t l  - -= 1"12, la  = The , , 

den Ausdruck 

~ k 1 ( 2 " 1 2 )  "4- A k 3 ( r 3 2 )  -31- �9 �9 �9 71- Akm(rrn2) 

u. s. w., so erh~lt man aus (3) die m Gleichungen 

t m ~ Fml 

mit  e k l  , 

t m ~ ~t'm2 

mit B~ 

.4,,,+,,(6) + Bm+,, = ,o(A,,(t,) + B,, ,  A,,(t,) + B2,, . .  .~, / : , ( t , )  + B,.,) 

A,,+, ,( t2)  + B, ,+, ,  = t o ( A , , ( t , )  -4- B ,2 ,  A , : ( t , )  + B , , ,  . . . ,  A , . , ( t , )  -4-B,;,,) 
(,.- 

�9 * �9 o �9 , ~ 

A~,+,m(t,,) + B~+,, ,  = to(A, . , ( tm)  + B ,m,  A ,=( t , . )  -4- B~,, ,  . . . ,  A = : r  + B.,,.) 

und somit dutch Addi t ion dieser Gleichungen wiederum nach (3) 

,o  ( A , , ( t , )  + B , , ,  . . . ,  A=,(t,) + B=,) + . . .  + , o  (A,,,(t,.) + t1,m,..., A.,~(t..)+ B...;) 

= t o ( A u ( t , ) + . . . + A ~ . , ( t , ~ ) , . . . ,  A . , ( 6 ) +  + A  ..... (t,.))+B.,+,,+..,+B.,+,.,. 

Durch Substi tution eines willkiihrliehen, yon den friiheren verschiedenen 

Werthesystems 

t2 = 12,  ts = r3 , . . . , t .  = r .  

folgt nun,  indem man zur Abkiirzung die Constanten einfiihrt 

B n  = a, , B~, = a, , . . . ,  Bin, = a,. , A~2( r2) "4- Az3( r,) + . . .  + A~,.( v.,) = a~,, 

und 

A n ( t ~ )  = u n ,  A~ , ( t , )  = un  , . . . , A . .~( t , )  = u, , , ,  
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ferner die Constante 

B : + n  + . . .  -k- B , , + , m - - e o ( A , , ( r : )  -t- B , ~ , . . . ,  A:,(r ,)  + B . , ~ ) - - . . .  

- -  o~(A,=(r,,} + B , : ,  . . . ,  A=: ( r : )  + B u )  = B 

setzt, die Functionalgleichung in der Variabeln t~ 

(4) eo(u n + a , ,  u2, + a~, . . . ,  Urn,+ a,.) = co(u,, + a, , u , ,  + a~, . . . , u . ,  qUa,.) + B ,  

worin al,  a~, . . . ,  a~ der Annahme gem~iss yon a~, a ~ , . . . ,  a~ verschieden 
sind, und o~ nunmehr als algebraische Function vorausgesetz~ werden soll. 

Diese Gleichung kann eine i n  u,~, u21, . . . ,  u.~ identische sein oder 
sic liefert u,,l als algebraische Function yon u~1, u ~ l , . . . ,  u , ,_H.  

Unter  der  Voraus se t zu~g  der  I d e n t i t d t  oder u n t e r  der  A n n a h m e .  dass ,  

w e n n  

u n  + al = U , ,  u21 + a,  = U~ , . . .  , u,., + am = Urn,  a k - - a k  = Pk 

gesetz t  w i rd ,  die Gle ichung  

(5) ~(U1 + ~, ,  U , +  m ,  - . . ,  U~ + ~.) = ~(Lr,, U,, . . . ,  U,) + B 

ident i sch  befr iedigt  w i rd ,  wiirden, wenn die algebraische Function w(U1, 
U2, . . . ,  U~) der irreductibeln Gleichung geniigt 

(6) w" n t- r , ( V , ,  . . . ,  V,,)oo "-~ + . . .  n t- rp(U~,  . . . ,  Urn) --- o ,  

in wclcher r , ,  . . . ,  rp rationale Functionen d+r Variabeln U1, U2, . . . ,  U,, 
bedeuten, die LSsungea der Gl~ichung 

(7) P.~ -i- r,  ( U, -i- p ,  , . . . ,  V. ,  -i- lu,,) ~ p - '  -{- . . . + rp( V ,  + lU, , . . . ,  V~, -b  p , )  = o 

sich yon denen der Gleichung (6) nur um dieselbe additive Constante B 
unterscheiden, so dass  dieselbe Function zusammengesetzt aus den Differ 
renzen der la6sungen (6) und (7) unver~ndert bleibt. Bildet man nun 
eine aus den Differenzen der L6sungen bestehende symmetr ische Function 
derselben, so wird diese als ganze rationale Function ~o der Coefficienten 
der Gleichung aufgefasst bekanntlich der partiellen Differentialgleichung 

geniigen, und da man, wie leicht zu sehen, stets ein in den neu ein- 
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tretenden Coefficienten lineares, in den friiheren Coefficienten ganzes Inte, 
gral bilden kann 

(8) 

, 

- -  r , ( t r , , . . ,  u, , )  P - '  
' zp 

~, = r 3 ( U , ,  U 2  p - 2 
' p 

I. 

- -  r , ( U , , . . ,  U, , ) '  

- - r , ( U , , . . . ,  U,~)r , (u , , . . . ,  ~r ) 

+ (P - ~)(P - ~ ) r , ( U , ,  . . .  U, , ) '  
3P' 

so folg~, dass diese Ausdriicke rationale periodische Functionen yon U~,..., U,, 
mit den Perioden /J~, . . , ,  Pm sein werden. 

:Nun er~ebt sieh aber zun~ichst aus der Vergleichung yon (6) und 

(7),  dass  

(9) r,(U, + ta,, . . . ,  U~ + p,~) = r,(U,,  . . . ,  U ,~) - -pB,  

oder wenn man diese Gleichung nach U~ differentiirt, worin 2 einen be- 
liebigen der Indices , ,  2 , . . . ,  m bedeutet, fiir die rationale Function 

(i o) or,(U,, . . . .  ~ ' . )  ~ u ,  = p ( [ r , ,  . . . ,  u . )  

die nothwendig identisch zu befriedigende Gleichung 

( I l )  p (u ,  + ~, ,  . . . ,  u .  + ~,.) = p ( y , ,  . . . ,  u.,), 

so dass nur die Form der periodischen rationalen Functionen beliebig 
vieler Variabeln zu bestimmen bleibt. 

Um zuniichst die Frage fiir ganze Functionen zu erSrtern, so ist, 
ohne auf functionentheoretlsche Betrachtungen einzugehen, unmittelbar 
ersichtlich, dass eine periodische ,wanze Function einer Variabeln eine Con- 
stante sein muss, weil sonst zu einem bestimmten Werthe derselben un- 
endlich viele Argumente geh6ren wiirden. Setzt man nun eine ganze 
periodische Function yon zwei Variabeln u~ und u2 in die Form 

g(u,,  us) = go(u,)~ + g,(u,)~,'~-' + . . .  + g~(u,), 

so folgt aus der- Periodici~tsbedingung 

g(u, + # , ,  u.~ + m) = g(u,, u~), 



(i2) 

das Periodensystem 
Variabeln 
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dass .qo(u I + p~)--~go(Ul), also go(u1) gleich einer Cons~nten c is,, und 
wenn man nun die gunze periodische Function yon u, und u~ bildet 

C h(u,, u,) = - r  (a,,u, + a.u,) ~, 
0-,22 

welche, wenn die Constanten a,~ und a~2 der Bedingung geniigen 

al~/~ + a2~pa ~ o 

St,  Pa besi~zt, so wird die ganze Funct ion zweier 

g(u,,  u , ) -  h(u,, u,) 

wieder dieselben Perioden haben, abet in Bezug auf u.2 nut  vom ~ -  I re" 

Grade sein. Erniedrig4 man den Grad in Bezug auf u~ in derselben Weise 

welter, bis man zu einer ganzen periodischen Function nut  einer Variabeln, 

also zu einer Constanten gelangt, so erh~lt man als allgemeinste Form 

yon ganzen periodischen Functionen zweier Variabeln 

(x3) g(u, ,  u,) ---~ Ao(a,o.u, + a,2u,) ~ --]- A,(a,2u, + a~,u,) ~-' + . . .  

+ A~_l(a~u t + a,~u,) .-[-- A~. 

Ordnet man weiter eine ganze Function der drei Variabeln ul ,  u2, u3 
wieder nach einer dieser Yariabeln in der Form 

~-- |  
(I4) g(u, ,  u~, u,) = go(u,, u~)u~ + g,(u, ,  u,)u3 + . . .  + g,(u, ,  u.~), 

so wird wieder, wenn die Periodicitittsgleiehung bestehen soll 

g(u, + t*,, u, + t*.~, u3 + #:,) = g(u,, u,, u,3), 

die Function go(u~, u2) der Beziehung 

90(u, + ~ , ,  u, + m) = 9o(U,, ~,) 
geniigen miissen und daher nach dem Vorigen die Form haben 

go(ul, u~) ~ Bo(a,~u, + anu2) ~ + Bt(av~ul + a~u.~} "-~ + . . .  + Bt,, 

wenn at2p, + a2,/~ = o ist. Bildet man sodann die mit den Perioden 

/~,, Pa,/13 behaf~ete Function 

I 
(I5) h(u,,  u , ,  ua) -----zgo(u,, u~)(a,~ut + a,au.. + a3~u3) a, 

as8 
Acta mathenmtiea. 26. Imprim$ le 19 ju in  1902. ~3 
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worin die Constanten al~, a~ ,  a~ der Bedingung  unterl iegen 

a ~  + a~/~ + a ~  = o,  

so wird die Differenz 

g(u,, u,, h(u,, u,, 

wiederum die l:)erioden ,u~, p.~,/t8 besitzen, aber in Bezug auf us nur vom 

,~ ~ I t'~ Grade sein; die weitere Reduct ion des Grades in Bezug auf u3 

liefert somit als allgemeinste Form einer periodischen ganzen Funct ion  

dreier Variabeln 

( , 6 )  g(u~, u s ,  % ) = ~ , ~ , A ~ , p , ( a ~ 2 u ,  + a2~u.~)P'(a~3u~ + a28u~ + a~u~) ~', 

u n d  es  ha t  s o m i t  ] ede  g a n z e  F u n c t i o n  y o n  u~,  u : , . . . ,  u , ,  m i t  den  

P e r i o d v n  t~  , p~ , . . . ,  l~m d ie  F o r m  

(,7) u,.) 

(a,mU~ + a,mu~ + . . .  + a,,mu,,)'-', 

Cons tan t en  a~2 , a ~  , a ~  , . . ,  a~m , �9 �9 �9 , a,,,,  den  . B e d i n g u n g e n  w o r i n  d i e  

u n t e r l i e g e n  

(x8) al,,a 2 + a ~ # ,  -= o ,  az3fl~ + a,~#~ + aa3bt s ------ o , . , 

a,,,p, + a2,,tl2 + . . .  + a,,,,,/~,, = o,  

u n d  9eh t  somi t ,  w e n n  

a , , u ,  + a ~ u ~  ----- v , ,  a , 3u  , + a , 3 u  ~ + a~su ~ = ~'~ , �9 �9 �9 , 

al , ,u~ + a2mu~ + . . .  + a, , , ,um ~ v , , _ l  

9ese t z t  w i r d ,  i n  e ine  g a n z e  F u n c t i o n  d e r  m ~ t V a r i a b e l n  v~, % ,  . . . ,  v,,_~ i~ber. 

S, ei die in einer ganzen Funct ion  von ul ,  u~, . . . ,  u,, vorkommende 

h6chste Potenz von u~ die ~e, die in dem Coefficienten dieser Potenz vor- 

kommende  h6ehs~  Potenz yon u~ die ~ ,  u. s. w. und nennen wit das 

so heransgehobene Glied der ganzen Funct ion  das hSchste Glied derselben, 

so sieht man unmittelbar,  dass die Substi tution von 

u~ --{- /~,u 2 + / ~ 2 ,  - . - , u , , + l ~ . ,  ffir u ~ , u  2, �9 . . , u , ,  
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alas h6chste Glied der Function unveriindel~ liisst; es folgt somit, dass 
Z(ihler und Nenner einer rational gebrochenen periodischen Function sdbst 
wieder ganze periodische Functionen sind, und diese daher aUgemein die 
Form besitzt 

(I9) r(u,, u,, . . . ,  u=) 

~_)~_,...~,,,-A,,p,..4,,._,(a u ,+a,,u,)t,~ (a,au,+a,,u,+asaua)O,...(a,,,jqTa,,,,u,+ ... +a,,,,,,u,)'--' 

Z ,  Zfi...~,.-lBa, fi...a,._l(a,,,1-~-($,,,,)'(alail . -~a2s, , +aaau, j%..(a,,,u, +a,,~u,+... + a . . u , . )  ~--' 

worin die Constanten a,2, . . . ,  a,.~ wieder den Bedingungen (~8) unlerliegen. 

Soil nun die rationale Function der Bedingungsgleiehung (9) 

(so) r,(U, + t~, U, q- tt2, . . . ,  U~ -k t~,,) = r,(U,,  U~, . . . ,  U , ) - - p B  

unterworfen sein, in welcher pB eine Constante bedeutet, so wird ihr naeh 
einer der Variabeln b~ genommener partieller Differentialquotient die 
Perioden Px, Pa, �9 . . , /* , ,  haben, und somit naeh (I 9) 

(s x) a~,(tr,, u , . . .  u~) = 
aU~ 

~ ,  ~=... ~.~2,.-~Ap,m...,,. ,(a,,U, +.a,~U,)+',(a, aU , +a, aU , +a3aU,}p=...(a~,,U, +a,,,U',+...+a=,,,U,,,) t'-' 

~ ,~.~. . .  ~,.-,B~,~, ....... (a ,U 1 +a,,U,)",(al~U, +a, aU~ Ta33U3)~'-...(a,,.U, Ta~,.U~+... 4-a,~mU,~) ~'-' 

sein, und hieraus ergiebt sich fiir die allgemeinste Form einer periodisehen 
ralionulen Function yon U~, U2, . . .  , U,., welche der Gleichung (so) Geniige 
leistet 

(,-2) q(u,,  u , , . . . ,  u, , )= 

~ t  ~,...~..-'l)~,a=...,,,. ,(al,U I +a,,V,)3t(ataU, +alsU ~ +assUs)~...(axmUt +a,,.U, +.,. +a,.,.U.) a'-t 

~1 ~2... ~--]E$I$2...$._1 (all ~71 -~g,]U|)sl(alsY| -~-al|U ] +a.V's)~,...(a,.,U~ +a2,,U~ +... + a,~= U,~) ~ ' - '  

P B U ~ T  G. p~ 

Gehen wir nun zur Bestimmung der allgemeinsten Form der durch die 
Gleichung (6) definirten algebraischen Function iiber, welche der Beziehung 
(5) Geniige leistet, so wird zuniiehst verm6ge (9) die Form des Coeffieienten 
, ' ~ (U~, . . . ,  Urn) dureh (~s) bestimmt sein, und es werden somit naeh (8), 
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da die Ausdriicke ~ rationale periodische Functionen von U~, U ~ , . . . ,  Urn, 

also in der Form (!9) darstellbar sind, die sdmmtlichen Coefficienten der 

Gleichung (6) die Gestalt annehmen 

(23) ra(U1, . . . ,  = Ro + R,U  + R.,U  + . . .  + RaU ., 

wenn Ro, R ~ , . . . ,  R~ rationale periodische Functionen yon der dutch die 

Gleichung (l 9) gegebenen Form sind. 

Hieraus folgt nun, dass sich unter der oben gemachten Vorau~setzung 
der identischen Beziehung (5) nach (3), wenn fiir 2 in dem Ausdrucke (23) 
der Index m gewiihlt wird, v~+~ als algebraische Function yon 

aj~v 1 + a~2vg, a13v ~ -{- a23v ~ + a33v 3 , �9 � 9  almv~ -{- a~,,v2+. �9 �9 + a,nmV~ und v~ 

ergiebt, wenn die Consianten nach Feststellung der oben gew~hlten Perioden 

den Bedingungen unterliegen 

a121a, -t- a~2/t~ = o ,  a13t t  1 -a t- a ~ # g  "4- aas,a3 = o ,  . . , 

al,.ttl "Jr a~.,lu2 + . . .  "4- a,.,.lUm = O, 

und die Coefficienten der v~+~ definirenden algebraischen Gleichung in 
Bezug auf die explicite vorkommende Gr6sse v~ yon dem Grade ist, den 
der Index des Coefficienten anzeigt. 

Fasst man aber ebenso in der Gleichung ( 2 ) v ~  als algebraische 
Function yon v~, v2, . . . ,  v~_~, v~+~ auf, so wird sich auch v~ als alge- 
braische Function von 

a~,va -4- a;2v2, a ; s v ,  "4- a;3v2 d -  a'33v3, . . . ,  

t ~ * * *  t V I al.,vl d- a~.,v2 d- -1- a.,_l., m-l "4" am,~v,~+l und v.+, 

darstellen lassen, worin die Constanten mit den Perioden #~, p~,. . .  ,/~,_~ ,/~s 
durch die Gleichtmgen verbunden sind 

I t O O I I / o 

a, , lu ,  + a ~ l ~  = O ,  a,.,la, T a~,pa + a3,tas = o , . . . , 

a,,.pl + a~,.pa + + a,._~,,,p,,,_~ + ' ' = o ,  , , , , . . . ' , t t ~ n m ~ m +  1 

und wiederum die Coefficienten der algebraischen Gleichung in v~ in Be- 
zug auf ihren Grad in v~+~ durch den Index des Coefficienten bestimmt 
sind; da nun in der ersten Darstellung v~_~ nur mit v~, v~, . . . ,  v~_~ und 
mit v~, v2, � 9  v~_~, vm additiv mit r Coefficienten verbunden 
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vorkommt, w~hrend in der zweiten Darstellung v,._~ nur mit v~, v~, . . . ,  v,,.~ 
und v~, v2, . . . ,  vm_~, vm+~ ebenfalls additiv mit constanten Coefficienten 
verbunden sich darstellt, und dieselben Uberlegungen statthaben ffir jede 
der m + I Variabeln vt, v~, . . . ,  v~, vm+l, wobei die Coefficienten der die 
periodischen Functionen definirenden algebraischen Gleichungen die oben 
angegebene Form besitzen, so si.eht man !eicht, da  oben vorausgese l z t  w a r ,  

dass  zw i schen  de n  m + x GrSssen  v~, v~, . . . ,  v , ,  vm+~ n u t  e[ne a lgebraische  

R e l a t i o n  ex i s l i r en  sollte,  dass  d ie  A n n a h m e  de r  i d e n t i s c h e n  B e z i e h u n g  (5) 
n ich t  s ta t tha f l :  ist, w e n n  n ich t  d ie  B e z i e h u n g  (5) die  A r g u m e n t e  v~, v ~ , . . . ,  

vm,  vm+~ n u r  l inear  en tMdt ,  in welchem Falle sich in der That  nichts iiber 
die Eigensehaften der in dem Gleiehungsystem ( l ) en tha l t enen  Funetionen 
aussagen l~isst. 

Nachdem die Voraussetzung der Identit~it der Gleichung (4) erledigt 
ist, bleibt nur zu untersuchen, was aus der Existenz dieser in den GrSssen 
u u ,  u . ~ t , . . . ,  u , ,  algebraischen Beziehung gefolgert werden kann. 

Bezeichnet man mit Beriicksichtigung der Bedeutung der GrSssen 
u~,  u21, . . . ,  u,~ diese algebraisehe Beziehung durch 

~ , , (a , , ( t , ) ,  A , , ( t , ) , . . . ,  a, . , ( t , ) )  = o 

und die analog wie oben aus (3) dureh Einsetzen von speciellen "Werthe- 
systemen yon 

tl , t~ , . . . ,  t m ;  tl , t2 , t4 , . . . ,  tm ; . �9 . ; tl , t~ , . . . ,  tm_l 

hergeleiteten algebraisehen Gleichungen dureh 

tt,,(A,~(t,), A , , ( t , ) ,  . . . ,  A , , , ( t , ) )  ---- o ,  . . . , 

~,,.(.4,,.(t, .),  . 4 , , . ( t . , ) , . . . ,  A.,,.(t,,)) = o, 

sehaff~ man ferner, ebenso wie friiher v~+~, aus der algebraisehen Beziehung 
(2) jetzt v,,, v~_l, . . . ,  v~ heraus, so dass sich die Beziehungen 

, . ( , t , , ( A , , ( t , ) ,  A=,(t,), . . ,  A,._,,(t,), A , , , + , , ( t , ) )  = o ,  . . . , 

~, . (A, , . ( t . , ) ,  a ~ . , ( t , . ) , . . . ,  ~. ,_, . , ( t . , ) ,  a,.+,,.(t.,)) = o 

t~,,,,(a,(t,), a ~ , ( t , ) , . . . ,  A,~,(t,), a .+ , ( t , ) )  = o ,  

...... (A , . , ( t , , , ) ,  & . ( t , . ) ,  . . ,  A, ._ , , . ( tm) ,  A, .+ , . , ( t . , ) )  = o 
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ergeben, so wird man aus dem Systeme der m offenbar yon einander un- 
abh~ngigen Gleichungen 

~2,,(A,,(t,), A2,(t,), A ~ , ( t , ) , . . . ,  Am_,,(t,), A,,(t,)) = o 

~,(A,,(t,), A~,(t,), A , ( t , ) , . . . ,  A,,,_,,(t,), A.,§  = o 

u,,,(a,,(t,), a , , ( t , ) , . . . ,  A, . , ( t , ) ,  .4 . ,+, , ( t , ) )  = o 

m - -  i der m + 1 A-GrSssen eliminiren und somit f~ir beliebige k und j 

eine algebraische Beziehung zwischen Ak,(t,) und A~,(t;) herleilen k?innen. 

Besteht nun umgekehrt  zwisehen je zwei Functionen 

&,(t,) u .d  Aj,(t,) 

eine algebraische Beziehung, so erh~ilt man m ~ algebraische Gleiehungen, 
welche mit  den m + I Gleiehungen (x) zusammengestellt m 2 + m + z 
Gleiehungen liefern, aus denen die m(m + i) GrSssen 

A . ( t , ) ,  A = , ( t , ) , . . . ,  a . + , , ( t , )  (,_,,~ ..... .) 

unter der Voraussetzung, dass ein und nur ein Zusammenhang zwischen 
den GrSssen vt, v = , . . . ,  v,,+l identiseh fiir alle tl, t 2 , . . . ,  t ,  besteht, 
eliminirt werden kSnnen, so dass sich ein algebraischer Zusammenhang 
von der Form (2) ergiebt. 

Der yon LIE ausgesprochene Satz lautet demnach folgendermnssen: 

Wenn sich aus m + z Gleichungen yon der Form 

a , , ( t , )  + A,=( t , )  + . . .  + A , . ( t . )  -~ v, 

A~(t~) + A2~(t~) + . . .  + A~.(tm) = v~ 

(24) 

A, . , ( t , )  + a, . , ( t~)  + . . .  + A,., .(t , .)  = v,. 

A.,+,,(t,) + .a,.+,,(t~) + . . .  + A m + , , . ( t , . )  = v , .+ ,  

nur eine Relation v~, v2, �9 . . ,  v,,, v,,+~ 

(25) ~ ( v , ,  v , ,  . . . ,  v . ,  v .+ , )  = o 

ableiten ldsst, so ist diese~ wenn sie nicht die Argumente v~, v 2 , . . . ,  Vm, Vm+~ 



Bemerkungen zu einem Sutze yon Sophus Lie. 

nur li~war enthdlt, dann und nur dann algebraisch, wenn 

Gr6ssen 

A~,(t~) und A~,(t,) f~r k ,  j =  t ,  2 , . . . ,  

algebraisch yon einander abhdngen. 

183 

zwei beliebige 

m +  i ,  i---~ i ,  2 ,  . . . , m  

W i r  wol len  den  Satz zum Zwecke  der  A n w e n d u n g  desselben noch  

anders  aussp rechen :  

Wenn fiir beliebige Argumente Ul,  u2 ,  . . . ,  u~ und den Functionen 

dieser Argumente 

B,I(Ul) , B2,(~.I),  . . .  , B = , ( U , ) ,  . . . , B,.,(U,,,),  B , m ( U . , ) , . . . ,  B,.~(U..) 

eine und nur eine in den Argumenten ut , u2, �9 �9 �9 , Um identische Relation 

v o n d e r  Form besteht 

(~6) t~(u, + u~ + . . .  + u ~ ,  B , ( u , )  + B , , ( u , )  + . . .  + B , ~ ( u ~ ) ,  . . . ,  

Bma(u,) + Bm,(u,) + . . .  + B,~,~(u~)) = o, 

so ist diese dann und nur dann alqebraisch, wenn die sdmmtlichen B-Func- 

tionen algebraische Functienen ihrer Argumente sind, oder dass, wenn diese 

alle oder nut  zum Theil transcendent sind, die Beziehung (26)ebenfa l l s  eine 

transcendente sein muss, vorausgesetzt, dass die t~dation (26) nicht eine in 

ihren Argumenten lineare ist. 

oder  endl ich,  

wenn f~r die Umkehrungsfuncllonen des Systems 

B,(u~) + B~,(u,) + . . .  + B~, (u . )  = w, 

B,,(u,)  + B, , (u, )  + . . .  + B2,(u,~) ----- w~ 

Bm,(**,) + B~ (u~ )  + : .  . + B~m(U~) = w . ,  

welche mit 

u, = ~ ( w , ,  w2 ,  . . . ,  win), u2 = ~ ( w ~ ,  w=,, . . . . wm), 

u~ = ~ , , ( w i ,  w2 ,  . . . ,  w~) 

�9 ~ ~ j 
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bezeich~et werden too'yen, eine und nur eine Relation yon der Form besteht 

~(w, ,  w~, . . . ,  w~, ~,(w,,  w~, . . . ,  w~) + ~ ( w , ,  w~, . . . ,  w~) + . . .  

+ ~ ( w , ,  w ~ , . .  w~)) = o 

so ist diese, wieder yon dem Falle der linearen Relation abgesehen, dann 
und nur dann algebraisch, wenn die B(uk) selbst algebraische Funetionen 
yon uk, also auch die ~(w~,  w ~ , . . . ,  w,,) algebraische Functione~ ihrer 
Argumente sind. 

W~ihrend LIE die Ausdehnung des aIgebraischen Additionstheorems 
auf allgemeine algebraische Beziehungen zwischen Transcendenten im Auge 
hat i geht ABEL in seiner Arbeit ~ ,sur les fonctions qui satisfont it l'~qua- 
~ion ~(x)-4- ~(Y)=~l,(xf(y)"4- yf(x)),  darauf aus, transcendente Beziehungen 
fiir das Additionstheorem zu ennitteln, und ich will noch in einigen 
Worten das, was ABEL dort angedeutet, ergiinzen, indem ich zun~chst 
die Frage aufwerfe, wie die Functionen ~z, ~ und ~b beschaffen sein 
miissen, damit 

ist, worin die Form yon F ( x ,  y) nachher n~iher bestimmt werden soll. 
: Zun~ichst darf zur Vereinfachung der Untersuchung angenommen 
werden, dass ~ ( o ) - ~ o ,  ~2(o)----o ist, da, wenn dies nicht der Fall ist, 
und zwei Aufl6sungen der Gleichungen ~ l ( x ) ~  o und ~2(Y)~--o mit $ 
und 7/ bezeichnet werden, die Substitution von x ---- x' -t- ~, Y = Y' -l- 
die Gleichung (27) in die iihnlieh gestaltete iiberfiihrt, fiir welche x'~--o 
und y ' =  o die Summanden der linken Seite verschwinden lassen. Aus 
der Beziehung (27) ergiebt sich nunmehr fiir y = o resp. x = o 

= o)) = = r  y)) = r  

und die Gleiehung -(2 7) geht' somit in 

r qS(y,) ---~ r  y,)) 

oder endlich, wenn 

r  = x ,  r  oaer x , - - z ( x ) ,  y, = z ( ~ )  

i O e u v r e s  c o m p l e t e s ,  nouv. ~dition, tome premier, XVIL 
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x + Y = r z(v)) 

z(x + Y) = / ( z (x ) ,  z(r)) 
fiber, worin f eine algebraisehe oder transcendente Function sein kann. 

Nachdem gezeig~ worden, dass die Untersuehung der Gleichung (27) 
stets auf die einer Functionalgleichung yon der Form 

(:,8) r + v) = ,,'(r r 

zuriickgeffihr~ werden kann, ist unmittelbar ersichtlich, (lass es sich um 
die Ermittlung derienigen Functionen handelt, welche ein algebraisches 
oder transeendentes Additionstheorem haben, und es braucht kaum hervor- 
gehoben zu werden, dass die zu (27) analogen Functionalgleichungen fiir 
Functionen yon mehreren unabhfngigen Variabeln ebenfalls auf die Unter- 
suchung der entsprechenden Additionstheoreme fiihren. 

Substituirt man fiir das Additionstheorem (28) gleich das allgemeine 
Functionaltheorem 

(29) r y))= F(r r 

worin ~ (x ,  y) eine algebraische Function yon x und y bedeutet, und be- 
zeichnet ~ die inverse Function der ~b-Function, so geht dasselbe fiber in 

(3 o) r  y)) ---- ~o(r ~(y)), 

und es ist somit nur dieses zum Geschlechte I geh6rige Functionaltheorem 
zu untersuchen, in welchem ea eine algebraische Function der Argumente 
if(x) und ~(y) bedeutet. Fiir den Fall dass F ( x , y ) e i n e  algebraische 
Function yon x und y sein soll, habe ich die Frage in meiner Arbeit 1 
>>Beweis yon der Unm~):qlichkeit der E~istenz eines andern Functionaltheorems 

als des Abel'schen~ beantwortet; soll jedoch F eine transcendente Function 
bedeuten dfirfen, so erhalten wit dureh Differentiation yon (3o) nach x und y 

~F~x - -  a~(~) ~ x )  und aFay --  a~(y) ~'(y) 
0~ 

und hieraus durch Elimination yon - -  
oF 

( 3 i )  OF ~o~ OF ~r 
~x ~ ( y i  ~'(y) --- ~y ~r ' (x /  

' Journal fiir Mathematik. B. IOO und lo[. 
Acta mathe~mtica, 26. Imprim$ le 25 juin 1902. ~4 
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Ist nun die algebraische Function eo yon ~(x) und ~(y) durch die irre- 
ductible Gleichung definirt 

(32) ~ ' + , ' l ( ~ ( x ) ,  ~ ( y ) ) ~ ' - ' + r , ( ~ ( x ) ,  ~ ( y ) ) ~ ' - ~ + . . . + r , ( ~ ( x ) ,  ~ ( y ) ) = o ,  

worin  r l ,  r~, . . . ,  r~ rationale Functionen der eingeschlossenen GrSssen 
bedeuten, so lassen sich bekanntlich die partiellen Ableitungen yon r nach 
~(x) und ~(y) genommen in der Form yon ganzen Functionen n -  x t~" 

Grades von w darstellen mit Coefficienten, die rational aus ~(x) und ~(y) 
zusammcngesetzt sind, so dass die Gleichung (3 I) die Gestalt annimmt 

~F 
(33) 7x[P~(~(x), f(Y)) ~o~-' T .  �9 -{- p . ( ~ ( x ) ,  ~(y))]~'(y) 

oF 

Setzt man nun in (32 ) und (33) Y ~--o und eliminirt die Function 
(co)y=0, so erh$1t man eine Gleichung vonde r  Form 

( (34) G ~(o) ,  ~ ' (o) ,  ~(x) ,  ~ ' (x) ,  ~ ,=o' ay ~=0 

worin G eine ganze Function der eingeschlossenen GrSssen bedeutet. 
Differentiirt man ferner die Gleichung (33) nach y, eliminirt wiederum 
und setzt y = o, so ergiebt sich 

aF 
' ' ' ' . \ ~ y ) , = 0 '  \ ~ y ' / ~ = o ]  = o, 

worin G~ wiederum eine ganze Function darstellt, und aus den GleiChungen 
(34) und (35) ~drd sich die Bestimmung der gesuchten Functionen ergeben: 

Um znn~ichst nut auf den von ABEL fiir das Additionstheorem zu 
Grunde gelegten Fall, in welchem 

F(x  , y) ----- xf(y) 4" y f (x ) ,  ~ ( r  , ~(y)) ----- ~(X) 4- ~(y) 

ist, ntiher einzugehen, so ist unmittelbar ersichttich, dass, wenn 

F ' ( O )  ~--~ a ,  f ( o )  = a ,  f ' ( o )  ~-- a' 

gcsetzt wird, die Gleichung (33) oder (3~) in 

(36) (f(y) + (f(x) + 
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und fiir y = o in 

(37) (f(x) + a 'x)~'(x)= aa 

iibergeht. Dif ferent i i r t  man nun (36) naeh y, so folg~ 

(/(Y) + y/'(X))r + (f '(y) + f ' ( x ) ) r  ---- xf"(y)~ '(x)  

und fiir y = o  

(38) 

welche, wenn 

Differentiation 

setzt und - - a  ' 2 -  a '["(o) mit m bezeichnet wird, in 

(39) ['(x)(f(x) "4- a'x) + (mx---a'f(x)) = o 

iibergeht. Diese Gleichung stimmt mit der Gleiehung (I l ) y o n  ABEL 
iiberein, und deren Integral hefert, wenn m = - - n  ~ gesetzt wird, die 
Function f(x) aus der Gleichung 

,,.4 .-o, 

w~hrend ~(x) nach (37) durch den Ausdruck gegeben ist 

f ( x )  = a~ ~) u ~'x" 

Ebenso einfaeh gestaltet sich der viel allgemeinere Fall, in welchem 

F ( ~ ,  y) = xf(y)  +yZ( f (x ) )  + V z , ( r ( x ) ) ,  . , (~,(x) ,  ,~(y)) - -  ~,(x) + f (y )  

ist, wie fiberhaupt dureh die Aufs~l lung der Differentialgleichungen (34), 
(35) sowie der weiter zu bildenden die Methode zur Herleitung aller zum 
Geschlechte I gehSrigen transcendenten Functionaltheoreme fiir Funetionen 
einer Variabeln gegeben ist, und ebenso vollzieht sich die Aufstellung der 
zum Gesehlechte 2 gehSrigen, die sich in der Form darstellen 

O(~(F,(~, y,  ~)), ~(F,(~, y, ~)), ~(~),  ~(y),  ~(~)) ---- o, 

worin G eine ganze Function der eingeschlossenen Gr6ssen und F1,  F~ 
wiederum transcendente Functionen bedeuten, u. s. w. Sind aber Func- 
tionen yon mehreren unabh~ngigen Variabeha gegeben, und sol] z. B. 

~r + (~,, + f(~)). = xf,,(o)r 

aus (37) der Werth yon ~'(x) und de , -h ieraus  durch 

nach x sich ergebende Werth  von ~"(o) 2~L' = - -  - -  a einge- 
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wieder ein zum Geschlechte x gehSriges Functionaltheorem bestehen wel- 
ches dunn in der Form darzustellen ist 

G, (~(xl,  x~), ~,(U,, Y,), ~,(x~, x,), ~(Y,, Y,)), ~ [~ (x~ ,  Y,), F~(x~, y,)] = o  

G,(f~(xl ,  x2) , ~,(y,, y,), ~,(x, , x2), ~,(y~ , y,)) ,  ~,[F~(x~ , y,) , F~(x, ,  y2)]-~o,  

worin G1 und G 2 wiederum ganze Functionen der eingeschlossenen GrSssen, 
�9 ~ und F 2 transcendente Functionen bedeuten, so ffihren ganz analoge 
Betrachtungen auf die zugehSrigen partiellen Differentiulgleichungen zur 
Bestimmung der gesuchten Functionen. 


