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(JBER ABEL'S VERhLLGEMEINERUNG DER BINOMISCHEN FORMEL 

VON 

A. H U R W I T Z  
in Z ~ R I C H .  

Bei meinen Untersuchungen fiber RIEMANN'SChe Fl~ichen mit gegebenen 
Verzweigungspunkten ~ bin ich auf eine Reihe von algebraischen Identi- 
t~ten geffihrt women, welehe die yon ABEL gegebene Verallgemeinerung 

der binomischen Formel ~ als einen speciellen Fall enthalten. In  der Zei t -  

s c h r i f t  f i i r  M a t h e m a t i k  u n d  P h y s i k ,  Bd. 35, S. 56, babe ich vor 
l~ingerer Zeit einen Theil dieser Identitiiten mitgetheilt .  Die fibrigen, auf 
welche ich nur kurz in der unten eitil~en Abhandlung hingewiesen habe, 

mSchte ich in den folgenden Zeilen n~her darlegen und begrfinden. 
Es seien r und s zwei (positive oder negative) ganze Zahlen, ferner 

u ,  v ,  x~, x~, . . . , x, unbeschr~inkt ver~inderliche GrSssen. Ich definire 

nun eine Function F,.., dieser GrSssen durch die Gleichung 

([) F,,,= (u+~,x,+~x~+...+~x,) "+~ (~+~;x,+~;~+...+~nx.) '+/:''' 

Hier  ist z~ zur Abkfirzung fiir I - - z ~  geschrieben und es soll die Summe 

in der Weise gebildet werden, dass e l ,  z ~ , . . . ,  e,, unabh~ingig yon ein- 
ander die beiden Werthe  o und t erhalten. Indem man in jedem ein- 
zelnen der 2 n Glieder dieser Summe diejenigen Terme ~xi  bez. z~xi unter- 

drfickt, fiir welche e~ bez. z~ gleich Null  ist, erh~ilt die Gleichung (I) 
offenbar die Gestalt 

(r) F,.,, = Z(u + xo, + x~ + . . .  + x,y+~(v + ~, + x~, + . . .  + x~,) s~,', 

' S. Mathematische Annalen, Bd. 39, S. ! ft. 
t ABEL, Oeuvres compl6tes, nouvelle 4dition, vol. I, p 1o2. 
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wo nun die Summation auf alle Zerlegungen der Variabeln x~,  x ~ , . . . ,  x ,  

in zwei Gruppen x~,, x ~ , , . . . ,  x~, und xp,, xz,, . . . ,  xpz auszudehnen ist. 

Dabei sind auch diejenigen beiden Zerlegungen zu beriicksichtigen, bei 
welchen in der einen Gruppe keine, in der andern Gruppe die s~immt- 
lichen Variabeln stehen. 

Wenn es erforderlich ist, die Argumente, yon denen F~,~ abh/ingt, 
n~her anzugeben, so werde ich in der Folge diese Funktion mit 

bezeiehnen. 

0ffenbar ist F~,, eine symmetrische Funktion der Variabeln x~, x2, ..., z, ; 
sie bleibt ferner unge~ndert, wenn gleichzeitig u mit v und r mit s ver- 
tauscht wird. Einige weitere Eigenschaf~en yon ~ , ,  folgen leicht aus der 
Definitionsgleichung (I). Nimmt  man auf der rechten Seite dieser Gleichung 
diejenigen Glieder, fiir welche e~ = I i s t ,  so bilden dieselben die  Funktion 
F,.~,,,(u 't- x ,  , v I x2 , . . . ,  x~), w~ihrend diejenigen Glieder, fiir welche r = o 
ist, die Funktion F,.,+~(u, v - I - x ,  x 2 , . . . ,  x,)  bilden. Daher hat man 

(i) 

Durch Vertauschung von ~1 mit 
weitere Gleichungen. 

Trennt man im allgemeinen 

Fr,~ = Fr+,,~(u + x, ,  v l x 2 , . . ,  x.) + ~: , ,+ , (u,  v + z, i x2, . . . ,  x,). 

x2, x3, . . . ,  x~ entsfehen hieraus n - -  I 

Gliede der Summe ([) einen Faktor 
so gewinnt die Summe die Form: 

u Z ( u  + ~,x, + . . .  + 6.x.)'-'+*"(v + ~;x, + . . .  + ~'x.) '~-'~' 

+ x,E:~,(u + 6,x, + . .  + ~.~..)~-'+':~'(v + .~;z, + . . .  + ~'.x.) '§ 

- ~ -  . . . , , �9 . . . .  , . , . . . . .  �9 . . . . .  �9 . . , . . . .  

Hieraus erkennt man die Richtigkeit der Gleichung 

(~) F,.,=~F~_,.,+ ~,x,F,.,(~+~,,~,i~,,...,~,_,,~,+,,...,~,). 
k = !  

Analog ergiebt sich 

(31 ~; ~--~,F,,s_, + ~: x ,F, . , ( ,  
' 1"=1 
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Fiir die nach u und v genommenen Differentialquotienten yon F,.,, finder 
man aus (I) 

(4) aF"'  = - , + ~ F , , , (u  + z , ,  v t x ,  , , . . , x , - ,  , x*+, , " , x.) ,  

(5) aF"'--sF~,._,+ XF~,,(u,,+~,lx, , . . . . ,_, ,x,+,, . . .  x~), 

Differenziirt man die Gleichung (I) partiell nach x, und benutzt sodann 
auf der rechten Seite die Formeln (4) und (5), so ergiebt sich nach kurzer 
Rechnung 

(6) az,- = (r + , )Fr , , (u  + x , ,  v l x : ,  . . . ,x , )  + (s + , )F, , ,(u,  v + x ~  I ~ ,  . . . ,x , )  

+ Z~'~,,(u,,,lx~,... ~ , _ , , x , + z , , ~ , . , , . . . , z . ) .  
k = 2  ~ " 

Aus dieser Gleichung erhiilt man dureh Vertauschung yon x~ mit x2, x3, ..., z, 
,entsprechende Darstellungen der nach diesen Variabeln genommenen Diffe- 
rentialquotienten yon F~,,. 

Wenn  die Zahl n d e r  Variabe'a xa, x~, . . . ,  x, sich auf I reducirt, 
so ist der Ausdruck der Funktion F,.,, nach (I) der folgende: 

(7) P~, , (u ,  v l x , )  = (u + xa)'+'v ' + u~(v + x,)'§ 

Auf Grund der vorstehenden Gleichungen li~sst sich nun leicht zeigen, 
dass die Funktion F_~, 0 die sehr einfache Darstellung 

(II) I 
F , , o  = (u + v + z, + z, + . . .  + x.).;~ 

zul~sst. In  der That is~ dieses nach (7) im F a l l e n  = I richtig, blimmt 
man nun an, dass die Gleichung (II) fiir den Fall yon n -  i Variabeln 
x , ,  x2, . . .  , x,_ 1 gil~, so ergiebt sich aus (5) und (6) 

I ~F_,,o = n(u + v + x, + x~ + + z . ) ' - ' ;  , OV " ' "  

I ( i=l ,2 , . , . ,n)  ~F_,,o = n(u t- v + x, + x~ + . . .  + x.) ~ - ' ~ .  

Aeta mathnnat/ea, 26. Imprim# 1o 30 juiUet 1902. ~6 
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Und hieraus folgt durch Integration 

F_,,0=(u+v+x,+x~+...+x~)"~+~, 
wo C von v ,  x l ,  x~, . . . ,  x ,  unabhiingig ist. Setz~ man aber 

V = X 1 = X 2  = " " " = ~ n  - - - -  O ,  9" ~ ~ | ,  S = O ,  

so erhiilt man auf der rechten Seite von (I) u "-1. Also ist C ~--o und 
damit die Allgemeingiiltigkeit der Gleichung (II) erwiesen. Benutzt man die 
Definitionsgleichung (I'), so stellt sieh die Gleichung (II) in der Form dar" 

(H') Z ( u  + x~, + xo~ + . . .  + x~)~-'(v + x~, + x~, + . . .  + x~.). 
I =~(u+v+x,+z~+...+x3". 

Diese vereinfacht sich noch, wenn man v durch v - - (x~  + x 2 + . . .  + x,) 
ersetzt. Dadurch erhiilt man niimlich 

(Ir)  Z ( u  + xo, + x~ + . . .  + z.~) ~-, ( v - -  x., - -  x ~ - - . . .  - -  z . )  --~ = -~ (u + v).. 

Fiir den Fall, dass man die n willkiirlichen Gr6ssen x~, x,~, ..., x, siimmt- 
lich gleich ein und derselben Gr6sse x annimmt, geht die vorstehende 
Gleichung in die ABEL'sche Formel 

~.=0  U 

fiber. 

Setzt man in (3) r - ~ -  I, s----o, so kann man, unter Berficksiehtigung 
yon (II), aus der entstehenden Gleichung F_1_  ~ bestimmen. Es ergiebt 
sich auf diese Weise: 

(III) E ( u  + x,,, + . . .  + xa~.) ~-'(v + x~, q-- . . .  + x3~f- '  

+ x, + x, + . . . +  x,)'-'(~ + ~). (u + v  

Auch dem Fa l le r - - - -  o, s-----o entspricht eine einfache Formel, die man 
durch Induktion mit Hiilfe der Gleiehungen (2) und (II) beweist. Setzt 
man zur Abkfirzung 

u + v + x ,  +x~ + . . .  +x,-----s 
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und bezeichnet man ferner mit ft ,  f ~ , . . . ,  f,, die elementar-symmetrisehen 

Funktionen yon x~, x2, . . . ,  x , :  

f~  = X x , ,  f , =  X x , x ,  , . . . , f , = x ~ x , . . . x , ,  

so lautet die in Rede stehende Formel" 

(Iv) X ( u  + x~, + . . .  + x~)~(v + xa, + . . .  + xz,) '~ 

= ~. + I ~  --~ + I~r~ .-~ + . . .  + I~r.. 

Schliesslich seien hier noch einige Verallgemainerungen der vorstehenden 
IdentitSten erw~hnt, welche sich aus diesen ableiten oder in ~ihnlicher 

Weise wie diese begriinden lassen. Es sei r > I eine positive gauze Zahl. 
Man theile die Variabeln x~, x~, . . . ,  x, auf alle mSglichen Weisen in r 

Gruppen 

x , , ,  , x ~  , . . . , x , , z  ; x , ~ ,  , x z ~  , . . . , x a t  , ; . . .  ; x o , ,  , x , , . ,  , . . . , x , , o ,  

wobei auch 
welchen in 

hat  man" 

diejenigen Einthei lungen beriicksichtigt werden soUen, bei 

einer oder inehreren Gruppen keine Variable steht. Dann 

(v) 

und 

X (u, + x~, + . . .  + xo~) ~(u2 + xp, + . . .  + x z y - ' . . .  (u~ + xo, + . . .  + x,, S -~ 

i 
- -  (u~ + u2 + . . .  + u~ + ~, + ~ + . . .  + x,) ~ , . ~  . . .  ~, 

(vI)  E (u~ + x~, + . . .  + xo~) ~-' (u2 + x~, + . . .  + x ~ y - ' . . .  (ur+ xo,+. . .  + xoo) ~ 

-- (u~ + u2 + . . .  + u,. + xl + x~ + . . .  + x,) '- '  ~1 + ~,~ + . . .  + ~ 
~t~ t ~ l .  2 . . �9 "H r 

Im Falle r = 2 geh~ .(V) in (II) und (vI) in (III) fiber. 

Zfirich, im November x9ot.  


