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SUR LES FONCTIONS ABI~LIENNES C0NSIDERI~ES C0MME FONCTIONS 

ALGI~BRI(IUES DE FONCTIONS D'UNE VARIABLE 

PAR 

P. APPELL. 
PARIS. 

Nous nous proposons d'appeler bri~vement l'attention sur un intdressant 
probl~me qui r6unit, dans un mgme souvenir, les noms d'AB~L et de JA- 
COBI, d 'HERMITE e t  de  WEIERSTRASS. 

Dans une lettre ~ HERMITE ( Jou rna l  de ma thdma t iques ,  t. 8), 
JACOBI d6montre que les fonetions de deux variables qui rdsultent de Fin- 
version des int6grales ultraelliptiques sont des fonctions algdbriques de fonc. 
tions d'une variable. ]qous avons dans une Note insdr6e aux Comptes  
Rendus  de l 'Aeadgmie  des Sciences de Pa r i s  (t. Io3, p. 1245 , 2 ~me 
semestre 1885) indiqu6 d'une fa~on g6ndmle le m6canisme pas lequel se 
manifeste, dans ce mode d'expression, la quadruple pdriodicit~ des fonctions 
m6romorphes de deux variables h quatre paires de p6riodes. Nous allons 
revenir sur cette question en en dormant des exemples dl6mentaires. 

D'apr~s WEIERSTRASS ( Jou rna l  de Crelle, t. 89, p. I) route fonc- 
tion mdromorphe de deux variables u et v ~ quatre paires de p~riodes 
peut s'exprimer rationnellement h l'aide de trois fonctions particulibres 

(M) X = f~(u, v), Y =  f,(u, v), Z----- f3(u, v) 

li6es par une dquation alg6brique irreductible 

F ( x ,  Y,  z )  = o 

reprdsentant une certaine surface S lieu des points M de coordonn~es 
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X ,  Y ,  Z. I1 suffit donc de voir comment la quadruple p6riodicit6 se 
manifeste pour ces trois fonctions au point de rue qui nous occupe. 

Consid6rons, en particulier, sur la surface S ,  les deux suites de points 
m et m' obtenus en faisant successivement v -  o, u- - - -o :  

(~)  x = f , ( u ,  o) ,  y = f~(~,, o) ,  ~ = f~(u,  o),  

(~') x ' - -  f , (o ,  ~), y ' =  f~(o, ~), ~ ' =  5 ( o ,  ~). 

Quand u varie le point m ddcrit sur S une courbe C; de m~me quand 
v varie le point m' ddcrit sur S une courbe C' .  

D'apr~s le thdor~me d'addition la fonction 

X = f,(u + o ,  o + v) 

est une fonction rationnelle de x ,  y ,  z, x', y', z'; de m~me pour Y e t  Z: 

X ---- R i ( x ,  y ,  z ; x ' ,  y ' ,  z'), 

(~) Y = R~(x,  y , ~  ; x', y', ~'), 

Z = / / ~ ( x ,  y ,  z ; x ' ,  y' ,  z'), 

R~, R~, R 3 6tan.t ~trois fonctions rationnelles. 
Soit maintenant (a, •) un groupe de pdriodes. D'apr~s le thdor~me 

d'addition chaque f0nction 

fl(u + a ,  o) 

est une fonction rationnelle de f~(u, o) , f2(u, o) , fa(u, o), et chaque fonction 

f,(o , v -~/~) 

est 1me fonction rationnelle de f l(o, v),  f2(o, v),  f3(o, v). Donc par l'effet 
de l 'addition de a ~t u le point re(x, y ,  z) de C es$ remplac~ par un point 
nh(xl ,  Yl , zl) de C dont les coordonndes sont fonctions rationnelles des 

x , y ~ z :  
x~ ---- ~ ( x ,  y ,  z), 

(~1) y, = ~ , (x ,  y ,  z), 

z, ---- ,ca(x, y ,  z). 
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De m~me par l'effet de l'addition de fl h v, le point m'(z ' ,  y ' ,  z') de C ,  
est remplac6 par un point m;(x~, y',, z;) de (7' dont les coordonn6es sont 
fonctions rationnelles de x , : ', z': 

(m;) 

xl ---- C,(x', y', z'), 

y~ = r v', z'), 

z', = r v', z'). 

Ainsi h chaque couple de p6riodes correspond une substitution ration~aelle 
faite sur chacun des points m et m'. Mais comme le point ~ r ( X ,  Y ,  Z)  
ne change pas quand on ajoute simultandment les deux p6riodes ~ u et v, 
les deux substitutions rationnelles (ml) et (m;) doivent laisser invariables 
les fonctions rationnetles (I). 

Rendons-nous compte de ce fair par des exemples 616mentaires de fonc- 
tions ddg6n6r6es. 

Premier exemple. Soit 

X ~ eU+V~ 

Z ~ ee'=u+we~ 

oJ 6rant une racine cubique imaginaire de l'unit6. 
ddcrit la surface 

X Y Z  : x. 

Le point X ,  Y,  Z 

Les fonctions exponentielles admettent les deux couples de p6riodes (a,/9)(a', if) 
d~finis pas 

= + fl = 2~ri, 

et 

~'~, + w # =  o, 

~ ' +  f l ' =  2 ~ ,  
~ '  + ~ o ~ # =  o, 

o~'~' + ~fl '  - -  - -  2 ~ .  
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On a aetuellement 

X ~ eU~ 

Z" ~ e ~ 

X == XX', 

Si on ajoute a h u et /~ ~ v, x 

X 1 ~ gcea~ 

x~ = x 'e  ~, 

et les nouvelles valeurs de X ,  

XIX ~ : XX'~ 
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y = -.  e.,~ 

y ' =  e ~v, Z'----- e ~, 

Y ~ yy ' ,  Z - - -  zz' .  

, y ,  z subissent les substitutions 

y; = y 'e  ~'v, z; = z'e ''~, 

Y, Z sent 4gales aux anciennes, car 

YlY', = YY', z l z ;  = zz' .  

D e u x i ~ m e  exemple .  Prenons maintenant des fonetions ~ trois p6riodes 
comme celles qui ont 6t6 considdrdes par ROSENHAIN, mais en consid6rant 
pour abr6ger le cas le plus simple possible 

X =  e ~. H ( v - - a )  H(a + s) 
H(v  - -  a - -  s) t t (  ~. ) 

y = e. H(v ~ b) H(b + s) 
H(v ~ b - -  s) H(b)  

Z-- - - e  ~ H ( v ~ c )  H ( c + s )  
H ( v ~ c - - s )  H(c) 

a ,  b, c,  s ddsignant des constantes. Ces fonctions admettent les trois 

couples de p6riodes 

(2~ri, o) ,  (o, 2K) ,  ( a ,  2 i K ' )  

off la quantitd a est ddfinie par la relation 

in ~+~s=o. 

X Y Les quotients ~ et ~ 6t~nt des fonctions elliptiques de ~2, la surface lieu 

du point (X,  Y ,  Z) cet un c6ne. 



( m )  

(m') 

et on a 

Sur les fonctions ab~liennes. 

:Les points met m' ont pour coordonndes 

X ~ e u, y ~ eU~ z --~ e ~, 

X '  - ~  H ( v  - -  a)  H ( a  -{- s) 

H ( v - - a m s )  H ( a )  ' " " " 
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X ----- x x ' ,  Y ~ yy ' ,  Z = zz'. 

L'addition des deux premiers groupes de pdriodes laisse les points m e t  m' 
inaltdrds. L'addition du troisi~me groupe multiplie respectivement x, y, z 
e t  x ' ,  y ' ,  z' pas des faeteurs inverses. 

I1 serait aisg de faire des vdrifieations analogues pour les fonctions 
m~mes considdrdes par ROSESHAIS; mais il y aurait surtout intdr~t h prendre 
cette question par la voie algdbrique et ~ chercher les groupes de substi- 
tutions possddant les propridtds prdcddentes. 


