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EINIGE ANWENDUNGEN DER EULER-MACLAURIN'SCHEN SUMMENFORMEL, 

INSBESONDERE AUF EINE AUFGABE V0N ABEL 

~ON 

WILHELM WlRTINGER 
in  I N N S B R U C K .  

ABEL hat der Summation endlicher und unendlicher Reihen an vielen 
Stellen Interesse entgegengebracht und die EcL~R'sche Summenformel selbst 
in bemerkenswerther Weise umgeformt. 1 KRONECKER ~ ist hierauf in seinen 
Vorlesungen fiber bestimmte Integmle zurfickgekommen. 

Man hat aber diese Formel bis jetzt nicht, so viel mi r  bekannt, fiir 
functionentheoretische Zwecke verwendet. Wenn im folgenden die Formel 
zun~chst einfach abgeleitet und dann in dieser Richtung verwendet wird, so 
mag es vielleicht zur Jahrhundertfeier ABEL'S nicht unpassend erscheinen, 
sie zum Schlusse auf eine Aufgabe anzuwenden, welche A~EL 3 selbst gestellt 
hat, und welche verlangt, die Werthe einer durch eine Potenzreihe mit 
endliehem Convergenzkreis gegebenen Function auf dem Convergenzkreis 
aus dieser Reihe selbst zu finden. 

Es ist nattirlich, dass dieses Problem in seiner ganzen Allgemeinheit 
nicht erledigt werden kann. Es gelingt aber doeh, den Fall, in welchem 
die Reihe unter die yon GAuss und WEn~RSTI~ASS betrachteten gehSrt, 
wenn n~mlieh der Quotient zweier aufeinanderfolgender Coefficienten nach 
ganzen negafiven Potenzen des Index entwickelt werden kann, vollst~indig 
durchzuarbeiten. Eine dieser Reihen, die Binomialreihe, ist yon ABEL 
selbst erledigt worden. 

1 Oeuvres ed. SYLOW et Lm, I, p. 34, H, p. I, 14. 
Vorlesungen iiber die Theorie der .einf. und v'ielf, b~tegrale, herausgegeben yon 

E. NE~'ro. Leipzig 1894. Vorlesung 8, 9- 
3 Oeuvres ed. SYLOW et LIE, I, p. 618. 

Ar m ~ m a t l c a .  26. Imprim~ le 3 juillet 190"2.. 
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Dass dabei auch auf die STIRr.I~G'sche Formel und auf die neuerdings 
viel behandelte Function ;*(s) von RIE~A~ eingegangen wird, sowie das 
GAuss-WEIERSTRASS'sche Convergenzcriterium fiir solche Reihen eine neue 
Begrfindung erf~ihrt, welche seinen eigenthchen Charakter darzuthun scheint, 
mSge damit gerechtfertigt werden, dass eine vielseitigere Verwendung der 
EuLEa'sehen Formel in diesem Sinne vielleicht nicht ohne Interesse ist. 

I0 

Wir bezeichnen mig x eine reeUe positive Zahl und mit Ix] die 
grSsste in x enthaltene ganze Zahl. Wir setzen daun mit STmLT~ES 

! 
(!) P , (~)  = [x] - -  �9 + ~. 

Es ist dana P~(x "4- ~)= P,(x) und, wie man aus der Reihenentwicklung 

1 (I - -  re-'~) = - -  ~ ""'-"'~' 
o 

fiir r = I leicht herleitet, 

(5) Pl(x) = ~ ~i~ ~..~ 
~7C 

0 

fiir alle nicht ganzzaMigen We~he von x. 
Aus dieser Function P,(x) lei~n wir eine Ket~e yon Functionen ab 

dutch die Reeursionsformeln 
~ d/~t+l (z) P~(x) = ( - -  , ,  ~ , o<~< I, 

1 

(3) f P ~ + , ( x ) d ~  = o, 
o 

p~+,(z + i) = / ~ + , ( x ) .  

Dadurch sind s~mmtliche Functionen /9(x) durch die erste bestimmt. 
Es ergiebt sich unmittelbar aus der Definition, dass 
I) P,(x) eine ganze rationale Function yon x -  [x] mit rationalen 

Coefficienten ist und daher die Werthe Pc(x) fiir ganzzahliges x selbst 
rationale Zahlen werden. 

' Journal des math6matiques (s6r. IV) u 1889. 
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2) Dass die Funetionen P,=(x) fiir k gr6sser als I stotig sind fiir alle 
Werthe von x, aueh die ganzzahligen, da nach (3) 

1 
P,+,(I)--  P,+I(o) = (--  ,)* f P,(x)dx = o. 

0 

3) F o l g t  aus der Entwicklung 2) 

(4) L 
1 

sin 2nT:x 
= �9 

1 

Hieraus folgt unmittelbar die Identit~it unserer Functionen mit  den ge- 
w6hnlich als :BER~OULLI'sche bezeichneten, sowie die bekannten S~itze, dass 
die Functionen P2,+l(x) fiir ganzzahliges x versehwinden. Die Functionen 
P~,(x) nehmen aber fiir solche x rationale Werthe an. Es ist dann 

nach (4) 

(5) p : , ( r )  = 

wo, wie ~blich 

= Z n - '  
1 

gesetzt ist. 
Aus den Formeln (3) kann man leicht Reeursionsformeln fiir die P2~(o) 

erhalten, doch gehe ich hierauf nicht weiter ein, weil es sieh um l~ingst 
bekannte Dinge handelt, welche fiir unsern Zweck nicht n6thig shad. 

I I .  
Sei nun F(x) eine reelle oder complexe Function der reellen Ver- 

~nderlichen x, welche im Intervall yon a bis a + Nb iiberall eine stetige 
Derivirte hat. Dabei sei b positiv und N eine positive ganze Zahl. Dann 
gilt die Gleichung 

N. 
(6) F(a + N b ) -  F(a + ,zb)= b f F'(a + zb)dz. 

Aeta mathematir~. 26. Imprim~f le 3 juillet 1902. 33 
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Setzt man hier n ----- o,  I ,  2 , 3 ,  - . . ,  N und summiert die so erhaltenen 
Gleichungen, so erhiilt man 

/ g  N N 

(7) (N + I)F(a + Nb) - -  Z F(a + nb) : b Z f F'(a + zb)dz. 

Denkt man sieh auf der rechten Seite jedes Integral zerlegt in die Inte- 
grale zwisehen zwei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen k und k-4- I, so 
sieht man, dass jedes Theilintegral genau k-4- I real vorkommt. Man 
kann daher sehreiben 

N N N 

(s) ~_. f F'(a + zb)az~-- b f ([.] + ,)F'(a + zb)az. 
0 n 0 

Nun ist naeh (I) 
! 

+ [z] = P, (z)  + ~ + ~. 

Fiihrt man diesen Ausdruek in (8) ein, so erhiilt man fiir die rechte Seite 
i 

nach Ausfiihrung der Integration des yon ~ st~mmenden und par~ieller 

Iutegrat;ion des mit z mul~iplizierten Gliedes: 

27 

bf  P,(z)F'(a+ zb)dz +~(F(a + Nb)--F(a)) 
0 

N 

+ NF(a + Nb) - - fF(a  + zb)dz. 
0 

Naeh Einfiihrung in (7) und geh6riger Reduction kommt so 

N N 

X (F(a + Nb) + F(a)) (9) x F(. + .b) = f F(a + zb)a. + ? 
0 o 

N 

- -  b f P , ( . ) ~ ' ( .  + zb)d.. 
0 

Dies ist bereits der l:[auptsache nach die EcLEa'sche Summenformel, welche 
also wesenffieh eine identisehe Umformung ist. 

Hat  die Function F(x)  in dem betrachteten Intervall noch weitere 
stetige Derivir~e, so kann das letzte Glied in (9) durch par~ielle Integra- 
tion weiter entwiekelt werden. Man erhiilt so mit Riaeksieht auf die 
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Periodicit{it der Functionen P~(x) und dan Verschwinden der Functionen 
P,,+,(x) ffir ganzzahliges x aus (9): 

-A r N 

z (F(a + Nb) + .F(a)) (,o) Z F(a + ,~b) = f F(. + .b)d. + 
0 

k 

+ h~=o(-- I)h.P2h+2(o)(F(~h+~)(a + N b ) -  F(2h+~)(a))b '~+~ + 0,, 
.N 

o,= (-- ~)'+'b"+" f P,.+,(z)F("+~)(a + bz)dz 
0 

N 

= (-- ,)'+'b"+~fP.~,+,(z)F("§ + bz)a. 
0 

die EcLE~'sche oder auch EuT.mt-MAcLaUmS'sche Summen- also gerade 
formel. 

III. 

Ms erste Anwendung zeigen wir, wie diese Formel gleichzeitig zum 
GAuss'schen Product ftir die Function / ' ( y )  als auch zur STIRLI~G'schen 
Formel, und zwar fiir alle nicht negativen Werthe yon y fiihrt. 

Wi r  setzen in (9) F ( x ) =  l(y + x), wo y irgend eine reelle oder 
complexe Zahl, ausgenommen die reellen negativen Zahlen bedeuten kann. 
Wi t  nehmen ferner a - ~ - o ,  b ~- I und geben dem Logarithmus seinen 
Hauptwerth.  Dann folgt aus (9) 

]V 
N N 

(,,) Xo Z(y + .) = f z(v + ~)d~ +~(t(v + N ) +  d y  +~ 
0 

.N 

' J y + z  " 
0 

und subtrahirt, so kommt nach beiderseitiger Setzt man in ( I I )  y - - - - I  
Subtraction von (y - -  I) lN: 

N 

0 

N N 

y - -  i f Pz(.) dz + f P,(~) 
0 0 

dz. 
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Die rechte Seite in (I2) convergirt zu einem bestimmten Grenzwerth fiir 
unendliches N, wie man an den Integralen entwedcr direct oder einfacher 
nach einmaliger partieller Integration sieht, daher convergirt auch die linke 
Seite, und man hat ftir jedes nicht reell negative y die Gleichung: 

l i m l Y ( g  + i)(y + 2)(y + 3).. .(Y + N) N-y+t  
2v=| I . 2 . 3 . 4 . . . ( N  + I) 

oo 

f P(~) dz + i" e(") i -- ~ .l T~dz.  
0 0 

Kehrt  man hier die Zeichen um, subtrahirt auf beiden Seiten ly und lfisst 
N 

in der Grenze den irrelevanten Factor N + t weg. so erhiilt man 

(I 3) lim 1 (y + IXy + 2) . . .  (.q + N) N_ ~ 
2v=| 1 . 2 . 3 . . . N  

---- + ~  - - y +  I - -  (" P,(z) f P,(z) dz , ]  [ + z  d z +  y + z  " 

o 0 

Hier steht links genau dass GAuss'sche Product und rechts die STIRLING- 
sche Form@ wie sic STIELTJES dargestellt und weiter entwiekelt hat. 
Die weiteren Glieder der Formel k6nnen wie bei STIELTJES durch par- 
tielle Integration gefunden und eingesch~tzt werden. 

Die EULER'sche Formel hat also hier unmittelbar auf die beiden 
wiehtigsten Ausdrticke in der Theorie der Gammafunetion gefiihrt und 
deren Gleichheit dargethan. 

IV .  
Eine weitere Anwendung machen wir auf die harmonische Reihe und 

die Function r Setzen wir in Formel (9) F ( x ) =  x - ' ,  a =  I, b = I 

so erhalten wir" 
N 

(I4) Z ( [  + n)- '  
0 

N 
I (1 -~ 2~)--' -~ $ f P l ( . ) ( I  ~l- z ) " s - - I d , g .  - -  I ~ + (i + ~v)-,+, + ? 

2 I - - s  I - - - S  o 
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So lange der reelle Theil von s gr6sser ist als 1, kann man auf beiden 
Seiten zur Grenze ffir unendliches N fibergehen und erhiilt 

oo on 

(is) r = ~:~-, ' ~ f , - ?  ~ - . + s  P,(z)(~+z)-'-'~z. 
o 

t i le r  ist die linke Seite zuns nur definirt, so lange der reelle Theil 
von s grSsser ist als eins, dagegen aber stellt die rechte Seite eine "ma- 
lytische Function yon s dar, so lange der reelle Theil yon s positiv bleibt, 
da ja das Integral so lange gleichmZ, issig convergirt. Daher haben wir in 
(t5) in ganz unmittelbarer und elementarer Weise die analytische Fort- 
setzung yon r ffir das Gebiet tier s-Werthe mit positiven reellen Theil 
vor uns. 

Die Anwendung der Formel (I o) wiirde ergehen: 

(,6) r  
I I 

2 I - - 8  

k 

Zo(-- 1)hP,~+~(o)s(8 + ,)(8 + _~)(s + 3). . .(8 + :h) 

"3 I- 8(8 + 1)(8 -~- 2)(8 -J[- 3)...(S "3 C 2k .71- I) ? P2,+2(z)(I .9[_ z) . . . .  2,-2dz" 
O 

Da das Integral wegen der Endlichkeit yon P(z)endlich und gleichmiissig 
convergent bleibt, so lange der reelle Theil von (s) grSsser a l s -  2 k - - I ,  
so erhalten wit durch diese Formel unmittelbar die analytische Fortsetzung 
von r ffir dieses Gebiet, und well k beliebig gross genommen werden kann, 
sehen wir, dass die Function ~'(s) sich fiber die ganze Ebene fortsetzen 15sst, 
ohne andere Singularits als den Pol bei s---- I aufzuweisen. Dies ist 
wohl tier einfachste und di~ecteste Beweis des grundlegenden Satzes aus der 

I 
Theorie dieser Function. Ffir s - ~  o finden wir unmittelbar r  z" 

Aus (, 5) folgt noch 

wenn s ---- a-]-/~i gesetzt wird, so lange a positiv ist. Hieraus abet fliessen 
sofort die Ss welche I~ADAMARD fiber das Verhalten der Function ~(t) 
gegeben hat f fir grosse Werthe yon t, insbesondere erh~ilt man durch An- 
wendung der HhDAMARD'schen S~t;ze tiber ganze Functionen, dass ~(t) 
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vom Range :Null ist, und durch Anwendung des Satzes yon ScHou den 
:N{iherungsausdruek fiir die Anzahl der Wurzeln yon $(t). 

Zerlegt man in (I5) das Integral rechts in Theilintegrale zwischen je 
zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen n und n + I, so ist in einem In- 

Man I und man kann die Integration ausftihren. tervall P(z)  ~- n - -  z + 

erh{ilt so bei gehSriger Reduction 

(~7) ; ( s )  = 

I 2ff I ~ ( (  ( - - I + n ) - '  n +  
I 8 I S 

- - - - s  - -  n + - ~ + ~ s  
2 2 

wo nun die Reihe unter dem Summenzeichen zu Folge ihrer Herleitung 
convergirt, so lange der reelle Theil von s positiv ist. Fiir ein s dessen 
reeller Theil gr6sser als x ist, reducirt sich diese Reihe identisch auf die 
urspriingliehe Reihe fiir r Auch die Formel (I8) kann in dieser Weise 
behandelt werden, liefert aber mit steigendem k erheblich complicirtere 
Resultate. Man kann bemerken, dass die Formel (I 7) sich fiir ein s mit 
positiven reellen Theil auf die bekannte 

~'(s) = lim (o~ (, + n ) - ' - - ( i  _~_ y)--*) 
N=,~ I - - 8  / 

reducirt, und analog die aus (I6) hergeleiteten Formeln anf die bekannten 
Grenzausdriicke. 1 Man erh~lt diese auch leicht unmittelbar aus der EULER'- 
schen Formel. 

Entwickelt man (I4) durch partielle Integration und subtrahirt davon 
(I 6) so erh~ilt man die ebenfalls bekannte Formel 

~(I + N ) - '  (~ s) X (i + n)-" = r + (~ + iv)-,+' + 
o I ~ 8  

~ X ( - -  I)h~,2h(O)8(8--~ - I)(8-~- 2 ) . . . ( 8 - J -  2 h ) ( N o f  - I) - s - ' h - 1  
o 

- - s ( s  + ~)(s + 2 ) . . . ( s  + =k + i) f l ' ,+, (z) ( I  + z)-'-~*-:dz. 
N 

vgl. STOLZ, AUgem. Arithmelik, II,  p. 224 ft. 
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Fiir s---- : dagegen erh~lt man durch unmittebare Anwendung yon (9) 

N 
(:9) Zo(: 

N 
= 22f_/(II .~_~.) +2I  (i ~i- ~- -1  _~ f~ol(Z)(i  DV z)-2dz 

0 

und durch Grenziibergang zu unendlichem N 

) ? (20) lim (: + n ) - - : - - l ( N  + I) ---- P , ( z ) ( I  "4-z)- 'dz = E 

wo E die EuLE~'sche Constante bedeutet. 
Subtrahiert man (20) yon ( '9 )  so erh{ilt man noch 

N 

=z(: +2v) + E +  ? 
N 

wo das Integral  wieder durch partielle Integrat ion entwickelt werden kann, 

und so die bekannte Summenformel liefert. 
Wenn  auch viele yon den Formeln dieses Paragraphen bekannt sind, 

scheint mir doch die Einfachheit  und der geringe Aufwand an Rechnung 
durch welchen sie aus der EULER'schen Summenformel hervorgehen, be- 

merkenswerth. 

Als eine weitere Anwendung yon (9) setzen wir F ( z ) =  e - ' a=  und 
a = o, b = i ;  x werde reell und positiv angenommen. 

Man hat  dann 

(22) 
N N W 

0 0 

Ist  2 reell und positiv, so kann man auf beiden Seiten zu unendlich 

grossem N iibergehen und erh~ilt 

I ~ ~, I 
(23) o e-=~'* ----2- I '  ~ x -{- -2 + ),rx o z)e-*~"*z~-'dz. 
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Setzt man in dem letzten Integral z ~ x  ~ q, so kommt 

(~4) SI 1 oo I ~ [ I \  __1 1 1 

x~" Ze-"~'=o i 1'~-~),7 r + x~ + -Pi qX 7: ~ x e-~dq 

Iist, so ist das noch vorkommende Da ]/)~ (z)] immer kleiner oder gleieh 

Integral ebenfalls absolut kleiner oder hSchstens gleich I und man erh~lt 
2 

1 ~ 1 1 

(25) x~Ze-n~=-I'o ~, ,7-~ + Oxr 

wo 0 zwischen Null und Eins liegt. 
Fiir 2 = I best~tigt man diese Formel leicht direct, fiir 2 = 2 erh~ilt 

man sie auch aus der bekannten JAcom'schen Formel 

1 + : o  1 + =  7,2r, 

x ~ Z e  -n~'~ = x - i  Z e  ~ 
- - ~ o  - - r  

V I .  
Die unter IV. entwickelten Formeln geben zugleich vollst~indigen 

Aufschluss fiber die Convergenz und Divergenz der harmonischen Reihe, 
welche aus (I4) fiir unendlich grosses N hervorgeht. Insbesondere zeigt 
(14) auch die Divergenz fiir solehe Werthe yon s, deren reeller Theil 
grSsser als Null, dagegen kleiner als eins ist, und ausserdem noch fiir den 
Fall in welchem der imaginfire Theil yon s yon Nult verschieden der 
reelle aber gleich eins ist. Die Divergenz fiir s = I i s t  abet durch (2I) 
erledigt, und ffir ein s dessen reeller Theil gleich ~u l l  ist, unmittelbar er- 
sichtlich. 

Dagegen convergiren die Reihen 
0o 

(26) E e ' ~ ( ~  + n)- '  
0 

ftir jedes s dessen reeller Theil grSsser ist als eins und beliebiges reelles 
V, und fiir ein s dessert reeller Theil von Null verschieden und kleiner 
oder gleich eins ist fiir alle reellen Werthe yon f ausgenommen Null 
und ganze vielfache yon 2,7, divergiren aber in allen andern Fiillen. 
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Die Behuuptungen ~tber das VerhMten der Reihe ffir 9 ~--o oder 
ganze vielfache yon 2rr sind im vorigen enthalten, ffir die iibrigen Werthe 
yon V gehen sie unmittelbar aus der ABUL'schen Umformung a der Reihe 
(26) hervor. Es ist danach identisch 

N N �84 
O ~  " Z ~  I" - e i ( n + l ) ~  

( 2 7 )  e"*'e(I + n)- '  = " I --~ e ir ( n - - s - -  (n"Jl- I ) - s ) - [ -  
: 0 "-- :_ 

1 -~;e i(N+ ~)~ 

I : - -  e i~ 

und hieraus folgt unmittelbar die Behauptung, da fiir jedes s 

lira (*~-" - -  (n + t)-')  
n=oo  ?b--s - - I  

~ 8  

ist, und die Factoren x--ei(n+l)~ endliche Grenzen nicht iiberschreiten. 
! ~ e i , ;  

Diese Bemerkungen geniigen um den Beweis der GAUSS-WnlEL~STRASS'schen 
Convergenzcriterien in sehr," einfacher Weise zu ffihren, wobei der eigent- 
liche Cha.rukter derselben scharf hervortritt. Darfiber hinaus aber gestattct 
die EuLEI~'sche Formel auch fiber das Verhalten der durch solche Reihen 
definirten Functionen auf dem Convergenzkreis auch in dem Falle be- 
stimmte Angaben zu machen, wo die Reihen auf dem Convergenzkreis 
divergiren. 

Sei eine Zahlenfolge c, ( n =  1 , 2 , 3 , 4 , . . . )  gegeben, so dass sich 
der Quotient zweier aufeinanderfolgender c, yon einem bestimmten n an 
in eine nach fallenden ganzen Potenzen yon n fortschreitende Reihe ent- 
wickeln l~isst 

~___ aa a s 
(28) x + + iZ + O + O + " ' "  

C n ~ 

oa 

dann besagen diese Criterien, dass die Reihe ~_ ,c , , x  ~ divergirt ffir I x [ =  I, 
0 

wenn ~ positiv oder Null ist, dass sie fiat alle diese Werthe ausgenom- 
men x = I convergirt, wenn a negativ aber gr6sser oder g l e i c h -  i 

ist, dagegen absolut convergirt, wenn a kleiner als - - i  ist. Zum 
Beweis nehme man in (28) die Logarithmen und entwickle rechLs naeh 
negativen ganzen Potenzen yon n. Diese Entwicklung muss zufolge der 

i O e u v r e s ,  ed. SYLOW et LIE, I. p. 2 2 2 .  

Ac/a ~ / e a .  26, Impr im6  le 14 jull let  1902. 34 
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gemachten Voraussetzung iiber die GrSssen 
sfimmten n an convergiren. Man erh~ilt so 

c. wenigsgens yon einem be- 

(29) l c .+ t  - -  l c .  - -  a + ifl  + n ~ g ; "  n 

Es sei nun n~ die kleinste ganze Zahl ftir welche (29) gilt. Se tz t  
man nun der Reihe nach fiir n, n~ + I ,n~ + 2,n~ + 3 , . . . , n ~  +/,:  und 
addirt, so kommt 

k k I I 
(3 ~ ) lc,q+,+l=lCnt+1-~ (r ~-ifl) ~ , ~ ,  + h ~- ~ b ~ l  (n, + 

Ersetzt man hier die Summen nach n durch die aus (2I) resp. (18) 
sich ergebeaden Formeln 

k x(., + h)-, = ~(., + k ) -z . ,  +~( . ,  + k ) - ' - ~ . r '  

k 

Z (n~ + h) - ' -~  = "~ 1 

- j~ p,(,)(, + ,)-:d: + ] p,(,)(, + :)-:dz, 
n l .+k - -1  n I 

- -  ( n ,  + k )  - ~  

y -~ (n7 -~-' - -  (n, + k) -"- ' )  2 

-Jr- (l -~- ~)?/)1(2~(I  -~-~)-9-vd2t--(I  "Jcg) j /)l(2t)( I "31-Z) -2-vdz 
n I hi+k--1 

so erh~lt man auf der rechten Seite den von k unabhiingigen Theil 

) "I I ~/1~--1 + (1 "Jr- 1~) s M[_ ,~)-'-rd2 ~ + b~ ~ 2 
at 

und den von /~ abhi~ngigen Theft 

(3I) 
I 

(~ + /~)~(n 1 + k) + 2(~1 + k) - l -  (a + i~) f "~)!(~)(I + Z)--2d~ 
nt+k--! 

.__ s  + k) -~ t k ) _ , _  1 (n 1 -~- "Jc (i -~- y) f v,(~)(, + ~)-':'d~). 
ns4-~--x 



Anwendungen der Euler-Maclaurin'schen Summenformel. 267 

Man sieht sogleieh, dass die auftretenden unendlichen Reihen in der That 
convergiren, sowie dass die yon (a + ir~)l(n ~ + k )  verschiedenen (]lieder 
sieh in die Form setzen lassen 

7/ 
% + it" 

wo 17]l unter einer yon k unabh~ingigen Grenze bleibt. 
Damit erh~lt man 

(32) c. ,+,+, = 6'(n, + k) .+'z ~ + ", + k 

und die Beurtheilung der Convergenz oder Divergenz der Reihe S ist also 
auf die der harmonischen Reihe zuriickgefiihrt, und zwar nach den an 
Formel (27) gekniipften Bemerkungen auch fiir den Fall Ix]----I. Damit 
ergeben sich unmittelbar die angefiihrten Criterien yon GAUSS und WEIER- 
STICASS, und zugleich die Einsicht in das (]esetz der Abnahme der c, also 
den eigentlich ma~sgebenden Umstand. 

Im Falle der hypergeometrischen Reihe, fiir welchen ja (]AUSS ur- 
spriingtich seine Untersuchungen angestellt hat, kann man die Gleichung 
(3 l) unmittelbar best~itigen. Es ist hier 

r(r) r(a + n) r(~ + n) 
c,, --  F(a)F(fl) P(r + ,,)r(,~ + i) 

Beniitzt m a n ' h i e r  fiir dis Gammafunctionen, welche n enthalten, die 
STIaLlNG'sche Formel, so erhhlt man nach leichter Umrechnung ftir ge- 

niigend grosses n 
F(r) n,~+,~_.,._,(, + : )  

c ,  - -  V ( a ) r ( f l )  

wo 181 eine yon n unabhitngige Gr6sse nicht iiherschreifet. Hieraus ent- 
nimmt man unmittelbar die fiir das Verhalten der hypergeometrischen 

Reihe ~tuf dem Einheitskreis geltenden Regeln. 
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VII. 
Entwickelt man in der Formel (3 I) die Integrale durch partielle In- 

tegration soweit, dass in dem Restintegral 

(I 71- I;)(2 .gff I~)...(r + I~) ] P,.(Z)(I + z ) - r - l - v d z  
nt+k--1 

d~, E x p o n e n t - - - v ~ i - - ~ : < - - 3 - - a  , so werden diese selbst ubsolut 
kleiner sls 

2-r+~zc-~+l~'(r)(I + ~)(2 + ~ ) . . . ( r +  u -  I)(n, W k - -  ~) . . . .  

und man erh~lt dann aus Formel (3 l) (lurch Ubergang von den Loga- 
ri thmen zu den Zahlen 

(33) c . , + : + x = C ( n ,  + - -  
d, d~ d~-i eo~ ) 

(r~ 1 + k) + (n, + k) ~ '~ "" + (n, + k) "-1 -] (n, -+ ~" 

wo eor wieder unter einer von k unabhiingigen Grenze bleibt. Dabei ist 
dann zu Folge der Wahl von r die Differenz r - - a  > I. 

Die so erhaltene Entwicklung kann mSglicherweise ins unendliehe 
fortgesetzt convergiren u n d  c,,+k+l darstellen. Im Allgemeinen wird dies 
jedoch nicht der Fall sein, sondern man wird so nur asymptotische 
Formeln fiir c,,+k+l erhalten. 

Auf alle Ffille aber liefert die Entwicklung (33) das Mittel, das Ver- 
oo 

halten der dureh die Reihe ~ c n x  n dargestellten Function auf dem Con- 
0 

vergenzkreis vollstiindig anzugeben, und so ftir diese Reihen das von ABEL 
gestellte und in der Einleitung erw~hnte Problem vollst~ndig zu 15sen. 

Betrachten wir niimlich zuerst der Binomialreihe, welche ABEL selbst 
der Anlass zur Entwicklung grundlegender Siitze iiber Potenzreihen war, 
und setzen 

q 8 n 

0 
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so k6nnen wit die Coefficienten schreiben 

(_,).(:) 
= 1 - ' ( - -  S ) / ' ( n  + I)  

ausser wenn s eine ganze positive Zahl oder Null ist. 
Fiir gentigend grosses n erhalten wir dann durch Anwendung der 

Swn~LINe'schen Formel und Ubergang yon den Logarithmen zu den Zahlen 

I ' ( -  8)F(,~ + I) 

--- ~ ( n - - -  i +  + - - +  + . . . +  
n - -  I ( n -  I ) '  ( ~  (~- I y ]  

wo [6,,~1 eine von n unabh~ingige Sehranke nicht fibersehreitet. Ferner 
steht uns noch die Formel zur Verftigung 

t ( t  - -  x) - -  - -  ~s ~b 
1 

Sei nun 

und die Coeffieienten c, fiir jedes n grSsser als N darstellbar nach (33) in  
der Gestalt 

( d, d, d._, w. ) 
C n = C ( n -  I )  a§ I ~[- ~ - -  I Jr- ( ~  - -  I ) '  Jr- " "  " l [ -  ( I , t - -  i )  r - I  3C ~ - - - ~ ' ( t , ~  

und wird a + ifl ~ - - s - - I  gesetzt, r abel- so gewShlt, dass r - - a  > i ,  

wobei das Ungleichheitszeichen im strengen Sinn zu nehmen ist, bilden 
wir ferner die Function 

(34) r f(x)-- ~og,, (, --x)*+mF(--s--m).-= Zq.x 
in Weleher die g~ bestimmt sin(] dureh die Gleiehungen 

g = C ,  ) 

91 "~ gO0[,,1 : (J/~'l, 

(35) ] g~ + .q~a,+l,l + go~t,.~ = Cd2,  

I / gr-1 + ffr-~a,+r-l,1 + .qr_~a,+,._~,~ + . �9 �9 + gosh. , . -1  = C'(l ,-1 
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so sieht man sogleich, dass yon einem bestimmten n angefangen die 

Formel gilt 
-Or 

wobei ~2,. sich linear aus Gr~ssen zusammenzetzt, welche yon n unab- 
h~ingige Schranken nieht iiberschreiten, und daher dieselbe Eigenschaft hat. 

Die Potengreihe flit ~/,(x) convergirt daher wegen r ~ a > I am ganzen 
Convergenzkreis und kann unmittelbar zur Berechnung des Werthes un- 

serer Reihe dienen. Wenn  abe L was bisher ausgeschlossen war, s gleich 
einer positiven ganzen Zahl ist, so ist die urspriingliche Reihe unmittelbar 

zur ]kerechnung von f ( x )  brauchbar, ausgenommen fiir s = o, a - - - - - -  r .  

])ann aber liefert die Addition der Reihe fiir C l ( I - - x )  zu f ( x )  eine con- 
vergente Reihe. 

Mann kann daher folgenden Satz aussprechen: 

Ist eine Function durch eine Potenzreihe definirt, und haben die Coeffi- 
cienlen die in (28) beschriebene Beschaffenheit, so lassen sich immer r Zahlen 

go, g l ,  g ~ , . . ,  und erforderlichen fdls  eine Grdsse h so beslimmen, dass 

(3o) = hl(  - -x )  + Zog r( +ifl--m+ , ) ( , - -  + Xq.x"o 

wo die letzte Potenzreihe rechts am ganzen Convergenzkreis der ersten Reihe 

convergirt und ebenfalls zu dem bier betrachteten Typus gehert. Dabei ist 

r eine beliebige ganze Zahl, welche gr6ssev ist als i + a. Das logarithmische 

Glied /ritt niemals auf, wenn nicht fl = o und a eine ganze Zahl ist, welche 

gr6sser oder gleich - -  t i s t .  

Die Function f ( x )  hat daher h6chstens far x = i keinen endiichen Werth. 

Es sei noch bemerkt, dass man dieselben Methoden auch dann an- 
wenden kann, wenn eine Entwick]ung des Quotien~en zweier aufeinander- 

fo]gender Coefficienten start nach ganzen Potenzen yon n -~ nach solchen 

von n-" mSglich ist, wo p eine Zahl mit positiven reellem Theft bedeutet. 

Doch werden die Resultate sehr complicirt und die Falluntersehei- 
dungen sehr zahlreich. Ich begniige reich daher mit dem blossen Hinweis, 

um somehr als mir keine fiir die Analysis wichtigere Reihe mit dieser 
Eigenschaft bekannt ist. Dagegen ist das hier aufgestellte Theorem aus 
dem Grunde bemerkenswerth, weil die Beschaffenheit der Function auf 
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dem Convergenzkreis uus den Coefficienten gefolgert wird, und zwar auch 
dann, wenn die Reihe dort divergirt. 

Da ferner r beliebig gross gewhhlt werden kann, so w:~ire es yon In- 
teresse zu untersuchen, unter welchen Bedingungen man uuf diesem Wege 
zu einer Entwicklung um die Stelle x ~--t gelangen kann. Schon die 
hypergeometrischen Reihe zeigt, dass das im allgemeinen nicht der Fall 
ist. Es w~ire ferner interessant zu untersuchen, unter welchcn Umst~nden 
die erste Summe rechts in (36) iiberhaupt ffir r----cxv convergil~, und welche 
Bedeutung sie dann fiir die Function f(:r) hat. Ferner k6nnte man die 
Frage aufwerfen unter welchen Bedingungen die hier betrachteten Reihen 
fiber den Convergenzkreis hinuus analytisch fortsetzbar sind, und was fiir 
Functionen so entstehen. Es ist zu erwarten, dass auch ffir diese Fragen 
die EuLE~r Summenformel ein werthvolles Hilfsmittel bieten wil-d. 


