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StIR OUELOIJES POINTS FONDAMENTAUX DAblS LA THI~0RIE 

DES FONCTIONS ALGEBRIOOES DE DEIJX VARIABLES 

PAR 

E M I L E  P I C A R D  
P A R I S .  

ABEL a consacrd plusieurs mdmoires h l'6tude des intdgrales abdliennes 
rdductibles h des combinaisons alg6brico-logarithmiques. Malgrd ses efforts 
et ceux des g~om~tres qui l 'ont suivi, cette diffieile question provoquera 
sans doute encore de nombreaases recherches. L'dtude des intdgrales de 
diff6rentielles totales dans la th6orie des fonctions algdbriques de deux va- 
riables soulbve des questions dont quelques-unes pr6sentent des analogies 
avee le problbme d'ABEL; il semble qu'un exanaen de ces questions, m~me 
trbs incomplet et soulevant plus de problbmes qu'i[ n'en rdsout, ne sera 
pas ddplac6 dans cette commdmoration de la m6moire du grand gdombtre 

p �9 
n o r w e g l e n .  

I. Conmderons,' " " comme je le fats habituellement dans rues recherches 
sur la th6orie des fonctions algdbriques de deux variables, une surface 

(I) f ( x ,  y ,  z) = o 

disposde arbitrairement par rapport aux axes et n'avant que des singularitSs 
ordinaires (ligne double avec points triples). J 'ai  ddvelopp6 longuement dans 
mes lnSmoires antdrieurs et dans le tome I de nm Thgorie des fonclions 
al.q~briques de deux variables l'(~tude des intdgrales de diffdrentielles totales 
de seconde esp~ce, et j 'ai fait connaltre rdcemmeni ( A n n a l e s  de l ' E c o l e  
n o r m a l e ,  I go l )  un thdor~me fondamental relatif aux intdgl'ales de troisi~me 
esp~ce. I1 existe pour la surface f un certain nombre entier ), jouissant de 
la propridt~ suivante: 

Acta-~nathematiea, 26. Impr im6  le 18 ju i l l e t  1962. 3 5  
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On peut, 
ticuliOres 

Emile Picard. 

sur la surface, tracer ~ courbes alg~briques irr~ductibles par- 

C ' , , C , , . . . , C ,  

telles qu'il n'existe pas d'intdgrales de diff~rentielles totales de troisi~me esp~ce 

f P d x  + Qdy ( P e t  Q rationnelles de x , y , z )  

ayant seulement pour courbes logarithmiques une ou plusieurs de ces courbes 
C et de la courbe d l'inflni de la surface, mais telles que, si l'on envisage 
une ~ + I ~m+ courbe arbitraire irrdductible Ca+l, il existera une int~grale de 
troisi~me esp~ce ayant seulement pour courbes logarithmiques la courbe C~.~_~ 
et la totalitd ou une pattie des courbes C~ , . . . ,  G'~. et de la courbe d l'infini. 
Remarquons d'ailleurs que les courbes G'l, C~, . . . ,  Ca sont dans une large 

mesure arbitraires. 
La d6monstration assez d61icate de ce th6or~me ne fair malheureuse- 

men t  connaltre qu 'une limite sapdrieure du nombre ~, et ce serait un point  

important  de pouvoir obtenir ce nombre d 'une mani~re tout  h fait pr6cise. 

2. Une question se pose, pour les int6grales de diff6rentielles totales 

de troisi~me esp~ce, dont  la r6ponse dtait imm6diate pour  les int6grales 

ab61iennes relatives aux courbes. E tan t  donnde une courbe alg6brique ar- 

bitraire 
f (x , y) = o 

une intdgrale ab61ienne arbitraire 

relative ~t cette courbe est certainement une fonction de x ne se ramenant  

pas ~t une combinaison algdbrico-logarithmique. Si maintenant  nous prenons 

une surface alg6brique arbitraire 

f ( x , y ,  z) = o, 

une int6grale arbitraire de diffdrentielle totale relative h cette surface 

sera-t-elle une fonction de x ,  y et z ne se ramenant  pas ~ une combinaison 

algdbrico-logarithmique? Ddjh, et c'est par l~ que j 'ai  commenc6 jadis ce 
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genre de recherches, on salt que si la surface f n'est pas spdciale, et si 
l 'intdgrale (2) est de seconde espdce, cette intdgrale se rdduit ~ une fonction 
rationnelle de x ,  y e t  z. En fair, en dehors des surfaces ayant des intd- 
grales de seconde espbce non rationnelles, je ne connais pas d'exemples de 
surfaces dent les intdgrales de diffdrentielles totales ne se rdduisent pas h 
une combinaison algdbrico-logarithmique. 

Sans prdjuger la rdponse ~ la question posde, on peut faire une re- 
marque curieuse sur les surfaces pour lesquelles route int~grale de diffd- 
rentielle totale est une combinaison algdbrico-logarithmique. Soit f une 
telle surface, et considdrons les courbes 

c , ,  c , , ,  . . . ,  

de l'dnoncd rappeld plus haut. En ddsignant ensuite par G'~+~ une 2 + I emo 
courbe algd.brique irrdductible tracde sur la surface, nous pouvons former 
une intdgrale 

f + Qay 

de diffdrentielle totale de troisibme espbce, ayant seulement pour courbes 
logarithmiques la courbe C~+~ et la totalitd ou une partie des courbes 
C~, . . . ,  C~ et de la courbe h l'infini. 

D'aprbs l 'hypothbse faite, l 'intdgrale prdeddente est de la forme 

A~ log R,(x ,  y, z) "4- A,  log R,(x ,  y, z) "4-. . .  4- Ak log R,(x,  y, z) 4- P(x ,  y, z) 

oh les R sent rationnelles en x ,  y e t  z ainsi que P ,  et off l 'on peut 
supposer, en rdduisant l 'entier k ~ son minimum, qu'il n 'y  a pas entre les 
constantes A de relations homog~nes et lindaires ~ coefficients entiers. Dans 
ces conditions, une des fonctions R au moins s'annulera ou deviendra infinie 
certainement (avec un degrd convenable de multiplicitd) le long de la eourbe 
C ~  et le long de la totalitd ou d'une partie des courbes Ct,  C~, . . . ,  C~. 
et de la courbe ~ l'infini (dgalement avec des degrds convenables de multi- 
plicitd), et de plus elle ne s'annulera ni ne deviendra infinie le long d'aueune 
autre courbe. Nous avons donc ce rdsultat curieux: 

Etant considdr~es sur la surface les ~ co~trbes algdbriques irrdductibles 
C'1, C'2, . . . .  , C'~ (arbitraires d'ailleurs dans une large mesure), la courbe d 
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l'infild, et ane eoarbe G'~,+l irrdductible entibrement arbitr~dre, il existera une 
fonction rationnelle 

l (z, y ,  z) 

devenant nulle le long de la courbe Ca+~, devenant halle oa infinie le long 
de quelqaes-unes ore tle la totalit3 des autres, et ne devenant nulle ou infinie 
le long d'aucune autre courbe. 

Ces lignes de zdro ou d'infini sont de degrds convenables de multi- 
plicifd, et il ne faut pas oublier dans cet dnoncd qu'il s'agit de surfaces 
dont routes les intdgrales de diffdrentielles totales sont des combinaisons 
algdbrico-logarithmiques, l l  pourra paraitre singulier qu'une surface arbi- 
traire (par exemple la surface la plus gdndrale de son degrd) jouisse de 
cette propridt6, surtout si on medifie encore un peu la forme de l'dnoncd. 

Soient sur notre surface 2-}-2 courbes algdbriques irrdductibles enti~rc- 
ment arbitraires 

7 

/ ' 1 ,  . . . ,  

on pourra former une premiere fonction rationnelle devenant nulle le long 
de 11, et ne devenant en outre nulle ou infinie que le long de quelques- 
unes ou de la totalit6 des courbes C1, . . - ,  6'~. et de la courbe h l'infini. 
On aura de m ~ m e u n e  fonction rationnelle con-espondant ~t 1 ~ , . . . ,  I~.+~. 
En les 6levant h des puissances enti~res convenables, positives ou ndgatives 
et en faisant leur produit, on formera imm~diatement une fonction ration- 
helle, s'annulaJ~t le long de certaines ties courbes F et devenant infinie le long 
des autres (avec des degrds convenables de multiplicitd), et n'ayant aucune 

autre ligne de zdros, ou d'infinis. 
Une proposition analogue, dans laquelle les courbes I" seraicnt rem- 

placdes par des points est dvidemment inexacte pour los courbes algdbriques; 
pour une courbe algdbrique prise arbitrairement, on ne peut trouver une 
fonction rationnelle dont les pbles et les racines devraient ndcessairement 
~tre compris parmi des points donnds, les degrds de multiplicitd n'dtant 
d'aillenrs pas fixds h l'avance. 

3. Les remarques prdcddentes feraient donc plutSt penser que les 
intdgrales de diffdrentielles totales de troisi~me esp~ce ne se ram~nent ]?as 
en gdn6ral h des combinaisons algdbrico-logarithmiques; mais malheureuse- 
ment, comme je l'ai dit plus haut, je ne suis pas en mesure de donner 
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un exemple d'une surface n'ayant pas d'intdgrale transcendante de seconde 
esp~ce (ou de connexion lindaire dgale h l'unitd, d'apr~s un thdor~me fon- 
damental que j'ai dtabli autrefois) et possddant une intdgrale de troisi~me 
esp~ce qui ne soit pas du type alg~brico-logarithmique. 

Je citerai quelques exemples assez 6tendus de surfaces algdbriques pour 
lesquelles on est assurd que routes les intdgrales sont au contraire du type 
algdbrico-logarithmique. Un premier exemple tr~s simple me sera fourni par 
la surface c616bre du quatri~me degr6 qui porte le nora de KUMMEn. A leur 
sujet, M. HUMBERT a ddmontrd une proposition tr?~s dldgante; routes les 
courbes algdbriques tracdes sur cette surface sont de degrd pair, et si :m 
ddsigne le degr6 d'une telle courbe de la surface, on peut le long de cette 
courbe eirconscrire h la surface nne surface de degr6 m, ne la coupant pas en 
dehors de la courbe considdrde. Ici, le nombre ~ des dnoncds prdcddents 
doit dtre regardd comme dgal ~ zdro, c'est h dire que si l'on prend sur 
la surface deux courbes algdbriques quelconques 

1"1,1 2 

il existera une intdgrale de troisi~me esp~ce n'ayant d'autres courbes lo- 
garithmiques que ces deux courbes. Si en effet 

f l ( x  , y , z )  ---- O et f ~ ( x  , y , z )  = o  

reprdsentent les deux surfaces de degrds m~ et m 2 donnant les deux courbes 
d'apr~s le thdorbmc de M. HUMBEI~'r, la fonction 

log f~,~ 

peut ~tre regardde comme une intdgrale de troisibme espbce possddant la 
propridtd demandde. 

4. Les considdrations que nous avons ddveloppdes plus haut s'appli- 
quent avec des modifications peu importantes aux surfaces donndes par les 
6quations 

( 3 )  z 2 ---- f (x ,  y) 

oh f est un polynome en �9 et y, e t  ici nous allons voir se poser des pro- 
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blames qui, plus difficiles encore que le probl~me d'ABEL, prdsenfent avec 
lui un air de famille. Les courbes tracdes sur la surface 

(3) z ~ - - - - f ( x ,  y) 

sont de deux sortes. Pour une courbe de la premiere sorte en ddsignant par 

A ( x  , y) = o 

l 'dquation de sa projection sur le plan des ( x ,  y), il arrive que le cylindre 
A ( x ,  y ) =  o, rencontre la surface suivant une seule courbe irr6ductible. 
Pour une courbe de la seconde sorte au contraire, le cylindre pr6e6dent 
reneontrera la surface suivant deux courbes irrdductibles; i l  arrivera alors 
que le polynome irr6ductible A ( x ,  y) est un diviseur d'une expression de 
la forme 

P ~ - -  Q~. f'(x, ,j) 

P et Q 6rant deux polynomes premiers entre eux, et les dquations des 
courbes sont 

P 
a ( x ,  y) = o, z = + ~, 

P 
a ( x  , y) = o ,  z = - - - O "  

que ron peut appeler des courbes conjugudes. 
Toutes les intdgrales de diff6rentielles totales relatives h la surface (3) 

sont une somme de deux int6grales de diffdrentielles totales de la forme 

f z P a~ + Q_ ,Z,.~ + f t', ~u + Q, dy (!!)A B . . . L ~r y) 

P et Q dtant des polynomes en x et y, Z(Y) 6~nt  un polynome en y, et 
A ,  B ,  . . . ,  L des polynomes irr6ductibles en x et y, premiers entre eux 
et avec f. Quant ~ /91 et Q1, ce sont des fractions rationnelles de x et 
y. La seconde int6grale est sans intdr~t, car elle se r6duit manifestement 

une expression 
2: c' log • (x ,  y) + p (x ,  y) 

les R et p 6rant des fonctions rationnelles de x et y, et les C des con- 
stantes. La premiere de ces int6grales est seule int6ressante, et un point 
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important, est que ses courbes logarithmiques h distance finie sont des 
courbes de la seconde sorte. I1 est impossible en effet que le cylindre 

coupe notre surface suivant une seule courbe, car l'expression 

2~ri. 
P 

( )~A 
Z Y ~ B . . .  bv/f(~, y) 

dolt ndcessairement se rdduire h une constante (pdriode ]og-arithmique) quand 
A(x, y)----o. Done, en vertu de cette dernibre relation, ~/f(x, y) est une 
fonction rationnelle de x et y, et nous avons deux courbes de la surface 
correspondunt ~ une m~me projection sur le plan des xy. 

J 'ai  montrd antdrieurement que, par la soustraction de logarithmes de 
fractions rationnelles de x ,  y e t  z, on pourrait se borner, dans l'6tude des 
intdgrales de troisibme esp~ce, h considdrer le cas off dans la courbe 

A ( x ,  y) = o 

x n'entre qu'au degrd m -  i si le degrd ~n du polvnome f(x y )pa r  

rapport ~ x est impair. S i c e  degrd m est pair, on pourra ramener au 

degrd ~- ou ~ - - I .  

Nous avons d'ailleurs ici un thdor~me tout h fair analogue ~t celui 
que nous rappelions au ddbut. A la surface correspond un nombre 2, tel 
que si on prend sur la surface ~ couples arbitraires de courbes conjugudes, 
il n'existe pals d'intdgrale de troisi~me espbce n'ayant h distance finie que 
ces courbes logarithmiques, mais tel que si on prend un 2 n u 1 ~m~ couple 
quelconque de courbes conjugudes, on puisse former une in~grale n'ayant 

distance finie comme courbes logarithmiques que les courbes de ce couple 
et des couples prdcddents (en totalit~ ou en partie). 

Ce serait un probl~me int~ressant que de fixer exactement ce hombre 
2, dont on obtient seulement facilement une limite supdrieure. I1 ne serait 
pas moins important d'dtudier les polynomes A(x, y)correspondant aux 
courbes conjugudes. En supposant, pour fixer les iddes, le polynome f(x, y) 
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de degr~ impair m par rapport h x, il faudrait aussi rechercher les poly- 

homes A(x y) de degr~ ~ - -  i par rapport ~l x, tels que pour 
~ 2 

A ( x  , y)  = o 

le polynome f(z,  y) soit le earr6 d'une fonction rationnelle de x et y. S'il 

n'existe pas de tels polynomes A, on est assur6 que toutes les intdgrales 

de diff6rentielles totales relatives h la surface 

z ~ ---- f ( x ,  y)  

se ram~nent, par la soustraetion d'expressions alg6brico-logarithmiques, h 

la forme 

y Pdx  + Qdy 

off P e t  Q sont des polynomes en x, de degrds respectivement 6gaux h 
m - - 2  et m ~  I. Ce cas se prdsente pour m ~--3, quand on prend 

(4) z 2 = a ( y ) x  s -{- b (y )x  2 -{- c ( y ) x  + d(y),  

a ,  b ,  c ,  d grant des polynomes non spdciaux en y, car on ne peut satis- 
faire h cette dquation en prenant pour z et x des fonctions rationnelles de 

y. I 1  en rdsulte aisgment que, pour la surface gdndrale (4), toute intdgrale 

de dif[drentieUe totale se f amine  it une combinaison alg~brieo-logarithmique. 

4. Revenons maintenant aux surfaces h singularitds ordinaires 

f ( x  , y , z) = o  

considdrdes au ddbut, et traitons une question d'un caract~re tout h fair 

gdndral; je veux parler des relations entre la th6orie des int~grales doubles 

de seconde esp~ce et celle des int~grales de diffgrentielles totales de troisi~me 

esp~ce. 

J 'ai  montrd, eomme on se le rappelle peut-~tre, que toutes les intd- 

#reles doubles de seconde esp~ce, se ram~nent aux ini~grales 

f/ Q(x , y ,  z)dxdy 

f', 



Fonetions alg6briques de deux variables. 281 

le polynome Q s'annulant pour la eourbe double de la surface. ~ Le degr6 

de ce polynome Q est limitd, et ses coefficients satisfont h certaines rela- 
tions que nous avons appris h former. Mais routes les intdgrales doubles 
ainsi obtenues ne sont pas distinctes, et il faut indiquer ]a marche h suivre 

pour trouver exactement le hombre des intdgrales distincles de seconde 

esp~ce, c'est h dire des intdgrales dont aucune combinaison lineaire n'est 
de la forme 

f f  ..}.  B.oy:_ dxdy,/ 
A et B dtant rationnelles en x ,  y e t  z. On rdi)on(lm aisdment h cette 
question, si on salt reeonnaltre h quelles conditions l'expression donnde 

Q(z, y,  z) 

f;  

est de la forme 
9A aB 
~-" + ~:1 ' 

A et B 6rant rationnelles en x ,  y et z; bien entendu zes t  regardd comme 

fonction de x et y ,  quaud on fair les diffdrentiations 1)artielles. Ce pro- 
blame est la gdndralisation d'une question trbs simple relative h une courbe 

algdbrique f ( x ,  y ) =  o. A quelles conditions l'expression 

est-elle de la forme 

Q@, .o) 

r; 

d A  

A dtant rationnelle en x et y? Mais, Gxndis que ce dernier probl~me est 

ais6 h traiter, la question que nous pose la thdorie des surfaees est beau- 

coup plus complexe. La raison essentielle en est que l 'on ne sait pas 
priori pour quellcs courbes de la surface A et B peuvent devenir infinies, 

tandis que pour les courbes les infinis de =4 sont connus h l'avanee. 

1 On pourra voir en partieulier ma Thdorie des fonetio~s al.qdb~-iques de deux va- 
riables (tome 2, chap. 7) et Annales de l 'Ecole Normale (f6vrier I9O2 ). 

Acta malhemaliea. 26. Imprim~ le 19 juillet 1902. 36 
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5. Soit l ' identitg 

(5) Q(z, y ,  z) __ OA OB 
- -  o 

Ddsignons par G(x,  y) ~ o, la projection de la courbe double sur le plan 

des xy, et par 9(x ,  y ) =  o la projection sur le m~me plan de la courbe 
de la surface avec un cylindre parall~le h oz. On montre aisdment qu'on 

ne diminue pas la gdndralitd en supposant que A et B sont de la forme 

A = g(z ,  y ,  z) 
g(z, y)G(z, y) f , (z ,  y ) . . .  f , ( z ,  y)f'~' 

B =- V(z, y ,  z) 
g(z, y)G(z, y)f l(z ,  y ) . . .  9,.(z, y)f',' 

off on reprdsente par 9 1 , . . . ,  Fr des polynomes irrdductibles en x et y, 
premiers entre eux et premiers avec g e t  G; quant ~ U(x ,y , z )  et V(x ,y , z ) ,  
ils reprdsentent des polynomes en x et z, ~ coefficients rationnels en y. 

Toute 1,~ difficultd provient de la prdsence possible de ces polynomes ~ en 
hombre d'ailleurs inconnu, et elle est tr~s rdelle. On peut cependant la 

lever, si on suppose connu un systSme des 2 courbes (" dont il a 6td 

question au paragraphe I;  c'est lh un point capital dans ma thdorie des 
intdgrales doubles de seconde esp~ce. Soit [ '  une courbe de la surface, 

se projetant suivant f ~ ( x , y ) ~ o ,  et le long de laquelle A e t  B deviennent 

infinies. On pourra former une intdgrale de troisi~me esp~ce ayant pour 

courbe logarithmique F et la totalitd ou une partie des courbes C et de la 
courbe h l'infini; et cette intdgrale sera de la forme 

f Pdz + Qdy 
9,(z, y)gt(z, y ) . . .  g~.(x, y)f'~' 

en ddsignant par gl(x,  y) ----- o ,  . . . ,  g~.(x, y) = o les projections des 2 courbes 
C, et par P et Q des polynomes en x et z, h coefficients rationnels en y. 
Les fonctions P et Q s'annuleront le long des courbes de la surface se 
projetant suivant 

~ 1  = O ,  g l  ------ O , . �9 �9 , i f ) ,  ~ O 

distinctes de F et des courbes C. On aura d'ailleurs la relation d'int~grabilit6 

. . . . .  / 
~g g~. - -  ~ ~ gl . g~f ~ = o 
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et de plus, 10 long de la courbe 1 ~ l'expression 

P 

~9~, g' . . .  g~.f= 

se rdduira h une constante diffdrente de z6ro, puisquc ellc rcprdsente au 
facteur 2~i pros une p6riode logarithmique de l'int6grale. 

Revenons ~ l'identitd (5), en supposant que (x, y ,  z) reste dans le 
voisinage d 'un point M d'ailleurs arbitraire de la courbe I ' .  Le premier 
membre de (5) ne devenant pas infinie dans ces conditions, on pourra dcrire 

~A ~B ~). 
~ -  -4- ~.v --  ~z' 

dtant une fonction holomorphe de x et y dans le voisinage de M. Donc 

f Bax - -  (A - -  ar 

est une intdgrale de diffdrentielle totale ayant autour du point M la courbe 
F comme courbe logarithmique, et on en d6duit de suite que le quotient 

V(z, .v, z) 

9(z, y)G(m, y ) ~ .  V, . - .  ~,fl 

se r6duif ~ une consfante stir la courbe 1~, car il reprdsenfe au facteur 
2~i pros une p6riode logarithmique. Or le second membre de l'identitd 
(5) peut s'dcrire 

(6) ~-~ ~,~/~-  g~f--~ 4- ~ B + C~,g,  - g~f~, , 

C ddsignant une constante arbitraire, et on peut choisir la consfante C 
d e  "" manlere qtle 

V@, ?t, z) P + c, 
g ,  �9 . . ~#), f :  

s'annule sur I ' ,  d'aprhs les deux remarques ci-dessus. Par suite, pour un 

dans (6) ne deviendra pas in- tel choix de C, la fonction sous le signe ~ 

finie le long de F.  
Nous avons ainsi fair disparaltre la ligne 11 comme ligne d'infini pour 

les fonctions figurant dans l 'identitd (5). En allant ainsi de proche en 
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proehe, nous arrivons ~l unc identitd de la forme (5), et off A e t  B ont  

alors la forme 

A ~ M ( z ,  y ,  z) B = N ( z ,  y ,  z) 
g . (~ . g , .  g , . . .  g~,f'~ ' g . G g , .  y~ . . . g).f'~ ' 

M e t  N 6tant des polynomes en x et z h coefficients rationnels en y; les 

fonctions au ddnominateur  sont compl6tement  ddtermindes. 

I1 est facile de voir ensuite que les degrds des polynomes M et N en 

x et z peuvent  4tre limitds, et alors on est assurd de pouvoir par  un 

nombre limitd d'opdrations reconnaltre si l ' identitd 

Q(z,  y ,  z) aA aB 

f'~ - -  a--~- + ay 
est ou non possible. 

On volt par ce qui pr6c~de, et c'est ce que je voulais montrer  som- 

mairement  M, le lien dtroit entre la thdorie des intdgrales doubles de seconde 

esp~ce et celle des intdgrales de diffdrentielles totales de troisi~me esp~ce. 

6. Le probl6me dont  nous venons de parler, de reconnaltre si une 

fonction rationnelle de x ,  y et z (z dtant une fonction algdbrique de x et y) 

est susceptible de se mettre  sous la forme 

aA aB 

+ aT' 

A et B dtant rationnelles en x ,  y e t  z, devient part icul ih 'ement  simple, 

quand on consid6re seulement des fonctions rationnelles de x et y et 

qu'on se demande si une fonction rationnelle R de x et y peut se meltre 

sous la forme 

aU aV 
(7) R + , 

U et V dtant rationnelles en x et y .  

Les eonsiddrations ddveloppdes dans le cas gdn6ral t rouvent  ici une 

application facile, mais on peut  encore suivre une autre voie, comme je 

l'ai fait rdcemment dans mon cours. I La condition ndcessaire et suffisante 

1 Voir Bullet in  des sciences mathgmat iques  (t9o2): Sur les intdgrales doubles 
de fonctions rationnelles dont tous les rdsidus so~t nals. 
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cherchde est susceptible d'unc forme trSs dldgantc. Envisageons l'intdgrale 
double 

(s) fiR(x, y)d dy. 
La fonction rationnelle R a, h distance finie, un cel~.ain nombrc de lignes 
d'infini. A chacune de ces lignes correspondent des rdsidus de l'intdgrale 
double, au sens de M. POINCARI~ darts sa thSoric des rdsidus des intdgralcs 
doubles de fonctions rationnelles. La condition ndcessaire et suffisante pour 
que l'on puisse satisfaire ~ la condition (7) est que tous les rdsidus de 
l'intdgrale (8) soient nuls. 

L'dnoncg se trouve ~tre identique ~ celui qui exprimc qu'une fonction 
d U 

rationnelle R(x)  est la d6rivdc ~ -  d'une fonction rationnellc U de x, et 

qui peut se formuler en disant que tous les  rdsidus de l'intdgrale simple 

f R(x)d  
sont nuls. L~ similitude des deux dnoncds est d'une grande dldgance. 


