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GEOME'I-RISCHER BEWEIS EINES ALGEBRAISCHEN SATZES VON JACOB[ 

VON 

h. V. BJ~CKLUND 
in LUND. 

IO  

E i n  S a t z  y o n  A b e l .  

In einer kurzen Note im Bande 4 des CUELLE'SChen Journals fiir das 
Jahr I82c) mit dem Titel: D d m o n s t r a t i o n  d ' u n e  prapr id td  gdn~rale  d ' u n e  

cer ta ine  classe des  f onc t ions  t r a n s c e n d a n t e s  (Oeuvres complbtes  de NIELS 
HENRIK ABEL. ~ouveUe ]~dition, Christiania I881, I, p. 515), hat ABEL 
einen Satz entwickelt, der fiir die Theorie der Integrale der algebraischen 
Funktionen yon grundlegender Bedeutung geworden ist und der so lautet: 

�9 Wenn y definirt wird dureh die Gleiehung: 

( ~ ) P, - { - P l Y  -]- P,Y~ -b . . .  + pn_,Y "-1 + Y" ----- o ,  

wo Po , Pl  , P.~ , �9 �9 �9 , Pn--~ g a n z e  Funktionen yon x bedeuten, und eine zweite 
(~leichung hinzugezogen wird: 

(2) qo -]- q~Y "{- q2Y ~ ~" . . .  -{- q,,-~Y'-~ = o ,  

wo qo , q, , q , ,  �9 �9 �9 , q . - ,  gleichfalls g a n z e  Funktionen von x sind, in denen 
aber die Koefficienten gewisser Potenzen des x als variable Parameter 
a ,  a ' ,  a " , . . ,  betrachtet werden, und man das Integral bildet: 

(3) r = f f(z, y)d , 

wo f ( x ,  y)  irgend welche ra t iona le  Funktion yon x ,  y bedeutet, so fin(let 
man, dass es sein muss: 

D n 

(4) ~ I r  = U "~-- Z k m l o g  Vm, 
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falls links fiber alle Wurzeln x l ,  x~, . . .  der (lurch Elimination yon y aus 

(I) und (2) entspringenden Endgleichung fiir x summirt wird und unter 

k l ,  k~, . . .  Konstanten, unter u , v  i , v  2, . . .  rationale Funktionen yon 
a ,  a', a", . . . verstanden wer(len. ,, 

Der Beweis dieses Satzes ruht  darauf, dass wegen (I) und (2) y als 
rationale Funk(ion yon x und a ,  a',  a", . . .  erhalten wird, und da,~s ferner 

die aus (I) und (2) entspringende Endgleichung fiir x giebt 

dr,, = ar ia + a 'da '  + . . .  

wo a ,  a', . . .  rationa.le Funktionen yon x;,  a ,  a', a " , . . ,  werden. Aus 
diesem Grunde kommt niimlich 

/ t  

~ll"(x" y,)d~, 
gleieh einer Summe: 

da~_,~v(r,,, a ,  a', a", . . . )  + da'~,~l(x,., a ,  a', a", . . . )  + . . .  

die, als Funk(ion von den Wurzeln x l ,  r , 2 , . . . ,  x~ der erwiihnten End- 

gleichung fiir r, betrachtet, als s3"mmetrisch anzusehen is(. Jede sym- 
metrische und rationale Funk(ion der Wurzeln ~ is( aber in a,  a', a", . . .  
rational. Also is( 

als Integral einer Summe mtionaler Funkt ionen yon a,  a', a", . . ,  aufzufassen. 

Desshalb wird diese Summe yon der Form ( 4 ) . -  (Obenstehendes is( eine 
beinahe wSrtliche Uebersetzung der citil~en Note von ABEL.) 

Wenn  p das Gesehlecht der Kurve (I) bezeichnet, - -  dann r, ,  y als 
Koordinaten der Punkte  einer Ebene g e d e u t e t , -  so giebt es bekanntlich 

p verschiedene Integrale (3), die fiberall endlich und stetig sind. Falls 

man den Satz (4) auf irgend eines dieser Integrale und auf die Schnitt- 

punkte der Kurve (x) mit einer variablen Kurve eines al~ebraischen Kur- 
ven-Biischels (2) anwendet, un(l wenn 2, anstatt der vorigen Zeiehen 

a ,  a', . . . ,  den Parameter des Kurven-Biischels darstellt, und dieser somit 
die Gleiehung hat: 

(5) ~(x, v) + 2q"(x, y ) =  o ,  
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so finder man, dass 
# 

d2= 

gleich sei einer rationalen Funktion yon 2, die nirgends unendlich wird. 
Aber jede eindeutige und stetige analytisehe Funktion yon 2, die nirgends 
unendlich wird, muss konstant sein. Well ferner ]~b(x,) aus einer end- 
lichen Z~hl yon ~llenthalben endlichen Integralen (3) zus~mmengesetzt ist, 
kanu sie nicht real fiir 2 ~ oo unendlieh werden. Daher soll jene jetzt 
auftretende Konstante Null sein, und desshalb 

d 
/L 

.=~d,(x,), d . i .  Zf(x,, (h) = y , )  = o ,  

wenn die Summe iiber alle Sehnittpunkte (x, ,  y,) zwisehen der Kurve (I) 
und irgend einer der Kurven (5) ausgedehnt wird, und wenn, wie gesagt, 
r ein allenthalben endliches und stetiges Integral ausmacht. 1 

Sei zweitens r ein Integral drifter Gattung, welches in zwei Punkten, 
die a und /~ heissen m6gen, - -  unstetig und daselbst unendlieh wie 

log ( x - - a )  fiir x = a wird, aber an allen anderen Stellen endlich und 
stetig ist, und seien $~ , 72~ ; $~, ~2 die Koordinaten jener Unendlichkeits- 
punkte, und sei das fragliehe Integral speciell yon der Form eines Normal- 
integrals, das in jenen Unendliehkeitspunkten genau gleich 

- -  r  

wird, so folgt aus dem AnuL'schen Satze (4) oder lieber aus dessen Be- 
weise, wenn man diesen Satz ~uf das Sehnittpunktssystem ( i ) u n d  (5) 
anwendet, aber mit jenem Integrale dritter Gattung, das ieh jetzt mit S~z 
bezeichne, eingefiihrt start r (lass 

d " 

eine solche rationale Funktion von 2 sein muss, welehe in der komplexen 2- 
Ebene an nur zwei Stellen unstetig und unendlich wird und dann gleich 

d i 
d), ' 1 - - ) , , '  

~ Diese und nitchstfolgende Beweisfiihrung findet man bei RIE~ANN in dessen 
Theorie der Abel'schtn Funktionen (Art. I4), Ges. Werke yon RIE,~IANN, S. I2 3. 
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wenn 2, und  ,t~ die W e r t h e  des Parameters  )t in den Unend l i chke i t spunk ten  

vorstellen, also 
r ,~,) 

,;t I = r162 ~,)' 

,t, = ___q)(~,, V,) 
~, f -  �9 q (r V,) 

Eine  solche F u n k t i o n ,  wenn  sie in allen anderen P u n k t e n  2 endl ich sein 

soll, kann  nur  die F o r m  besitzen: 

d )' - -  ~' C. d~ log ~,~ ~ + 

D a m i t  aber ftir ~ = c-xv die fragliehe ~ n ieh t  unendl ich  werde, muss 

sein C = o ; desshalb: 

(B) d,=,E S'~ ( x ) = d,a. d,, log a --  2," 

II .  
Zwei  Fo lgerungen  des l~orangehenden. 

dx  
Man  trage in (A) fiir ~ seinen W e r t h  aus (,) ,  kiirzer 

F ( , ,  v) = o, 

und  (5) ein. Man wende also die zwei folo.enden Gle iehungen  an: 

aF dx aF dy 
ax d), + ay d ) , -  o ,  

und  m a n  wird somit,  wenn der Kiirze wegen 

(AB) start  
aA aB aA aB 
ax ay ay ax 

geschrieben wird, erhalten" 

(6) d x  _ a:l 
d~, (Fr + ~(Fq")" 
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Es soll die in (A) auftretende Funktion [(x, y) rational sein, ulso gleich 
dem Quotienten zweier ganzer Funktionen. Soll aber das Integral 

r = f r ( x ,  y)dx 

eben der ersten Gattung werden, so muss, wenn f =  oo, d:r, verschwinden, 
also f gleich 

M 
oF 
0y 

sein, M eine ganze Funktion und zugleich die Doppel- und Riickkehr- 
punkte der Kurve F = o  als Nullpunkte hal)end. Ferner muss, damit 
das Integral auch im Unendliehen endlich werde, M, falls F vom Grade 
mi s t ,  selbst vom Grade m - - 3  sein. 

Die Gleiehung (A) besagt somit, dass es sei 

( A ' )  _ o ,  

fails die Summe iiber alle Schnittpunkte: F = o ,  ~ =  o, ausgedehnt wird. 
Das zur Gleiehung (I) oder zur Kurve F ~ o zugeh6rige Integral 

drifter Gattung allgemeinster Art ist der Form 

(7) f Ndx (ax -t- by + c)o__F" oy 

Dann liegen die beiden Unstetigkeitspunkte des [ntegrats auf der Gerade" 

(s) ax  + by + c = o ,  

und N soll eine ganze Funktion m -  2 re" Grades bedeuten, die fiir die 
iibrigen m -  2 Schnittpunkte der Kurve F = o mit der Gerade (8) so- 
wie ffir die Doppel- und Rflckkehrpunkte jener Kurve F----- o verschwindet. 
Hieraus geht eine wichtige Beschrgnkung der Funktion N hervor. Falls 
die beiden Unstetigkeitspunkte des Integrals m i t a  und /3 und die m -  2 
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Schni t tpunkte  der Gerade ~/~, 

mi t  a ,  a ' ,  a" ,  . . .  bezeichnet werden, so muss sein: 

(9) 

die 

muss sein: 

A. V. Biicklund. 

d. i. der Gerade (8), und der Kurve N ~ o  

aa . aa' .  . . .N($, , r/,) 1 

f l a .  fla' . . . N ( ~, , r/,) " 

Weil aber dieselben Punk te  a ,  a ' ,  a " , . . ,  zusammen m i t a  und ~8 

Schni t tpunkte  der Kurve F ~--o und der Gerade (8) ausmachen, so 

oF oF 
( l l  "31- a2 

~fl .  ~ . .  ~ . , .  = ( _  , ) ,n- ,  ~ ,  or/, 

(~o)  "' E . ( ~ , ,  ~,) ' I oF oF 
aj Z~ -}- r  

"m ar  " Or/, 
=fl f l~f l""  = ( - - ' )  ~ . , ( : , : a ; 5  , 

%, % die Richtungscosinus der Gerade a~ bezeichnend und F , , , ( % ,  % ) d a s  

Aggregat  der Glieder m re" Grades in Bezug auf x ,  y yon F,  nachdem 

%,  % sta~ x bez. y eingefiihrt  worden shad, darstellend. 

:Nun ist 
a~ b 

(L~ a 

und  wir werden also aus (9) und ( ,o)  zu schliessen haben, (lass 

N($,, r/,) N($,, r/,) 
(I I) oF bO F  - -  O F _ _ b a F "  

a r / ~ - -  ~ a a -  ~ 

Nil he des Punktes  a wird das Differential des Integrals  (7) In  der 

der Form:  
(x ~) 2v($,, r/,)dx ),a~" 

(a(x - -  ~,) + b (y  - -  r/, ) ~  
trod in der :Nghe des Punktes  /~ der Form:  

3) .N(~, ,  r / , )dx 
OF" 

(a(x  - ~2) + ~(v - r/,)) ar/~ 

' Wir stiitzen uns hierbei auf die folgende Entwickelung einer ganzen Funktion 

n ten Grades f ( x ,  y): f ($  "t" p a , ,  r~ 4- pa , )  = t'($, r/) -t- ,o a, ~ -]- a, + . . . , o " f , ( a , ,  a~,  

und interpretiren p a l s  Radius vektor vom Punkte ($, ~7) und a, , a, als seine 1~ichtungs- 
r 
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Im ersten Falle soil der Punkt  (.v, y) auf der Kurve F = o und un- 
endlich nahe an a liegen, wesshalb 

3F 3F 

folglich (12) yon der Form werden: 

N(~,, 7,)dx = K dx 
3 F  b 3 F  x " " 

( x  - -  ~ , )  a 3'2, 3r  

Im Ausdrucke (t3) soll (x, y) unendlieh nahe dem Punkte /~, dennoch auf 
der Kurve E = o gelegen sein, und daher (,3), auf Grund yon (, ,), die 
Form annehmen: 

dx 
- -  K - -  

X - -  ~ ,  z " 

Im obigen in (B) eingehenden Integrale S~,, ist N mit einem solehen 
Faktor versehen, dass die entsprechende Gr6sse K eben gleich Eins wird. 

Die Gleichung (B) giebt daher fiir 2 = o und nach Einffihrung des 
Wel~hes (6) den Satz: 

+ by + c)(Fr = , - -  ~ ,~' 

falls die Summe fiber alle Schnittpunkte zwischen F - - - -o  und 4~ = o 
ausgedehnt wird. 

Der Satz (A') ist von JACOBI in einer etwas allgemeineren Form ge- 
geben worden, n~mlich in der Form: 

(") O, 

wobei F ,  ~ und 32 beliebige ganze Funktionen der Grade m bez. n und 
m -b n -  3 darstellen und die Summirung fiber alle Schnittpunkte zwischen 
F =  o und ~ = o auszudehnen ist. 

Dieser Satz zusammen mit einem anderen, dcn Satz (B')umfassenden, 
wurde yon JACOm entwickelt im ]3. x4, S. 28I des J o u r n a l s  yon CRELLE. 
Man siehe auch die Theorie der Abel'scben Funktionen yon CLEBSCH und 
GORDA~, Leipzig I866, wo diese S~itze yon JACOBI zum Beweise der 
ABEL'schen S~tze (A) und (B) benutzt worden sind. 
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Der von JACOBt gegebene Beweis seiner S~itze ist rein algebraiseher 
Natur, elementgr, jedoch inl Vergleieh zu den oben vorgetragenen Beweisen 
komplieirt. Es giebt aber eine rein geometrisehe Beweisffihrung jenes 
Satzes (I 4), die an Einfaehkeit und Uebersiehtliehkeit Niehts zu wiinsehen 
iibrig l~sst, die freilieh einen Satz von LIOUVILLE in T. VI, p. 345 des 
J o u r n a l  de M a t h d m a t i q u e s  (I84I) iiber den Schwerpunkt der Sehnitt- 
punkte zweier Kurven voraussetzt, aber dieser Satz kann, wie ieh friiher in 
einer Abhandlung Om geomelriska kurvor reed dubbel krdkning in T. VIII  
der J a h r e s s e h r i f t  der U n i v e r s i t ~ t  zu L u n d  (187I) gezeigt habe, sehr 
leieh~ auf rein geometrisehem Wege gewonnen werden. Hiervon wird 
das Ngehstfolgende handeln. 

I I I .  

E i n  S a t z  t, ol~ L i o u v i l l e .  

Folgende Bemerkung schicke ich voran: 
Wenn eine solche einfach-unendliche und stetige Kurven-Schaar vom 

Index #: 

( '5) f (x  , y ,  2) = o,  

vorgelegt ist, die zwar # Kurven dureh einen beliebig genommenen Punkt, 
aloer durch einen Punkt O besonderer Lage n u r / ~ - - r +  i Kurven sehiekt, 
und dabei immer O fiir eine der letzteren r-faeh ist, und O nur in der- 
artigem Falle fiir eine der Kurven (I 5) vielfaeher Punkt wird, so bilden 
die geraden Polaren yon O in Bezug auf die Kurven der gegebenen 
Sehaar eine Schaar vom Index / 1 - - r +  i. 

Ffir den Beweis zeige ieh zun~iehst, dass im angenommenen Falle die- 
jenige Kurve der Sehaar (I5) , die O als r-faehen Punkt besitzt, ffir r ver- 
schiedene Kurven gezhhlt werden muss, deren nur eine O als r-fachen, 
aber eine andere ihn als r - -  I-fachen, eine dritte ihn als r - -2 - f achen  
Punkt besitzt, u. s. f. Es soll ngmlich jetzt fiir einen gewissen Werth 20 
yon 2 tier obigen Voraussetzung gem~iss sein: 

f(2 ~  f'(2 ~ = o ,  , f,_,(~,o) = o ,  



G e o m e t r i s c h e r  B e w e i s  e ines  a l g e b r a i s c b e n  ,%atzes yon  J acob i .  2 9 5  

falls start x und y die Koordinaten yon 0 eino'etragen werden. Aber 
diese Gleichungen fflhren die folgenden mit sieh: 

I ~ f ( , , l , )  = o ,  f ' ( ) , , )  ---- o ,  , f ' - ~ ( J l , )  = o ,  

w e n n  ~i ~--- ~0 + d~ und d~ unendlieh klein ist; ferner 

2 ~ f(#~,)  = o ,  f ' ( ) , ~ )  = o ,  . . . , f r - ~ ( ) , 2 )  = o ,  

falls ,t~ = )'1 + d,t, d2 unendlieh klein; u. s. f. ; endlieh 

( r - -  I) ~ f ( , L - , )  = o ,  

2,--~ = 2r--~ + d2, d~ unendlieh klein. 
Sei dann 

(a~) f ( x  , y ,  ~o) --_ o 

die Gleichung der Kurve mit 0 als r-fachem Punkte. ~ Sie ist nach dem 

eben Angemerkten als zusammenfallend zu betraehten mit einer zweiten 
Kurve 

(a 2) f ( x ,  y ,  ,tl) ----- o 

mit O als r - -  I-fachem Punkte,  2 mid mit einer dritten Kurve 

(a~) f ( x ,  y ,  ,t2) = o 

mit 0 als r - - 2 - f a e h e m  Punkie,  u. s. f., schliesslich mit einer Kurve 

(a,) f ( x  , v ,  ~'r--,) = 0 

mit O als einfachem Punkte.  

Sei dann p ein Punkt  Mlgemeiner Lage in der x ,  y-Ebene, so finden 

wir, dass unter den ersten Polaren yon p in Bezug auf die Kurven (I5) 
jedenfalls r - -  I Polaren, n~imlieh diejenigen in Bezug auf (al) , (a2) , (a3) , . . . ,  

(a,_l), dutch O gehen. Unter den geraden Polaren des letzteren Punktes 
in Bezug auf die Kurven (i 5) gehen also immer diejenigen, welche den 

Kurven (al) , (a~), (a3), . . .  , (a,_,) zugehSren, durch den beliebo genom- 

t Also mit r Zweigen durch O. 
Nttmlich, nach I ~ mit r--- x Zweigen durch 0. 
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menen P u n k t  p und werden folglich unbest immt.  Nun  kann aber die 

Schaar der geraden Polaren irgend eines Punkfes  in Bezug auf die Kur- 

ven (I5) h6chstens vom Index p werden, so dass h6chstens /1 derselben 

durch irffend einen beliebi~'en P u n k t  p o'ehen. 1 Vom Punkte  O gilt daher 

insbesondere, dass unter  seinen geraden Polaren in Bezug auf die Kurven 

der Schaar (I5) , - - w e n n  die Kmwe mit  O als Mult ipelpunkte  ausge- 

sehlossen wird, - -  nur  / ~ - - r +  i derselben durch p gehen, oder dass 

jene gerade Polaren des Punktes 0 eine Kurve der t t -  r + 1 "~t~" Klasse 

umhiillen. 

Ieh  betrachte jetzt eine Kurve  (K) der mt~ Klasse und eine Sehaar 

von Kurven  C', C" n ter Klasse, welehe letztere s~immtlich yon den- 

selben n ~ Geraden beriihrt sein sollen. K und C' hat  eine Tangenten- 

gruppe gemein, die ich mi t  I "  bezeichne, K und C" eine derartige, die 

F "  heisse, u. s. f. Es bilden diese F ' ,  T"', . . .  eine Kurvenschaar vom 

Index m, denn durch jeden P u n k t  (p) der Ebene o.ehen m Tangenten  

der Kurve  K und jede dieser Tangenten  wird yon einer, aber aueh nu t  

einer der Kurven  C', C", . . .  beriihrt. ])iese, jene Tangenten beriihrenden 

Kurven  C best immen ihrerseits die einzigen T a n g e n t e n g r u p p e n / " ,  I ' " ,  . . .  

die durch den Punk t  p hindurchgehen.  Wir  sehen ferner, dass, wenn O 

ein r-faeher P u n k t  einer I '  wird, es nur  m -  r andere durch O hindureh- 

gehende F ' ,  / " ' ,  . . .  geben kann, weil nSmlich jetzt r yon den Tangenten 

an K,  yon O aus gezogen, yon ein und derselben Kurve  C beriihrt wer- 

den. Die Sehaar der Kurven  17', I ' " ,  . . .  ist also gerade des oben postu- 

lirten Charakters. 

Auf  diese Kurvenschaar k6nnen wir daher den obigen Satz anwenden. 

T h u n  wir es, so erkennen wir sog'leich, dass die geraden Polaren irgend 

eines Punktes  O in Bezug auf die der Kurve K und den versehiedenen 

Kurven C , C , . . .  gemeinsamen ~an~enten~ruppen im Allgemeinen, wenn 

0 ausserhalb K liegt, eine Kurve  der mt~ Klasse umhiillen, die mi t  K 

' 7 die yon O aus zu ziehenden m [[an~enten gemein hat;  

wenn aber O zwar ausserhalb K liegt, aber Schni t tpunkt  zweier ge- 

meinsamer Tangenten yon K und einer der Kurven C ist, so wird die 

Klassenzahl der umhii l l ten Kurve  nur  m -  i ;  

1 Es gilt niimlich /~ als Index fiir die Schaar der Polaren beliebiger Ordnungs- 
zahl irgend eines Punktes in Bezug auf die Kurven ([5). 
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und wenn r der yon 0 ausgehenden Tangenten an K zugleich ein 
und dieselbe Kurve C' beriihren, so wird die Klasse der yon jeaen geraden 
Polaren yon 0 umhiillten Kurve nur m -  r + I. 

Abet wenn insbesondere die Kurve K im Beriihrungspunkte einer der 
Tangenten durch 0 yon einer Kurve C O beriihrt wird, so gilt yon der 
ersten Polare eines beliebigen anderen Punktes p in Bezug auf die den 
beiden Kurven K und C O gemeinsame Tangentengruppe, dass sie durch 
jenen Beriihrungspunkt beider Kurven geht und diese dort auch beriihrt. 
Dieselbe Polare muss ferner die Schnittpunkte der Tangente yon K und 
C O im gemeinsamen Beriihrungspunkte mit den iibrigen diesen Kurven 
gemeinsamen Tangenten enthalten, weil diese Punkte Doppelpunkte der 
fraglichen Tangentengruppe, als Kurve betrachtet, ausmachen. Die An- 
zahl solcher Punkte ist nur m n -  2, weil die Tangente im gemeinsamen 
Beriihrungspunkte fiir zwei Individuen der fraglichen Tangentengruppe 
z~hlt. Hieraus wiirde abet folgen, dass jene erste Polare mit der Tan- 
genre im gemeinsamen Beriihrungspunkte der K und C O mindestens mn 

Punkte, n~imlich zwei mit jenem Beriihrungspunkte zusammenfallende und 
die eben erwi~hnten r a n - - 2  Doppelpunkte, gemein haben miisste. Die 
Ordnungszahl der Polare ist doch nut r a n - - I .  Die Tangente im an- 
genommenen Berfihrungspunkte zwischen K und C O gehSrt daher in ihrer 
ganzen Erstreckung der ersten Polare yon p zu, die daher dutch 0 geht. 
Die gerade Polare.von 0 in Bezug auf die ffir K und C O gemeinsame 
Tangentengruppe geht folglich durch p. Abet p war ganz beliebig zu 
nehmen. Die letzt-erw~ihnte gerade Polare wird daher unbestimmt. Es 
gehen aber durch 0 noch m - - I  andere erste Polaren von p in Bezug 
auf eben so viele andere Tangentengruppen, die fiir K und gewisse, yon 
der Lage yon p abh~ingige der Kurven C', C", . . .  gemeinsam sind. Die 
geraden Polaren yon 0 in Bezug auf diese Tangentengruppen werden im 
Allgemeinen vollkommen bestimmt und die einzigen derartigen, die durch 
p gehen. 

Hieraus kSnnen wir ferner schliessen, dass, wenn K von einer der 
Kurven C', C " , . . .  in k Punkten beriihrt wird, und die Tangenten in 
diesen Punkten durch 0 gehen, die geraden Polaren yon 0 in Bezug auf 
die Gruppen gemeinsamer Tangenten von K und C', yon K und C", etc., 
eine Kurve der Klasse m -  k umhiillen, deren yon 0 ausgehende Tan- 
genten ebenfalls K beriihren. 

Aeta mathemativa. 26. Imprim6 le 2[ juillet 1.902. 38 
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Vermittels des Korrelationsprincips oder einfach des Princips der 
reciproken Polaren in Bezug auf einen Kreis mit O zum Mittelpuukte 
werden wir yon den eben angefiihrten S~itzen zu anderen sehr einfacherer 
Form gelangen. Aus der Kurve K wird nfimlich jetzt eine Kurve m t~ 
Ordnung allgemeinster Art, aus der Kurvenschaar C', C", . . .  ein Biischel 
von Kurven C', C", . . .  n ter Ordnung mit n ~ gemeinsamen Schnittpunkten, 
aus der Gruppe F' der gemeinsamen Tangenten yon K und C' die Gruppe 
(T') der Schnittpunkte der entsprechenden Kurven, und endlich, weil dem 
Punkte 0 die unendlich entfernte Gerade entspricht, wird die gerade Polare 
von 0 in Bezug auf f '  in den Schwerpunkt der Gruppe ~-' transfor- 
mirt, hierbei doch alle Punkte in T' mit gleich grossen Massen versehen 
gedacht. 

Dies giebt uns folgende S~itze: 
Wenn K eine nicht-parabolische Kurve m te~ Ordnung und C', C " , . . .  

Kurven n ter Ordnung eines Biischels sind, so werden im Allgemeinen die 
Schwerpunkte der Schnittpunktssysteme der K und C', der K und C", 
u. s. f., eine Kurve mter Ordnung erfiillen, deren Asymptoten denen der 
Kurve /~ parallell laufen. 

Wenn aber eine der Kurven C dutch r der unendlich entfernten 
Punkte yon K hindurchgeht, also r Asymptoten hat parallell mit  eben so 
vielen Asymptoten der Kurve K, so kann die Ordnungszahl jener Schwer- 
punktskurve hSchstens m -  r + i sein; 

und wenn insbesondere r Asymptoten einer C mit eben so vielen 
Asym~loten der K zasammenfaUe~b wird jesse Ordnungszahl nut  m -  r, 
und die Asymptoten der Schwerpunktskurve laufen mit den iibrigen Asymp- 
toten yon K-parallell. 

Denken wir uns C' als eine Kurve n ter Ordnung allgemeinster Art 
und C" aus den Asymptoten yon C' gebildet, so giebt es in dem yon 
diesen C' und C" gebildeten Biichsel eine dritte Kurve, C'", die aus der 
unendlich entfernten Gerade, zwei mal gezShlt, und einer Kurve n - -  2 ter 
Ordnung zusammengesetzt ist. Diese C"' muss als die Kurve K in sSmmt- 
lichen ihren unendlieh entfernten Punkten beriihrend angesehen werden, 
und daher liegt jetzt ein Fall der zuletzt betrachteten Art vor, und zwar 
mit r - - - -m.  Wir  kommen aber dann gerade zu demjenigen Satze von 
LIOUVILLE, YOn dem am Ende des vorigen Abschnittes die Rede war und 
der folgendermassen lautet: 
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-,Der Sehwerpunkt der Sehnittpunkte zweier nicht parabolischer Kur- 
ven fiillt mit dem Schwerpunkte der Schnittpunkte der einen Kurve mit 
den Asymptoten der anderen und also mit dem Schwerpunkte der Schnitt- 
punkte der Asymptoten beider Kurven zusammen., ~ 

I V .  
E i n  S a t z  y o n  J a c o b i .  

x. Die Kurven des Biischels 

(16) ~ + ),r = o, ~ var. Parameter, 

besitzen s~immtlich dieselben Asymptoten, falls, wie ich annehme, F des 
n 're" und r des n ' - - 2  re" Grades in Bezug auf x ,  y sind. Sei F m ten 
Grades und 

(I7) F = - o  

die Gleichung der Kurve (t), die ich K nenne. Der Schwerpunkt der 
mn' Sehnittpunkte der Kurve K mit einer der Kurven (i6) wird jetzt, 
naeh dem oben bewiesenen Satze von LIOUVII, LE, Yon ~ unabh~ngig. Wenn 
daher die Koordinaten jener Schnittpunkte mit 

x l ,Yl  ; x2,Y2 ; " "  

bezeichnet werden, so muss sein: 

mt ~  m n  

(18) Z d x ,  : o,  Z d y ,  = o, 
i = 1  i = l  

wenn mit dx~, dy~ die aus der Aenderung d) yon 2 erfolgenden Aender- 
ungen von x~ und !A bezeiehnet werden. Diese Aenderungen sind aber 
durch die Gleichung (6) im Absehnitte I I  bestimmt women. Dadureh 

t " Oe bekommt man aus der ersten der Gleiehungen (t8) die Glelehun~: 

(19) (Fg) + ),(Fr = o, 

Auch andere Si~tze dieser Art betreffend Kurven doppelter Kriilnmung mid Fi~tchen 
sind in derselben Weise yon mir in der oben citirten Abhandlung in T. VII I  der J a h r e s -  
, schr i f t  der  U n i v e r $ i t / i t  zu L u u d  hergeleitet wordeu, 
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wo iiber alle ran' Schnit~punkte der zwei Kurven ( '7 )  und ( I 6 ) s u m m i r ~  
werden soll. 

E s  kann sein f - - - - V .  r wo cP eine ganze Funk t ion  des n t~" und V 

eine ganze Funk~ion des n ' - - n  t"€ Grades sind (n < n'). Man ha~ dann: 

(F f )  = V ( F r  + cP(FV), 

also aus (I9) ffir ~ = o :  

(2o) ~'~ ~Y V~F~) + ,= ~ ( ~ )  -- o, 

falls die erste Summe iiber die Schnit tpunkte" F = o,  r  und die 

zweite Summe iiber die der Kurven  F =  o,  V = - o  ausgedehnt  werden. 

und 

zweite Summe weg, und man hat  den JAcom'schen Satz (t4)" 

2. Wenn gesetzt wird 
OF 

V - -  0y ' 

demgem~iss n ' - - n -  m -  i, so fiillt in vorangehender Formel die 

~ "  r _ --. (Fr o, 

w o r  eine ganze Funk t ion  des Grades n ' - - - 2  = m + n ~ 3 ,  F und ~0 

ganze Funkt ionen  der Grade m bez. n vors~ellen, und fiber sfimmtliche 

mn Schni t tpunkte  der Kurven /?- - - -o ,  (P = o summirb wire]. 

3- Wenn  dagegen 

V =  (ax + by + c) ~--r ~y ' 

und demgem~ss n ' - - n - - - - - m ,  so muss sein: 

F ~ 0F, - -  

0r( 0F 0F \ 

und die Gleiehung (2o) n i m m t  die Form an: 

r 
+ O .  

(~A:.'=o)(ax + by + c)(Fq)) 
r 

Z r ~F~ a~P~ 
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Es muss nach dem Obigen r eine ganze Funktion des Grades n ' - - 2  
m -t- n - -  a sein. Sei sie ausserdem so gew~ihlt, (lass m - -  z der m 

Schnittpunkte der Gerade ax  -]- by + c ~ o m i t  der Kurve F ~ o Null- 
punkte ftir sie werden, so reducirt sich die zweite Summe in (2 i ) au f  bloss 
zwei Glieder 

I t 

deren das erste ein Substitutionsresultat der Koordinaten einer der iibrig- 
gebliebenen zwei Schnittpunkte: a:~ + by + c ~- o, F = o,  auslm~cht, das 
zweite Glied sich in derselben Weise auf den zweiten dieser Punkte be- 
zieht, u heisst der erste, fl der zweite Punkt. 

Aber oben, aus der Gleichung (l l), haben wit gesehen, dass, fails N 
eine ganze Funktion des m -  2 ~" Grades ist, die fiir die oben angenom- 
menen, fiir F ,  r und ax  .-{- by + c gemeinsamen m -  2 Nullpunkte ver- 
schwindet, so ist 

b ~_ F a aF - -  b a F ~ '  �9 

Wenn daher angenommen wird 

r  ~', 

wobei ~" eine ganze Funktion des n t~ Grades bedeuten soll, so wird der 

Ausdruck (2~) der Form 

K eine Konstante gleich 

N a f t .  aF 

Die Gleichung (2t) giebt somit die Formel" 

�9 - , ,  (ax + by + c)(Fq)) -~,,,~ ' 
(~=0)  a 

N die, wena der Kiirze wegen N start R7 gesehrieben wird, in die Formel 

(B') des Absehnit~es I I  fibergeht. 
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V I I  

D i e  A be l ' sehe  2 ' , ranseenden te  T~z( x ). 

Fi~r die LSsung des JAcom'schen Umkehrproblems spielt die Tran- 

scendente 
P Y~ 

#r 

eine Hauptrolle. Die hier angewandten Bezeiehnungen haben die folgende 
Bedeutung: a , /~  sind zwei Punkte auf der Kurve K ( F :  o), 1-[~ z ist 
ein Integral dritter Gattung, des sich auf die Kurve K bezieht und nur 
die Punkte a , /~  als Unstetigkeitspunkte besitzt. Es soll aber fiberdies 
1-I~z ein besonderes S~,~ sein, n~mlieh aus einem allgemeinen S~z und 
Integralen erster Gattung in linearer Weise so zusammengesetzt werden, 
dass bei gesehickter Wahl der Integrationswege: 

f dIIo  = f dH r, 

unter ~', $" zwei beliebige Punkte auf K verstanden. Ferner soll j0 des 
Geschlecht der Kurve K bedeuten und durch des Zeichen 

j 
(i=1 oder 2,8,...,p) 

eine Integration zwischen zwei bestimmten Punkten auf K, die ich kiirz- 
lich als Punkte x,, y~ bezeichne, vorgeschrieben sein; abet sdmmtliche 2p 

Punkte x und y sollen zusammen mit den ausser a und t9 befindlichen m -  2 

Schnittpunkten zwischen K und der Gerade aft sammt den Doppel- und R~ick- 

kehrpunMen w n  K auf  ein und derselben Kurve m -  2 t~ Ordnunq liegen. 

Es gilt dann der fiir jene Transcendente T~o(x) fundamentale Satz, 
dass dieselbe die Differenz zweier Funktionen ausmacht, deren eine nur 
yon a und x, die andere nur yon ~8 und .~ abh~ingt. ~ Diesen Satz werde 
ich hier aus dem CAR~o'r'schen Theoreme fiber die Schnittpunkte dreier 
Transversalen mit einer algebraischen Kurve (K) ableiten. 

Man siehe CLEBSCH und GOaDA,~: Theorie der Abel'schen i,'unktionen,~ Leipzig 
1866. S, [54--160. 
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Sei ~- ein P u n k t  auf K, der n icht  m i t a  und tq in gerader Linie liegt, 

5brigens aber beliebig fixirt ist, und seien die ausser a , / 7  und T vorhan- 

denen Schni t tpunkte  der Kurve  K mi t  den Seiten fiT, T a , atq des Dreiecks 

a~T mit  a 1, a~, . . .  bez. b 1, b~, . . .  und c 1, c 2, . . .  bezeichnet. Durch  

die p P u n k t e  (x) ,  die Doppel- und Ri ickkehrpunkte  yon K und jene 

Punk to  (a)  bez. (b) und (c) werden drei K u r v e n  m - - 2  te~ Ordnung  ge- 

legt, die durch die Gleichungen r = o bez. ~ ' z  o,  Z = o ver t reten sein 

m6chten  und die ich der Kiirze wegen mi t  ~ ,  q", 2' bezeiehne. Jede  

dieser Kurven  schneider K in noch p Punkten ,  die fiir die Kurve  @ 

t 1, t 2, . . .  fiir die Kurve  ~" z t , z ~ ,  . . .  und fiir die Kurve  Z Y~,Y2 . . . .  

heissen m6gen.  Die AREL'sche Gleichung (B) des Abschni t tes  I, auf 1-I~r 

start S~a angewandt ,  werde je tz t  yon den Sehni t tpunkten  der Kurven  K 

und ~" als un teren  zu denen der K u r v e n  K und Z als oberen Grenzpunkten,  

oder, wie ich kiirzer sagen k6nne, yon ~" zu Z integ rirt 'a Es k o m m t  

dann die folgende Gleichung heraus:  

X: fdlIo  + fdlIo  + alIo, = 
x i  = i =  I a T i = 1 bi z l  

U n d  wenn man  dieselbe Gleichung (B) auf 1-I~; anwendet  und  yon 

Z zu $ integrirt ,  bekommt  man:  

P " "-~x-'C p ~, [ (  )-'@" ! )J';('~ X fdH,  + 
i = l  " ~  " =  

Die Dreiecksseiten /gF, Ta,  a~ seien du tch  die Gleichungen e t - ~  o,  

B ~ o,  C ~ o vertreten.  D a n n  kann ich sagen, dass, wenn man  die 

zwei Different ialgleichungen (B) fiir II~,r. , II~, r, yon B zu c bez. C zu 21 

integrir t ,  die folgenden Relat ionen gewonnen  werden:  

(26) 
i ;c 

Die Wege, weleho die Sehnittpunkte: F = o ,  ~trq-,~Z= o, oder bez. der 
Gleiehung (25) die Sehnittpunkte: F = o, Z -I- ~r = o, besehreiben, wenn ,~ stetig yon 
o bis c~ variirt, werden zu Integrationswegen benutzt. Es werden aber noeh Wege 
yon xi naeh yt hinzugeffigt und ferner Integrationen von ~ naeh zi und yon x~ naeh t~ 
folgendormassen definirt: 

? ? /  / r  = + , = + . 
x x y x x y 
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(,7) .x feII,.,. +felI,.,. 
et a 

= log ~' ~" , 

hierbei a' ,  i f ,  [ '  Punk te  auf K bezeichnend, 
fl und T liegen. 

Es ist aber nach (23)" 

die unendl ich nahe an a bez. 

und daher: 

f elI,. . + f elIo... = f f 
a ~" u. 

gleich Null, wenn a' ,  ff und r' den kiirzesten Weg nach a bez. fl und r 
riicken. Durch  Addi t ion  von (26) und (27) erfolgt somit: 

(~8) 

Aber, wenn ,4 ,  B ,  C in der HEssE'schen Normal form gegeben sind" 

- -  
Y" 

r  - -  

L/inge des Lothes von T' auf a T sin T'Ta 

Litnge des Lothes yon T' auf fit sin T'Tfl '  

L~inge des Lothes yon /~' auf T f l  sin f l '~[  

L~nge des Lothes yon /~' auf a/~ sin/~fla' 

C) Llinge des Lothes yon a' auf f la  sin a'afl 
a ' ~  Liinge des Lothes yon a' auf Ta-----s in  a 'a  T " 

Es werden beim Grenziibergange a ' a ,  f l ' f l ,  r ' [  Tangenten  der Kurve  K in 
den Punk t en  a ,  f l ,  r bezw. I ch  werde sie mit  r,  , r~, rr bezeichnen. Be- 
merken wir hernach,  dass der Formel  (9) des Abschnit tes  I I  zufolge: 

~ _ a  ~ a C l  �9 ( Z C ,  . ( Z C  a . . . 

z ~  t i c ,  . f l c ,  . Z c s  . . . ' 

q ' r ~  Tbl . TbI . Tb~ . . . 
~'~ ab,  . ab ,  . ab~ . . . '  

q)r Tal �9 Ta, �9 Tas �9 " "' 
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so finden wit dureh Addition der Gleichungen (24) und (25) und naeh- 
folgende Subtraktion yon (28): 

P y~ p ti p t~ 

(29) Z f(dII.~-- dII~) + Z f g I I ~  - -  Z fdII~ = 
i = 1  a't t ~ l  xi t = 1  xt 

r , i .  (~B, ~ ) p a , .  Ba, ..  �9 s~. (~ ,  rfl)rb,, rb , . .  �9 ~i~ (~o, - r ) . c , . . c , . . ~ ]  
~ si-(~,r.)ra, ~.a~ sin(va: a~)ab, ab, " 

Aber nach dem CARNOT'schen Theoreme, wie es, wenn die Ecken des 
Dreieeks (a/9~-) auf der Kurve (K) fallen, zu formuliren ist (siehe CtIASLES, 
Mgmoire de Gdomdtrie, Suite d 'Aper~ historique etc., p. 7:7,  846), wird 
der eingeklammerte Ausdruck gleich eins. Ferner muss nach (:3) sein: 

fdIL~--fdl-[~ = fdIL,~i-- fdIL,~,-- fdIL,~, = fall-Ion. 
xl xi a fl a x i  

Damit erfolgt aus (29) die Relation: 

P Yl p h p zi 

i = l  xi t = l  xi i = l  :ri 

also nach der Definition der Transcendente T: 

To~(~) = T o ~ ( z ) - -  T ~ ( z ) .  

Es geniige hier ~- als konstant, dagegen a ,  fl und x als variabel an- 
zusehen, damit wir in der letzten Formel den wichtigen Satz erblicken, 
dass die ABsn'sche Transcendente T,z eine Differenz zweier Funktionen 
ausmacht, deren eine nur von a und den p Punkten x, die andere nur 
von fl und denselben p Punkten x abhiingt. W. z. z. w. 

Acta m a l h e . m t / c ~ .  26. I m p r i m d  l e  7 aof i t  1 9 0 .  4. 3!} 


