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fiBER ZWEI NACHGELASSENE ARBEITEN ABEL'S UND DIE SICH DARAN 

ANSCHLIESSENDEN UNTERSUCHUNGEN IN DER THEORIE 

DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

VON 

L. F U C H S . '  

I .  

In  zwei nachgelassenen Abhandlungen (t. II ,  N:o V I I I  und N:o IX 
der von SYLOW und LIE besorgten Ausgabe der AnEL'schen Werke von I88 I) 
hat ABEL die Ss LEGENDRE'S iiber Vertauschung von Parameter und 
Argument bei den elliptischen Integr'alen drifter Gattung auf lineare 
Differentialgleichungen ausgedehnt. 

Diese Arbeiten ABEL'S sind alsdann yon J^conI (Crel le  J o u r n a l ,  
B. 32, p. x85) dureh eine abweichende l)arstellung derselben in ein helles 
Licht gestellt worden. 

Sind A 0 , A1, . . . , A, ganze rationale Functionen yon x, so betraehtet 
JncoBI neben dem 1)ifferentialausdrucke 

�9 . . • "0 [Y], : AoY + AlY '+ -t- -~Y" , 

' Die Abhandlung, welche wir hier ver5ffentlichen, ist die letzte, welche aus der 
Hand des verewigten Verfassers stammt. Als die Abhandlung schon im Druck war, 
wurde der Verfasser am 25. April plStzlich auf der Strasse yon der Krankheit betroffen, 
welche Bach wenigen :Minuten soinem ruhmreichen, der mathematischen Wissenschaft mit 
so grosser Hingabe und so seltenem Erfolg geweihten Leben ein Ende machte. Die 
Zeit und der Platz fehlen uns augenblicklich um eine angemessene Schilderung zu geben 
yon der Steltung, welche FUCHS in der mathematischen Wissenschaft einnimmt, sowie 
yon dora gewaltigen Einflusse, welchen er auf die Entwickelung der Mathematik in 
den letzten 37 Jahren, seit dem Erscheinen seinbr beriihmten Abhandlung Zur Them'ie der 
li~,earen Differentialgleichungen ausgeiibt hat. Eine solche Schilderung wird jedoch, wie 
wir erfahren, nicht lange ausbleiben. Die Redaklion. 

Acla mathemalica. 26. Imprimd le 6 aoflt 1,902. 
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wo die oberen Accente Ablei tungen nach x bedeuten,  den Differential- 

ausdruck 
[ Y ] 2 -  AoY q- D , ( A , y ) -  D~,(A2y) "-k . . .  +_+_ D: (A ,y )  

= BoY -I- B~y' + . . .  -t- B ,Y  (") 

welchen wir jetzt  als den zu [Y]l adjungirten ~ bezeichnen. Da nach 
LAGRA~GE z[y]~ a L y[z]~ fiir willkiirliche Funct ionen  y ,  z ein vollst~ndiger 

Differentialquotient ist, so setzt JAcom 

f{~[v], + v[~]~} d~ = [u, <. 

W e n n  die unabhgngige Variable x in [y]~, [y]~, [y,  z] mi t  einer unab- 

hiingigen Variablen a vertauscht  wird, so sollen diese Ausdriicke mit  [y]~), 
[y](~), [y, z] ( " ) , und  im Gegensatze hierzu die urspri inglichen auf x beziig- 

l ichen Ausdriicke mi t  [y]?), [y]~*), [y, z] (*) bezeichnet werden. 

Sei ?lk dieselbe Funct ion  yon a wie Ak yon x und 

- i lk -  ~k __ /Ok, 
Z - - ( Z  

so ist 

U = - - P 0 +  ax -a-x' + " "  +--ax" 

eine ganze rationalo Funct ion  yon x und a, 

(A) u = 2: c'.p~-.~, 

wo C~p den Coefficienten von x p in [x- ' - l ]~ bedeutet.  JAcom finder nun 

die Beziehung 

[ ' -~--1 ~~ I- '-!-I (" u, x - - a  j l  Jr"L x-a_12  ----- 

aus weleher er die andere ableitet: 

,[ (B) a~ v , . _ ~  ~ ~ - -x '~  =UV~, 

wo y eine L6sung der Gleichung [y]{*)----o, 3 eine L6sung der Gleichung 

[~]~") = o bedeutet. 
Ist  Yl ,  Y = , . ' . ,  Y, ein linear unabhgngiges  System von L6sungen der 

Gleichung [Y]I ~ o ,  z I , z~, . . . , z, ebenso ein linear unabh~ngiges System 

' Vergl. Crelle Jonrn.  B. 76, p. I83. 
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von LSsungen  der ad jung i r t en  Gle ichung  [z]2 = o ,  die beiden Systeme so 

gewiihlt,  dazs [y~, z,] ~ x,  [y,, z,] ~ o fiir i ~ k, so folgt  aus den  Gleich- 

u n g e l l  

[Yk, Z] = r k (k=l,2,...,n) 

fiir eine beliebige F u n c t i o n  z 

(I)  z (~)= ~ ) r ,  + z(2')r: + . . .  + z(:)r,, (~=o,1,...,,-,) 

und ebenso aus den Gle ichungen  

[y,  z~] --- s~ (~-',~,...,,) 

fiir eine beliebige F u n c t i o n  y 

(:) y(~) = v i %  + y i %  + . . .  + yi~,)~.. 

Setzt  m a n  mi t  JACOm in r~ fiir z 

z 

wo 3 eine LSsung  der Gle ichung  [3]~")~ o bedeutet ,  so folgt  un te r  An- 

w e n d u n g  der Gle ichungen  (B), (~), (2) das Resul ta t :  

" ~ f y~dx (c) I I ( k ) .  ') 
1 

= X 

wo th,  3z resp. dieselben F u n c t i o n e n  yon a sind wie yz, zz yon x, und  wo die 

S u m m a t i o n  auf  der rech ten  Seite sich auf g = I ,  2,  . . . ,  n; h =  I ,  2 , . . . ,  n 

und  auf dieselben Combina t ionen  yon m ,  p wie in Gle ichung  (A) bezieht. 
Fi ir  i =  o ,  I ,  . . . , n - -  I ,  k - ~ o ,  i ,  . . . ,  n - -  x stell t  (C) n 2 

,, .. {" y, dx 
Gle ichungen  dar, welche ges taf ten  die n ~ ~rossenJix:~,)k+1 l inear (lurch 

die n ~ GrSssen/" -~ tda-  k+, und  u m g e k e h r t  auszudriicken. 
J ( ~  - -  x)  

Sie l iefern die vollst~indige LSsung  des I~roblems, welches sich A n a l  

in der :N:o I X  der bezeichneten A b h a n d l u n g e n  gestel l t  hat te.  
Aeta math~matiea. 26, Imprim~ le 31 |uillet 1902. 41 
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II. 

N:O 1. 

Am Schlusse seiner Abhandlung (Crelle J o u r n a l ,  B. 32, p. 196) 
sagt JACOBI: ~Um das aufgestellte Theorem in ein vollst~ndiges Licht zu 
se~zen, und insbesondere die Anfangsgrenzen der In~grale zu bestimmen, 
und die nothwendigen Beschr~nkungen des Theorems anzugeben, ist es 
nSthig, den Character der LSsungen der linearen Differentialgleichungen, 
deren Coefficienten ganze rationale Functionen der Variablen sind, nSher 
zu ergriinden, wofiir, wenn man die zweite Ordnung iiberschreitet, noch 
wenig yon den Mathematikern geschehen ist.,, 

•achdem mir die Resultate meiner Untersuchungen iiber die Natur 
dieser Functionen die Mittel hierzu gew~ihrt hatten, unternahm ich es die 
ABEL-JAcom'schen Theoreme zu pr~icisiren. Es gclang mir gleichzeitig, auf 
diese pr~cisirte Formulirung reich stiitzend, Consequenzen dieser Theoreme 
von wie es scheint weittragender Bedeutung zu ziehen. Die Resultate dieser 
Untersuchung habe ich im Crel leschen J o u r n a l ,  B. 76, p. I77, ft. 
unter dem Titel ~>iiber Relationen, welche flit die zwischen je zwei singul~ren 
Punkten erstreckten Integrale der LSsungen linearer Differentialgleichungen 
stattfinden >> verSffentlicht. 

In dieser Arbeit beschr~nken wir uns auf Differentialgleichungen der 
Klasse, welche ich in meiner Arbeit (Crelle J o u r n a l ,  B. 66, p. 14 6, G1. I 2) 
dahin characterisirt hatte, dass in den zur Umgebung jedes der singul~iren 
Punkte gehSrigen Entwickelungen nicht unendlich viele negative Potenzen 
auftreten, welche also fiir jeden singul~ren Punkt eine determinirende 
Fundamentalgleichung aufweisen. 

Nachdem nachgewiesen ist, dass die adjungirte Differen~ialgleichung 
jeder Gleichung dieser Klasse ebenfalls zu derselben Klasse gehSrt und 
dieselben singul~iren Punkte besitzt, werden die Beziehungen erSrtert, welche 
zwischen den zu demselben singul5ren Punkte gehSrigen determinirenden 
Fundamentalgleichungen der ])ifferentialgleichungen und ihrer adjungirten 
stattfinden. 
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Es wh'd die Differentialgleiehung jener besonderen Klasse in die Form 
gesetzt: 

(D) [v]? ) = F(x)". r 1 7 6  o ,  

wo F ~ ( x )  eine ganze rationale Function k ten Grades bedeutet, und 

F ( x )  -~  ( x - - a i ) ( x - -  a2) . . . (x--no) 
ist. 

Nun wird nachgewiesen, dass bei vorgeschriebenen singul;,~ren Punkten 
a~, a~, . . . ,  ap die Coefficienten der Functionen I,~,,_~xp__~)(x ) so gew~hlt 
werden k6nnen, dass die Wurzeln der zu jedem ak geh6rigen determini- 
renden Fundamentalgleichung der Gleichung (D) von einander versehieden 
und ihre realen Theile negativ und absolut kleiner als Eins sind; was zur 
Folge hat, dass aueh fiir die zu (D) adjungirte Differentialgleichung 

(E) 
n 

i 'z l(~) ~ ) a - l  (~) L 3' Z a ( - -  I e x [F ( n_aLo_ l ) ( X ) _ l~ ( x ) " z  ] - ~  0 
0 

die Wurzeln der zu jedem ak geh6rigen determinirenden Fundamental- 
gleichung die n~mliche Eigensehaft haben. Die Coefficienten k6nnen 
aber so gew~hlt werden, dass gleichzeitig die Wurzeln der zu x ~ cxv ge- 
hSrigen determinirenden Fundamentalgleichung ffir jede der Gleichungen 
(D) und (E) yon einander verschieden und in ihren realen Theilen positiv 
und gr6sser als Eins werden. 

Von der Differentialgleichung (D) wird in der Fortsetzung der Arbeit 
vorausgesetzt, dass die Wurzeln der zu jedem a k geh6rigen determinirenden 
Fundamentalgleichung yon einander versehieden, und in ihren realen Theilen 
negativ und absolut kleiner als Eins sind, w~hrend fiir x ~ c~ nur ge- 
fordert wird, dass die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung 
yon einander verschieden seien. :Nach den daselbst angestellten Er6rter- 
ungen hat alsdann die zu (D) adjungirte Gleichung (E) dieselbe Eigen- 
schaft. 
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~ : 0  9.. 

Wir setzen (p. 178 der Arbeit), um die durch die Integration in 

[y, z] eingefiihrte Constante zu fixiren, 

(~) [y,z] = Z~H~, 
0 

~--1 )t--1 

(2) Ha-~ Z.(-- I)~ ~.(-- I)"z~ 
0 

Wenn nun nach Gleichung (D) 

(3) a ,  = F(._<._,)(x). F(~)~ 

gew~hlt wird, so wird unter den am Schlusse der N:o I. erw~hnten Voraus- 

setzungen nachgewiesen, dass" 

(4) [y ~A-~] (') = o  
X - -  a J x f a  

wenn y eine L6sung der Gleichung (D), a einer der singul~iren Punkte  

a~, a ~ , . . . ,  %, und a yon a verschieden ist. 
Setzt man in Gleichtmg (E) a an die Stelle der Variablen x, und 

bezeichnet dann eine L6sung derselben mit ~, so folgt ebenso 

(5) ~ O ~  
j a = a  

wenn x yon a verschieden ist. 
Es werde nunmehr  die x Ebene durch einen zusammenhangenden 

sich selbst nirgendwo schneidenden Linienzug ~ zerschnitten, der die Punkte  

a~, a 2 , . . . ,  ap in sich aufnimmt, der aber auch durch a0 ~ - c ~  hindurch- 

geht, wenn die realen Theile der ~Vurzeln der zu x = cxv gehSrigen deter- 
minirenden Fundamentalgleichung grSsser als Eins sind. Es mSge l, den 
Theft des Schnittes ~ bezeichnen, welcher in einer ein fiir allemal fest- 
gesetzfen Richtung von % nach a~+l fiihrt. Wenn a an die Stelle der 
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Variab|en x gesetzt wird, so soll die a Ebene durch einen mit ~ sich 
deckenden Linienzug zerschnitten werden. 

Es wird jetzt, unter Beibehaltung der in (3) festgelegten Bedeutung 
yon Ak, yon tier ABF~L-JAcoBI'sehen Gleiehung (B) ausgeffangen, in welcher 
mit y eine LSsung der Gleichung (D), mit 3 eine L6sung der Gleichung (E) 
(naeh Vertauschung tier Variablen x mit a) bezeiehnet wird. Wird diese 
Gleichung in Bezug auf x 1/ings l~ yon a s bis a~+l, und in Bezug a u f a  
l~ngs l, yon a, bis a,+~ integrirt, wobei vorausgezetzt wird, dass die Theile 
l s und l~ nicht zusammenstossen, so erhfilt die linke Seite nach den Gleich- 
ungen (4) und (5) den Werth  Null, es ist also 

a/t+l av+l 
(F) 

all av 

(1. c. p. 188, G1. 4; P- 206, G1. T.). 
Erheblichere Schwierigkeiten stellten sich in den Weg, als wir die 

Gleichung (B) in Bezug auf x und in Bezug auf a resp. l~ings zweier auf 
einander folgender Theile l~, l~+z zu integriren unternahmen. Es wiirde 
mich zu weir ftihren, wenn ich die Hiilfsmittel, welche wir (1. c. p. I89 
- -206)  aus einem tieferen Eindringen in die Natur  der L6sungen der 
linearen Differentialgleichungen sch6pfen mussten, hier skizziren wollte. 
Ich muss mich daher beniigen, das 1. c. p. 2o6 erhaltene Resultat hier 
nur zu beschreiben: 

Wir  bezeichnen mit 7/i , r)2, . . . ,  ~,, das zu x = cxv geh6rige kanonische 
Fundamentalsystem von L6sungen der Gleichung (D), mit ~ ,  ~ , . . . ,  ~, 
das zu x = ~ geh6rige kanonische Fundalnentalsystem der adjungh'ten 
Gleichung (E), welche so gewfihlt sind, dass r)k, ~ adjungirte Elemente 
bedeuten (1. c. p. I83). Ferner bedeuten rh~,, ~z ,  . . . ,  r], s das zum singul/iren 
Punkte as+ 1 gehSrige kanonische Fundamentalsvstem der Gleichung (D), 
~-~, ~ , , " ' ,  ~,,s das zu demselben singulfiren Punkte gehSrige kanonische 
Fundamentalsystem yon L6sungen der adjungirten Gleichung (E), welehe 
wieder so gew~ihlt sind, dass r]ks und ~,  adjungirte Elemente bedeuten. 
(Vergleiche die Definition des zu einem singuliiren Punkte gehSrigen 
Fundamentalsys~ems in meinen Arbeiten, Cre l l e  J o u r n a l ,  B. 66, p. I39 
und B. 68, p. 364). 
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Zwischen diesen Systemen finden die Gleichungen 
i t  

(6) 
n 

= E~ c~ ~ 
1 

start, wo bk~ , ck~ Constanten sind, fiir deren Berechnung in meiner Arbeit 

(Cre l le  J o u r n a l ,  B. 75, P. 2Io) ein ~Veg angegeben worden. 
Sind r~, r 2 , . . . , r,, die Wurzeln der zu as+, geh6rigen determinirenden 

Fundamentalgleichung der Gleichung (D) 

(7)  

so ist 

(s) 

D ( r ) : o ,  

/ ~'< = ( ~ - -  a,<+,)',. ~ , (x ) ,  

/ ~,< --- ( ~ -  a,,+,)-'-'>. ~ ( ~ )  

wo ~ ( x ) ,  ~b~(x) in der Umgebung yon  x = a.+, holomorph und fiir x = a.+, 
yon Null  verschieden sind. 

Es zeigt sich, dass 

(9) [~z, ~.,,] = ~,t(as,+i)~),.(as~+l)'n'(i"~.), 
wo D'(r)  die Ableitung von D(r )  nach r bedeutet. 

Die in ~a(x),  r auftretenden willkiirlichen Factoren werden nun 

so gewShlt, dass die rechte Seite der Gleichung ( 9 ) d e n  We14h Eins 
annimmt, so dass 

(IO) [~1#, ~/i] : I .  

In  gleicher Weise lassen sich die unbestimmten Factoren yon ~]k, 
so bestimmen, dass 

(,o~) [~ ,  a] = ~. 

Zwischen den GrSssen c,k, und b~k finden die Gleichungen start 

(II) 

n 

~ ,  b~., c,. = o 
1 

n 

X,b~,c~,  = I . 
1 

!L [ - -  I ,  2 ,  . . .  n ,  
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Nach diesen Er6rterungen und Festsetzunffen wird das folgende 
Resultat erschlossen : 

(G) all+l att+2 ~_~ bkaClae -rrira 

% %+1 1 

wo 3~ dieselbe Function von a ist wie zz von x, 1. c. p. 206. 

I I I .  

~-r~T:o 1. 

Der wahre Sinn und die Wichtigkeit der in den Gleichungen (F), (G) 
auftretenden Resultate wird in ein hclleres Licht gesetzt (lurch eine Arbeit, 
welche ich spt~ter in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie (22 
December ,892, p. I I I3) ver6ffentlicht habe. 

In dieser Arbeit wird auf die Rolle hingewiesen, welche die Coeffi- 
cienten der Fundamentalsubstitutionen der L6sungen der Differential- 
gleichung in jenen Relationen (F), (G) spielen. Zu diesem Ende ist nur 
eine etwas ver~inderte Schreibweise der rechten Seife der Gleiehung (G) 
erforderlich. Durch diese Sehreibweise tritt der Umstand besonders hervor, 
dass die rechte Seite lediglich yon den Coefficienten der auf a,+l beziig- 
lichen Fundamentalsubstitution der L6sungen r]l , ~]2, . - . ,  ~, abh~ingt. Dieser 
Umstand aber bringt es mit sieh, dass die Relationen (F), (G) einen in- 

varianten Character haben, in dem Shine, dass sic fiir die gesammte Klasse 
yon Differentialgleichungen, zu welcher eine vorgelegte Differentialgleichung 
geh6rt, die gleiche Form behalten. Diese Invarianz macht es m6glich, 
gewisse beschr~inkende Voraussetzungen, welche in der Arbeit (Crelle 
J o u r n .  B. 76, p. 177 ft.) tiber die Wurzeln der determinirenden Fundamental- 
gleichungen gemacht worden sind, aufzuheben. Dieses wird in der in 
Rede stehenden Arbeit nachgewiesen; es wird nur, um Complicationen in 
der Darstellung zu vermeiden, die Voraussetzung gemacht, dass die Dif- 
ferenzen zweier jener Wurzeln, wenn sic nicht s~immtlieh ganzzahlig sind 
aber zum Auftreten yon Logarithmen keine Veranlassung geben, nicht 
zum Theil ganzzahlig sein sollen. 
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Sei 

F ( x )  = ( x ~ a l ) ( x ~ a ~ )  . . . ( x - - % ) ( x - - b l ) ( x - - b ~ )  . . . ( x - - b ~ )  

n 

ivl?> = X . V ( . _ 0 > ( : _ , > ( x ) F ( x ) ' y + = o ,  

n 

(2) (~) [z]i :> , ( - - - , )  D : ( F ( , _ , > ( ~ _ , > ( x ) F ( x ) " ~ )  = o ,  

r - ~ p - + a ,  

wo bl,  b 2 , . . .  , b: diejenigen singul~ren Punkte bedeuten, bei deren Um- 
kreisung s~mmtliche Integralquotienten ungeiindert bleiben, w~ihrend mit 
a 1 , a~, . . .  , ap diejenigen singul:,iren Punkte bezeichnet werden, ffir welche 
die Differenzen der Wurzeln der determinirenden Fundamentulgleichungen 
nicht ganze Zahlen sind. 

Es werden nun vorliiufig noch die Voraussetzungen der Abhandlung 
(Crel le  J o u r n .  B. 76) festgehalten, dass die Wurzeln der zu al ,  a2 , . . .  , % 
geh6rigen determinirenden Fundamentalgleichungen in ihren realen Theilen 
negativ und absolut kleiner als Eins sind, und, um die oben erw~hnte 
ver:,inderte Schreibweise der rechten Seite der G1. (G) zu erzielen, die 
Substitution 

(b~,) (s. I I ,  N:o 2, GI. (6)) 

mit B, die Substitution 
/~1 ~ o ~ . . .~  o ' )  (: , ) . ~ , . . . ,  0 , ~,  = e ~mra , 

, 0 , . . . ,  ),~ 

(r~, r 2 , . . .  , r~ die Wurzeln der zu a~+, geh6rigen determinirenden Funda- 
menfalgleichung) mit L bezeichnet; dann ist 

S , , =  ( 9 , , )  ---- B L B  -1  

die dem Umlaufe um aI,+l angeh6rige Fundamentalsubstitution. Setzt man 
die Determinante 

~A 
]b~,]= A und Bkt--  ~bkt' 

so ist nach G1. (II)  in II ,  N:o 2. 
B ~  

ci.~- A 
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Alsdann ergiebt sich aus G1. 

ap.+l  ap,+2 

a,a ap.+l  

wenn wir 

n A(k , t )  

a~a- -  I 
0 

A(~,t)  _ bk. Bt, ,  
A 

I I I 7 G1. (S'). 
setzen. 

(Vergl. Sitzungsberichte 1. c. p. 
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(k=l,~, ...,n 
l=l,2~.,.,n) 

Die rechten Seiten der  Gleichungen (G') s ind  lediglich du tch  die a u f  a~,+l 

bez~gliche Fundamenta l subs t i lu t ion  des Fundamenta l sys tems  ~ , 722 , . . . ,  72, 

bestimmt. Diese Gleiehungen reprdsentiren n 2 Gleichungen f~r die n ~ Coe~i- 

cienten g~k dieser Fundamenla lsubs t i tu t ion .  

N:O 2. 

Wir kSnnen zunSchst durch eine Substitution 

(I) y ---- ( x - - a l ) - a ' ( x - - a ~ )  - ~  . . .  ( x - - a p ) - a p  w ,  

wo die GrSssen a l ,  % , . . . ,  ap Null oder positive ganze Zahlen bedeuten, 
die Gleichung (~) in eine Gleichung 

(2) B o w  + B lw" + . . .  -{- B,w ( ' ) =  o 

verwandeln, fiir welche die zu a l ,  % , . . . ,  % gehSrigen determinirenden 
Fundamentalgleiehungen in ihren realen Theilen positiv sind. 

Ist m , -  i die hSchste ganze Zahl, welche in den realen Theilen der 
Wurzeln der zu a, gehSrigen determinirenden Fundamentalgleichung der 
Gleichung (2) enthalten ist, so werde 

(3) 
H ( x )  : (x - -  a,) ' ,(x - -  a2)m~. . . (X - -  ap)'P, 

~b (x) ~--- (x - -  al) (x - -  a~) (x - -  %) 

gesetzt. Wir beweisen nun, dass man n ganze rationale Functionen 
g0(x), ~ t ( x ) , . . . ,  ~,_l(x) derart bestimmen kann, dass, wenn 

(4) Pk(x) = r 
fl(x) 

Acla matlwnmtiea. 26. Imprim~ le 1 aofit 190, 9. 42 
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und 

(5) u = Po(x)w + PI(x)w'-t- . . .  -t- P,- I (x)w ("-') 

gesetzt wird, die Differentialgleichung, welcher u geniigt, 

(6) Cou + Clu' + . . .  + C,u(") = o ,  

iiberhaupt dieselben singulliren Punkte wie (2) besitz~, und dass die realen 
Theile der Wurzeln der auf al ,  a 2 , . . . ,  ap beziiglichen determinirenden 
Fundamenfalgleichungen von (6) zwischen Null und der negativen Einheit 
sich befinden. 

Die Gleichung (6) gehO'rt zu derselbe~ Klasse mit der Gleichung (D), 
daher sind die Fundamentalsubstitutionen zu je einem singuldren Punkte fiir 
beide Gleichungen iibereinstimmend. 

Hieraus fliesst das folgende Resultat: 

Wenn die Gleickung (~) in Bezug auf die Wurzeln der determinirenden 
Fundamentalgleichungen ~icht den Voraussetzungen enlspricht auf Grund 
deren die Gleichung (G') aufgebaut worden ist, so kann dutch rationale 
Rechnungsoperationen eine mit (D) zu derselben Klasse gehSrige Differential- 
gleichung, wie Gleichung (6), hergeleitet werden, welche den genannten Foraus- 
setzungen Gen~ge leistet. Man ]tat alsdann in der linken Seite der 
Gleichung (G') nur [iir ~k, ~k, U die au[ die Gleichung (6) beziigliehen 
entsprechenden Functionen zu substituiren, wCihrend die rechten Seiten unge- 
dudert bleiben. Die so erhalte~en n ~ Gleichungen (G') liefern alsdann die 
Coefficienten g~k der zu a~,+~ geh6rigen Fundamentalsubstitution der Glei- 
chung (5). 

N:o 3. 

In derselben Arbeit werden alsdann noch die Relationen discutirt, 
welche durch die Gleichungen (F) und (G') zwischen den bestimmten 
Integralen 

a~+ 1 a#+~ 

1~  = f x ' ~ d ~ ,  Hi~ ) = f ~ ' a  dz 

und den Coeffieienten der zu a~,+~ geh6figen Fundamentalsubstitutionen 
festgestellt sind. Wir heben daraus das Ergebniss hervor: SSmmtliehe 
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GrSssen I~  ) lassen sieh durch ~(") 1~ ) 1 ") und siimmtliche Gr6ssen 
~ - k O  ~ ~ �9 " " ~ k , n ( z - - - l ~ - - I  

H~ ) d u r c h  T4(~) r4(,,) H(,0 linear und homogen darstellen. 
Zum Besehluss wird noch die Reehnung fiir n ~ I und n - ~  z 

durchgeffihrt. 

IV. 

Wir erw~ihnen hier noch die sich an die vorhergehenden Untersuch- 
ungen anschliessenden Arbeiten der Herren SCnL~SINGEa und HmSCH. 

Auf den Zusammenhang, der zwischen dem Vertauschungssatze und der 
Integration linearer Differentialgleichungen durch Quadraturen (bestimmte 
Integrale) besteht, hat  Herr  SCHLESINGEa (Crelle J o u r n .  B. 116, p. 97 ft. 
und Handbueh B. IP ,  1897, p. 405 ft.) hingewiesen. Bedeutetet D~(y) einen 
linearen homogenen Differentialausdruck nt-Ordnung mit der unabhfingigen 
Variablen x und Coefficienten, die ganze rationale Functionen mr-Grades 
sind, so zeigt sieh, dass der ABEL'sche Vertauschungssatz als specieller 
Fall ($ ~ o) in der allgemeinen Identit~it (GI. (C), 1. c. p. Io2). 

D~ ((z - -  x) ~-1) = ~3~ ((z ~ x) ~+ ~--l) 

enthalten ist, wo ~ einen linearen Differentialausdruck (m ~-n)t-Ordnung 
mit  der unabh~ngigen Variablen z darstellt, dessen Coefficienten sich aus 
denen yon D~ (und umgekeh~t) in einfacher Weise zusammensetzen lassen 
(GI. (2), (3), 1. c. p. Io2, lO3). 

Die L6sungen yon D,~(y)~: o lassen sich auf Grund der angegebenen 
Identit~t, durch die LSsungen v der zu ~b. ~ o adjungir~en Differential- 
gleichung (der EuLmt'sehen Transformirten yon D~ ~ o) in der Form 

y : -  f v ( z  
L 

und umgekehrt die L6sungen yon ~ ( u ) ~  o durch die L6sungen w der 
zu D~ ~ o adjungirten Differentialgleichung, in der Form 

darstellen, wo 
bedeuten. 

u = f w(z - -  x) 

L ,  A geeignet gew~ihlte geschlossene Integrationswege 
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Herr Hn/scH behandelt (Mathem. Annalen, B. 54, P- 202 ft.) die 
yon mir in den obenerwfihnten Arbeiten aufgestellten Relationen (Perioden- 
relationen), nachdem er (Matbem. Annalen, B. 52, p. I3O ft.) den Fall 
n ~ i vorweg genommen, indem er I) mit Benutzung der erw~hnten 
SCHLESINGER'schen Arbeit diese Relationen in der yon mir gegebenen Form 
aus dem Vertauschungssatze herleitet (Math. Annalen, B. 54, IIt Abschnitt, 
p. 249--275), und dann 2) eine andere --  der ersten algebraisch aequi- 
valente -- Form dieser Relationen angiebt, die, i n  •achbildung der von 
RIEMANN fi]r die analoge Frage der Theorie der AnsL'schen Integrale 
angewendeten Methode, dutch die Auswerthung eines gewissen Randintegrals 
erzielt wird (1. e. w 15-- I7 ,  p. 2 7 6 - - 2 9 5  ) . Unter der Voraussetzung, 
dass die Monodromiegruppe der betrachteten Differentialgleichung eine defi- 

ni te  HERMITI~'sehe Form in sich selbst transformirt, liefert dieselbe Methode 
der Randintggration eine Ungleichung fiir die realen und imaginiiren Be- 
standtheile der gedachten Integrale (in dem eine aus diesen Integralen 
gebildete [-~ERMITE'sehe Form sich als stets positiv definit erweist), die der 
yon RIEMANN fiir die Periodicit~tsmoduln der AnsL'schen Integrale auf- 
gestellten Ungleichung analog ist (1. c. w I8, p. 295--313;  w 2o, p. 
316~322).  

Berlin, 15. M~rz I9o2. 


