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0BER PERIODISCHE APPROXIMATIONEN ALGEBRAISCHER ZAHLEN 

V O N  

HERMANN MINKOWSKI  
I N  Z t T R I C H .  

ABEL sagt an ether Stelle (Oeuvres, t. I I ,  p. 217) mit Bezug auf das 
Problem der algebraischen Aufl6sung der Gleichungen: ,Au lieu de de- 
mander une relation dont on ne sait pas si elle existe ou non, il faut de- 

mander si une telle relation est en effet possible>,. Eben diese Weisung 
befolgend, kSnnen wir auch einer anderen, noch unerledigten Aufgabe auf 

dem mannigfaltigen Gebiete der AuflSsung der Gleichungen n~iherzutreten 
versuchen. Wir  wollen bier die Frage behandeln: 

Welche aOebraische Zahlen besitzen analoge periodische Approximationen, 
wie sie die reellen algebraischen Zahlen zweiten Grades verm6ge der Periodi- 
cite~t ihrer Entwicklungen in gew6hnliche Kettenbrfiche aufweisen. 

w 1. Periodische Subs t i tu t ionenke t ten .  

t. Es sei a eine beliebige GrSsse und es werde l ~ ~ oder ~ 2 ge- 
setzt, je nachdem a reell oder complex ist. Wenn  a eine algebraische Zahl 
n re" Grades, d. h. eine Wurzel einer im Bereiche der rationalen Zahlen ir- 
reducibeln Gleichung n re" Grades ist, so kann der Ausdruck 

= x,  + ax2 + . . .  + ~ n - l x .  

fiir ganze rationale Zahlen x~, x2, . . .  x , ,  die nieht si~mmtlieh Null  sind, 
niemals versehwinden, aber, wofern n > l i s t ,  wohl dem Werthe Null  be- 

liebig nahe kommen. Wir  machen hier stets die Annahme n > I. Uber 
Av2a mathcmats 26. Lmprim~ le 1 aoht  1902. 



334 Hermann Minkowski. 

die Annfiherungen dieser Form $ an Null  gelten dann, wie ich in dem 

Aufsatze ,E in  Kriterium fiir die olgebraischen Zahlen, ( G 6 t t i n g e r  :Nach- 

r i c h t e n  v. i i. Febr. I899) gezeigt habe, die folgenden S~itze" 

Wit  k6nnen zur Zahl a in Bezug auf  jede belieboe reeUe Gr6sse r ~ i 

stets eine Substitution 

S)  = si')y  + si )y, + . . .  + s?)y .  ..... ) 

mit folgenden Eoenschaften construiren: 
I ~ Alle Coefficienten s(~ k) sind ganze rationale Zahlen, und gehen die 

Quotienten s(h*) - -  dem Betrage nach nicht iiber eine gewisse, von r unabh(ingige 
r 

Gr6sse hinaus. 
2 ~ Die Determinante von S ist ~ o und liegt dem Betrage nach unter 

einer gewissen, von r nicht abhdngigen Gre~ze. 

3 ~ Geht ~ dutch S in 

~ P l Y 1  "{- p~Y2 + " "  -}-  P . Y .  

iiber, so liegen die Betra'ge yon 

n - - I  n - - I  n l 

p ~ r - ~  - T -  z , p ~ r  , . . . p , , r  

s(immtlich unter einer 9ewissen, yon r nicht abhangoen Grenze. 
4 ~ Fiir die Verh(dtnisse p ~ ' p ~ ' . . .  "p. kommen yon vorn herein nur 

eine endliehe Anzahl verschiedener Systeme in Betracht, die yon r nicht ab- 

h~ingen. 

Diesen Bedingungen wird z. B., wie in jener Arbeit ausgefiihrt ist, 

stets geniigt, wenn wir S unter allen denjenigen Substitutionen, fiir welche 

die Coefficienten s (k) lauter Zahlen aus der Reihe o ,  + I , + 2 , . . .  + Jr] sind 
und die Determinante :4= o ist, derart ausw~ihlen, dass dabei zunSchst I P~ I, 
n~chstdem ]p~], . . .  endlich IP, I mSglichst klein werden. Dabei fiillt dann 

die Determinante yon S dem Betrage nach sicher stets < In aus. 
Durch die Substitution S erlangen wit zugleieh gewisse rationale Ap- 

proximationen fiir alle Zahlen des K6rpers yon a, wenn a reell ist, bez., 
wenn a complex ist, fiir alle reellen Zahlen des KSrpers, der aus dem K6rper  
yon a und dem dazu conjugirt imaginfiren K6rper zusammengesetzt ist. 
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U m g e k e h r t  gilt  der Satz" Die Gr6sse a ist, (n > l angenommen), noth- 
wendig eine algebraische Zahl n t+€ Grades, wenn fi~r sie in Bezug auf ]ede 
reelle GrSsse r >  t stets eine den Bedinqunqen l ~ 4 ~ �9 . 2 ~ 3 ~ entsprec]~ende 
Substitution S hergestellt werden kann. 

2. W i r  denken uns wei terhin a stets als eine algebraische Zahl n t~ 

Grades und n > 1. N e h m e n  wir nun  eine unbegrenzte  Reihe wachsender 

Zahlen r~ > I ,  r2, r a , . . ,  an und construiren wir in der eben er6rterten 

Weise zu diesen Zahlen Subst i tut ionen SI , S~, Sa, . . . .  Eine derarti.qe Sub. 
stitutionenkette f#r die Zahl a soll periodisch heissen, weun die daraus ver- 
mb'ge der Compositionsformeln 

S~---- S 1 q l ,  S a : S ~ q 2 ,  Sy+,----  S j Q j ,  . . . 

hergeleitete Reihe you Substitutionen Q~, Q~, Q s , . . . ,  abgesehen yon einer 
endlichen Anzahl von Gliedern am Anfm~ge, in periodischer Wiederholu,g ein 
und derselben endlichen Folge yon Substitutionen besteht, wenn also ein In- 

dex J0 und  eine positive Zahl P0 angebbar sind, sodass fiir jeden beliebigen 

Index  j >~Jo stets Q~--  Q:+p. ist. 

Wit  fragen nach dem Cbarakter deJjenigen algebraiscben Zablen a, fi~r 
welche periodische Substitutionenketten exisliren. 

3. Is t  die Ket te  81, $2, Sa, . . .  fiir a periodiseh, so erhal ten wir mi t  

den soeben eingefiihl~en Bezeichnungen 

also 
Q, = g - ' s ,+ ,  = s , ;kg+,~  / >Jo,  

g+po Sj -1 S -- l  j +;~o+ 1 S j + I  

wenn J ~ J o  ist. Setzen wir Sjo+poSj71 = P0, so folgt  daraus al lgemein 

g §  = p o S : ,  s,+:,: = 

fiir jeden Index  j ~2"0 und  jeden Exponen ten  f = I , 2 ,  3 , . . . .  

Es  bedeute ~: die Linearform,  in welche ~ durch S: iibergeht. Unte r  

den unendl ich vielen Subst i tut ionen S:~ ffir f = 0 ,  I , 2 , . . .  werden wir, 

da nach 2 ~ fiir ihre De te rminan ten  und welter  nach 4 ~ fiir die Verh~lt- 
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nisse der Coefficienten pl : P2 : . . .  :P ,  in den zugeh6rigen Formen ~:o+fpo nur 
eine endliche Anzahl yon Werthsystemen in Beiracht kommen, jedenfalls 

irgend zwei Substitutionen S:~+,p. ---- S und S:~ : T (d > c) in solcher 
Weise auffinden k6nnen, class erstens T S  -~ ~- P ~ t~o -~ eine ganzzahlige 

Substitution mit der Determinante i wird und zudem zweitens in den beiden 

Formen ~:,+~po -~- ~ und F:o+dpo ~ r die n Coefficienten jedesmal genau die- 

selben Verhdltnisse besitzen, dass also r ~ ,9~ gilt, w o ~  ein constanter 

Factor ist. (Die erstere Forderung wird z. B. gewiss erfiillt sein, wenn 
wir S und T derart ausw~ihlen, dass ihre Determinanten gleichen Wer th  

haben und zudem in ihnen nach dieser Determinante als Modul je zwei 
entsprechende Coefficienten immer gleichrestig sind.) Der Factor ,9 wird als 

Quotient der Coefficienten in (, und ~ wie diese Zahlen im KSrper von a 

liegen. Setzen wir ( d - - c ) p  o==p,  so gehen aus T ~  P S ,  r : , 9 F  ver- 

mSge Q: = Q:+~, (j _>J0) die Beziehungen 

Sj+p ---- PSi ,  ~rj+~ = ,9~j 

fiir jeden Index J ~ J o  hervor. Wir erhalten sodann allgemeiner 

fiir f = I ,  2 ,  3 ,  . . . .  Da in den Formen t:~ mit waehsendem Index j die 

Betrgge der Coefficienten jedenfalls nach :Null abnehmen, muss [~1 < t sein. 

4- Wenn a complex ist, bedeute a ~ die zu a conjugirt imagin~ire 
Gr5sse. Die n - - 1  Wurzeln der irreducibeln Gleichung for a ausser a, 

' a" . a(" ~) heissen. Ferner bezeichnen bez. ausser a und a ~ m5gen ~ ,  , .. 
wir die zu einer Zahl 8 oder einer Form $ des K6rpers von a conjugirten 

Zahlen oder Fol~nen in den K6rpern yon (a~ a', . . .  a ("-~ analog (lurch 
Hinzufiigung oberer Indices (o ) ,  I , . . .  n -  1. Durch die Substitution 
P---- S:o+pS.,~ 1 geht  $ in t92 und gehen daher wegen der [rreducibilitiit der 

~o , . . .  ~ ( , , - i )  , , . . .  t g ( , - 1 ) ~ ( n - ~ )  Gleichung n ten Grades fiir a welter ( r  2,  in (O"~~ O ~, 

iiber. Bedeutet nun t einen unl)estimmten Parameter, E die identische 

Substitution, so gehen 2, ... 2 (" ~) durch die S u b s t i t u t i o n / E -  lP in ( t -  0 )2 , . . .  
( t -  ~(,,-0)~(,-~) fiber und ist infolgedessen I t E -  P ,  d. h. die Determi- 

nante yon t E  ~ P ,  gleich dem Producte ( t - / ~ )  . . .  ( t -  #(,-t)). Diese in 
t identisch erfiillte Beziehung zeigt, dass ~ der Gleichung i t E - - P  = o 
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geniigt. Indem P eine ganzzahlige Substitution und ihre Determinante I 
ist, erwcist sich dadurch # als eine ganze Zahl und als eine Einheit im 

KSrper yon a. 

5- Es set nun a 0 eine solche ganze rationale Zahl, dass aoa eine 
ganze algebraische Zahl wird, so hat das Product ,-1 ao $ als Coefficienten 

lauter ganze algebraische Zahlen und sind daher auch in jeder  ebzzelnen 

.Form ao"-l'~rj die beziiglichen n Coefficienten a~-lpk(k ~ I , 2 , . . .  n) stets 

lauter yon Nul l  verschiedene ganze algebraische Zahlen, also deren Normen 

im KOrper yon a stets dem Betraye ~ach > i.  Wegen der Eigenschaft l ~ 

der Substitutionen Sj liegt dabei jeder Betrag 

I ? : l  . . . . .  . _ , , , = , , ,  . . . . . .  ) 
r j  

nicht iiber einer gcwissen von j unabhiingigen Grenze. Verwenden wir 

nun die hierdurch gegebenen Ungleichungen fiir alle Indices h ~ I ,  ... n - - 1  
mit Ausnahmc eines beliebigen Index g dieser Reihe und beriicksichtigen 

wir ausserdem die Eigenschaft 3 ~ fiir S: und, falls l ~ 2 ist, noch die 

Beziehung Ip, I = Ip,~ so gewinnen wir aus der Ungleichung 

INto > , 

eine gewisse, von r~ unabh~ngige, positive untere Grenze fiir den einen darin 

lai"l Da,ach  be[inden sich nun alle BetrCi#e la:l iibrig bleibenden Factor rj  rj 

in Bezug au f  die Form ~j zwischen zwei bestimmten endlichen positiven, yon rj 

unabhdngigen Grenzen, und werden infolgcdessen wetter auch die Qaotienten 

aus irgend zwei der j e  n ~ 1 con]ugirten Werthe 

p , ,  p , , ,  . . .  p(:-o (~-i.~,...,) 

bet s~immtlichen Formen y: stets absolut gcnommen zwischen zwei, unab- 

hkngig von den Wer then  rj feststehenden positiven endlichen Grenzen 

liegen. Beachten wit nun die Relationen 9i+fp = 0:~: fiir f = ~ , 2 , 3 ,  . . . ,  
so zeigk sich schliesslich, dass auch die Betr~ige der Quotienten aus irgend 

zwei der je n ~ l GrSssen 

# , r ,  # , , r ,  . . .  (,r 
AcJa math4mmt/va. 26. Imprim~i le 29 juillet 1902. 43 
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zwischen gewissen zwei festen positiven endlichen Grenzen liegen miissen, 
und zwar .qelten diese Gre~zen fiir alle Werthe [ = I , 2 ,  3 ,  . . .  auf einmal. 

Danach kann die Einheit  8 nichf anders beschaffen sein, als dass fiir sie 
die Gleichungen 

18'1 = 18"1 = . . .  = 18  -"1 

statthaben. Bezeichnen wir den gemeinsamen Werth  dieser letzten Betr~ige 
mit 7] und setzen ]81 ~-- e, womit im Falle l = 2  noch 18~ zusammenfSllt, 
so geht die Gleichung N m 8  = I in z~r] " - ~ =  I iiber, und wegen s < i 
folgt ~ > I. Wir gelangen auf diese Weise zu dem Satze: 

Damit eine algebraische Zahl n t~€ Grades a eine periodische Substilu- 

tionenkette besitze, muss es im Kb'vper yon a eine Einheit 8 yon einem Be- 

trage < i geben, far welche die conjugirten Zahlen in den conjugirten K6r- 

pern (abgesehen yon der Zahl 80 in dem K6rper der conjugirt imagindiren Zald 

a ~ falls a complex ist) sammtlich unter einander gleichen Betrag haben. 

6. Die hier gefundene .Bedingung ist zugleich hinreichend fiir das Vor- 

handensein einer periodischen Subst#utionenkette zur Zahl ~. Denn nehmen 
wir an, es existire im K6rper yon a eine Einheit  8o yon dem fraglichen 
Charakter. Es bedeute dann Po diejenige lineare Substitution, durch welche 

. o - o  . .  8~n--')~(n--') die n Formen 2,  (t~ . . .  ~('-*) in die Formen 8or (8or �9 fiber- 
gehen; diese Substitution hat lauter rationale Coefficienten und eine Deter- 

minante = __+ i. Durch Pf, wenn f e ine  der Zahlen I , 2 , 3 , . . .  bedeutet, 
gehen dann ~ , . . .  ~(,,-o in 8 f ~ , . . . ~  o(8("-z)V: ('-z)j~ fiber. Da diese Potenzen 
8 f lauter ganze algebraische Zahlen sind, werden, wie leicht zu sehen ist, 
in allen jenen Substitutionen /)o f die Coefficienten solche ganze rationale 
Zahlen sein, dass ihre Nenner nicht iiber eine gewisse, dutch die Gr6sse a 
bestimmte, aber yon den Exponenten f unabhiingige Zahl hinausgehen, 
wiihrend zugleich ihre ])eterminanten durchweg ~--- • I sind. Wit  werden 
infolgedessen unter jenen unendlich vielen Substitutionen Pof gewiss irgend 
zwei solehe, Foo und/~o (d > c), finden k6nnen, (lass P~(P~)-~ = P eine Sub- 
stitution m i t  ganzzahligen Coefficienten wird. Setzen wir dann ,a-~ ?)t 0 ~ 8 . 

i 

]8] ,-l___ 72, so haben wir in der Reihe 

& = E ,  & = P ,  8 8 = P  ~, 
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eine periodische Substitutionenkette fiir die Zahl a mit den in I. und 2. 
angegebenen Eigenschaften, wenn wir noch fiir die zugeordneten Gr6ssen rj 

die Fcstsetzung ~) = ~ : - ~ ( ] ' =  I , 2 , 3 , . . . )  treffen. 

w 2. E i n h e i t e n  y o n  b e s o n d e r e m  C h a r a k t e r .  

7. Wir  wollen jetzt (tie Forderung der Existenz der besonderen Einheit  
t9 im K6rper yon a welter verfolgen. Die ganze Function n re" Grades in t: 

F ( t )  = ( t - -  8) . . .  ( t -  

hat  rationale ganze Coefficienten; unter ihren Wurzeln haben 1 den Betrag 
e ~ i und n - - 1  den Betrag 7 />  i .  Jeder  im Bereiche der rationalen 
Zahlen irreducible Factor dieser Function F ( t ) v e r s c h w i n d e t  ffir wenigstens 

eine der Zahlen ~ , . . .  ~(,,-z) und nmss daher, wegcn der Irreducibilit~t der 
Gleiehung mit den W u r z e l n ' a ,  . . .  a ( ' -~ jedesmal fiir alle diese Zahlen 

~ , . . .  ~(,-o verschwinden; infolgedessen ist F ( t )  nothwendig eine Potenz 

einer einzigen irreducibeln Function. Wegen der Betr:,ige der Wurzeln 

sind nun offenbar .nur diese beiden F:~ille mSglich" Entweder ist F ( t ) s e l b s t  

irreducibel und bestimmt alsdann ~ bereits den K6rl)er yon a, oder es ist 
a complex, 1---- 2,  aber ~ = ,9~ reell und F ( t )  das Quadrat einer irredu- 

cibeln Function; in letzterem Falle bestimmt t9 einen reellen Unterk6rper 
nten 

vom - Grade des complexen KSrpers yon a. Wir  bcmerken noch, dass z 
jede Potenz t9 ~, 03, . . .  denselben Bedingungen geniigt, wie sie hier fiir 

vorausgesetzt werden. 

8. Nach einem Satze von DIRICHLET giebt es in dem KSrper der 

Zahl a, wenn nur n ~ l ist, gewiss eine solche Einheit, deren Betrag < i 
is~. Daraus ersehen wir bereits, dass im K6rper yon a eine Einheit  t~ der 

hier vcrlangten Art  sich gewiss in folgenden Fiillen vorfindet: 

I ~ wenn a reell und n :  : ist, 2 ~ wenn a reeU ist, n :  3 u~d der 

KSrper yon a zwei complexe conjugirte K6rper besitzt, 

3 ~ wean a complex u~d n ~ 3 ist, 4 ~ wenn a complex ist, n ~ 4 und 

der KSrper von a lauter complexe conjugirte K6rper besitzt. 

Denn in diesen F~illen besteht die Reihe ~', . . .  8(,-0 entweder in einer 

einzigen reellen Zahl oder zwei conjugirt imagin:,iren, im Speciellen auch 
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zwei gle ichen reellen Zahlen.  Wei te r  haben  wir im KSrper  von a eine 

E inhe i t  0 der  ver lang ten  A r t  jedenfalls  auch in fo lgenden Fiillen: 

5 ~ wenn a complex ist, n ~ 4 und der K6rper von a einen reeUen 

Unterk6rper zweiten Grades hat, 6 ~ wenn a complex ist, n = 6 u~d der 

K6rper yon a einen reellen Unterk6rper dritten Grades besitzt, dessen zwei 

conjugirte K6rloer complex sind. 

D e n n  in diesen F/illen kSnnen  wir fiir ~ eine reelle E inhe i t  von e inem 

Betrage  < I in dem betreffenden Unte rkSrper  von a w/ihlen, alsdann ist 

t g ~  ~ und  die Reihe  0 ' , . . .  0 ("-~) bes teht  aus zwei gle ichen reellen bez. 

zwei gle ichen Paaren  eonjugi r t  imagin~rer  Zahlen.  Wir  kSnnen  je tz t  den 

Satz beweisen: 

Die hier aufgezdhlten sechs Fdlle sind die einzigen, in denen der K6rper 

yon a eine Einheit ~ der fraglichen Art  aufweist, also die einzigen Fdlle, in 

denen die Zahl a loeriodische Substitutionenketten besitzt. 

9. W i r  discut i ren zuerst  den Fall  einer reellen Zahl a; hier  ist l ~ I ,  

0 ~ • e ,  e~ ' - I  : i .  Wir  haben  folgende MSgl ichkei ten  in 's  Auge  zu 

fassen : 

I) Un te r  den Zahlen a ' ,  . . .  a ('-1) f inden sieh wenigstens zwei reelle, 

etwa a(h) und a (k). D a n n  sind auch #h) und  0 (k) reell, und  da diese Zahlen  

n ich t  e inandor gleich sein kSnnen,  aber denselben Bet rag  haben,  miisste 

0 (h) = -  0 (~) und  daher  (t~(h)) ~ -  - -  (0~k)) ~ sein. Aber  die Zahl  0 8 =  e ~ ist von 

ihren  n -  i conjugi r ten  Zahlen  verschieden,  sie geni ig t  daher  ebenfalls 

einer i r reducibeln Gle ichung  n ten Grades, und  miissten daher  ihre n -  t 

conjugi r ten  Zahlen auch un te r  e inander  du rchweg  versehieden sein. Danach  

ist dieser Fall  unmSgl ieh .  

2) Unte r  der  Zahlen  a' ,  . . .  a (n-l) k o m m t  nur ei~e reelle Zahl,  a ~g), vor. 

Fiir  n = 2 l iegt dann  der oben un te r  I o aufgef i ihr te  Fall  vor. I s t  n > 2 ,  

so haben  wir un te r  j enen  Zahlen  weiter  wenigstens  ein Paar  eonjugi r t  

imagin~rer  Zahlen,  etwa a (h) und  a (~). Die Zahl  8 ~  e ~ geni ig t  einer ir- 

redueibelu Gle ichung  n ten Grades;  un te r  den Wurze ln  dieser Gle ichung  ist 

weiter eine ---- (0(g))2 _-- ~2 u n d  sind die n -  2 iibrigen dem Betrage nach--~ ~2. 

N u n  kSnnen  wh" eine Gle iehung  mi t  ra t ionalen Coefficienten vom Grade 

n(n--l) angeben,  welche die P rodue te  aus je zwei verschiedenen der n 
2 
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GrSssen t~, tg', . . .  ~(,-1) zu Wurze ln  hat.  Diese Gleichung besitzt n -  I 

Wurze ln  vom Betrage zy], die iibrigen Wurzeln  yon Bet-rage ~2, darunter  

insbesondere die Wurze l  8(h)~(~)= ~2, sie miisste also auch alle anderen 
Wurzeln  jener  irreducibeln Gleichung n ten Grades ffir ~2 besitzen; sie h~itte 

aber, da e < I < ~ ist, gewiss n icht  die Wurzel  e 2. Danach ist dieser 

Fal l  f i i r n  ~ 2 unmSglich.  
3) Die Zahlen a ' ,  . . .  a ("-j) sind sdmmtlich complex, sie zerfallen dann 

in n - - I  Paare eonjugir t  imagin/irer GrSssen. Fiir n = 3 liegt der oben 
2 

unter  2 ~ aufgefiihrte Fall  vor. Je tz t  sei n > 3 .  W i t  bilden die Gleichung 

n ( n - - I )  t~€ Grades mi t  rat ionalen Coefficienten, welche als Wurze ln  die 
2 

Produete  aus je zwei der n GrSssen 8- '+~,  ~ ' - '+~,  . . .  (t~('-J)) -~+~ hat.  Diese 

Gleichung besitzt n -  I Wurze ln  vom Betrage (z~) - " + ~  ~('-1)('-'~) und 

im (Jbrigen lauter Wurze ln  vom Betrage 7] - w ' - ~ ) - -  z ~, darunter  
2 

Wurze ln  ~ e ~  t~'; sie miisste daher auch alle die GrSssen ~'~, . . .  (t~-~)) ~ 

vom Betrage ~]~ zu Wurze ln  besitzen, es miisste also ~ ] ~  72 ('-~)('-:), d. h. 

n ~ 3 sein. F i i r n  > 3 ist danach dieser Fall unmSglich.  

Io.  W i r  behandeln  jetzt  weiter den Fall einer complexen Zahl a; 
hier  ist 1 ~-- 2 , e~Tp -~ ~ i .  

Macken wir zundchst die Annahme, dass ~9 ~ ~9 ~ also reell ist. Die 
~ten 

GrSsse 8 ist dann Wurzel  einer irreducibeln Gleichmag ~ Grades. Der  

KSrper  yon a besitzt also einen reellen UnterkSrper  yon Grade ~-~ und in 2 7 

diesem soll t9 eine E inhe i t  yon einem Betrage < i sein, fiir welche die con- 

jugi r ten  Zahlen in den conjugir ten KSrpern  s~mmtlich unter  einander gleiche 

Betr~ige haben. W i r  kSnnen daher die in 9. gemachten  Ausf i ihrungen 

verwenden,  u n d e s  muss entweder  n_ __-- 2 sein oder aber n_ ~ 3 und dabei der 
2 2 

KSrper  yon ~ zwei complexe conjugir te  KSrper  aufweisen. W i r  kommen 
damit  auf die oben mater 5 ~ und 6 ~ aufgezSh]ten Umst~nde fiir den 

KSrper  yon a.  
Wir nehmen jelzt a~dererseits an, dass ~9 aF t~ ~ sei. Alsdann geniig~ 

einer irredueibeln Gleichung n te~ Grades und  bes t immt  bereits vSllig den 

KSrper  yon a. Wir  unterscheiden wieder drei F~lle" 
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[) Un te r  den  Zahlen a ' ,  . . .  a ('-~) sind wenigstens zwei reelle vorhanden,  

a (h) und a (k). D a n n  sind auch 6 Ch) und 6 (k) reell, und da sie gleichen Be- 

t rag  haben, aber verschieden sind, kann  nur  6 "o ~ -  6 (k) sein. Alsdann  

ist (6(h))~ ~ (6(k)) ~. Die rat ionale Gle ichung  n t`'' Grades mi t  den Wurze ln  

t g , . . .  (6('-2)) 2 ha t  daher  lauter Doppe lwurze ln  und  muss  infolgedessen 

6 2 ~  (60) 2 sein. Die Potenz 62 bes t immt  somit  einen reellen Unte rkSrper  
~ten  
- Grades fiir den K6rpe r  yon a, und  da iiberdies (0(/')) ~ reell ist, kann  2 
nach dem vorhin  Bemerk ten  hier  nu r  der un te r  5 ~ aufgefi ihrte  Fal l  m i t  

n ---- 4 vorliegen. 
2) Un te r  den Zahlen a ' , . . ,  a ('-:) ist nut eine reelle Zahl, a ~), vor- 

handen.  Fiir n = 3 liegt der un ter  3 ~ genann te  Fall  vor. I s t  n > 3 ,  

so haben  wi t  un ter  jenen Zahlen  noeh  n- - -3  Paare eonjugi r t  ima~iniirer 

Grossen. Es ist 6 (r _+ ~; da - - 6  ('~) hier n ich t  derselben (xlemhunv mi t  

rat ionalen Coefficienten wie 6 (y) geniigt ,  muss  no thwend ig  auch 6 ~  6, 
also (,9~ 2 :t= 6 ~ und  daher  6 ~, =t= s2(~9") 2:4= s 2 sein. Danach  ist die rat ionale 

Gle ichung  n t .... Grades mi t  den Wurze ln  6 7 , . . .  (6('-~)): i rreducibel  und  un te r  

den Wurze ln  dieser Gle ichung  sind zwei n ich t  reelle Wurze ln  vom Betrage  e 2 

und  ist ferner eine Wurze l  = rp vorhanden .  Bi lden wit  m m  die rat ionale 

Gle ichung  n ( n - -  I) ten Grades, welehe die Produc te  aus je zwei der n Gr6ssen 
2 

6 , . . .  6 ("-:) zu Wurze ln  hat ,  so besitzt diese Gle ichung  eine Wurze l  = s~, 

sodann 2 ( n -  2) Wurze ln  vom Betrage zr], die iibrigen Wurzeln  yore Be- 

trage 7] ~ a n d  darunter  n - - 3  Wurze ln  = ~7 ~. W e g e n  der letzteren Wurze ln  
2 

miisste sie aber alle Wurze ln  jener  i rreducibeln Gle ichung  fiir ~ besitzen. 

Danach  ist dieser Fal l  far  n > 3 lmm6gl ich .  
3) Die Zahlen  a ' , . . ,  a ("-~) sind sa:mmtlich, complex, zerfallen also in 

n -  z Paare conjugi r t  imaginfirer Gr6ssen;  n ist hier gerade. Fiir  n---- 4 
2 

l iegt  der oben un te r  4 ~ aufgef t ihr te  Fal l  vor. J e t z t  sei n >  6. Bi lden 

wir die Gle ichung  n ( n - - I )  ten , Grades, welche die P roduc te  aus je zwei der  

n Gr6ssen 6 , . . .  6 (~-2) zu Wurze ln  hat ,  so besitzt diese Gle ichung  mi t  ratio- 

nalen Coefficienten eine ~Vurzel = s ' ,  sodann 2 (n - -  2) Wurze ln  vom Betrage 

sr], die iibrigen Wurze ln  vom Betrage rT, darunter  n - -  2 gleich ~ .  Bi lden 
2 
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wir andererseits die Gleichung n(n--z)  t~" n - - 2  ten Grades, deren Wurzeln die 
2 2 

Potenzen der Wurzeln dieser letzten Gleichung sind, so hat diese neue 
(.-2): 

Gleichung mit rationalen Coefficienten eine Wurzel ~ ~-~"-~) ~ r] ~ , s o -  

- ( . - ~ )  (.-~)(,z-4) 

dann 2 ( n - - 2 )  Wurzeln vom Bet,'age ( s r ] )"  =72  4 , (lie iibrigen 

Wurzeln yore Betrao'e y]-("-~) ~ s ~, darunter ,~--2 gleich z ~. Diese zweite 
t. 2 

Gleichung besitzt nun keine Wurzel yore Betrage sT], und wenn wir uns 

zuerst n > 6 denken, auch keine Wurzel vom Bctrage ~ .  Im F a l l e n  > 6 
k6nnte daher der gemeinsame Factor der beiden eben gebildeten Gleichungen 

nut  die eine Wurzel s ~ besigzen, es miisste dann also s 2 =  0,~ ~ rational 
sein; nun wiire aber s ~ cbenso wie ,~ eine Einheit,  eine algebraische Zahl 

yon der Norm -t- I ,  es mSsste daher nothwendig s : =  z sein, was gegen 

die Voraussetzung z < i w~re. Also ist die Annahme n > 6 bier unzuliissig. 
t " O '  b n  F a l l e n  ---- 6 endlich hat die zuerst erwiihnte Gle~chun~ eine Wurzel 

= s ~, 8 Wurzeln yore Betrage r 6 vom Betrage y]~, die an zweiter Stelle 

gebildete Gleichung eine Wurzel = 72 s, 8 Wurzeln vom Betrage 77, 6 yore 
Betrage s ~, darunter 2 gleich s ~. Die im Bereiche der rationalen Zahlen 

irreducible Gleichung mit s ~ als Wurzel kann danach, da sic in diesen 

beiden Gleiehungen als Factor eingeht, ausser z ~ nur Wurzeln vom Betrage 
7p enthalten, nnd sic wird wegen s~72* = I und da r  ,90 ~ jedenfalls eine 

Einheit  vorstellt, im ganzen zwei solcher Wurzeln enthalten; diese zwei 

Wurzeln kSnnen dann einander weder gleich noch entgegengesetzt, also 

auch nicht reell = __+ ~p sein, sic miissen complex und zu einander conjugirt 

imaginar sein. Nehmen wir an, dass hier ,9' mit  0" und ~9'" mit 0(4)con- 
jugirt  imaginiir sind, so kiinnen wir annehmen, indem wir noch die Bezeich- 

nungen yon t~"' und ~9 (*) vertauschen diirfen, die Wurzeln jener Gleiehunff 
fiir z ~ seien &9 ~ O'~'", 0"O (4). 

Die GrSsse z: bestimmt danach einen cubischen KSrper, dessen zwei 

conjugirte KSrper complex sind. Denken wir uns jetzt die im Bereiche 

der rationalen Zahlen irreducible ganze Function F ( t ) ,  welche fiir t = # 

verschwindet, im KSrper yon z~ in irreducible Factoren zerlegt, u n d e s  sei 

G(t)  derjenige Factor darunter, welcher die Wurzel t = # erhiilt. Da C" 
reell ist, bekommt G( t )eben fa l l s  lauter reelle Coefficienten und wird daher 

i .. ~ 2  

mit der Wurzel ~9 auch die conjugil~ imaginiire (~rosse ,9 ~ ---= ~ als Wurzel 
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besitzen, sodass auch G ~ z o ist. Alsdann muss die Gleichung G ~ o 

iiberhaupt fiir jede Wurzel der im KSrper yon z~ irreducibeln Gleichung 
~2 ~2 $2 ~2 

G ( t )  = o bestehen. Die GrSssen ~ ,  ~,, a""  ~(4) abet besitzen siimmtlich 

~2 
den Betrag ~-:4= ~/ und # ~ und sind daher nicht Wurzeln yon F ( t ) ~  o ,  

also aueh nicht Wurzeln von G ( t ) =  o ,  daher kann e(t) auch keine der 
GrSssen ,9', 8", 0'", #4) als Wurzel haben; somit kSnnen wir einfach 
G ( t )  -~ ( t -  8 ) ( t - - O " )  schreiben. Danach ist 8 Wurzel einer quadratischen 
Gleichung im KSrper von e ~ und besitzt der K6rper sechsten Grades yon 
8, d. i. der KSrper von a, in dem KSrper yon e~ einen reellen Unter- 
kSrper dritten Grades, dessen zwei conjugirte KSrper complex sind. Wi t  
kommen also auf den oben unter 6 ~ aufgez~ihlten Fall. 

Wir  kSnnen die Bildungsweise des KSrpem yon a unter den hier an- 
genommenen Umst~inden noch genauer festlegen. Die zu G ( t )  conjugirten 
Functionen in den KSrpern von 8'8'" und 8"8 <') werden ( t -  8 ' ) ( t -  8'") 

und (t - -  8")(t - -  8 (4)) sein. Da 18'] ~-- 1,9"'1 ist, wird ~, + ~,,~, rein imaginSr, 

also \ 0 , +  ~ eine negative reelle Gr5sse sein. Diese GrSsse liegt wie 

8 ' +  8'" und '9'8'" in dem KSrper yon 8'8'"; da sie nun reel] ist, wird 
sie identisch mit ihrer conjugirten GrSsse in dem conjugirt imaginiiren 
KSrper yon 8"8 (4) und muss daher rational sein und daher gleichzeitig 

"0 - -  0 ~ 
auch gleich der conjugirten GrOsse ( ~ )  im K6rper yon 8'9 ~ Danach 

0' b ~''' 
ist 0o entweder ~ 0"' oder - -  0' " Da wir die Bezeichnung der Paare 8', 8" 

8 0' 
und 8 '" ,  8 ~4) vel~uschen diirfen, kSnnen wir annehmen, es sei ~ ~-~ 0,-~,; 

00) 82 
letzterer Werth  ist w e l t e r -  ~,,. Setzen wir a ~--o, so ist 3-----0/~ und 

~ , 2  (~(~))2  
sind die eonjugirten Zahlen dazu 0,~,,, - -  3, ~"/~(*i = 3 und die drei hierzu 

i 
reeiproken Werthe ----~. Dabei hat 3 den Betrag I u n d  ist wie 8 eine 

Einheit; danach ist entweder 3 ~ -  I, oder es ist 3 eine solche Einheits- 
wurzel, die einen KSrper zweiten Grades bestimmt. Im ersteren Falle ist 
,9 0 = - -  8 ,  ,9 = + i*,. , 8 ~ = (8~ :. Im zweiten Falle kiimen fiir. 3 zuni~ehst 
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1 

die drit~ten, vierten,  sechsten  E i n h e i t s w u r z e l n  in Betracht .  N u n  fo lg t  0 = ~ z ,  
I 

~9 ~ = ~ s  und  welter  unter  V e r w e n d u n g  v o n  ~7/~ = sO'~9" = I die B e z i e h u n g  
32 

Nm(.,9 + . . . . .  + + + +,,: ( , +  + r  
3~ 

])anach muss noch 3 + 1 rational sein, und solches trifft nur zu, wenn 3 

E 
eine dritte Einheitswurzel vorstellt, ~ --=- x ist. Dann folgt endlich ,9 ~ + }, 

0 ~ ~ + d e , O s  ~ (tOo).s und ~9 + 0 ~ = ~ z, sodass der K6rper von z ~ auch 

die GrSsse z selbst enth~ilt, und der KSrper yon a aus dem KSrper dritten 

Grades yon ~ und dem KSrper zweiten Grades yon 3---- 2 
sammengesetzt ist. 

w 3. D ie  e o m p l e x e n  eub i schen  I r r a t i o n a g z a h l e n .  

I I. In  den FMlen, wo fiir die algebraische Zahl a periodische Sub- 
stitutionenketten mSglich sind, entsteht ~un die Aufgabe, ei~m solche I(etle fi~r 
a bereits herzastellen, wenn allein ~ seinem Werthe nach gegeben ist, die 
conjugirten algebraischen Zahlen yon a indess noch unbekannt sind. Bei den 

reellen algebraischen Zahlen zweiten Grades wird gerade dutch die perio- 
dische Entwickelung in einen gew6hnlichen Kettenbruch das hier Verlangte 

geleiste~. W i t  wollen nun zeigen, dass auch noch in einem anderen Falle, 

nSmlieh, wenn es sich um eine complexe Gr6sse a handelt, welche Wurzel einer 
irreducibeln Gleichung dritten Grades sein soll, der hier gestellten Forderung 

entsprochen werden kann, und wit kommen dadurch zu einem vSll 0 analogen 
Kriterium fiir (lie complexen aOebraischen Zahlen dritlen Grades, wie es dutch 
LAGRANGE fiir die reellen algebraischen Zahlen zweiten Grades in der Perio. 
dicitdt der Kettenbruchentwickelung nachgewiesen worden ist. 

Es sei jetzt a eine eomplexe Gr6sse, welche einer im Bereiche der 
rationalen Zahlen irreducibeln Gleichung dritten Grades geniigt, so ist mit 

ohne Wei~eres auch die conjugirt imaginSre Gr6sse a ~ gegeben; dagegen 
Acta malhemativa. 26. Imprim~i le 29 ju i l le t  1902. 44 
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haben wir uns der Kenntniss der dritten reellen Wurzel a' jener Gleiehung 
vorl/iufig zu entschlagen. Wir  setzen 

Zu jeder ganzen rationalen Zahl r > I bestimmen wir eine Substitution S: 

wobei jeder der Coefficienten sl~ ) aus den Zahlen o ,  + [ , + 2 , . . .  + r ent- 

nommen und die Determinante ~ o sein soll, derart, dass dabei in der Form 

= P,Yl "4- P2Y~ A- P3Y3, 

in welche ~ durch S iibergeht, zuniichst IP, I mSglichst klein, nSchstdem 
[P21 m5glichst klein, endlich I P.~ ImSg lichst klein ausfSllt. Bei den einzelnen 

Systemen s~ ~), s(~ ~), s~ ~) haben wir immer die Wahl unter Paaren entgegen- 
gesetzter Systeme x~, x2, x3 und - -  x~, - -  x2, - -  x3, und wir wollen die zu- 

s~tzliche Annahme machen, dass in jeder Verticah'eihe s~ k), s(2 ~), s(3 k) yon S 

die letzte yon Null  verschiedene Zahl stets > 0 ist. Alsdann ist die be- 

treffende Substilution S dutch die Zahl r vollkommen eindeutig bestimmt. 

W i r  kSnnen nSmlich niemals fiir zwei Systeme x~, x2, x3, die =4= o ,  o ,  o ,  

yon einander verschieden und auch nicht einander entgegengesetzt sind, 

= p ~ = a und dabei Ip l  = n n d e n .  Denn alsdann witre ppo , 
' ~ . t T 0  - -  

und wiirde die Betrachtung der Norm von P- in Bezug auf den K6rper 
~r  

yon ~ dazu fiihren, dass die zu P- conjugirte Zahl im KSrper yon a' rational 
~r  

w~re. Dann aber wiire auch P- selbst rational, also nothwendig ~ + I 
O" - -  ' 

und miissten die vorausgesetzten zwei Systeme x~, x~, x3 eben entweder 
gleieh oder entgegengesetzt sein. Die in dieser Weise durch r vSllig be- 
stimmte Substitution S entspricht, wie bereits in I. erwShnt ~vurde, den 

dort aufgez~hlten Umst~nden; wit wollen yon dieser Substitution S sagen, 
sie geh~re zur Zahl r .  

Wi r  setzen jetzt r~ = I und ermitteln die zu r~ gehSrende Substitu- 
tion S~, diese Substitution kann aueh noch zu r = 2 , 3 ,  - . .  gehSren, es 

sei r 2 - - I  die grSsste ganze Zahl, zu der sie gehSrt; sodann sei S~ die zu 
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r~ geh6rende Substitution, r 3 -  i die grSsste ganze Zahl, zu der S.~ gehSrt; 
S~ die zu ra geh6rende Substitution u. s. f. Alsdann gilt der folgende Satz: 

Die in dieser Art  hergestellte Substitutionenkelte S~, S.~, S ~ , . . .  fiir die 
complexe cubische Irrationalzahl a ist stets periodisch. 

12. In  der That, im K6rper von a k6nnen wir stets eine Einheit  
~0 angeben, deren Betrag < I ist, und noch so, dass #'0 > o ist; alsdann 
kSnnen wir, wie aus den Betrachtungen in 6. hervorgeht, eine solche Po- 
tenz dieser Einheit  00 r ~ 8 (f > o) ermitteln, dass die lineare Substitution P,  
durch welche die Formen $ ,o ~, ~ #o~o #,~, , r  in #r , iibergehen, lauter qanz- 
zahlige Coeffieienten hat; dabei ist ~8'~' > o und die Determinante von P 
gleich I. 

Wir schreiben nun die Aufl6sung yon 

~ X~ + aX.~ + ~z~x.j, 

in der Form 

~~ = x ,  + ~"x.., + (~~ 

Nach der in I. erw~ihnten Eigensehaft 3 o kSnnen wir eine, von a allein 
abh~ngende, yon r aber vSllig unabhfingige positive Constante M an~eben, 

1 1 1 

sodass IP, lP,  IP l IP.I bei jedem Werthe yon ," stets < M sind, und 
naeh 5. gelangen wir dann durch Betrachtung der lh'ormen yon p~, P2, P~ 

und daraus 

tiber, so folgt 

9 - = ~ Y l  +P2Y2 +R~Y~ 

*i2)y. + si~,)y~ + o("),, , , .,,.,~,= fl,,~ + ~ o  + fl,r 

It (It, k = 1, "2, 3) .  

xh = fibs + fi~0 + fli~, (h~,,~,3); 

dabei sind fib,/~, fi;, jedesmal conjugirte Zahlen in den K6rpern yon a,  ~o, a'. 
Es sei jetzt S: 

xh = s?)y, + s?)y~ + s?)y~ (~=,.~,~) 

eine Substitution der oben gebildeten Kette und r die niedrigste Zahl, 
zu der diese Substitution S gehSrt, also r der gr6sste Werth unter den 
BetrKgen der 9 Coefficienten s~ k), u n d e s  gehe ~ dutch S in 
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unter Beriicksichtigung des Umstandes, (lass die Norm einer von Null ver- 
schiedenen ganze;~ Zahl stets ~ I is~, zu einer weiteren, yon r unabhfin- 

M gigen positiven Constante, die wir ~r schreiben wollen, sodass Ip ' , l r - ' ,  

M I p ; I r - ' , l p ' 31r  -1 stets > ~ sin& 

Auf diese Ungleichungen gestiitzt, k6nnen wir jetzt gewisse Eigen- 
schaften fiir die Substitution T = P S  nachweisen, sowie nur r eine be- 
stimmte GrSsse iibersteigt. Durch T ~- P S  gehen die Formen 5, ~0, ~, in 
tgC, ~o~o, ~,C, iiber; ist 

xh : tl,')y, + t(h2)y~ + tl~)y3 (n:,,2,3) 

der Ausdruck dieser Substitution T, so folgt daher 

f) 0 t w t 

Alsdann haben wir 
~0 ~0 ~0 

_ _  _ _  I h i c k  , + ~flhPk+O,~, , 
t~h') O' O'~'h e'~ t h Pk 

C - A e~ P~e~ 
' + X ~  + ~;e-'. 

Setzen wir I tgl----e, wobei ~9'~ z -2 wird, und bezeichnen wir noch den 

grOssten Werth unter den Betr~igen I~  I fiir h :  x , 2 , 3  mit 7, so geht 

_ 3  

hieraus auf Grund der erw~ihnten Ungleichungen, wo[ern 2rNr ~ <  i ist, 
einerseits 

3 

t(k) h --  "' x - - 2 e s T N r  ~ bq' ( - -  ) ,  

i + 27Nr :z 

andererseits 
3 

I -  27Nr ~ 

hervor. Wir nehmen nunmehr die Zahl r iiberhaupt so gross an, (lass die 
st~rkere Bedingung 

1 

(I) ~ o' (~  + ,) rN,- ~ < -~ 
2 
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erfiillt ist. Alsdann finden wit, indem alle Zahlen s(h k) dem Betrage nach 
r u n d  wenigstens eine darunter ~ _+ r i s t ,  die Betriige der Zahlen t(h k) 

s~immtlich < O'r + i und wenigstens einen unter diesen Betriigen > ~'r - -  -~ ; 
2 ' 2 

es wird danach der grSsste unter den Betr~gen der 9 Coefficienten tl~ ) 
gleich der an ~'r ndchstgelegenen ganzen ZaId sein, die wir mit ~ bezeichnen 

t(h k) 
wollen. Ferner finden wir alle Zahlen s(h ~) 4= o und die Quotienten s(hk ~ > O, 

und wird daher gewiss in T in jedem Systeme t~ k), t~ k), t(8 *) die letzte yon 
:Null verschiedene Zahl, niimlich t(~ k) > o sein, wie wir das entsprechende 
ftir S voraussetzen. 

13. Aus den n~mlichen Relationen, die wir soeben behandelten, er- 
sehen wir andererseits die folgende Thatsache: Es sei T eine Substitution 
der in i I. fiir die Zahl a gebildeten Kette, r die kleinste Zahl, zu der 
I '  gehSrt, und ~ > t~'. Bilden wir die Substitution S = P - ~ T ,  so bestehen 
zwischen je zwei entsprechenden Coefficienten t(h k) yon T und s(h ~) von S, sowie 

3 

nur ~" der Ungleichung 2TNr 3 < i genffgt, stets die Beziehungen 

I -3 t- 2 ~ "4- I ~2Vr > $ ( ~ >  ~ I - -  2 2 -4- I T N r -  . 

Setzen wir nun fiir .~ die st~rkere Ungleichung 

1 

) (II) y + 
2 

voraus, so wird daher der grSsste unter den Betrfigen der Coefficienten s(h k) 
mit tier an ~ ' - ~  ndchstgelegenen ganzen Zahl iibereinstimmen. 

14. Jetzt  denken wir uns wieder, wie in 12., S als irgend eine Sub- 
stitution ]ener Kette, u n d e s  soil d~bei sowohl die niedrigs~e Z~hl r ,  zu 
der S gehSrt, der Bedingung (I) entsprechen, wie auch die an 8'r niichst- 
gelegene ganze Zahl ~ die Bedingung (II) erfiillen. Alsdann k6nnen wir 

behaupten, dass T =- P S  ]edesmal ebenfalls eine Substitution in ]ener Kette 

ist und zu ~ als niedrigster Zahl gehSrt. Denn in T sind wegen (1) gewiss 
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alle Coefficienten t(h k) dem Betrage nach _< r,  and zudem ist in jeder Verti- 
calreihe yon T die letzte yon Null  verschiedene Zahl > o. Wiire nun 
die zur Zahl ,i: gehSrende Substitution der Ketfe, T*, von T verschieden 
und wiirde durch sie ~ in ~(p;y, + p*.eg2 + p*~Y~) ~ibergehen, so m~isste da- 

bei entweder Ip;I < Ip, I oder ]P;I = Ip, l , lp;I < Ip l oder IP ; I - - Ip ,  I, 
Ip;I = Ip l, Ip;I < IP, I s in. In Substitution S* = P-'T* wiirden dann 
wegen (II) alle Coefficienten dem Betrage nach 

' < '  ( ~) ' < r + 1 ,  < ~ ; + ~  ~ 0 ' r +  + ~  

also als ganze Zahlen auch < r  sein, und wiirde ~ durch 8 m P~Yt + p~Y2+P~Y~ 
fibergehen, wobei die soeben erw/illnten Bedingungen statthiitten. Danach 
kSnnte S nicht die zur Zahl r geh6rende Substitution der Kett.e sein. 

Is t  andererseits T eine solche Substitution jener Kette, die zu einer 
Zahl r > t~' als niedrigster Zahl geh6r~, und erffillt sowohl r die Bedingung 
(II) wie die an b~'--l~ niichstgelegene ganze Zahl r die Bedingung (I), so 
erkennen wir ganz analog, dass auch S-~-P-IT  jedesmal eine Substitution 
der Kette ist and zu r als niedrigster Zahl geh51~. 

1 5. Wir  wiihlen jetzt in der Reihe r l ,  r~, r~, . . .  die Gr6sse r~. derar~ 
I 

aus, dass die Ungleichung (I) mit r =  r~. und die Ungleichung (I[) mit ~ = ~'rj, 2 

erffillt ist. Alsdann komlnt mit  der Substitution Sj, in der Kette an irgend 
ether spiiteren Stelle die Substitution PSi, vor, sie set etwa ~---,~,+p; dabei 
wird ~)o+p die an 0'rio niichsfgelegene ganze Zahl. Jetzt  gilt (I) auch fiir 
jede GrSsse r = r~, wobei j >J0  ist, and (II) auch fiir jede Gr6sse r =-- rj+r, 
wobei ] > ]0 ist. Mit ]eder Substitution Si(] > ],,) wird daher auch die 
Substitution PSi der Kette angeh6ren and zwar als ein uln so sp/iteres 
Glied, je gr6sser j ist, und andererseits wird mit jeder Substitution S~+p(] > ]0) 
auch P-JSj+p der Kette angeh6ren, und zwar als ein um so spfiteres (]lied, 
je gr6sser j ist. Daraus folgt dann, dass die Substitutionen PSjo, PSj~ 
PS~.+~,... s(immllich in der Kefte auftreten, und zwar jede Substitution 
sptiter als die hier vorher genannte, dass aber andererseits in der Kette 
keine Substitution zwischen diesen einzelnen Substitutionen vorkommen kann, 
dass mithin allgemein 



Uber periodische Approximationen algebraischer Zahlen. 351 

fiir j ~ Jo, ]o "~- I , )'o "k- 2,  . . .  ist. Aus diesen Beziehungen en tnehmen  wir 

= S Z S s . . ,  

fiir j > ] , ,  d. h. die Ke t te  S~, S~, Ss, . . .  ist in der Thnt  periodiseh, w. z. z. w. 

Es kann  bewiesen werden, dass fiir eine ]ede Substitution S der Kette 
die Determinante nur die Werthe +__ x oder + 2 haben kann, und auf Grund 

dieser Thatsache l~sst sich eino ein[aeher Algorithmus zur sueeessiven Bildun 9 
tier Substitutionen der Kette aufstellen, wie ich an einer anderen Stelle 
auseinandersetzen werde. 

Ztirich, 1902. 


