SUR LA REPRESENTATION ANALYTIQUE D’UNE BRANCHE UNIFORME
D’UNE FONCTION MONOGENE
(Quatrieme note;
PAR

G. MITTAG-LEFFLER.

Les problemes que jai traités dans les parties antérieures de ce
mémoire ' peuvent tous Ctre ramends a la source suivante qui est un
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probléme posé par ABEL dans le Journal de Crelle (tome 2, page
286) !

»En supposant la série
flzg) =c¢c, + ¢,z + ¢c,2° + c,2® + ...

convergente pour toute valeur positive, moindre que la quantité »; on
propose de trouver la limite vers la quelle converge la valeur de la fonc-
tion f(x) en faisant converger z vers la limite r.»

ABEL suppose évidemment que 7 est le rayon de convergence de la
série. Il ressort de nos connaissances actuelles qu’il y a une profonde
différence entre les deux cas ol r est un point singulier ou bien un point
régulier de Ja fonction f(x). C’est ce dernier cas qui a été traité jusqu’ici.

I1 était bien connu dés les débuts du calcul infinitésimal que méme
dans ce cas il n’est nullement nécessaire que la série ¢, +c,r4c,7* 4,7+ ...
soit convergente. Considérons par exemple la formule

1
1+ z

=1—g 42—z —...; T =1

Lucius Hannt  Uber Borel’s Verallgemeinerung des Grenzbegriffes. (Monatshefte
fiir Math. und Phys. Jahrg. 12, 1901.)

Ivar FreEDucLM. Sur la méthode de prolongement analytique de M. Mitlag-Leffler
(Ofvers. af K. Vet.-Akad. forhandl. 1901.)

PavrL PAINLEVE. Sur le développement des fonclions analyliques en série de poly-
nomes. (Comptes rendus etc. 7 juillet 1902.)
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Sur le terme complémentaire de une développement de la branche uniforme d'une fone-
tion monogéne dans le cas ot ce développement posside une étoile de convergence. (Ofvers.
af K. Vet.-Akad. forhandl. 1g901.)

' Oeuvres. Nouvelle édition (Svrow et Li). Tome I, page 618.
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qui faisait autrefois l'objet de tant de discussions. Le probléme d'ABrL
consiste donc dans le cas olt # = r est un point régulier a remplacer I'ex-
pression ¢, - ¢,& 4 ¢,2° + ... valable en général seulement pour o <z <7
par une autre expression formée au moyen des constantes ¢y, ¢,, ¢, . ..
mais valable pour o <z <r. En posant le probleme ainsi on est conduit
naturellement au probléme plus général ot il faut construire I'expression de-
mandée en sorte qu’elle soit valable pour tous les points réguliers de f(z)
situés sur l'axe réelle depuis x = o jusqu'au premier point singulier. Du
moment que l'on envisage le probléme a ce point de vue il est clair qu’'on
doit dtarter la restriction que la variable x passe seulement par des va-
leurs réelles et qu'on doit exiger de l'expression cherchée qu'elle représente
la fonction non seulement sur I'axe réelle mals encore sur tout autre vecteur,
issu du centre = o, jusqu’au premier point singulier; autrement dit, que
I'expression cherchée représente la fonction & l'intérieur de 1'éloile princi-
pale’ des constantes c,,|1c,,{2¢,,|3¢,, ....

On trouvera la solution complete de ce probleme dans mes trois notes
précédents.

Envisagé a un point de vue un peu différent le probléme est un de
ceux que WEIERSTRASS avait posés pour le développement futur de Ia
théorie des fonctions. On sait que le grand analyste regardait comme le
but ideal de la théorie des fonctions de trouver pour des classes de fonc-
tions aussi étendues que possible des expressions arithmétiques valables et
gardant la méme forme dans tout le domaine d’existence de la fonction.
Nous pouvons nous reporter entre autres a la phrase suivante qui se trouve
dans la transeription’® d’une communication faite par WEeItrsTRASS vers la
fin des années 1880 au séminaire de Berlin et ou il rendait compte de
différents travaux sur ce sujet: » Weiter ist man bis Heut noch nicht ge:
kommen, aber es scheint, als ob das Ziel, welches ich vor langen Jahren
der Functionentheorie steckte, nicht unreichbar sei: dass nimlich berall,
wo zwischen mehreren Verdnderlichen Zusammenhang besteht, es maglich sein
miisse, ihm in bestindig giltiger Form darzustellen.» La relation analytique
la plus générale au sens de WREIERSTRASS entre deux variables peut étre
ramenée au cas ol l'une est exprimée en série de puissances de l'autre.
Au point de vue de WEIERSTRASS mon probleme revient donc aprés avoir

! Pour la définition de 1’étoile principale voir Note I, page 48, Note II, page 200.
* Je dois la connaissance de cette transcription & M. Carn Irzigsonx & Berlin.
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défini la branche uniforme d’une fonction monogéne la plus étendue pos-
sible & trouver une représentation arithmétique de cette hranche possédant
le caractére demandé d’étre valable et de garder sa forme dans tout le
domaine de la branche.

Dans les parties précédentes de ce mémoire je n’ai employé, que
les considérations les plus élémentaires sur la série des puissances et n'ai
jamais eu recours a l'intégrale de Cavcny. KEn s’appuyant cependant sur
la théorie de I'intégration entre des limites imagindires on a l'avantage
d’obtenir un terme complémentaire déterminé parfaitement analogue a celui
obtenu par Caucey dans le cas du développement de Tayror. La dé-
monstration de mes théorémes se présente en méme temps sous une forme
extrémement simple. (’est ce que je me propose de montrer dans le premier
paragraphe de ce mémoire.

En partant de I'intégrale de Cavcuy on obtient encore d’une manicre
fort simple l’expression d'une branche fonctionnelle au moyen de cette in-
tégrale célebre de Larnace' qui a fait l'objet d’'un des mémoires les plus
suggestifs d’ABEL? et dont des nouvelles propriétés les plus remarquables
ont été découvertes en ces dernitres anndes par M. Bongr.’®

M. BorerL a montré que l'intégrale de Larrack-ABEL est valable dans
une étoile qu'il appelle le polygone de sommabilité. M. Puracmix* de
son cOté a montré que ce polygone de sommabilité est en méme temps
une étoile de convergence. Je montrerai dans le paragraphe 2 qu’on ob-
tient au moyerr d'une légére modification une intégrale possédant une étoile
de convergence 4“ qui s'approche indéfiniment de 1'étoile principale 4 en
méme temps que « tend vers zéro. Pour a = 1 cette étoile devient le
polygone de sommabilité de M. Borer.

' Théorie analytique des probabilités. (Oeuvres, Tome 7.) Livre premier. Se-

conde partie.

® Sur les fonctions génératrices et leurs déterminantes. (Sytow et Lik, Oenvres

d’ABEL t. 2, pag. 67—81.)
" Legons sur les séries divergentes. Paris 1901.

3

Y Sur le domaine de convergence de Uintégrale infinie j Flary=*da. (Comptes

0
rendus ete. 10 juin IQOI.)
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P yuq

ur

Soit
(1) v="[(u a)

une transformation biuniforme transformant le cercle [u|< R, B> 1, en une
surface finie et simplement connexe, et supposons que les points % = o,
V=0 ainsi que u = 1, v = 1 se correspondent.

Soit encore:

(2) flu 1) =u.
Considérons l'intégrale

S

(3) 1 fF(cc + (@ —a&)f (] @) (l—b\nﬂdy

27 y—u Y

olt S représente le contour d’une surface simplement connexe pour laquelle
f(y a) ainsi que F(a 4 (x— a)f(yia)) sont des fonctions monogenes et
régulieres de y, et qui renferme dans son intérieur les deux points y = o,
¥ = u. On suppose l'intégrale prise dans le sens positif.

On a:
S
! Fln + (¢ —a)f @y | a) fu\"+!
(4) 27[1,'/ Y —u (g) dy
o)
. 1 — (4 a\ n+l
= Fla + (x — a)f(u, @) + ;I;L Fla + (; ‘Z)/(" <) (g) dy,

®
I'intégrale f étant prise dans le sens positif autour du point y =o0. Posons
maintenant:
(0)
: — ] n41

X / Fla + (@ — o)f(y!a) (1_/> dy

27 . y-—au Yy
© I
(P F(a)+ o FO(a)e—a)f(y | @) +

—3 L ——— B e U 7777{_2:“_ U (Q—l/),‘+xdy.
2m y—1u Y

1
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, 1 . .
Nous avons supposé ﬂf (y|a) fini pour y = o. Par suite
O

(5) : f Flo+ (e — o)/l ) ()",

27t y— Y,

()]
0
Flay+ = Fax-afglo+ 1

! |2 n

1 N W,
FO (e —apfylaf +- + - Fae—a fiyla)

w ntt

2m y-u

En faisant alors:

)
N I 1y | @) <y>"“
(6) gﬂn(“:a) =T = \y dy
on obtient:
0)
_ /"F(a + (@ —a)f(y | o) <1">"+'dy
27 . y — W 'y

(7))} Goulte| @) F(a) + »‘L;w“) FO(a)w — a) + ?J‘%,'f("z‘ﬁ@ FO(a)(x —

! 2

+ 901D pos (@)@ — ay.

|

(y)

dy.

a4 ...

En se rappelant la correspondance entre les deux points # = 0, v = 0 et

en posant:

(8) DO = [y ] @),
on voit que:

_ Dwfe Db
(9) g/m(ula) - lﬁ .U i/l + 1

R

’n, ’
On a encore:

(10)

D(”')//L “"



Sur la representation analytique d’une branche uniforme d’une fonction monogéne. 359

On obtient done:

)
1 [(Fla+@—afy|e) (u
= f e AL

D fll
g

(11)

D (1+1)
—F(a)'*‘ZL#( ﬂ‘ v+ s f—#.uﬂ“

nd— u* \F)(a)x—a)
n= 1 — ﬁ Iﬂ > :

et par suite en vertu de (4):

F(a + (x.— a)f(u|a)) = F(a)

n Dy e " Dut1) fr D™ .
+Z( |‘uf..uv + J“+{ o+ Hlf“.un)_p(.)(a)(m — a)
n=1 i !

(12)

8

I Fla + (@ — a)f(y | a) fu\"+!,
+2—ﬂ—1[ P (;,) dy,

ou en ordonnant 'expression (11) suivant les puissances de «

Fa 4 (’c — a)f(u|a)) = F(a)

D ‘ ) D fu \
( . 3) + ; 'ZI (\TZ‘F(I)(HXZ——(I)-{- ‘wf vn((l)(.l‘——(t), + .. + lTlf- F(.")(QXQ-A([)U )u/‘

s
o Fla + (x—a)f(y|a) ju\"P
taa [ TG

On obtient donc en supposant # = 1, et en introduisant:

©
_ I (| a)y (u\"+!
]aﬁn<a)—-~—;,,if () ay

Dl fr Dintt g D) fu

|2 pt1 S n
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la formule suivante:

F(@) = F(a) + %559 pO(a)e — a) 4“2 @)r — " + ..

S
(@) 7, v U [ Flat@—a)y(la) (1)
o+ Y P a)o—af o+ 5 f <_,,) dy

y—1
(15)
Dp® pwge
+Z| < DRI pod(a)(a —-a)+——~}2f FO(a)r —a) + ...
p=11— — —
S
DI ! Fla+(@—a)/(y|w) I)"H
+ I Ft (a)(x——a)“) + 2_-af P <z/ dy.
En ayant égard la formule (9) ainsi qua la définition de f(v]a) et
a la correspondance des points # = 1, ¢ = 1, on obtient
(16) Lim a,,(a) = 1.

égalité qui a lieu pour chaque valeur donnée de p.
Employons maintenant la fonction génératrice f(u|a), |#] < 1, pour
former une étoile 4 inscrite dans l'étoile principale 4 des constantes

F(a), FY(a), F®(a),..., F¥(a)..."'

Soit X un domaine fini quelconque situé a l'intérieur de A®@. Il existera
toujours une étoile £ de centre « qui renfermera X et qui sera elle-méme
située a UDintérieur de 4®.? Si V'on fait parcourir a r létoile K l'en
semble E de tous les points différents Z qu'on obtient en faisant

z2=a -+ (x —a)f(u,a); ‘|u|§r; 1<r<Rk

comdrendra I’étoile E et restera en méme temps situé a I'intérieur de A,
si 7 est choisi suffisamment rapproché de l'unité.

' Note 1, page 48. Note 2, page 200. Note 3, page 2I9.
* Note I, page 50. A la dixiéme ligne de la page il y a une faute d’impression.
Il faut lire € au lieu de F.
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En introduisant pour S le contour C qui représente la circonférence
|y]| = r on peut écrire la formule (15) sous la forme suivante:

FAO() = Fe) + O FOa)o — ) + L FOla)r—a + .

I

(%) () — a4 "F(at@E—a)f(yle) (1)
+ 4l po () —ay + (y) dy

‘n 27 y—1

(17) :
Fla)+ Y (D(”’f FO(a)(z—a) + %Z)f’ F®(a)(@—a)+...

¢

D o Flat(e—a)fly 2) (1Y,
+ 5 P —ay) + -;f (:)" av

y—1I

et cette égalité fondamentale aura lieu pour tous les points x qui appar-
tiennent & un domaine X situé i l'intérieur de 'étoile 4. En faisant
a=1 la formule (17) deviendra le développement de TAYLOR avec le terme
complémentaire de Caucmy.

On a en effet (voir 2)

flyl1) =y; a.(1) = 1; p=0,1,2,..., n
Le terme complémentaire devient:

¢ T
I Fla + (#—a)y) /1\**1, 1 F(z) (.2: — a)"‘” ,
Z—mf y—1 <3_l> dy—m z—zx\z—a dz

ol ¢ est un cercle de centre @ qui embrasse le point z et se trouve en
méme temps & l'intérieur de 'étoile A™ qui de son cdté n’est autre chose
que le cercle de convergence du développement de Tayror. Cest la
forme connue de CaucHY du terme complémentaire dans le cas ol x re-
présente une variable complexe.

Revenons au cas général. Nous avons vu que le rayon r de C étant
pris suffisamment rapproché de l'unité, F(a + (z — a)f(y|a)) appartient
toujours & un domaine F situé & l'intérieur de l'étoile principale A.

Fla + (= —a)f(y]| @)
y—1
une limite supérieure finie lorsque y parcourt la circonférence C. En faisant
Acta mathematica. 26. Twprimé le 28 aoiit 1902, 46

La valeur absolue de

posséde, par conséquent,
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grandir # suffisamment on powrra donc rendre la valeur absolue du
terme complémentaire inférieure & toute quantité positive donnée si petite
qu’elle soit.

Par conséquent 1'égalité:

FA®(2) = F(a) + Lim Y “—#I"IE“) F(a)(z — a)f

7= 4

(18) —l(a)+LmZ (D”me( (& — a)

+ 2 P o —a) 4. A+ P FO ) —ay)

] 2

a lieu pour tout point a l'intérieur de 4.
La valeur limite:

(19) Lim }° a—"—l’if-)F(’*)(a)(x—- a)*

B=w =y i~
— Tim S L (P 5oy o @ P75 — a2t PO B )
—{ggaz‘#(l, FO@o—a)+ =7 Foae—a)+ -+ =2 I ay)

est encore uniformément convergente pour tout domaine X a l'intérieur
de A™,
Supposons inversement que la valeur limite (19) soit convergente pour
x = x,. Lidentité:
I

L . n) £2 (1) £1t
Lim 3 (7 F Ve~ + 2 POl o o 2 S F e =y

ne 2 |z

= ii(’%?fﬁ“wxo &)+ 2oL PO, — )+ P F ), —a

NER -~ y

D) fr

ayant lieu, il s’en suit en vertu d'un théoréme d’AREL' que la valeur

+ 27 poa)(w—a))

. D®» , DWfr
Lim™ <—f FOa)(,—a) + 2L Foa)a,—a) - - /

' Oeuvres. Nouvelle édition. (Svrow et Lie.) Page 223. Théoréme V.
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sera convergente pour |#] < 1. En se rappelant que f(o|a) =0, on voit
que_ T'égalité (13) a lieu pour x =z, si l'on donne & |u| des valeurs suffi-
samment petites. On voit encore qu'en choisissant pour S un contour
comprenant le cercle de centre zéro et de rayon |#| on obtiendra

Fla+4 (xp,—a)f(u [ a))

i " (e u) £3 N
—Lim 3 (P FOa)r, — a) + 2L Fo(a)(am, — @) + .

AL

n=w 71

DG fu "
‘,f F(a)(x, — a) )

Le second membre étant convergent pour |#|< 1, il s’ensuit que le premier
membre est une fonction réguliere de w pour |u|< 1. Par suite en vertu
de la définition de I'étoile A®, le point x, est nécessairement ou un sommet
de A“ ou un point A lintérieur’ de cette étoile.

En nous rappelant encore (voir note 3) que la fonction génératrice
f{u a) peut ére choisie telle que A“ tende indéfiniment vers 4 en méme
temps que a tend vers zéro et telle que les a,,(a) soient tous des nombres
positifs, nous pouvons résumer les résultats obtenus jusqu'ici sous cette
nouvelle forme du théoréme 4:

Théoréme 4a. Désignons par A une étoile de centre a, par a une
quantité positive inférieure & lUunité et par A® une étoile concentrique & A
et inscrite dans A qui sera engendrée par la fonction génératrice f(u|a).
On pourra toujours choisir cette fonction telle que a étant pris suffisamment
petit Uétoile A renferme a son inténieur un domaine donné quelconque situé
@ Uintérieur de A et telle que pour a=1 Uétoile A" devienne le cercle con-
centrique o A et inscrite dans A. De plus A étant Uétoile principale d’une

suite de constantes
F(a) ) F(])(a’) LR F(,u)(a),

assugetties a la condition de Cauchy, on pourra choisir f(u|a) en sorte que
Uexpression limite

Lim [ﬁ—@ FO@) —a) + “ Foa)z — a)? ..+ 0 Foa)o — o]

|X |

n=1x:
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ou
p=1,2,...,n,

() n=1,2,3,...,00

sont des constantes positives déterminées jouissant toujours des deux propriétés

o, (1) =1, Lim a,,(2) =1
et ne dépendant par suite que de la fonction génératrice, possede ume étoile
de convergence identique o A et telle que U'égalité

PA(z) = Fla) + Lim| %12 Fa)w — o) + a“i"—é(i)F“)(a)(m —at ..

n—=ao

+ 29 Fa)(e — oy ]

ait liew pavtout a Uintériewr de AW. Lexpression limite double:

Lim Lim [“‘—rf—“—)F(”(a)(x —a) + f‘“{"%a)F@(a‘)(w —at+ ...
a=0 a2=w — _

aﬂn(“) Al — n
+ 42 PO — a) |

a une étoile de convergence identique a Uétoile A et U'égalité

FA(x) = F(a) 4+ Lim Lim “—]P FO(a)a—x) + 5—("») F®a)r—a)* + ...

a=0 n=ow

Aun(2) v
+ "’%f) F(a)(x — a,r“J

a liew partout & Uintérieur de A.
Si lon s'arréte dans le passage i la limite ¢ un nombre déterminé n

on aura Uégalité
FA®(x)

=F(a)+ f‘ﬂ"f—@ FOa)z— a)4 —IQ Fea)ia — a4+ “58 F(a)e — af

[
n f Plo+ G —oft] @) (1),

y—1 Y

Vintégrale étant prise dans le sens positif et C désignant une circonférence
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de centre #éro et de rayon r(1 <r < R) en sorte que a + (x — a)f (¥ ,a)

appartient @ Uintérieur de Uétoile A,

Au lieu de l'intégrale (3) on aurait pu prendre comme point de départ
d’autres intégrales par exemple

<(}fl—<dn"|—a)>“:1 fF(u + (@ —a)f(y]a) ( > r
Y Y

27 hlyja)y—1

ot f,(u|a) est une fonction avant les mémes propriétés que f(u «) et ayant
encore cette propriété que

df,(n @)

(_MA;E? >u=1

n'est pas égale a zéro. Les constantes a,,(a) deviennent en ce cas

(dfl(u L) (®)
du U S AR
- (4] = 0o,1,2,6 ..., #
27 ff1 law-—1 (,_7/> dy; H Yoo ’

et elles conservent les deux propriétés

a/uz (a) ==

a(m(l) = I, Lim a‘un(a) = 1.

n=%
Mais il ne semble pas nécessaire que l'étoile 4™ reste une étoile de con-
vergence pour chaque choix de f(u|a).

Les développements que j'ai donnés dans ma troisiéme note se rap-
portent spécialement A une certaine fonction génératrice au moyen de la-
quelle on obtient une construction géométrique trés-simple de 1'étoile A“.

p=1,2,...,n
Les nombres a,,(a); se calculent alors par des formules
' n=1,2,3,...,00
de recurrences.

M. FreprorLm' a proposé pour fonction génératrice la fonction

log (1 — (1 — a)n)
log a

flulo) =

' G. Mirrse-LEFFLER.  Sur une formule de M. Fredholn. Comptes rendus etc.
25 mars IQOI.

Ivar FrEpHOLM. Swr la méthode de prolongement analytique de M. Mittag-Leffler.
Ofversigt af Kongl. Vet. Ak. Forhandl 13 mars 1gol.
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et il obtient alors 1'élégant développement:

FA“() = Fla) + Limy <‘—"> [ FO@) 25 +

n—1
n=w 4,9

R

/

Il = log

et ou les constantes A, ...,

AA4+ 1) ... A+ p—1)

c’est a dire des nombres entiers positifs définis par l'égalité:

1 sont les coefficients de la faculté

A4+ 1A+ 2). . A4 p—1) =2+ 44 R

La construction géométrique de A devient cependant en ce cas moins
simple que si l'on employait comme dans ma troisitme note, la figure
cordiforme. Les formules explicites pour les coefficients de la faculté sont
de méme d’une trés-grande complication.’

C'est done un probléme qui n'est pas dépourvu d’intérét de trouver
une fonction génératrice pour laquelle les expressions explicites des con-
stantes

p=1,2,...,n,
Aunl@); )
n=1,2,3,...,00.

b

soient suffisamment simples.
On trouve une solution de ce probleme en introduisant comme fone-
tion génératrice

{20) v=flu]a) = av ) Y a4

(l—-£> ! R
\ ]l

On voit que la transformation v=f(u|a) est biuniforme pour ju] <R
et que les points w — o0, v = o ainsi que u =1, v = 1 se correspondent.

' OscarR ScHLOMILCH. Compendium der hoheren Analysis. Zweiter Band. Dritte
Auflage. Page 23—3I.
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On voit encore que # — — 1, v — ———"—  se correspondent. Le
(z—ag)

point v qui correspond a4 # = — 1 est donc situé sur le prolongement du

vecteur (o1) au dela de zéro et tend vers zéro avec a. Il est encore facile

de voir que I'image du cercle |u| = 1 décrite par v saplatit indéfiniment

en méme temps que « tend vers zéro. En effet si I'on pose

ei"/
1 ——'E — pe

16

on aura

. o g
P = I + 1?/ — Tet(d atl)
i

et par suite

y =z sin (8 — ab),

i

dy  « ‘ 7 N
5= [cos (% — ab) + o cos (28 — (1 + a)H)J.
On voit d’un cbté que :; diminue constamment depuis # = o jusqu'a
8 =7 et d'un autre cOté que % étant positif entre # = 0 et & =Z la
valeur de y augmente depuis zéro jusqu’a
- sin <7—r—— a9=>
R 4 I

1 1 Z
e - - 7\ |2
2(1—cos—>——a“ (2—a“—2cos—>
4 4

N N T .y, .
ou #. est la valeur de @ correspondant a # = i Considérons maintenant

.
b
4

/4 .. . . 3 s
y. Le facteur — va en diminuant depuis # = o jusqu'a # = 7. L’autre
p .

%)

IS

facteur sin (§ — «6) augmente au contraire depuis & = 0 jusqu'a § =

>

Il en sera de méme de y. lLa quantité
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est donc évidemment une quantité plus grande que la valeur maxima de
y. Mais cette quantité tend indéfiniment vers zéro avec la quantité «.

11 est donc démontré que l'image du cercle |u|= 1 déerit par v tend
indéfiniment vers la ligne droite menée de v =0 & v =1 lorsque a tend
indéfiniment vers zéro. ILa fonction génératrice posséde par conséquent
toutes les propriétés énoncées dans le théoréme 4.

Faisons maintenant le calcul des constantes a,,(2). La formule (14)
nous donne immédiatement

(21) ot,L,t(Ot)—ot"(I—f—t <I-—a )+a(a+l)< a}‘;>2+...

! 2

+

1N\ n—pu
ala + I)"'(a+n:./l_~l)<l—a;) )

[ —

. I . M by >
En faisant a = ~ on obtient 'expression trés-simple

I8 1
(22)  F(a)+ Lim %‘@F(”(a)(x—a)-%- aj@lf‘(")

|

(aYx—a)’+ ...

o)

]n

+ F®(a)w—a)"

qui représente Fd(z) & l'intérieur de l'étoile principale A et qui converge
"en méme temps uniformément pour chaque domaine a l'intérieur de .
1’étoile A cependant comme I'a fait voir M. BoREL' n’est pas en général
une étoile de convergence de cette expression; au contraire nous avons vu
que c’est toujours une étoile de convergence de l'expression limite double
F(a) + Lim Limla‘TEa)F“)( o — a) + @I"A;’f? FO>a)w — a)*+ ...

a=0 n=w

n

+ 2 FO a)e — o |

qui aussi bien que (22) représente FA(z), a 'intérieur de 4.

! EmiLe Borer. Sur les séries de polynomes et de fractions rationnelles. Ce journal
t. 24, page 300 et suivantes. Voir notre troisiéme note, T. 24, page 243.
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§ 2.
Les résultats obtenus précédemment proviennent tous de I'étude de

I'intégrale
s

1 [Fla+ @ —af@] @) fw)
o f P (,,) .

. 3 - . : £ 1 t "
Si I'on introduit dans cette intégrale au lien du facteur <§) un

autre facteur conservant la propriété d’étre égal a l'unité pour y = u et
d’avoir y = o pour seul point singulier on obtient d’autres résultats non
moins remarquables.

3
1

. w
Nous choisirons dans ce paragraphe pour multiplicateur e (” ) w dé-
signant une constante positive et c’est I'intégrale

5

- i fF(a o —arwia) o),

2m y—u

qui sera l'objet de notre étude. Il convient de commencer par le cas le
plus simple

fyle) =9y, w=1
et d’étudier l'intégrale

S

(24) ;fF(a + (e — a>!f)e‘"(.5“‘)dy_

2t y—1

Nous supposerons comme dans le premier paragraphe que S représente
le contour d'une surface simplement connexe pour laquelle F (a4 (x — a)y)
est une fonction monogéne et réguliere et renfermant a son intérieur les
deux points y = o0, y = 1.

On a

s (O]

nd 1 " .
(25) LIME———M;(;_I) dy = F(x) + 51?3 M&y)e (y 1) dy.

27 y—1 y—1

Acta mathematica. 26. Imprimé le 28 aofit 1902, 47
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On a encore
(0

__I_f Fla 4+ (¢ — a)y) (_Ql)(f_lj

2m y—1

0
=;;[ )+ (F(@) + [ FOa)r—a)

+(<>+|Fw>w_m+ﬁw>w—mﬂf+u}

1w 1 /w,? ]
AR R b R VI R

@

— Y (Flao+ JLIF(’)((:)(x —a)+ I%F(?)(a)(x —a) ...

n=>0 — _—
T Y w*t!
La série
o« m r(L) ( (01+1
6 Y (Bl + [ FOaNe— 0+ PO e — )

=0

est convergente pour chaque point auquel correspond un contour S.'

! En réalité la série est toujours absolument convergente pour toute valeur de @
et de w. On peut le voir de la maniére suivante qui m’a été indiquée par M. Purac-
MEN. Soit une quantité positive plus petite que le rayon de convergence de la série

Z FWla)e — a)* et soit y la valeur maxima de Y — F®{a)ax — a)| pour
o aed m— /_

7= =0

jz]| =~r.

On aura alors

I
~ Foa)| < grr.
| =
Par suite 2 étant quelconque
n

2

p=0

N — a ]\ n+1
(=)
r

|e—a]

F®(a)e —ay|<g

I —
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On a donec:

(U"L+ 1

(27) e Y (Fla) e ot Foa)r—af)

u,:O —_

S
+ ;EfF(a tes a)y)ew(;_l)dy

1

égalité valable pour chaque point auquel correspond un contour S.
En vertu de la convergence de la série (26) on a

(un+1

(28)  Lim <F(a) + 1‘—[1?0>(a)(x— @)+ .. S FO @) — a)”> L ——o

Par suite en observant que:
@
] Y wh Temeptl e

7 pe—1 7
i | — —

/
0

on voit que

f e “w*dw
(30 b FO(a)—ay

+ L ffl‘_ﬂ”;“)-">e'"(5_l)dy-

27
L

y—1

W

D’otr

n L <| L —a |>"+1
n " |1 I o r
ZF®(a)Yz — < .
\/<u:o P — o >;n+1 <\/ =i
‘ r

le \/ — FC*)(a)(a: —ay].

D’ou

Par suite etc. ete.
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On aurait pu obtenir aussi bien les deux formules fondamentales (27)
et (30) en prenant comme point de départ l'identité:

S

_:_/ Fla+(@—a)y) o)

27 y—1

8 ' @ ‘

:L.f%+(x—a):y) (}_I>fe"’(§‘l)dw+ 1 |dy

27 y—1 y

0 —

s 3 /e )
:;fF(an—wdy_;fﬂzﬂzw(fe‘"(f‘)dw )dy
2z y—1 27 y—1

\0 /

'F x—a - of 1 \
:F(m)—iﬁ{i‘/ Jﬁ%@(] 6 )dw)dy.

\ 0

La série:

est évidemment une série toujours convergente par rapport a .
Par conséquent

f“"w“dw .
o L g oS5 e

4

ou en faisant

F(ﬂ)(a,)
()?

S f e vw*dw ®
T F®(a)(x — a)* fe“”%(a, 0z —a)dw.

123

w(r — a)f

[\As

(32) Fla, o(x — a)) =
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% ytiq

‘Par conséquent:

a+(a:—-a)u (;"’)
y—1 ay

(33) =f6 *J(a, (u(a:—a)dw—}— f
0
nouvelle formule qui mérite d’étre regardée comme fondamentale en méme
temps que les formules (27) et (30).
Nous voulons construire maintenant de la maniére suivante umne étoile
A inscrite dans 1'étoile principale 4 des constantes

F(a), FVa), FO(a), ..., F¥a),

Fixons un vecteur ! issu du centre a et limitons ce vecteur a la
longueur r. En prenant v suffisamment petit, le cercle ayant cette portion
de | comme diametre fera partie de 4. En désignant par p la limite
supérieure de v, en portant sur ! la longueur p et en faisant tourner 1/
une fois autour de @ on aura construit l'étoile A.

.. . . , I
Choisissons maintenant pour S une circonférence € de centre y =

et de rayon %r; r > 1. On tire alors des formules (27), (30) et (33) les

trois égalités suivantes:

FAM (z) = e‘"‘i (F I F(‘)( afz—a)+ ...
! [

+ L F Ve —ar) 0+ rf et gy,

(g
Fla+@—-ay), o3 1) dy

7,:1, y—1

Fla+ (¢ —a)y) e‘”(li_l) dy

27 y—1

FAY () = f ~Fla+ w(z—a)do+ —

0
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qui sont toutes trois valables pour un domaine X quelconque situé a l'in-
térieur de A" pourvu que le diamétre v soit pris suffisamment rapproché
de 1'unité.

Les séries:

©

(26) Y <F(a) + llfF(”(a)(x — @) 4o = 0o — ay
— [

n=0

\ (I)vu.+1

)5//.+I’

C

‘fe-‘”(u‘(lw
(31) O—W F9(a)x —af,
' o~ - F®(a) n
(32) 5a, w(x—d))”—_—;wkw(”_a))

sont uniformément convergentes pour le domaine X. Elles sont encore
toujours et absolument convergentes tant par rapport & x que parrapport a w.

La partie réelle de ,El—l lorsque y déerit le contour de €, étant

égale a
r—1’
(1 —1)* 4+ 2v(1 4 cos ¢)
. - It . S .
ou on a fat y=- + 5%, on voit que cette partie réelle reste toujours
négative.

On a par conséquent

[

P o—— w l»—1

(35) Limi.fF(ﬂ' +e—ay), (” )dy: o.
2T y—1

W=

En choisissant ¢ suffisamment rapproché de I'unité la convergence vers
zéro de cette expression limite devient uniforme pour tout domaine X &
I'intérieur de A®.

On tire alors de (34) les trois formules

(36) FAY(z)

@w

wn-}-l

= Lime Z (F(a) + ‘ilF(‘)(tz)(x— a4+ ...+ I—I,;F“’)(a)(x — a)") [n¥1’

@=o =0
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e w' dw
(37) FAP @) = Lim £ g P (ale —a,
@R a0 —
(38) FA(‘)("U)ZL/.G_“'%((;, wx—a))dw

0

toutes trois valables a I'intérieur de A®™. Les seconds termes de chacune
de ces trois égalités sont uniformément convergents pour chaque domaine
X a l'intérieur de A™.

La formule (36) est due a M. Borer.' ILa formule (38) est la célebre
formule de Larrace-Amer.? La fonction Fla, wx—a)) est la fonction
qu'ABEL nomme >la fonction génératrice» tandis que la branche fone-
tionnelle F4"(z) est »la fonction déterminante». C'est A M. BOREL ue
revient 'honneur d'avoir découvert le premier ce fait important que l'in-
tégrale de LiAPLACE-ABEL

@

(39) f e ’Fla, w@—a)do

U
est convergente partout a l'intérieur de I'étoile A" qui d’ailleurs est une
étoile circonserite au cercle de convergence de la série de Tayror

Z F(a)(x — a)*

n=0

et qui ne coincide avec ce cercle qu'en des cas spéciaux.
J’ai donné le développement que je viens d’établir, dans une lettre
a HermiTe écrite peu de temps apres la premiere publication de M. BorkL.’
Une question importante restait encore ouverte aprés les recherches de
M. Borer. Il était bien démontré que lintégrale (39) avait un sens

! voir: Lecons sur les séries divergentes. Paris 19o0l.

? LarLAce. Théorie analytique des probabilités. (Oeuvres. T. VIL) Livre pre-
mier. Seconde partie.

ABEL.  Sur les fonctions génératrices et leurs déterminantes. (SyrLow et Lie. Oeuvres
II, 67—81.)

 Fondements de la théorie des séries divergentes sommables. Journal des Math.
Série V, t. 2, 1896. '
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partout a l'intérieur de I'étoile A™, mais on ne savait pas si l'intégrale
possédait ou non une étoile de convergence. C’est M. PHRAGMEN' qui a
élucidé cette question en démontrant que l'étoile A" est une étoile de
convergence des trois expressions

-

(39) feh‘"ﬁ(a , w(x—a)do,

0

o

" +1

(40)  Lime™ ) (F(a) + 'L; FOu)(z—a)+...4 (I; F¥a)(x— a)") P

W= 00 w=0

fe—#cu/‘dtu
(41) Lim ——— FY(a)x —ay".
w=%o n=0 <J£/'

La démonstration de M. PHRAGMEN peut étre résumée ainsi:
Il démontre d’abord le théoréme suivant:

»Supposons que l'intégrale
[e_""“g;(w)dw
0

ol ¢(w) est une fonction réelle et uniforme et ol 7, est réel, soit con-
vergente. Désignons par ¢ une quantité positive aussi petite que l'on
voudra et par R(t—¢), la partie réelle de ¢—¢,, ¢ étant réelle ou
complexe.

L’intégrale

®

fe“"’g(w)dw

]

sera uniformément convergente pour R(t — f)) > &.»

En effet posons

o

' Sur le domaine de convergence de lintégrale infinie fF(ax)e—“da. Comptes
0

rendus etc. 10 juin 1GOI.
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on aura, pour M positif et suffisamment grand,

| 0(w)| < M.

On a encore:

fe‘“"ga(w)dw =fe“"(’_'°)e—“”°¢(w)dw =fe“"('_’°)d¢(w).
En effectuant une intégration par partie il vient donc
[ e p(0)do =[P P(0)]7+ (t—1t,) [V O(0)de

Par conséquent:

f e o(w)dw

<M + e+ |t—1¢,| . M. fe"" dw
— W& — Wy It tnl — @ —wyE
=M +e *)—l———T——.M.(e ¥ —em )

- 6=t e
@& @)
<2Me ™+ M renl A

Le terme a droite deviendra aussi petit qu'on veut sil'on fait croitre
o suffisamment. Le théoréme est donc démontré.

Supposons maintenant que 1’expression (40) soit convergente pour z =z, .
On a:

@ !
> e (F@ + [ FO@a— ) ot P — )
_ze “’1< +| FOa)z—a) +---+E—I£F@(“)(x_a)#> ITZL;+I

i (F(a) i = FO(@)(—a) + ...

p=0
I e wyt Tt !
gy AP —_—a)* —_

|
gL
<

(F(a)—{- = FO@) s —a)+ ..

Wy

+|iﬁﬁ*oz>(a)(x_a)!‘) f (i;‘”"—e‘—;ﬁl)dw [c. £. (29)]

o)

Acta mathematica. 26. Imprimé le 28 soat 1902. 48
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e ?wt dw

T — = Gﬁf——FWUU@-—aY

=fe“"%(a, o(r—a))dw

ou en faisant

(43) w(T—a) =w,
(44) — =t
(45) Fla, w)=¢(w) + i¢(w),

p(w) et ¢(w) étant réels, on aura

(46) j}e—‘”%}(a , o —a)do = tjze""‘%(a , w)dw

= t[fe“”‘gp(w)dw + ijze‘""gb(w)dw] .

La condition nécessaire et suffisante pour que chacune des trois ex-
pressions (39), (40), (41) soit convergente est donc que le module de
chacune des deux expressions

e

fe_“"gp(w)dw, fe“‘"g[)(w)dw,
w, étant pris suffisamment grand et w, étant une quantité positive quel-
conque remplissant la condition w, < w,, reste plus petite qu'une quantité

positive donnée si petite qu'elle soit. Cette condition est supposée remplie
I

pour f, = —— D’aprés le théoréme de M. PHRAGMEN cette condition
sera encore remplie pour

1 I
(47) B2 — ) = Bi—t)2e,

c’est & dire pour tous les points & l'intérieur d’un cercle ayant le vecteur
(axz,) pour diamétre.
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 L’intégrale

©

(39) [ F@, o@—a)do

0

est donc une fonction monogéne et régulitre de z partout a I'intérieur de
ce cercle. Le point z, est: donc ou un sommet ou un point a l'intérieur
de 1'étoile A". Cette étoile de convergence de I'intégrale (39) est en méme
temps aussi en vertu de la formule (42) une étoile de convergence des deux
autres expressions (40) et (41).

Les résultats obtenus jusqu'ici dans ce paragraphe peuvent étre ré-
sumés dans le théoréme suivant:

Théoréme 7a. Désignons par A une étoile de centre a et par AW une
autre étoile que mnous appellerons Uétoile de Borel; cette étoile de Borel sera
concentrigue & A et inscrite dans A et sera engendrée de la maniére sui-
vante: On limite chacun des wvectewrs l issu du centre a a une longueur p,
limite supérieure d'une autre longueur v limitant 1 elle méme et telle que le
cercle ayant v comme diamétre fasse partie de A.

L'étoile A étant Uétoile principale des constantes F(a), F(a), ..., F*(a), ...
assujetties @ la condition de Cauchy, chacune des trois expressions

fe—‘"%(a, ;u(x—a))da); Fa, o(x—a)) = ipw)(a) (w(x — a)),

- (|
wht!

Lim 3 (Fla) + { FO@o—a) ok [ PO —ar) 205

w=® =g \

/ L )
L1m e F®(a)(x — a)*

aura Uétoile de Borel pour etozle de convergence et Uégalité

-]

FAY@) = e F(a, w(x— ) do

0

= les‘ ( a)+ — f FU‘)( afz—a)+ ...+ tl_#FU‘)(a)(x—a)“> i;)jll
- je“”a}‘dw .
= %:? "(TF(")(a)(:c—a)"

auwra liew partout & Uintérieur de Uétoile de Borel.
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Si Pon Sarréte dans le passage @ Uinfini @ un nombre déterminé fini
on aura Uégalité

1
FAYe) = [e*§(a, o@—a)do + f PlatG—ay) g,

0 y—I

w = I .0 L ott!
=X (Fl@) + [ FoaNe— )+ oo [ Fa)e —aF) 1

: )

I Fla + (x—a)u) =—1
tm) = Y

fe_"’a)”dw . € ( +( ) ) ( )

bt " a z—a)y =1
= o _______(!l_l)“ _F(n)(a)(x——a)- +% ——‘—“—y_l dy

€
ow Uintégrale f est prise dans le sens positif et ou € désigne une circon-

férence de centre ; et de rayon gr (r>1) en sorte que a+ (x— a)y ap-

partient & Uintériewr de AV,

Revenons maintenant a 1'étude de l'intégrale générale

8

(23) T f @+ —afyia) (),

2m Yy —u

Nous donnerons & f(y|a) la méme signification qu’au premier para-
graphe et nous supposerons comme dans ce paragraphe que § représente
le contour d'une surface simplement connexe pour laquelle f(y|a) ainsi que
F(a+ (x—a)f(y|a)) sont des fonctions monogénes et régulidres et qui ren-
ferme dans son intérieur les deux points y =0, y=wu. On a:

Fla+ (z—a)f(u|a)
©

_ L f (e +@=a)(y|2) ;) e+ f a+<x 10| 4) G 4y

272*12. y—u

-
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et encore
© ©
_ L (Fete—arula) (), e ((Fate=ar@la) .
2m y—u Y= 27 y—u

Q) ©)

_ 0 [ Flat@—a)f@|a) v\, 1 e°o’ [ Fla+t@—af@|a) v\’
|1 f y—u (y)dy 2mi |2 f y—u <y) dy

)

1 e ot [ Flat(@— a)f(l/ a) (u\rH

@
_ 1 ot Fla+@—a)f(y]a) (y)#+1 i
- 27n — |p+1 y—u Yy Y

Par conséquent en vertu de (7):

O

__Lf FlotE—arele) ),

27t y—u

= X (#(0) + 20D o — g + LG 1E PO —ar .

B

Et par suite
(48) Fa+ (x—a)f(u)a)

_ e“"'}; (F(a) i gm(l': 19 poxg Yo —a)+ ...+ QW(IZI 2 F(a)(w _“)”) Izﬁj.:

S
L f Fla+ @ —orela) ),
27

y—u Y
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ou en mettant # =1

(49) F(=)
- Ay ; (@ B ° +1
:e—w2<F(a)+ |(a)F() a)+ + li )FQ)( )( a)ﬂ) |Z#+I
n=0 — \ ol
s )
L Flo+ @—aofg]a) oo
+ ;”f y—1 dy.

On voit l'analogie parfaite avec la formule (27). Employons mainte-
nant la fonction génératrice f(u|a) ol « décrit une circonférence ayant pour
diamétre la ligne droite comprise entre zéro et un pour former une étoile
A“ inserite dans D'étoile principale A4 des constantes F(a), F(a),
F®(a),.... On voit que cette étoile est circonscrite a 1'étoile A obtenue
en faisant décrire & u la circonférence |u| = 1 et qu’elle ne coincide avec
A® quen des cas spéciaux.

En prenant maintenant pour contour S une circonférence € de centre

y=; et de rayon %r, (r > 1), on obtient:
(50) FUA (2)

=Y (Bl + 2O FOe — a4 D IO —ar ) 2
n=0 _ L

(41
Lo f a+ @+ afe ), )

P dy,

égalité valable pour chaque domaine X & l'intérieur de A® pourvu que
I'on choisisse s suffisamment rapproché de l'unité. De la méme maniére
que l'on a demontré 1'égalité (35) on demontre encore la suivante

(1

. (4 @ — 0 @) 1), _
(51) %IT;’f — dy = o.
On a donc:
(52) FUA (z)
i e\ (@) o (@) w?t?
= Lime™ 3" (Fla) + 40 F0ar — a) +...+ 2D Folae—ar) 27
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égalité valable pour chaque domaine A l'intérieur de A“®. L’expression
dans le second membre est uniformément convergente pour chaque do-
maine a lintérieur de I'étoile A“. On voit que cette formule est la
généralisation directe de la formule (36) de M. BorEL.

On obtient facilement une généralisation analogue des formules (37)
et (38). On a:

s

Lf Fla+@—a)fW]a),~-1) ,

271 Y—n Y

8

_ 1 [ Fla+e—afu|a) ,

2xt y—u

(53) 1 ("Flat+(@—a)f(y|a) ( f e‘"(Z—‘)da,>dy

27 Y
0

S /W \

=F(a—l—(iv——a)f(y]a))——%dfF(a-{—(w-—a)ﬂy a>)< / ew(;_l)dw)dy.

Y

On a encore:

N
1 (a+(x—a)f(l/l“) g ) do |di
2 ¥ '
\
——1

@ w

_ 1 Fla+@—a)f(y a) v
_—z?if y <f dw)dy

0}

I

=57 ) [F@+ FO@e—ar]«

+ 1 FO ) —a)f(y < [¢b dw>—-

La fonction f(y|a) s'annulant pour y = 0 nous avons (c. f. (8))

—vav J+f 2f
- Ly ]u-}-l |y+2

(55) fly|a) ¥+ i P e
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Par suite

%jzf(yla)"(\fwem(s_l)dw>%

(0

Dvsy Dv+ifv Dvt2fy
__:Lf( ny+ +fyy+1+ fyv-n_,_“.)

2m Lv ‘u+l |u+2
. I owu 1 /owu\? I /wu\® o \ @
X <f<l +—17+|—3<7) +i—§(7> +...)e dw> ”

= w_'” Df> oy 4 D e D e g
Ofe <(f_”)’(wu) T u) +(li'_*'_2)’( u)*? + ) w

d’ou en faisant

vav
(1)

Dv+lfv
(Jvt1)?

Dv+2fv

(56) f,(wu|a) = EDE

(wn) +

o+ +

(@uy** + ...

il vient

(O] ;)
( — | fy|ay [ew(s_l)dw ﬁ—fwe—w;"(wu‘amw
57) 27 Yo ) " ——O v i *

Par conséquent

w

w fe—‘”f,(wula)dw
Fla+ (@ —a)fw|a)= [edw. F(o) +* | Fa)(x— a)
(58) f e~ flou | @)dw f e=ef,(wn | a)dw
o PO+ e FOllr—a) -

S
L (Pl +@—aryla) o)
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ou en introduisant:

(59) 8,7, ®) = Fla)+ 29 poem—a) + 29D Fope — o 4.,
I E ,

(60) Fla+ (z—a)f(u a)

— fe 3@, 7, on)do + = f (@ + 2 — 0| @) =) g,

—
o Y

En faisant «a = 1, on obtient f(y a) =y. La fonction F(z|f, »)
devient en ce cas la fonction qui a été désignée aunparavant par

Fla, oz — a)); le. £ (32)]
et on obtient l'égalité

(61) . @ f,0) = Fla, o — a)).

En employant la terminologie d’ABEL la nouvelle fonction f(wu|a)
que nous venons d'introduire n'est autre chose que la fonction génératrice
d’ABeL a fonction déterminante f(u|a). On a dounc I'égalité

S
v [y L (fy ay el
(62) f(u|a) =b/e f,(wu|a)dw —{—E;if—@?e ( )dy
qui mérite d’étre signalée.

Choisissons maintenant pour contour § la circonférence € définie pré-
cédemment (page 373) et en faisant » = 1 nous obtiendrons au lieu des
formules (58) et (60), les deux suivantes:

f e~?f o a)dw
(63) FAD(x)= f edw . F(a) + . FYa)z—a)

b f ““”j:‘?”“’ 2 ‘?“)dy,
Y
61 FU(o) = [e~ial, o)do + 1, [TOEE=D00.9), gy

Acta mathematica. 26. Imprimé le 28 aoat 1902. 49
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valables pour chaque domaine X & lintérieur de ¥ pourvu que l'on
prenne la quantité r qui définit le cercle € suffisamment rapprochée de
I'unité.

On obtient encore les deux formules:

fe—“’f,(w 'a)dw
(65 FU(e) = Fla) + Lim £ b FO(a)z—a),

-

(66) FY(z) = [eF(z|f, w)dw

[

valables pour chaque domaine a l'intérieur de A®. Les expressions du
second membre sont uniformément convergentes pour chagque domaine a
I'intérieur de 1’étoile A,

On doit rapprocher ces deux formules (65) et (66) de la formule (52)
obtenue précédemment.

Ces trois formules forment ensemble la généralisation directe des trois
formules (36), (37), (38).

On aurgit encore pu obtenir les formules (65), (66) en faisant subir
a la formule (52) la méme transformation que nous avons fait subir a (27)
pour en déduire les formules (30) et (33).

Il reste encore une question trés importante a éclaircir.

L’étoile U™ était une étoile de convergence dans le cas a=1. Est-ce
encore une étoile de convergence pour les trois expressions (52), (65), (66)
dans le cas général ol o <a < 17?

C'est effectivement ce qui a lieu et la démonstration n’est qu'une ré-
pétition de la démonstration de M. PHrAGMENX dans le cas a = 1. En

effet supposons que l'intégrale f e “F(x,|f, w)dw soit convergente c’est a
0

dire que l’expression

3
o

fe*“'%(xo}f, wu)dw = 1—1' { e—gﬁ(xo|f, w)dw

soit convergente pour % = 1. D'aprés le théoréme de M. PHRAGMEN
I'intégrale
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3

fe_:‘j%(xov, w)dw

0
> 1 “ oy,
sera uniformément convergente pour R(— — 1) > ¢, ou ¢ est une quantité
l'/b =

positive aussi petite que 'on voudra, ce qui revient a dire que l'intégrale
est uniformément convergente pour chaque domaine a l'intérieur d'un cercle
déerit par la variable » et ayant le vecteur (o1) pour diamétre. L'inté-
grale est donc une fonction monogéne et réguliere de u partout a I'intérieur
de ce cercle. Mais |u| étant choisi suffisamment petit f(«|a) s'approche
autant qu'on le veut de zéro et 1'égalité

Fla + (x, — a)f (u|a)) = fe—“’%(a:o]f, wu)do [c. f. (60))

a lieu. Il s’en suit que,  étant un point & l'intérieur du cercle ayant
(o1) pour diametre, F(a + (x — a)f(#|a)) sera une fonction monogene et
régulire de z = a + (£ — a)f(«|a) tant que x sera un point situé sur le
vecteur (ax,) entre a et z,.

Par conséquent #, est ou un sommet ou un point intérieur a I'étoile
A9, La démonstration que nous avons employée pour l'expression (66)
s'étend d’elleméme 3 l'expression (65). Elle s'étend a I'expression (52) si
Ion se sert d’une transformation analogue 3 celle employée dans le cas de
la formule (42).

Maintenant en faisant tendre la constante a vers zéro on obtient les
expressions qui suivent, valables partout & I'intérieur de 1'étoile 4 qui
sera leur étoile de convergence.

FA(x) = Lim Lim i (F(a) + 4l Fo gy a) 4.

a=0 o= n=1 1_}.

+ 4 pu(q)(s — ay)

T
(59) fe—"‘f,(w‘;a)dw
= F(a) + Lim Lim 2 - F%(a)(x — a)’

a=0 w=«x

o

= Lim [ eF(z|f, o)do

a=0 4
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Les expressions que nous avons obtenues dans ce paragraphe pour
FUA“(z) [0 < a<1] sont toutes plus compliquées que les expressions du
paragraphe précédent en ce sens que ce sont des expressions limites doubles
tandis que nos expressions dans le premier paragraphe ne sont que des ex-
pressions limites simples.

Les expressions pour F'A(z) dans le premier paragraphe sont des ex-
pressions limites doubles tandis qu’elles deviennent dans le paragraphe
actuel des expressions limites triples. Nous savons déja qu'il est impossible
d’exprimer FA(z) par une expression limite simple si l'on veut conserver
a l'étoile 4 la propriété d’étre dans tous les cas une étoile de convergence.'

Les résultats que nous avons obtenus dans ce paragraphe peuvent étre
résumés dans le théoréme suivant:

Théoréme 7b. Désignons par A wune étoile de centre a, par a une
quantité positive plus petite que lunité et par N@ unme étoile concentrique d
A et inscrite dans A et engendrée par la fonction génératrice f(u|a) ot
décrit une circonférence ayant powr diamétre la ligne droite comprise entre
Z6ro et um et qui par conséquent, f(ula) étant choisi convenablement, sera
circonscrite & Uétoile A® obtenue par Uintermédiaire de la méme fonction
génératrice quand w décrit une circonférence de centre a et de rayon un.
On pourra toujours choisir f(u'a) telle que a étant suffisamment petit U
renferme dans son intériewr tout domaine situé a Uintériewr de A et telle que
pour a = 1 'étoile ® devienne I'étoile de Borel (théoréme 7 a).

On pourra encore choisir f(u|a) telle que, A étant U'étoile principale des
constantes F(a), F(a), F™a), ..., F¥a), ... asswetties & la condition
de Cauchy, les expressions limites suivantes:

(A) Lim e~ i (F(a) 4 a”‘—(a)F(‘)(a)(x —a) +..

o= = |

0 (4) P . wtt!
+ % Fla)a ay) T

' Emice BoreL. Sur les séries de polynomes et de fractions rationnelles.
Addition au mémoire sur les séries de polynomes et de fractions rationnelles. Ce
journal. T. 24.
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. =1,2,...,n .\ . . .
ot a,(a) ~ T sont des comstantes positives déterminées qui
o n=1,2,2,...,00

ayant toutes la double propriété a,,(1) = 1, Lim a,,(a) = 1 ne dépendent

n=o0

que de la fonction génératrice,

fe—‘”f,(cu] a)dw
(B) F(a) 4+ Lim - | Fa)(x— a)
@=® =1 |i

on
flw 5) = z PLo D=
et B
© [e5', wida
on

F@|f, w) = Fla) + ’“T’—j“)ﬂn(a)(x —a)+ 22D pora e —a) + ...,

possédent toutes les trois une étoile de convergence forcément toujours la méme
et identiqgue @ A®. De plus légalité

©

FA(z) = Lime™Y" (F(a) + “l®) pola)e —a) + ...

w=w© 2=0

(@) gy v o) @
+ 2 Fa)io “)>;ﬂ+1

JSeehé]@)do
= F(a) + Lim 2 T F¥a)x— ay
w=0 v—1 z

— [e 51, w)do

aura liew pdartout & Uintériewr de U°.
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Les expressions limite triples:

@

Lim Lim e~ z <F(a) + ‘fifl_(‘_“_)p(l)(a)(x— a)+...

a=0 w=w =0 ‘/_

+ 0 2 Fta)o —af)

f e~f (0| a)dw
F(a) + Lim Lim 2 [ F¥a)(x — ay

=0 w=w

Lim [e G| f, w)deo

0

ont toutes une étoile de convergence identique & Uétoile A, et Uégalité

o

FA(z) = Lim Lim ¢ )" (F(a) + a;fi'fj‘_)p(l)(a)(x—a) +...

=0 w=w n=0 i

pit1
+ aﬂr;a) F(u)(a)(x_ a)p.) |; 3

fe—‘”f,,(w | @) dw
= F(a) + Lim Lim 2 L F¥(a)(x — a)’
y=0 —_

=0 w=wo

= Limie“"%(x!f, o)dw

a=0 4

aura liew partout ¢ Uintérieur de A.
Si on Sarréte dans le passage & Uinfini @ un nombre déterminé fini

. . . I
on aura, en désignant par € une circonférence de centre > et de rayon

—;r (r > 1), Dégalité

FY(z) =Y (F(a) + 4@) 2oy 4w — a) + ...

B
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® fe—‘"f,(w "a)dw
= FUA(z)— [¢“dw . F(a) — ° - FO(a)(x— ay
0 v=1

= FQI(“)(x)—-j:e“"%(x{f, o)do

€

L [Fote—ar] Do) gy

2m y—1

qui awra liew tant que x est un point tel que a -+ (x—a)f(y a) appartienne
a Uintérieur de Y@ quand y décrit le contour de 6.’

! Outre les travaux indiqués & la page 353 ont paru aprés la publication de la
troisiéme note de mon mémoire les travaux suivants qui sy rapportent:

Le Rov. Sur les séries divergentes: rectification & une note précédente. (Comptes
rendus etc. 5 juin 1900.)

LE Roy. Sur les séries divergentes et les fonctions définies par un développement de
Taylor. (Annales de la fac. des sciences de Toulouse. Tome IL. Année 190O.
Pag. 322—328.)

EmiLe BoreL. Les séries absolument sommables, les séries (M) et le prolongement
analytique. (Comptes rendus ete. 19 novembre 1900.)

EmiLe BoxeL. Sur la généralisation du prolongement analytique. (Comptes rendus
etc. 21 juillet 1902.)

P. PaINLEVE. Observations sur la communication précédente. (Comptes rendus
etc. 21 juillet 190z.)

EMiLkE Borgr. Legons sur les séries & termes positifs. Paris 1902. Ch. VL. Pag. 90.



