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SUR LA REPRI~SENTATION ANALYTIOtlE D'IJNE BRANCHE IJNIFORME 

D'UNE FONCTION MONO6I~NE 

(0uatribme note) 

P A R  

G. MITTAG-LEFFLER. 

Les probl&nes que j'ai trait& dans les parties antdrieures de ce 
mdmoire '  peuvent tons ~tre ramends ?t la source suivante qui est un 

1 Aprgs la publication de la troisibme note ont parn les travaux suivants qui se 
rapportent s ce m6moire: 

Z. G. DE GAI.DEANO. Esiudios de crilica y pedagogia malemdlicas. Zaragoza 19OO. 

Pag. 133. 
C, A. DELl,' AGNOLA. Sulle sdrie di lJolinomi the rappreseniauo un ramo di fun- 

�9 ione anaiitica monogena. (Anna l i  di ma tem.  Ser. 3, T. 6, I9Ol. Pag. 227. ) 
]~MILE ]~OREL. Sur los sdHes de polynome.~ el de fraclion.r rationnelles. (Acta  ma- 

t h e m a t i c a .  Bd. 24, IgOl. Pag. 3o9 .) 
C. A. DELL' AGNOLA. Sulle sdrie di polinomi. ( A t t i  del  R e a l e  I.~t. Venetc). 

T. 60, Parte 2, Anno 19oo- -o i .  Pag. 17 I.) 
EmLE BOREL. Ler,.ons sur les .~dries dirergentes. Paris I9O[. Chap. 4, Pag. 

I 5 6 - - I 8 2 .  
S. PINCIIERLE & U. AMALDI. Le opera:ioni distributive e le loro ctpplica~ioni all' 

analisi. Bologna I9oi. w167 99, 214, 215. 
ERNST LHqDELOF. ~II?" le prolo~lgeme~d analytique. (Bull .  de la soc. m a t h .  

de F r a n c e .  T. 29 , 19ol. Pag. I57. ) 
J. I-IADAMARD. La sdrie de Taylor el son prolongemenl analylique, ( S c i c n t i a  

N ~ I2, I9OI. Chap. VI., pag. 5o- -63 ,  85 , 89 , 9 t ,  98.) 
G. VIV*NTL Teoria delle funzioni analitie]e. Milano I9o i .  Fag. 275, 279--3o4 .  

oo 

E. PHRAGMI,~N. Sltl" le domaine de eonrer.qe~tce de l'intd9rale infinie j ' F ( o x ) e - ~ d a .  
o 

( C o m p t e s  r e n d u s  etc. Io  juin I9o i .  ) 
A c t a  m a l h e m a t i c a .  26. Imprim~ Io 2"3 aofit 19(~2, 4 5  
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probl~me posd par ABEL dane le J o u r n a l  de Cre l l e  (tome 2, page 
286) '  

~En supposant la s~rie 

f(x)  = c o + c,x + c~x ~ + c~x ~ + . . .  

convergente pour route valeur positive, moindre que la quantitd r; on 
propose de trouver la limite vers la quelle converge la valeur de la fonc- 

l ion  f ( x )  en fa i san t  c o n v e r g e r  x vers la l imi te  r.),  

ABEL suppose  d v i d e m m e n t  que  r e s t  le r a y o n  de co n v e rg en ce  de la 

sdrie. I1 ressor t  de nos connaissances  ac tuel les  qu ' i l  y a une  p r o f o n d e  

diffdrence en t r e  leE deux  cas off r e s t  u n  p o i n t  s ingul ie r  ou b ien  un  p o i n t  

r~gul ier  de la f onc t i on  f ( x ) .  C 'es t  ce de rn ie r  cas qu i  a 6t5 t ra i t5  jusqu ' i e i .  

I1 dtai t  b i en  c o n n u  dSs lee ddbuts  du  calcul  inf in i tds imal  que  m~me 

dane c e e a s  il n ' e s t  n u l l e m e n t  ndcessaire que  la sdrie c o + c ~ r + c 2 r 2 + c 3 r ~ - ] - . . .  

soi l  conve rgen te .  Cons iddrons  p a r  exemple  la f o r m u l e  

I 
- -  - -  i - - x  -Ji- ~ 2 - - 3 ;  3 - -  �9 X ~ I 
i + ~  " ' ' ~  

LUCIUS I-~ANNI l-~ber Borel's Veral/gemeinerung des Gre~zbegriffes. ( M o n a t s h e f t e  
fiir  Math.  und Phys .  Jahrg. I2, zOO[. ) 

IVAR FREDIICLM. Sur la mdthode de prolongement analytique de M. MiUag-Leffler 

( ( ) f r e t s .  af K. V e t . - A k a d .  f 5 r h a n d l .  190I. ) 
PAUL PAINLEV~. Sur le ddceloppement des fonctions analytiques en sdrie de poly- 

notatE. (Comptes  r e n d u s  etc. 7 juillet 1902. ) 
Voir encore rues articles: 
{)bet eine Verallgemeinerung der Taylor'schen Reihe. G 5 t t i n g e r N a c h r i c h t e n 1900. 

On multiply infinite series a~d on an extension of  Taylor's series. Proc.  of the 
L o n d o n  Math .  Soc. 32, I 9 0 0  

Analytische Darslellung monogener Functionen yon mehreren unabhiin.qigen Veriinder- 

lichen. J a h r e s b e r .  d. deu t sch .  M a t h . - V e r e i n .  Bd. 9, 19oI. 
Sur  une formule de M. Fredholm. C o m p t e s  r e n d u s  etc. 25 mars I9OI. 
Sur la sdrie de Bernoulli. Comptes  r e n d u s  etc. IO juin x901. 
Un crit~re pour reconnailre lee point.~ singuliers de la branche uniforme d'une fonc 

lion mot~og~ne. Compte s  r e n d u s  etc. [2 aofit 190I. 
Sur le terme eompldme~daire de uue ddveloppement de la branche uuiforme d'une font- 

lion monogdne darts le cas o~) ee ddveloppement poss~de une dtoile de convergence. (()fvers .  
af  K. Ve t . -Akad .  fS rhand l .  19ol. ) 

Oeuvres .  Nouvelle ~dition (SYLoW et Lm). Tome I, page 6z8. 
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qui faisait autrefois l 'objet de rant dc discussions. Le probl~me d'AB~L 
consiste done duns le eas oh x-----r est un point r6gulier ~t remplacer l'ex- 
pression co + Gx + c~x ~ + . . .  valable en g5ndral seulement pour o ~ x  < r 
par une autre expression formde au moyen des constantes co, c~, c ~ , . . .  

I "  mais valable pour o < x < r. En posant le pro)leme ainsi on est conduit 
naturellement au probl~me plus gdndral oil il faut construire l'expression de- 
mand6e en sorte qu'elle soit rulable pour tous ]es  points rdguliers d e / I x )  
situ6s sur l'axe rdelle depuis x = o jusqu'au premier point singulier. Du 
moment que l 'on envisage le probl~me h ce point de rue il est clair qu'on 
dolt 6tarter la restriction que la variable x pa~se seulement par des va- 
leurs rdelles et qu'on dolt exiger de l'expression eherchge qu'clle reprdsente 
la fonetion non seulement sur l'axe rdelle mais encore sur tout autre vecteur, 
issu du centre x = o, jusqu'au premier point singulier; autrement dit, que 
l'expression cherchde reprdsente la fonction "~ l'intdrieur de l'~toile princi- 

1 Co, I c,, 13_c , . . . .  

On trouvera la solution complete de ce probl~me duns rues trois notes 
prdcddents. 

Envisag6 h u n  point de vue un 1)eu diffdrent le l)robl~me est un de 
ceux clue WI~;IERSTI{ASS avait pos6s pour le d6veloppement futur de la 
thdorie des fonctions. On suit que le grand analvste regardait comme le 
but ideal de la th6orie des fonctions de trouver pour des classes de fonc- 
tions aussi dtendues que possible des expressions arithmStiques valables et 
gardant la mSme forme duns tout le domaine d'existence de la fonction. 
Nous pouvons nous reporter entre au~'es h la phrase suivante qui se trouve 
duns }a transcription ~ d'une communication faite par WF.IaRS'rl~ASS vers la 
fin des anndes x88o au sdminaire de Berlin et oh il rendait compte de 
diff(~rents travaux s u r e e  sujet" ,,Weiter ist man bis Heut  noch nicht ge: 
kommen, aber es scheint, als ob das Ziel, welches ich vor langen Jahren 
der Funetionentheorie steckte, nicht unreichbar se i  dass n:,imlich ~berall, 
wo zwischen mehreren Ver(inderlichen Zusammenhang besteht, es m6glich sein 
~misse, ihn in best~i~dig g~ltiger Form darzustellen.)~ La relation analytique 
la plus g6n6rale au sens de WEIEI~STICASS entre deux variables peut ~tre 
ramende au eas oh l 'une est exprimde en s6rie de puissances de l'autre. 
Au point de vue de WEIEt~STI~ASS mon i)robl~me revient done apr~s avoir 

i Pour la d6finition de l'6toile principale voir Note I, page 48, Note II ,  page 200. 
Je dois la connaissance de cette transcription s M. CARL I'rzmsoH.~ s Berlin. 
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d6fini la branche uniforme d'une fonction monogbne la plus dtendue pos- 

sible ~ trouver une repr6sentation arithmdtique de cette branche poss6dant 
le caractbre demandd d'Stre valable et de garder sa forme dans tout le 
domaine de la branche. 

Dans les parties pr~cddentes de ce m6moire je n'ai employd, que 

les eonsid(~rations les plus dldmentaires sur la sdrie des puissances et n'ai 

jamais eu reeours h l'intdgrale de CAUCIIY. En s 'appuyant cependant sur 
la thdorie de l 'int6gration entre des limites imao'inaires on a l'avantage 
d'obtenir un terme compldmentaire d5termin5 parfaitement analogue h celui 

obtenu par CAUCItY dans le eas du (ldveloppement de TAYLOR. La dd- 
monstration de rues thdor~mes se pr6sente en m5me temps sous une forme 
extr~mement simple. C'est ce que je me propose de montrer dans le premier 

paragraphe de ce mdmoire. 

En partant de l'intdgrale de CAUCaV on obtient encore d'une maniSre 

fort simple l'expression d'une branche fonctionnelle au moven de cette in- 

tdgrale cdlSbre de LArLACE ~ qui it fair l 'objet d'un des mdmoires les plus 

suggestifs d'ABEL 2 et dont des nouvelles propriStds les plus remarquables 
ont dr6 ddcouvertes en (tes dermcres aunces par M. BOI,I~L. 3 

M. BOaEL a montr6 que l'int6grale de LArL,XCE-ABEL est valable dans 
une dtoile qu'il appelle le polygone de sommabilitS. M. Pm~AC~M~_~ 4 de 

son c6t6 a montrd que ce polygone de sommabilitd est en mSme temps 
une dtoile de convergence. Je montrerai dans le paragraphe -~ qu'on ob- 

tient au moyen- d'une ldg~re modification une int6grale possbdant une 6toile 

de convergence A (~) qui s'approche indSfiniment de l'5toile principale A en 

m~me temps que a tend vers zdro. Pour a ~- I cette dtoile devient le 
polygone de sommabilit6 de M. BOI~EL. 

Thdorie analytique (&s probabilitds. (Oeuvres, Tome 7.) Livre premier. Se- 
conde partie. 

2 Sin" les ['o~wtions ggndratrices et leurs ddlerminanles. (SYLOW et LIE, Oeuvres 
d'ABEL t. 2, pag. 67--81. ) 

:~ Legons sur les sdries dircrgentes. Paris I9oI .  
ar 

domaine d~ convergence de l'itddgralc i~finie j ' F ( a x ) - " d a .  (Comptes  Sur le 
0 

r e n d u s  etc. I0 juin I90I.  ) 
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Soit 

( , )  ~ = f ( . ~ )  

une transformation biuniforme transformant le cercle [u[ < R ,  R >  l, en une 
surface finie et simplement connexe, et supposons que les points u = o, 

v = o  ainsi que u =  ~, v =  I se correspondent. 
Soit encore" 

(~) f ( , , ]  , )  = , .  

Considdrons l'intdgrale 

b' 

x f F ( a  + (x - -  a)f(yla)) ~u ' '+'  (3) ,,_:, (.;,) UU, 

off S reprdsente le contour d'une surface simplement eonnexe pour laquelle 

/ (y[a)  ainsi que F ( a  + ( x - -  n)[(y!a)) sont des fonetions monog~nes et 
rdguli~res de y, et qui renferme dans son intdrieur Ies deux points y = o, 

y = u. On suppose l'int6grale prise dans le sens positif. 

(4) 

On a: 

z ,-ri ,] y - -  

(o) 
~ z,'(,~ + (,e - -  ,~,,)tC:,, I~)) / , , \  "+',,,,, 

_ _  - -  _ _ . , 9 ,  
, i  - F ( ( ,  + (~ - -  ,Of(u @ + ~ j y _ ,, ~y)  

(o) 

l 'intdgrale f dtant prise dans le sens positif autour du point y----o. Posons 

maintenan t: 
(o) 

I ] 'F(ct "4-(x-- )f(q' (ut"+~ 

(o) 
/*F(a)+~F( ' ) (a ) (x - -a ) f ( y ia )+~zF( ' ) (a ) (x - -a ) ' f ( y  ,z)'+... - '  / 

2m y -  u VY/ 

t 
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Nous  avons supposd ~ f ( y i a )  fini pour  y = o. Par  suite 

(s) 
(o) 

I f F ( a +  ( .c - -a) f (g la ) ) / .  ~'+' 

(o) 
f "  I ,~ ', x F(,,)(a):x_ a)" f(yla)" , F(a)+ ~F  ( (aXx-a)/~yla)+ I~F{')(mtx a) fLul,~)~+ + 

= ~ , . 1  y - ~ t  ( ~ t . n 4 - 1  

E n  faisant alors: 

(6) 

on obt ient :  

m . ( , ,  !~) - 

(o) 

' f (f(v i ~))'~/~\"+'_ 

(7) 

(0) 

I ]* F(ct + ( x - -  ~/'(Yl a)) u " + '  

27ti Y - -  ( y )  dy 

g'"(" ") F~')(a)(z ~) J'~" ~") F(%,)(~ a) ~ + -~ go,(U i a) F(a) Jr ] ~ - - -  Jr - -  . . .  

+ g""l~ I'~) F(")(a)(x - -  a)". 

E n  se rappelant  la correspondance entre les deux points  u = o, v = o et 

en posant :  

(8) D(~) # " = [D(')(f(yl~,))~]~_:0, 

on voi t  que" 

(9) gt,,,(u 
~) - -  D ~ ) f  '~ 

1~, 
DO + ~ ) ft, D(":) [ " .  u". 

- - . u . ' , + ~ ; u  .~,- '  + . . . +  i, ~ 

On a encore: 

(,o) 
]#o.(Ul~) = ,, 
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On obtient donc" 

(,i) 

(o) 

2~I f F(a + (z -- a)f(Y ' a)) ( u" - }) dy 

~_ I (DOOfg D(~+l)fg u,',+l + . . . + _  =F<o)+ I.+' 
1r 

DO)f:, \ 

et par suite en vertu de (4): 

F(a + (x . - -a ) f (u[  ~)) = F ( a )  

q_. \(D(~)ffl I' . U"' -Jr- D('+')ffu:*+']/* + I -4- " ' "  -+- "!n . u "  . F (ZY(a ) (x  - - -  a)  = 

(l 2) .~, ,_ 

8 

, / F(a + (oc- a)f(g l a))(u'~"+' 
+ ~ v - - -  \ y /  dy; 

ou en ordonnant  l 'expression ([ I) suivant les puissances de u 

13) 

F(a + (x--a)f(ul~))= F(a) 

~ I / D(')f D(")f' D(:')f" F(.":'(a)(,--a)~")u* * 

, t t - -  I . - -  

8 

-4-~-~I f F(a + (.y~n-- a)f(y l a)) (y):"\"~ 'dy. 

On obtient  done en supposant u = I, et  en introduisant" 

,4) 

l (o) 
2rri y---I y dy 

D(~)ff D(~+v',ff D(")ff 
- ~ + , , + ~ + . . . +  i~ 
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la formule suivanfe: 

G. Mittag-Lefflev. 

(i5) 

a~,(a) ~,(2) 
F ( x ) - - - -  F ( a )  4 - ~ . F ( ' ) ( a ) ( z - - a )  4 - - ~ _  I; ( a ) ( . , r - - a ) '  4 - . . .  

8 

, ( , v  +, 
+ F(")(a)(z-- a)"+ ~-~,~ y -  ~ v.~/ @ 

t D(z)f o) a DO,)f F(2~(aS( z -  a) 2 4- ... ~--F(a)  4 - s  [ ~ F  ( )(x - -  a) 4- ~-2 , " , v  

8 

+ ~ )(,,c--a)",, ' F(a+(~--a)f(Yla)) (x~ "+' 

En ayant dgard la formule (9) ainsi qu'h la dgfinition de [(u]a) et 
h la correspondance des points u = I, v = I, on obtient 

( ,6) Lima,,(a)----- I, 
t l = r  

dgalitd qui a lieu pour chaque valeur donnde de p. 
Employons maintenant la fonetion gdn6ratrice f ( u I a ) ,  I.I < i, your 

former une dtoile A (~) inscrite dans rdtoile principale A des constantes 

F ( a ) ,  F t ' ) ( a ) ,  F O ) ( a ) ,  . . . , F ( " ) (a )  . . . 

Soit X un domaine fini quelconque situd h l'int&'ieur de A (~). I1 existera 
toujours une dtoile E de centre a qui renfermera X et qui sera elle-m~me 

1 ~ "  t p  �9 situge h m~erleur de A (~). ~ Si l'on fair pareourir a .~ l'6toile E Fen 
semble ~ de t o u s l e s  points diffdrents Z qu'on obtient ell faisant 

z = a + ( x - - a ) f ( u ] a ) ;  l u l < r ;  , < r < R  

comdrendra l'&oile E et restera en m&ne temps situ5 h l'int&'ieur de A, 
si r e s t  choisi suffisamment rapprochd de l'unitd. 

Note l, page 48 . Note 2, page 200. Note 3, page 2I 9 

Note I, page 50. A la dixib, me ligne de la page il y a une faute d'impression. 

II taut lire (~ au lieu de E .  
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En introduisant pour S le contour C qui reprdsente la circonfdrence 

[,JI--r on peut dcrire la formule (t5) sous la forme suivante: 

( ,7)  

a , . (a )  F ( ' ) ( a ) ( x  - -  a) + a2!,(a) F(.2)(a)(x _ _  a).2 + . . .  

C i /  (> 
- -  - d~ + F ~ 1 7 6  + 2,'ri y - - ,  y 

i D ( z ) f  ~ 

C 

D('~) ~ ' 5 I / F ( a + ( x - - a ) f ( y : a ) )  / I  \ n + l  
. . . . .  ( -1  dv + F(')(a)(x--a)" + ~ i  v -  ~ \ v /  

/ 

et cette 6galit6 fondamentale aura lieu pour tous les points x qui appar- 
t iennent ~ un domaine X situd 'h l ' intdrieur de l'dtoile A (a). En faisant 

= t la formule (t 7) deviendra le ddveloppement de TAYLOI~ avec le terme 
compldmentaire de CAucti~. 

On a en effet (voir 2) 

f f v l  , )  = y ;  ~,, , ,( ,)  = I ; 

Le terme compldmentaire devient: 

[2 ---- O~ I ~ 2 7 . . . ~ .  

c 
I y F ( a  + ( : c - - a ) y ) / I \  n+l I ~ F(z) ( ~ )  "+1 

2-~ y - -  I . . 2r,, d z  - -  - 

oh O est un cercle de centre a qui embrasse le point x et se trouve en 
m6me temps ~t l ' int&ieur de l'6toile A ~ qui de son c6td n'est autre chose 

que le cercle de convergence du ddveloppement de TAYLOIi. C'est la 
forme connue de CAUCHY du terme compldmentaire dans le cas oh x re- 

prdsente une variable complexe. 
tlevenons au cas g6n6ral. Nous avons vu que le rayon r de C 6tant 

pris suffisamment rapproch6 de l'unit6, F ( a  + ( x - - a ) f ( y i a )  ) appartient 
toujours ~ un domaine ~ situd ~ l 'intdrieur de l'dtoile principale A. 

La valeur absolue de F(a + ( x - -a ) f ( . q ]  a)) poss~de, par consdquent, 
y - - I  

une limite supdrieure time lorsque y parcourt la circonfdrence C. En faisant 
A a a  math6mativa. 26. I m p r i m ~  le 2S aofit 1902. 46 
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grandir n suffisamment on poun'a donc rendre la valeur absolue du 
terme compldmentaire infdrieure h toute quantitd positive donn6e si petite 
qu'el!e soit. 

Par cons6quent l'6galit~: 

FA(:)(x)---- F(a)  -I- Lim i_ ~ ( a ) ( x - - a )  ~̀  
n = r  l t = l  

= ~ ' ( a ) +  Lim ~,~_~I - <<{D(,)f (is) 

D@) f '  2 DO,) 1"~' F(,) ( a )(x - -  a) *<) I -P ~-_ F(~)(a)(x - a )  --I-... -I- 

a lieu pour tout point ~ l'intdrieur de A (~). 
La valeur limite: 

a"n(a).F("~)(a)(x--a)~< (I 9) Lira i/x 
n = ~  l~t~ 1 

�9 " I D@)f --~ Llm ~ r-- ( ~ - -  F(')(a)(x--a)-a t- DC,'o.f" F(.~)(a)(x_a) 2 +...+ 
.=| .'~_-~ I_Z\ I_ ~ 15 /z i 

est encore uniformdment convergente pour tout domaine X ~ l'int6rieur 
de A (<'). 

Supposons inversement que la valeur limite (x9)soit  convergente pour 
x = x o. L'identitd: 

Lim ~.~ ~ m(a)(xo--a)q- FC~)(a)(xo--a) ~ q-'"-}- FC~)(a)(Xo--a) *' 
n = ~  f*=1 

) --,<-1 - I- F(~')(a)(x~ t ' - t< '~(a) (xo-a)  

ayunt lieu, il s'en suit en vertu d'un thdor~me d'AB~L 1 que la valeur 
limite: 

L i m ~  ,,=| L ( [- D~-D--)IfF~176 F ~ 1 7 6 1 7 6  [- J 

t Oeuvres�9 Nouvelle ~dition. (SYLOW et LIE.) Page 223. Th~or~me V. 
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sera eonvergente pour I.I  < En se rappelant  que f(ola)=o, on volt 

q u e  l'dgalitd (x3) a lieu pour  x = x0 si l 'on donne h I.1 des va leu~ suffi- 
samment  petites. On voit encore qu 'en  ehoisissant pour S un contour 

eomprenant  le eerele de centre zdro et de rayon l u] on obtiendra 

F(. + (Xo-- a)f(u I 
n 

- -  L im Z u" ./De, Of --(v - 
- -  ~ ( ~ - ~ - F  ) ( a ) ( X o - - a  ) + 

n = ~  1 ~=I  [ - -  \ I - -  

De ~) f~ 
F(~>(a)(Xo - -  a)' q- . . .  

DO)f," F(~> ( ~ a),") q'- ~ a)(x~ . 

Le second membre dtant convergent  pour [ u [ <  z, il s 'ensuit  que le premier 
membre est une fonction r~gulibre de u pour ]u] < I. Par suite en ver tu  

de la ddfinition de l'~toile A (~), le point  xo est ndcessairement ou un sommet 
de A (~) ou un point  h l ' int6rieur" de cet~e dtoile. 

E n  nous rappelant  encore (voir note 3) que la fonetion g~n6ratriee 

f ( u j a )  peut  ~tre choisie telle que A (") tende ind~finiment vers A en m~me 
temps que a tend vers zdro et telle que les %,~(a) soient tous des hombres 

positifs, nous pouvons r~sumer les r6sultats obtenus jusqu ' ic i  sous cette 
nouvelle forme du thdor~me 4: 

Thdor~me 4a .  DEsignons par A une Etoile de centre a, par  a une 

quantitE positive infErieure it l'unitE et par A (~) une Etoile concentrique i~ A 

et inscrite dans A qui sera engendrEe pat" la fonction gEnEratrice f (u]a) .  

On pourra toujours choisir cette fonction telle que a ~tant pris suffisamment 

petit l'Etoile A (~) renferme d son intdnieur un domaine donne quelconque situd 

<i l'intdrieur de A et telle que pour a = i l'~toile A (~) devienne le cercle con- 

centrique it A et inscrite dans A .  De plus A grant l'gtoile principale d'une 

suite de constantes 
F ( a ) ,  F( ')(a) ,  . .  . ,  F(~)(a), . . . 

assujetties d la condition de Cauchy, on pourra choisir f ( u l a )  en sorte que 

l' expression limite 

Lim,== _ F ~  a) -t- ~-e- -  "' I,~._ ' " 
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o't't 
~ = I ~ 2 ~  . . . ~ t ~  

( )  
~ = I ~ 2 ~  3 ~  . . . ,  CX~ 

sont des eonstantes positives ddtermindes jouissant toujours des deux propridtds 

~#n(1 )  : I ,  L i m  a , , , ( a )  = I 

et ne ddpendant par suite que de la fonetion g~ndratriee, possOde une dtoile 
de convergence identique d A (") et telle que l'dgalitd 

[aln(a)F(I)(a)(z-- a) + ~ . ~ ( " ) ( a ) ( ( ~  - -  a )  ~ -gu . . . leA(x)  : F(a)  -k- Lim[ !~ 

air lieu partout d l'intdrieur de A (~). L'expression limite double: 

[ ~  a'"(a-~) F ( " ) ( a ) ( x  _ a)2 + . . . Limo:o Li~,~ ~ ' _  ~ ( ' ) ( a ) ( x - -  .) + i_ ~ _ , 

+ ~",(~)N('~)(a)(x,, - -  a)"] 

a une dtoile de eonve~yenee identique d l'dtoile A et l'dgalitd 

F A ( x )  : F(a) + Lira Lira [a'"(a~) F(')(a)(a---x) -k- ~ F(:)(a)( x - - a ) '  -+- ... 
o=o . . . .  L i! :-- 

+ ~'~" ,,( '~ ) F~"~( a )(x - -  a?J 

a lieu partout ~ l'intdrieur de A .  
Si l'on s'arr~te dans le passage r la limite ~i u~, hombre ddtermi~d n 

on aura l'~galitd 
FA(~)(x) 

"'"(") ~ F (a)(~--a) ~+ + !~ = F ( a ) +  - - ] } -  F( ' ) (a ) (~ - -a )+  ~'"(~) (~) ""(~)  F~)(a)(~ - -  a) ' 

c 

+ f v(,~ 

l'intdgrale dtant prise dans le 

-t- (X--y - -  Ia)f(Y l a))(~).+1_ dy 

sens positif et C dgsignant une circon[grence 
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de centre zdro et de rayon r ( i  < r <  R) en sorte que a Jr- ( x - - a ) f ( y ' ~ a )  
appartient d I'intdrieur de l'dtoile A ~ .  

Au lieu de l'intdgrale (3) oll aurait pu prendre eomme point de ddpal~ 
d'autres int6grales par exemple 

.... 1 F ( a  + ( x - - e l ) f ( , ,  [ t-.t))(I) TM 
2~7 0 f,(tr i o) - -  I 7" l df f  

off f~(u[a) est une foncfion avant les mSmes propridtds que f(u a ) e t  ayant 
encore cette propri~t6 que 

- - - d , ;  / u=l 

n'est pas dgale h z:ro. Les constantes a~,,(a) deviennent en ce cas 

( dr, o, i <_,)3 f" ,],,+, <~,<,,(~<) = _ \ d,, , , , : ,  ( f ( . , /  <~))', ())/ 
, 2~7 ,~ f,(yl  ' D - -  i d y ;  is = o ,  i , 2 ,  . . . ,  t~ 

et elles conservent les deux propri~t~s 

~,,. ( , )  = , ,  Li,n ~,,~. ( ~ )  = , 

5[ais il ne semble pas n6cessaire que l'6toile A ~'~) reste une 6toile de con- 
vergence pour chaque choix de f(u In). 

Les ddvelopl)ements que j 'ai donn6s clans ma troisi~me note se rap- 
portent spdcialement h une certaine fonction gdndratrice au moyen de la- 
quelle on obtient une construction gdomdtrique tr~s-simple de l'dtoile A ("). 

Les nombres a,,,,(a); #~-- I ,  2, ...,~Z Se ealculent alors par des formules 
~Z~ I ,  2, 3~ ' ' ' ,  Ck3 

de recurrences .  

5[.  FREDHOLM 1 a propos~ pour fonction g6n6ratrice la fonction 

f(u i ~) = log (3 - - ( I  - -  .),,) 
log a 

1 Cy. ~[ITTAG-LEFFLER. SHF m~e formule de M. Fredholm. Comptes  r e n d u s  etc. 
25 mars I90I .  

IVAR ~REDHOLM. SH]" la mgthode de prolo~geme~t atmlytiq~te de M. Mittag-Leff'ler. 

0 f v e r s i g t  af Kongl .  Vet. Ak. F S r h a n d l .  13 mars 19oi. 
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et il obtient alors l'616gant d6veloppement: 

FA(~)(x)  = F(a)  + Lim (i - -  a)" h}:,)_ ' F(,)(a) H -  + . . .  

+ 1,~,,~FC',-,(~)(~--q "-~ 

oh 
I 

H = log-  ' (2 

et oh les constantes h~;'2),, . . . ,  h} '') sont les coefficients de la facult6 

a(a + i ) . . .  (), + l, - -  ~) 

c'est h dire des nombres entiers positifs ddfinis par l '@ali t6 

' J 'O'  + l ) ( a  -Jr- 2 ) .  . . (), + /~ I )  = )," + ]/~u)j,u--I _1_ . . . ._1_ " , , , - - ' " "  

La construction g6omdtrique de A {~} devient cependant en ce cas moins 
simple que si l 'on employait comme duns ma troisibme note, la figure 

cordiforme. Les formules explicites pour les coefficients de la facultd sont 

de m6me d'une tr~s-grande complication. 
C'est donc un probl~me qui n'est pas d@ourvu d'intdr& de trouver 

g6n6ratrice pour laquelle les expressions explicites des con- une fonction 

stantes 
I~--- I , 2 ~  . . . ~  ~?~ 

~ ? , ~  I ~ 2 ~ ~ ,  . . . ~  C-~.  

soient suffisamment simples. 
On trouve une solution de ce probl&ne ell introduisant comme fonc- 

tion g6ndratrice 
l 

�9 I 

(~o) v = f ( . l ~  ) - ( ~ "  - ~ /  ~ : :  ~ - - ~  

et que les 

On voit que la transformation v=-f(~,]~) est biuniforme pour I . I  < R 
points u = o ,  v = o  ainsi que u =  I, v =  i se correspondent. 

I OSCAR SCHLOAIILCH. Compendi~on der h6here~ A~alysis. Zweiter Baud. Dritte 
Auflage. Page 23 --31. 
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r 

On voit  encore que a = -  I, v . . . . .  se correspondent .  Le  

point  v qui  correspond h u = -- I est done situ6 sur le p ro longement  du 

veeteur (o l) au delh de z6ro et tend  vers z6ro avee a. I1 est encore facile 

de voir que l ' image du eerele lu]  = I d6crite par v s 'aplatit  ind6finiment  

en m~me temps que a tend vers z6ro. En  effet si l 'on pose 

e i / J  

I -- D e  i(~ 

R 

on aura 

et par suite 

v = x - 4 -  i y  = - -  ~ e + ' j - ~  p,, 

y = - - ,  ~ sin (0 - -  ~ 0 ) ,  

- -  eos(O--~O) +~-?~pcos(2,~--(1 + ~)S) . 
dtj ,o ~ 

On volt  d 'un  cbtd que [ diminue cons tamment  depuis  8 = o jusqu 'h  
jO 

dg z la , 9 = , 7  et d 'un  autre cbtd que ~ dtant posi t i f  entre ~9= o e t  , 9 = ~  

valeur de y augmente  depuis zdro jusqu 'h  

. . a  

[ ( '( ' :)i 2 I - -  COS - -  a a 2 - -  a a - -  2 C 0 8  

off O,; est la valeur de 8 correspondant  ~ ,5 = ,_-r. Considdrons main tenan t  
4 

y. Le facteur ~ - -  va en d iminuant  depuis t9 = o jusqu'h ,9-= ,7. L ' a u t r e  
,o a 

facteur sin ( , 9 -  aO) augmente  au contraire depuis ~9 = o jusqu 'h  ~-----=. 
4 

I1 en sera de m~me de y. La  quanti td 

(L 
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est done ~videmment une quantitd plus grande que la valeur maxima de 

y. Mais cette quantit~ tend inddfiniment vers zdro avec la quantit6 a. 
I1 est donc ddmontrd que l'image du cercle l u ] =  x ddcrit par v tend 

ind6finiment vers la ligne droite mende de v = o h v ~ t lorsque a tend 

ind6finiment vers z6ro. La fonction gdndratrice poss~de par consdquent 

routes les propri~tds 6noncdes dans le thdor~me 4. 
Faisons maintenant le calcul des constantes a,. ,(a).  La formule (t4) 

nous donne immddiatement 

a a ( t l +  I) 

+ ,,(,, + ,~... (,, + ~ - , ,  - ,) ( ,  _<,~' ) " - ' )  
I n  - -  g 

En faisant a = on obtient 1 expression tres-smapl 

.== I_-~-- ( ~ ) ( ~ -  ~)~ + 

qui reprdsente FA(x)  h l ' intdrieur de l'dtoile principale A e t  qui converge 
en m~me temps uniformdment pour chaque domaine h l 'intdrieur de .4. 

L'dtoile A cependant comme l'a fair voir M. BOREL 1 n'est pas en g6ndral 
une dtoile de convergence de cette expression; au confraire nous avons vu 
que c'est toujours une dtoile de convergence de l'expression limite double 

as, (a)  ,(2) a'"(a) FO)(a) (x  - -  a) --}- --~__---~ (a)(x  ~ a ) ' +  . . . 

+ 1'2 ( a ) ( x - -  a)" / 

qui aussi bien que (22) repr6sente F A ( x ) ,  h l 'int6rieur de A. 

t ~EM1LE BOREL. SIO" les sdries de polbmomes et de fractions rationnelles. Ce journal 

t. 24, page 309 et suivantes. Voir notre troisi6me note, T. 24, page 243. 
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L e s  

l'intdgrale 

2. 

rdsultats obtenus prdc4demment proviennent tous de l '6tude de 

8 

I fF(a+(~--~) f (v l . ) ) / , , \ '+* .V_ ,  kV) aV. 

(;),,,1 
Si l'on inh'oduit dans cet*e intdgrale au lieu du facteur un 

autre facteur conservant la propridt4 d'dtre dgal h l'unit~ pour y = u et 

d'avoir y = o pour seul point singulier on obtient d'autres rdsultats non 
moins remarquables. 

~(: -d 
Nous choisirons dans ce paragraphe pour multiplieateur e ~v ~, rod& 

signant une constante positive et e'est l'int6grale 

8 
, . ;F (~  + ( . -  o)r(:, ,~l) o('--,) 

2m Y _ ~ e ~ dy  

de notre 6rude. I1 eonvient de commencer par le eas le qui sera l 'objet 
plus simple 

r ( v l ~ )  = y ;  , = ' 

et d'6tudier l'int6grale 

8 

(24) i f F(a + (~ - -  ")  ") e~ " d,j 
2,Ti d ? / -  I " 

iN'ous supposerons eomme dans ie premier paragraphe que S reprdsente 
le contour d'une surface simplement connexe pour laquelle F ( a  q - ( x - - a ) y )  

est une fonction monog6ne et rdguli6re et renfermant ~ son int6rieur les 
deux points y ----- o, y ~ i. 

On a 

(2s) 

a (,) 

7;7~,ij ~.t--~ " e ~' i @  = F(x) + ~ ' d  7----i @" 

Acta mathematlca. 26. Imprim@ le 28 aofit 1902. 47 
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On  a encore  

G. Mittag-LetEer. 

(") 

, f f (a  + (x--a)y) (~-' ~i  ? , -  , J ) ~v 
(o) 

= ;:~ f { ~ ~  + (~'+)+ i'-, ~++)+- +) 
+ (~+)+ ~ ~++)+ _,,)+ ~,,,++)(~_+,),++ I 

_ i ~ " ' ] "  

I (0 I ( (0~'  ~ I ((0) 3 . ] 

= ( ' ' f(:>(a)(x-- <'): -I-... =~-~ F ( " ) + ~ z ~ + ( ~ ) ( ~ - - a ) + V _  
tz=O 

7-- ) {'O(L + 1 + !" F'->(.)(~--.)," : .+,  
La sdrie 

( ~ fO"L+ ! 
I tzc,,)(a)( x __ a),~) ::/1 + , (26)  F ( a )  -1- f ~  - -1- . . .+  .~ 

p=O -- ~-- 

est convergente pour chaque point auquel correspond un contour S. 

!~1 = r .  
On aura alors 

1 En r4alitd la s~rie est toujonrs absolument convergente pour toute valeur de x 
et de co. On peut ]e voir de la mani~re suivante qui m 'a  dt~ indiqu~e par  M. PHRAG- 
,~I~. Soit une quantit~ positive plus petite que le rayon de convergence de la s&'ie 

et soit y la valeur maxima de ~ I F ( ' O ' a  ~' I !/l L )~z - -  a)." pour 
/t=O '-- 

Pa r  suite x dtant quelconque 

I I I 

#=0 --  

'-ilx-~ ~+Ir 
g I / - . I  I 
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On a donc: 

(27) F ( s  : e -~' ~ ( F ( a ) 2 v  I (1) I IV@)((/)(3;__(?),* ) r ~ _ F  (a)(x--a) +. . .+ ~ 1_ p + ,  
t~ = 0 

S 

I F((z + ( , e -  a)y)e~,(; dy 
+ 2~--~ :,1 - -  -x " 

dgalitd valable pour chaque point auquel correspond un contour S. 
En vertu de la convergence de la sdrie (20) on a 

(28) Lim (F(a) + 
n = r  

' S~">(.)( ,  - -  a)") F('>(a)(x-- a) + . . .  + - 

( o n +  1 

- -  O .  

Par suite en observant que" 

(29) 

on voit que 

(30) 

0 

f e-" eo .~ dee 

S 

D'ofi 

D'ott 

r 

Par suite etc. etc. 

Lira FO0 (a)(x - -  a)" . --  o.  
~== u  I n + I 
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On aurait pu obtenir aussi bien les deux formules fondamentales (27) 
et (3 o) en prenant comme point de d@art l 'identit~: 

8 

' / ' F ( a + ( x - - a ) Y ) e ~ ( ~ - O  
2z:,i y -  I 

['( )/ "] t f F ( a + ( z - - a ) y )  i _ _  
: 2-~i j -~-  , ;j , e'~(~-') d~o -l- x ey 

0 

8 8 

f , fF(. _-- ~-.t F(a + ~  - a)~./) d y  ~ i  2m,/  y -- I 

i /  to  \ ,  

\0 / 

= F ( x ) - -  I-!- [" F(~ + ( ~ -  ~)y) 
2~i j y - i t ; . / ,  / --1 d o )  

\ , o  

La s6rie" 

~=o (1_.) '  (,o (x - -  .))," 

est dvidemment tree sdrie toujours convergente par rapport 'h w. 
Par consdquent 

a o  w 

(3')  ~ ~ f~) (a) (x  - -  a) ' '-= e- ~ ,,,= Fc',)(a)(]/~) ' "  (~o(x--a))." do~ 
=0 \ l - - /  0 

ou en faisant 

(3~)  F ( ~ ) ( . )  ( ~ o ( z  - -  a) )  ~' 
/L=O 

f e-wo~dw 

z _ _ _ .  ~ (i/~) F ~ ( a ) ( x - -  .),  '~ = f e -~  .,(x-- a))d,o. 
p.= 0 0 



Sur la repr6sentation analytique d'une branche uniforme d'une fonction monog~ne. 373 

Par consgquent: 

? I f F(a "t-(X- a)14>el~O-')d " (33) F ( x )  ---- e - " ~ ( a  , w ( x  - -  <,))do) -t- 2~--i y -  
o 

nouvelle formule qui mdrito d'etre regardde eomme fondamentale en mgme 

temps que les formules (27) et (30). 
Nous voulons construire maintenant de la mani~re suivante une ~toile 

A ~ inscrite dans l'6toile principale A des constantes 

F ( a ) ,  F ( i ) ( a ) ,  F(2)(a)  . . . .  , FOO(a) ,  . . . .  

Fixons un vecteur 1 issu du centre a e t  limitons ce vecteur ~ la 
longueur r. En  prenant r suffisamment petit, le cercle ayant cette portion 
de 1 comme diam~tre fera partie de A. En ddsignant par p la limite 

sup6rieure de ~, en portant sur l la longueur p e t  en faisant tourner i 

une fois autour de a on aura construit l'6toile A (t). 

Choisissons maintenant pour S une circonfdrence ~ de centre y = 2  

I 
et de rayon 2r ;  r > I. On tire alors des formules (27) , (3 ~ ) et (33) les 

trois 6galitds suivantes: 

(34) 

vA( ' ) (~)  = f e - o  s~(a + 
0 

(s 
_ ~ . , ~ )  . . . . . .  \ <o.+, _ , / F ( ~  + (~ - a )~)eO(~- , )  d,a, 

ea 

/~=O I - - ]  

(s 

e v#. #d~ + 2~,i j y- ~ �9 

2~i j y - i 
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qui sont routes trois valables pour un domaine .~. queleonque situd "~ Fin- 
tdrieur de A ~ pourvu que le diam~tre r soit pris suffisamment rapproch6 
de l'unitd. 

Les sdries 

(26) .F('O( a )(x - -  a):") 
,,~=o x I'_ i i~ . i I'. + [ 

ao o~ 

~"%, f e-oJgo,,~dl:o 
- -  . )  

p t = O  

~.~) F(")( a ) (32) ~ ( . ,  ~ o ( x - - . ) ) =  (!~)~ (o~ (z - -  a))" 
: = t  

sont uniformdment convergentes pour le domaine X. Elles sont encore 
toujours et absolument eonvergentes rant par rapport ~ x que par rapport ~ w. 

La pattie rdelle de i I lorsque y ddcrit le contour de g,  dtant 
!! 

6gale h 
I - - 1 2  ~ 

(I  - - r )  * + 2 r ( I  + c o s 9 )  

oll 

ndgative. 
On a par eonsgquent 

(3 5) Lira --.2z~I ( F(a 
(t) = oo 

on a fait y = 2  + ) e ' ~ ,  on voit que eette part ie rdelle reste toujours 

/ /  X 

( /y O. 
y - - I  

En ehoisissant r suffisamment rapproeh6 de l'unit6 la convergence vers 
zdro de eette expression limite devient uniforme pour tout domaine X h 
l'int~rieur de A ('). 

On tire alors de (34) les trois formules 

(36) FA(')(x) 

= Lime -"~ s ( F ( a ) +  i F(,)(a)(x__ a)- t- . . . - t  - I 
o) a-4- I 
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(37) FA(')(x) = Lira o F(~)(a~lx __ a),~, 

(38) FA(')(x) = f 
0 

routes trois valables h l 'intdrieur de A (w). Les seconds termes de chacune 

de ces trois 6galitds sont uniformdment convergents pour chaque domaine 
X h l 'intdrieur de A (~). 

La formule (36) est due ~'t M. Bol~Er,. ~ La formule (38) est la c~l~bre 
formule de LAPLACE-AriEL. 2 La fonction ~ ( a ,  oJ[x--a)) est la fonction 

qu'AnEL nomme ):la fonction gdn6ratrice, tandis que la branche fonc- 
tionnelle FA(~)(x) est ~la fonction d6terminante, .  C'est h M. BOnEL que 

revient l 'honneur d'avoir ddcouvert le premier ce fait important que l'in- 
t6grale de LAPLACE-ABEL 

r 

(39) , f  e - ~ ( a ,  oJ(x - -  a))dw 
o 

est convergente partout ~'~ l'int6rieur de l'dtoile A '~'-~ qui d'ailleurs est une 
r n  | 6toile circonscrite au cercle de converzence de la s@ie de IAYLOt 

~ ~ F(:')(a)(x--a) ,'~ 
I~ = 0 

et qui ne coYncide avec ce cercle qu'en des cas sp@iaux. 

J 'a i  donnd le ddveloppement que je viens d'dtablir, dans une lettre 
h HEICmTE ~crite pen de temps apr~s la premiere publication de M. BOm,:L. ~ 

Une question importante restait encore ouverte apr~s les recherches de 

M. BOREL. :[[ 6tait bien ddmontrd que l'intdgrale (39) avait un sens 

voir: Lecons s~o" les sdries dicergentes. Paris I9OI. 
LAPLACE. Thdorie analyliq~r des probabilit6s. (Oeuvres. T. VII.) Livre pre- 

mier. Seconde partie. 
ABEL. Sur les fonctions gd)~dratrices et leurs ddterminantes. (SYLOW et LIE. Oe u v r e s  

II, 67--8  z.) 
3 Fondeme~ts de la thdorie des sdries divergentes sommables. J o u r n a l  des Math. 

S6rie V, t. 2, 1896. 
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parlour k l'int6rieur de l'6toile A ~ mais on ne savMt pas si l'int6gmle 
poss6d*it ou non une 6toile de convergence. C'est M. PHRAGM~N I qui a 
6lucid6 cette question en d6montrant que l'6toile A ~ est une 6toile de 
convergence des trois expressions 

(39) fe- '3( . ,  ,o(x--a))d,o, 
0 

(40) L i m e  -~  . ~ \ F ( a )  + F [a)(x--a) +...+ _F~)(a)(x--a)" ~"+' ) 

f e--zeo"deo 
(41 ) Lim 0 F('~ )(x ~ (d'. 

La ddmonstration de M. PHRAGMEN peut ~tre r6sum6e ainsi: 
I1 d6montre d'abord le th6or~me suivant: 

,,Supposons que l'int~grale 

fe-~ 
, /  
0 

oh 9(o)) est une fonction rSelle et uniforme et oh t o est r~el, soit con- 
vergente. D6signons par ~ une quantit6 positive aussi petite que l'on 
voudra et par R(t~to) , la partie r6elle de t ~ t o ,  t 6rant r6elle ou 
complexe. 

L'int6grale 

f e-~tr 
0 

sere uniformdment convergente pour B ( t -  to ) > s. 

En effet posons 

= f (,o)d,o, 
0 

oo 

Sur le domaine de converge~ce de l'intdgrale infinie f F(ax)e-~da. 
0 

r e n d u s  etc. I0 juin IgoI .  

Comptes  
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on aura, pour M positif et suffisamment grand, 

On a encore- 
Ir < M. 

En 

P a r  

~ 2  

f e-~ 

f e -~ r .,)do, = f e-'('-'.'e-".r )do, = f e-'('-'~dO( ", ). 

effeetuan~ une integration par partie fl vient done 

. f  e-o'~,(",)d", = [e -~ r + ( t - - t o ) f  e-'('-")$(",)do. 
art r 

consdquent: 

o) 2 

<= M(e -'~," + e -'~) + It--tol. M. f e-':d", 
r 

=M(e--,~+e-O,,~)A It--tol. M.(e-,,,=-~e--~'- ) 
$ 

< 2Me-",~+Mlt--t~ ~. 
$ 

(42 ) 

Le terme ~ droite deviendra aussi petit qu'on veut si l 'on fair croltre 
suffisamment. Le thdor~me est done d6montrd. 

Supposons maintenant que l'expression (40) soit eonvergente pour x = x 0 . 
O n  a :  

I (~) 

= * 

tt=O 

= ~ (F(a)+ I-~ F~ @ o @ 

,a=O , I -  
ca 2 

+ ~ F(Z)(a)(x--a)J') [~ [e-~ e-~,r _, _ f l \  ~ ~fi-+i jaw [c.f .(:9)] 

Aeta math~natiea. 26. Imprim4 le 28 aofit 1902. 48 
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9~ OJ 2 

Z fe-o  d., 

0)  2 

= 

~)1 

, ~ ( x  - -  a ) )  d o  

ou en faisant 

(43) w(x - -  a) = w, 

! 

(44) x - -  a - -  t, 

(45) ~ ( a ,  w) = q~(w) + ir 

(w) et r  6rant r6els, on aura 

r 2 W2 

(46) f e-~'~(a, o(x--a))do = t f e-w'~(a, w)dw 
~)1 Wl 

fr '~ i f e_~, r ( w ) dw ] 
tC 2 

La condition ndcessaire et suffisante pour que ehaeune des trois ex- 
que le module de pressions (39), (4o), (4I) soit convergente est done 

ehacune des deux expressions 

W2 W 2 

W l  W 1 

w, 6tant pris suffisamment grand et w~ 6rant une quantit6 positive quel- 
conque remplissant la condition w I < w2, reste plus petite qu'une quantitd 
positive donnde si petite qu'elle soit. Cette condition est suppos6e remplie 

I O'apr6s le th~or~me de ~{. PHRAGM]~N cette condition pour t 0 - z o _ a .  

sera encore remplie pour 

(47) R z a Zo- -a  = 

e'est h dire pour t o u s l e s  points ~ l'int6rieur d 'un cercle ayant le vecteur 

(axo) pour diam~tre. 
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L'int~grale 

(39) f w ( x - -  a))deo 
o 

est donc une fonction monog~ne et rdguli~re de x partout ~ l ' int&ieur de 
ce cercle. Le point x 0 esf: donc ou un  sommet on un point ~ l'int~riettr 

de l'dtoile A ('). Cette dtoile de convergence de l ' intdgmle (39) est en m~me 
temps aussi en vel~u de la formule (42) une dtoile de convergence des deux 

autres expressions (40) et (4I). 

Les rdsultats obtenus jusqu'ici dans ce paragraphe peuvent ~tre r~- 
sumds dans le thdor~me suivant: 

Th~or~me 7a.  Ddsonons par A une dtoile de centre a et par A ~ une 

autre dtoile que nous appellerons l'dtoile de Borel; cette dtoile de Borel sera 

concentrique 5 A et inscrite dans A et sera engendrde de la manidre sui- 

vante: On limite chacun des vecteurs 1 issu du centre a a une longueur p,  

limite sup&ieure d'une autre longueur r limitant 1 elle mdme et telle que le 

cercle ayant r comme diamdtre fasse partie de A .  

L'dtoile A grant l'dtoile principale des constanles F(a) ,  F~ t;c=)(a),... 

assujetties d la condition de Cauchy, chacune des trois expressions 

| ~ FO*)(a) fe-~ .,(x--@do,; ( x  - -  a ) ) "  , 
0 p.=O 

Lim ~ -  7 ~  F~ ~ 
e ~ = o o  /~=0 

aura l'gtoile de Borel pour dtoile de convergence et l'Ogalitd 

FAro(x) f e-~q~(a, o ) (x - -a ) )dw 
0 

---= Lim ~ F (a )  -4- x FC~)(a)( z __ a) + + i f~)(a)(x __ a) 

= Lim~,=| ~=o o (l_t*) 2 Fc~)(a)(x-- a)t' 

aura lieu partout d l'int&ieur de l'dtoile de Borel. 
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Si l'on s'arrdte 
on aura l'dgalitd 

G. Mittag-Leffler. 

dans le passage ~i l'infini d u n  hombre d~termin~ fini 

fs 

f FA(')(x)= f e-'i~(a eo(x--a))d,o+ F(a+(z--a)Y)e| 
J ..---"--7 g 

0 

off-+l  = e-~' ~=o ~ (F(a)+ ~ Fci)(a)(x--a)+...+ ~ _ xV'~176 a)'~)I/x +1 

f e-~,~dap 
0 

lv~)(a) (x- -  a) ,'< + ~-~ J v -  I 

o~ rintdgrale f est prise dans le sens positif et o~ ~ ddsone une circon- 

et de rayon i f~rence de centre ~ ~ r  (r > I) en sorte que a + ( x - - a ) y  ap- 

partient 5 rintdrieur de A ~ 

Revenons maintenant h l'~tude de l'int~grale gdn~rale 

8 

, f~'(,~ + (~--o)r(yF,))e-(~-,)dv. ( 2 3 )  2 z /  y - -  

:Nous donnerons ~ f(yla) la m~me signification qu'au premier pam- 
graphe et nous supposerons comme dans ce paragraphe que 5' reprdsente 
le contour d'une surface simplement eonnexe pour laquelle f(yl~)ainsi que 
F(a + ( x - -  a)f(yla)) sont des fonctions monog~nes et rdguli~res et qui ren- 
ferme dans son int~rieur les deux points y----o, y = u. On a: 

F(a + ( x - -  a)f(ul@ 
(o) 

2, .f1 + @ 
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e t  e n c o r e  

(o) (o) 

x F(a+(z--a)f(yla))e*, ~-, e-" F(a+(x--a)f(y[a))dy 
2:ri y--u " 7--~ < y - u 

(o) (o) 

f ,u 
~ - ' ~  ~(a+(~-~)f(Yl~)) (y )dy  ~_ ~-,~,o' [ F(a+(~--,,)f(ul~,)) ,, " 

- -  - d y  
l !  v - ~  _ 2~i 12 J y-,~ (y) 

(.) 

, r.<,+, f 
(o) 

~,:i= I/~+~ y-,, ~7/ du. 

Par consdquent en vertu de (7): 

(o) 

, r F(a + (z--a) f(y  ]a)) e~,(~ --') 7a, i ] -y m u d y 

---- e-~ Z tF(a) + ~ = o  l! F~ l ~- a~)F(:)(a)(x--a)~' + " "  

+ gt,~l~]a)F@)(a)(x__a)~,) o~+, 
[,~+I 

= e - ~  F(~)+ ~ F('>(~)(x--~) + f("(a)(~--~)' + . . .  

DYf '~ F(,)( "~ ar 1 + 

Et par suite 

(4 8) F(a + (x - -  a)f(u]a)) 

e - ~ ' s  (.F(a) + gl~l~la)F~ + . . .  + g~';'17 ]a) F~ ~) ~ 
,,=o ]i, + x 

8 

i r F(a + (z - -  a)f(yta)) e,,(~-, ) 
+ ~ J y - - "  

du 



382 

ou en inerrant u---- i 
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(49) F(x) 
= e -<~ ~ (F(a) + -~-a'~(a)F~ --a)+...+a")(a)F~ ~*~ 

8 

+ 2.~I .~ F(~ + (.y_- .)r(., I ~ ) ) ,  e~ dr. 

On voit l'analogie parfaite avec la formule (27). Employons mainte- 
nant la fonction gdndratrice r(ul~) o~ ~, ddcrit une circonf6rence ayant pour 
diam~tre la ligne droite comprise entre zdro et un pour former une 6toile 

9~ (") inscrite dans l'6toile principale A des constantes F ( a ) ,  F ~  . . . ,  
F~ . . . .  On volt que cette dtoile est circonscrite 7t l'6toile A (") obtenue 

en fMsant ddcrire h u la circonfdrence l ul---~ I e t  qu'elle ne coincide avoe 
A (~) qu'en des cas spdciaux. 

En prenant maintenant pour contour S une circonfdrence ~ de centre 
I I 

Y = 2  et de rayon 2 r ,  ( r >  I), on obtient" 

(5o) E•(~ 

= e - - ~  F( . )  + - -  F<,)(.)(~ - -  ~) + . . . +  -~_~ [ ~ + i  ~=o ]; 

I f F(a .3F (~ -{- a)f(s, [q)) e~(~-,) + ~  v--~ dr, 

6galit6 valable pour ehaque domaine X ~ l ' int&ieur de ~l (~) pourvu que 
l 'on choisisse r suffisamment rapproch6 de l'unit6. De la m~me mani~re 

que l 'on a demontr6 l'6galit6 (35) on demontre encore la suivante 

(5I) Lim~do=m V -  I 

On a donc" 

(5 2) F ~  (~ (x) 

Lime  -~  s (F(a)+ ~ FO)(a)(x- a)+ + ~_F~176 a) t') oz+, 
0 ' = ~  ~ = o  _ " " " _ I / x +  I 
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6galit6 valable pour chaque domaine "~ l'int6rieur de 92 (~). L'expression 
dans le second membre est uniform6ment convergente pour chaque do- 
maine ~ l'int6rieur de l'6toile ~l ("). On volt que cette formule est la 
g6n6ralisation directe de la formule (36) de M. BOREL. 

On obtient facilement une g6n6ralisation analogue des formules (37) 
et (38). On a: 

(53) 

8 
~iI f F(a+(z--a)f(yla))e,O(~-I - -  u dy 

8 
I r F(a+(x-- a)f(y la)) 

2~ d @ 

8 ~ w x 

f w "--1 ) , /'F(<~+(.-a)f(~l,~)) e ( * ' ) d o J  dy 27i d y 
\ 0  / 

, CF(a+(x--,~)f(:, a)) e ( ' )doJ d y .  I --~ F(a + (x i a) f O ]  a)) ~ ~ f l  Y . 

\ 0  / 

On a encore: 

(54) 

* "~ )dr I f F(a+(x--a)f(yia))( f '0(~-0 e y do) 2 y 
k 0 

(o) 

-- 2~I f F(a+@--a)f(y!a))y 
\ 0  / 

(o) 
I 

IF(a) + ~_ F("(a)(x--a)f(yla ) 

(f ) W {l l I F(~) , ] dy 
\ 0  / 

La fonetion f(y[a) s'annulant pour y = o nous avons (c. f. (8)) 

/ ~fJ+l ~ ! Iiv+2 
(55) r(Yl~)~ = -~-z v~ + i ; u  i ~ + ~ ; ~ -  + . . . .  
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Par  suite 

( / )  i f dy 
\o 

(o) 

, f iD.r~ D.+,:. D.+V ~ ) 
- 2 ~  tT~z y + T ; u  +~;~sY~+~+... 

(oJ( ) ) x ' + : ~ . s - + ~ G  -~ + I ~ , .  ,' + e-~'dw y 

f" ID'e~ D~+~f~ D'~+2f~ " '~+~ )d~o 
= j , - - t (L~ ) , ( , ,u )~+  (~,~,(~u)~+,+ (l~+2),~,,u) + . . .  

0 

d'oh en faisant 

D'~f, D~+lf~ (56) f~(~ou I a) - -  ~ (oJu)" -I- )~ (o~u) ~+' q- - -  
(t_J (I v+' 

/9~+~f____~ ~_ (role),,+2 -st-... (E~+~)~ 

il vient 

(0) / ~ t w I /  I ~ ' ' ~  ~,, /~/~,,io/~o (57) 2}i f(Yl=)~ l e  " Sdeo y =  
t~ 0 

\ 0  

Par  consdquent 

(55) 

oJ 

F(a -~ (x--a)f(ul~))= f e-'d,o. F(.) +0 I! F(')(a)@--a) 
0 

+ 

w w 

f ~ - ~ f ~ ( ~ .  ] ~)d~ fe-<"f~(<~,,.l,,)d<~ 
I o 

2~ 12_ F(~)(a)(x - a)' + ~  1_ 3 ~'~:~)(a) ( x -  a) ~ + ... 
S 

x f r(~ + (~-~)r(y I ~)i j (~- , )  uv + Yr,/ y - - u  
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ou en introduisant: 

(59) ~(x ,  f ,  to) = 2V(a) Jr- f,(o~ a)F(,)(a)( x __ a) q- f*(~! a)F(.~)(a)( x _ a)2 + ..., 
!! 

(60) F(a A- (x - -  a) f(u] a)) 

<: , / F(~ + (~ - ~,)f(y I ~<)) e~'(~ - ')  = f e-~ f ,  wu)dto + z~r---i -y ~ ~ dy. 
0 

En faisant a ---- i, o n  obtient f(y a) = y. La fonction ~ ( x i f ,  to) 
devient en ce cas la fonction qui a dt6 ddsignde auparavant par 

et on obtient l'dgalit6 

~ ( a ,  ~ ( x - - @ ;  {c. f. (3:)] 

(6I) ~(x  it ,  to) = ~ ( ~ ,  to(x - -  a)). 

En employant la terminologie d'ABEL la nouvelle fonction f,(o.}ul~ ) 
que nous venons d'introduire" n'est autre chose que la fonction gdndratrice 
d'AB~L ~ fonction ddterminante /(u[~) ~. On a donc l'6galitd 

(62) I f("Y -i j e ~y Sdy 
r(~ I ~)" = f ~ - ~ 1 6 3  I ~)ato + ~ y _  

0 

qui mdrite d'gtre signalde. 
Choisissons maintenant pour contour S la circonfdrence (~ ddfinie prd- 

cddemment (page 373) et en faisant u = I nous obtiendrons au heu des 
formules (58) et (60), les deux suivantes: 

(63) 

f e-~D(o, l a)d~, 
0 ~v~t(o)(~) = f ~ - o a t o .  F ( a ) +  t_ ~ F ( ~ ) ( a ) ( x - - a )  ~ 

0 ~ = 1  

(64) 
o . ( F { .  + ( . -  a ) r e ,  ~))/(~-')@ 

0 

Aeta mathematica. 26. I m p r i m 4  le 28 aofit 1,c(12. 49 
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valables pour chaque domaine X h l ' int&ieur de 2 (') pourvu que l 'on 
prenne la quantit6 r qu i  d6finit le eercle ~ suffisamment rapprochde de 
l'unit~. 

On obtient encore les deux formules: 

r i v  

(65) Fg.I(~)(x) = F(a)  + Lim ~ 0  7 F(~)(a)(x--a) ~, 

(66) = I r ,  
0 

valables pour chaque domaine h l'intdrieur de 2 (:). Les expressions du 
second membre sont uniform6ment eonvergentes pour chaque domaine 
l 'int6rieur de l'&oile 2 (:). 

On doit rapprooher oes deux formules (65) et (66) de la formule (52) 
obtenue prdcgdemment. 

Cos trois formules forment ensemble la gdndralisation directe des trois 
formu]es (36), (37), (38). 

On aurait encore pu obtenir les formules (65) , (66) en faisant subir 
la formule (52) la m4me transformation que nous avons fair subir ~ (27) 

pour en ddduire les formules (30) et (33)- 
I1 reste encore une question tr~s importante ~ dclaircir. 
L'dtoile 2(") 6fair une 6toile de convergence clans le cas a =  I. Est-ee 

encore une 6toile de convergence pour les trois expressions (52), (65), (66) 
darts le eas gdndral off o < a < I ? 

C'est effectivement ce qui a lieu et la ddmonstration n'est qu'une rd- 
p~tition de la ddmonstration de M. Prn~AGM~X darts le cas a = I. En 

effet supposons que i'int6grale f e - " ~ ( x o ] f  , to)alto soit convergente c'est 
0 

dire que l'expression 

f e-"qff(xo If ,  wu)&o ' - -  -~ - e "~ff (x o i f ,  w ) d w  
"it 

0 t~ 
0 

soit convergente pour u = I. D'apr6s le thdor6me de M. PHRAGMI~N 
l'intdgrale 
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f e-~i(xo If, w)dw 
0 

sera uniform6ment eonvergente pour R(  I ) u - - I  ~ e, off �9 est une quantit~ 

positive aussi petite que l 'on voudra, ce qui revient a dire que l'int~grale 
est uniformdment convergente pour chaque domaine h l 'intdrieur d 'un cercle 
d6crit par la variable u et ayant le vecteur (oi) pour diam~tre. L'int~- 
grale est done une fonction monog~ne et rdguli~re de u partout ~ l 'intdrieur 
de ce eercle. Mais lu[ dtant ehoisi suffisamment petit f(ula ) s'approche 
autant qu'on le veut de z6ro et l'6galitd 

F(a- l - (xo--a) f (u[a))=fe- 'qd(xol f ,  wu)deo [e. f. (60)] 
0 

a lieu. I1 s'en suit que, u 6rant un point ~ l 'int6rieur du cercle ayant 
(oI) pour diam~tre, .F(a u t- (x ~a)f(ula)) sera une fonction monog~ne et 
r6guli~re de z ~ - a - t - ( x -  a)f(u I a) rant que x sera un point situ~ sur le 
vecteur (axo) entre a et x 0. 

Par consdquent x 0 est ou un sommet ou un point intdrieur h l'gtoile 
~I ('). La d6monstration que nous avons employde pour l'expression (66) 
s'~tend d'elle-mSme ~ l'expression (65). Elle s'6tend ~ l'expression (52) si 
l 'on se serf d'uue transformation analogue ~ celle employ6e dans le cas de 
la formule (42). 

Maintenant en faisant tendre la constante a vers z~ro on obtient les 
expressions qui suivent, valables partout h l 'intdrieur de l'~toile A qui 
sera leur 6toile de convergence. 

(59) 

• ( a,I,(a) (1) FA(x) = LimLima=0 ,,=| = F(a) q- ~ _  F (a)(x--a) +. . .  

+ a,~(a)it.;__ Fc~)(a)(x - -  a)~) I/l+Ie~ 

= F(a) -t- Lim Lim ~ i~ F(~)(a)(x a)~ 
a = O  ( ~ = r  v ~ l  L--  

= L i m f  e - ' ~ ( x l f ' a = 0  ea)deo 
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Les expressions que nous avons obtenues dans ce paragraphe pour 
F2(~)(x) [o < a <  I] sont routes plus comp]]qudes que les expressions du 
paragraphe prdc6dent en ce sens que ce sont des expressions ]]mites doubles 
tandis que nos expressions dans le premier paragraphe ne sont que des ex- 
pressions ]]mites simples. 

Les expressions pour I;'A(x) dans le premier paragraphe sont des ex- 
pressions ]]mites doubles tandis qu'elles deviennent dans le paragraphe 
actuel des expressions ]]mites triples. Nous savons ddj~ qu'il est impossible 
d'exprimer F A ( x )  par une expression ]]mite simple si Yon veut conserver 

l'dtoile A la propridtd d'etre dans tous les  cas une gtoile de convergence. 
Les rdsultats que nous avons obtenus dans ce paragraphe peuvent ~tre 

r6sumds dans le thdor~me suivant: 

Th4or~me 7b. Ddsignons par A une dtoile de centre a, par a une 

quantitd positive plus petite que l'unitd et par ~[(~) une dtoile concentrique d 

A et inscrite clans A et engendrde par la fonction gdndratrice f(u]a) o~ u 
ddcrit une circonfdrence ayant pour diamOtre la lone droite comprise entre 

zdro et un et gut par consdquent, f(ui  a ) dtant choisi convenablement, sera 

circonscrite ~ l'dtoile A (~) obtenue par l'intermddiaire de la m~me fonction 

gdndratrice quand u ddcrit une circonfdrence de centre a et de rayon un. 

On pourra toujours choisir f (u l a ) telle que a dtant suffisamment petit  9I (~) 

renferme dans son int~rieur tout domaine situd ~ l'intdrieur de A et telle que 

pour ~ = i l'dtoile 91 (~) devienne l'dtoile de Borel (thdor~me 7 a). 
On pourra encore choisir f (u  I a) telle que, A dtant l'dtoile principale des 

constantes F ( a ) ,  F~  /7(2)(a), . . . ,  FO')(a), . . .  assujetties d la condition 

de Cauchy, les expressions limites suivantes: 

(A) 
/ 

~1#((z) 
Lim,~=| e -'~ ~=o ~-~ ~F(a) + ~-_ F ~  + ... 

ir + i  

' EMILE ]3OREL. Sur les sdries de polynomes et de fractions rationnelles. 
Addition au mdmoire sur les sdries de polynomes et de fractions ralionnelles. Ce 

journal. T. 24. 
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o~ %~(a) r , ' l = I , 2 , . . . , n  ] sont des constantes positives ddterminEes qui 
L A 

ayant routes la double propri~td =~,(I)= l, L ima# , ( a )=  i ne ddpendent 

que de la fonction gdn&atrice, 

E e-~'f,(oo ] a)do~ 
(B) 2~'(a) + Lim o t;.(.)( a )(x __ a). 

o~ 

f.,(,,.,i<:<)= V '  s)"r- ~ .". D~f ~ =  [D"(r(u <:,))~].=o; 

et 

(c) 

o~ 

0 

f,(~ o) f,(oJ a) F(2)(a)(x__ ~ ( x [ f  , o~) = ZV(a) + ~_ F (a ) (x - -a )  + 2_ a)' + . . . ,  

poss~dent routes tes trois une Etoile de convergence forcdment toujours la mEme 
et identique 5 ~.l (~). De plus l'dgalitd 

F A ( x )  == Lime -~ s ( F ( a ) +  a'~(ia-) FO)(a) (x- -a)+  ... 

I, i t ' +  i 

---- F(a)  + Lim ~ ~ -F(')(a)(x - -  a) ~ 
u):~ v=l 

oo 

= f e - ~  !f, ~)d~ 
0 

aura lieu pdrtout h l'int&ieur de ~(~). 
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Les expressions limite triples: 

Lim Lime-" ~ (F(a)+ a'~la) F(')(a)(x - a)n u ... 
,~:o . . . .  ~=o il ~ 

E ( a ) + Lim L i m ~  
Y=O 

+ -~-_lazz( a ) F~)( a )(x - -  a) ~ ) [/l + 

f I a)deo 
o I ~- F(~)(a)(x _ _  a)~ 

c~ 

Lim f .,)d., 
a = O  0 

ont toutes une dtoile de convergence identique ~ l'dtoile A,  et l'dgalitd 

FA(x) : Lim Lime -~" ~-~X (F(  a) + a,~(a) F(,) ( a)(x - - a )  + . . .  

(0~+ 1 
-~- ~ - F ( " ) ( a ) ( x - - a ) ' )  [~ + I 

= E(a) n u Lim Lim F(~)(a)(x - a) ~ 
o = o ~  v .o  i ~- 

---- Lim f e - '~ (x  If, eo)deo 
a~O O 

aura lieu partout d l'intdrieur de A.  
Si on s'arrdte dans le passage ~ l'infini d u n  hombre ddtermind fini eo 

I e t  de rayon on aura, en ddsignant par ~ une circonfdrence de centre 

I 

2 r  ( r >  I ) ,  l'~galitd 

a,~(a) F(,)(a)( x a) F 2 ( " ) ( x ) ~ - e - ' ~ ( F ( a ) +  - -  ~-. . .  
~=0 

\ 
_~_ _~_agg(a) F(Z)(a)(x__a)g) [/~+Ia~+l 
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= 

0 y = l  - -  

= F2( )(x)--fe- ly(xlf, o )do  

i e xy ]dy 
e r a  y ~  I 

qui aura  lieu rant que x est un  point  tel que a + ( x - - a ) f  ly a) appart ienne 

d l ' int~rieur de 92 (~) quand  y ddcrit le contour de ~.~ 

1 0utre les travaux indiqu~s ~ la page 353 ont paru apr~s ]a publication de la 
troisi~me note de men m6moire les travaux suivants qui s'y rapportent: 

LE RoY. Sur les sdries divergentes: rectification h une note prdcddente. (Comptes  
r e n d u s  etc. 5 juin I9oo. ) 

LE RoY. Sur les sdries divergentes et les fonctions ddfinies par un ddveloppement de 
Taylor. (Anna]es  de la fac. des s c i en ces  de Toulouse .  Tome II. Ann6e I9OO. 

:Pag. 322--328.)  
E~aJLE Bo~Er,. Les sdries absolume~t sommables, les sd~ies (M) et le p~'olongement 

analytique. (Comptes  r e n d u s  etc. 19 novembre 19oo. ) 
EMILE BOI~EL. Sur la g~,dralisation du prolongement analytique. (Comptes  r e n d u s  

etc. 21 juillet 1902.) 
P. PAI~rLEV~. Observations sur la communication l~'geddente. (Comptes  r e n d u s  

etc. 21 juillet 1902. ) 
:E~tlLE BOREr,. Lemons sur les sdries h termes positifs. Paris I902. Ch. u  Pag. 9 O. 


