SUR LES FONCTIONS QUI ADMETTENT UN THEOREME D’ADDITION
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1. Comme point de départ de sa doctrine des fonctions elliptiques,
WeiersTRASS a pris le théoréme suivant: Toufe fonction x = ¢(u) qui
admet un théoréme daddition se raméne algébriquement & une fonction uni-
forme, méromorphe et doublement périodique de w, ou ¢ une dégénérescence
dune telle fonction. Autrement dit, ¢(u) est une fonction algébrique de
@, g,,9,) oude ¢ ou de u.

En téte de sa théorie des fonctions abéliennes, WEIERSTRASS a inscrit
une proposition analogue: ‘

Tout systéeme de n fonctions (indépendantes) & n variables qui admet
un théoréme d’addition est une combinaison algébrique de n fonctions abéliennes
(ow dégénérescences) a n arguments et aux mémes périodes.

Cette proposition, qui a été souvent invoquée par les éleves de WEIER-
STRASS, n'a pas seulement une importance considérable dans la théorie des
fonctions abéliennes; elle intervient encore dans de nombreuses questions
intéressant les surfaces algébriques, les équations différentielles, ete.

Malheureusement, la démonstration de lillustre géomeétre allemand
n'a 6té ni enseignée® ni publiée; il n’en subsiste aucune trace dans ses
manuscrits; elle est aujourd’hui perdue.

! Jentends par 1a que les n fonctions ne sont lides par aucune relation identique.

* Dans le seul de ses cours (cours manuscrit) ot il soit fait allusion & cette dé-
monstration, WEIERSTRASS précise. le théoréme et annonce qu'il 1'établira dansg les legons
suivantes. Mais le manuscrit porte alors que WEIERSTRASS, malade, a interromptu son
cours; quand il le reprend quelques semaines plus tard, il poursuit le développement
de la théorie des fonctions abéliennes, sans revenir sur le théoréme en question.

Acta mathematica. 26 bis, Imprimé le 2 aofit 1902, 1
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L’importance et la beauté de ce théortme rendaient bien désirable
quil fit enfin établi. Mais, si, dans le cas d'une variable indépendante,
la démonstration en est aisée, elle présente, dis que le nombre des variables
est égal a 2, de tres profondes difficultés. Celle que j'ai développée dans
mes lecons de Stockholm (pages 292—340) est rigoureuse, mais longue et
compliquée; depuis lors, sans en changer le principe, je suis parvenu a
I'alléger tres notablement. C’est cette démonstration, sous sa forme nou-
velle, qui fait l'objet du présent mémoire. J'espere gu'elle paraitra claire
et élémentaire. Je ne crois pas d’ailleurs qu’elle soit susceptible de sim-
plifications importantes.

2. Enoncé du théoréme d'addition. Je commencerai par préeiser I'énoncé
méme du théoréme.

D’aprés la définition de WEIERSTRASS, un systéme de deux fonctions
(indépendantes) de deux variables, soit # = ¢(u,v), y = ¢(u,v), admet un
théoréme d addition, si les valeurs de z,y pour u = u, + u,, v ="v, + v,,
s'expriment algébriquement a Vaide des valeurs (z,, y,) et (z,,y,) de (z,¥)
pour u = u,, v = v, d'une part, et v = u,, v = v, d’autre part.

D'une facon plus explicite, les fonctions = =¢(u, v), y=¢(u, v) étant
quelconques, si on pose

T = oy, + U, Y + ), Yy = Sl’("'o + w0 /vl)’
Ty = 50(”0 ) vo): Yo = ‘/’(uo ) 1)0),
r, = ¢(u,, ,), YV = 50(“1 y Uy)s

il est loisible de tirer u,, v,, #,, v, des quatre dernieres équations et de

porter dans les deux premieéres. Soit:
x———A(xo,yo,xl,yl), y=B(mo’?lo7m1'y1)

les expressions ainsi trouvées. Le couple de fonctions ¢(u, v), ¢(u, v)
admet un théoreme d’addition si 4 et B sont algébriques en x,,y,,, . ¥,.
La définition est la méme pour » fonctions de n variables.

3. Rappel de quelques propriétés des fonctions abéliennes. Considérons
un systéme de (n + 1) séries & n arguments u, , ..., %, et aux mémes
périodes (d'ailleurs arbitraires). Les quotients de n de ces séries 6 par la



Sur les fonctions qui admettent un théordme d’addition. 3

(n 4+ 1)° définissent » fonctions & n variables, méromorphes et 2n fois pério-
diques, et on peut toujours choisir les séries  de maniére que ces # fonc-
tions @ (w, , ..., %), ..., T, (%, , ..., u,), solent indépendantes. Ces n fonc-
tions (ot on a au préalable effectué sur les u une substitution linéaire
quelconque) formeront, par définition, wn systéme fondamental de fonctions
abéliennes® & n variables; les périodes y sont laissées quelconques;® quand
on les choisit telles que le nombre des systémes (distincts) de périodes soit
moindre que 2w, les fonctions w (u,, ..., u,), ..., (4, , ..., u,) forment
un systeme de fonctions abéliennes dégénéré.

Toute fonction méromorphe X(w, , ..., #,) & 2n systtmes de périodes
distincts s'exprime algébriquement & l'aide des fonctions z,,..., z, d'un
systéme de fonctions abéliennes aux mémes périodes. Cest ce qui résulte
des travaux de WuyisrsTrASS, de MM. Picarp, PoINCARE et (dans le cas
de deux variables) d’'une belle méthode synthétique de M. ArprrLr.?

On sait enfin que tout systéme de fonctions abéliennes (dégénéré ou
non) admet wun théoréme daddition et quil vérifie un systéme différentiel
de la forme:

(1) du,= Pyx,,...,x,)dx, + Q(=,, ..., x)dz, + ... + Ti(»,, ..., 2,)dz,
(i=1,2,...,n),

ou les P;, ..., T; sont algébriques en x,, ..., x,, et ol les seconds membres
sont des différentielles totales exactes. St les fonctions abéliennes forment
un systéme fondamental a périodes quelconques, le systeme (1) dépend al-
gébriquement d'un nombre de constantes (modules) égal au nombre des pé-
riodes arbitraires. Pour des valeurs arbitraires de ces modules, les # inté-
grales / Pdx, + Qdx, 4+ ...+ Tidr, admettent 2n systomes de périodes
distincté; pour des valeurs exceptionnelles des modules, ce nombre s’abaisse

et les fonctions correspondantes = (w,,...,%,), ..., 2, (u, , ..., u,) sont
des fonctions abéliennes dégénérées.

! On sait que, pour n > 4, ces fonctions sont plus générales que celles qui sont
définies par linversion jacobienne dans la théorie des courbes algébrigues.

* Ces périodes satisfont toujours aux conditions classiques de RIEMANN.

® Jai fait connaitre récemment une démonstration trés directe et trés élémentaire
de ce théoréme (Comptes-Rendus de 1'Académie des Sciences de Paris, 14
avril 1902),
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Ces remarques faites, le théoréme de Weirrsrrass prend la forme
précise qui suit:

St n fonctions de n variables admettent un théoréme d’addition, ce sont
des combinaisons algébriques des n fonctions d'un sysiéme fondamental de
fonctions abéliennes (dégénéré ou non).

Pour abréger, je développerai la démonstration du théoréme dans le
cas de deux variables. Mais elle s’étend d’elle-méme a un nombre quel-
conque de variables.

4. Cas de deux wvariables. Dans le cas de deux variables #, v, les
systtmes dégénérés de fonctions abéliennes peuvent (moyennant une sub-
stitution linéaire convenable effectuée sur wu, v) recevoir la forme suivante,
ainsi qu'il ressort de la dégénérescence des séries € (A deux arguments):

L0t — a) (

— — te 1 r
z=gp(u), y=¢ ) a ¢ arbitraire)

r=gp(u), y=uv-+{(u), (e=o0 ou 1)

r = e, y=¢e,
T=1u, y=2¢,
z=u, y=uv.

On sait d'ailleurs que les fonctions abéliennes de deux variables se
confondent avec les fonctions hvperelliptiques de genre 2. Autrement dit,
on peut prendre, comme couple fondamental de fonctions abéliennes «(u,v),
y(u, v), les fonctions:

x=5+777 ?jzfﬂ,

ol &, vérifient le systéme:

das dyp — du
VR(E)  YR(p) ’ i
R(&)=a,& EP L 0

2 4 — dy,
VRE® RGO

Le théoréme de WEIERSTRASS, dans le cas de deux variables, se laisse

done énoncer ainsi:

Si un couple de fonctions X(u, v), Y(u, v) admet un théoréme daddi-
tion, X et Y sont des combinaisons algébriques soit de deux fonctions hyper-
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elliptiques non dégénérées (aux mémes périodes), soit d'un des couples x ,y
définis par le tableaw (2), o les arguments w , v oni subi une transformation
linéaire convenable.

Rappelons enfin que les fonctions hyperelliptiques définies par (3) dé-
génerent dans le cas (et seulement dans le cas) ol R(£) a des racines
égales ou est de degré inférieur & 5.'

Introduction d’un systéme de différentielles totales.

5. Je vais établir maintenant la relation étroite qui existe entre le
théoréme de WErIERSTRASS et le probléme de linversion des systémes de
différentielles totales (algébriques).

Soit ¢(w, v), ¢(u,v) un couple de fonctions analytiques’® indépen-
dantes qui admet un théoréme d’addition, et soit:

(4) 5= oy, 0+0), Y =Pt u, v+ o),
Xy = 5”(“0-’ ’00), Yo = 5['(“0 ’ vo)'

On a:

(5) =A@, Y, u,0), y=B@,,y,u,v)

4 et B désignant des fonctions algébriques de »,, y,. Si, entre les égalités
(5) et les 6galités:

., w4, A % _ p
au_’ 7% a,"— vy 5,;_ u ~n v

on élimine «,, y,, on forme un systéme différentiel:

oz ox

@:p(x7yau’v), 529(x>y7%7?]),
(6) o o
5&:1’1(337?/7“7”)7 3—‘v=ql(w,y,u,v),

! Voir les nos 36—37.

* Il n’est pas nécessaire de supposer les fonctions analytiques. Si@(u, v}, ¢(u,v)
sont des fonctions continues, & dérivées premiéres continues, des variables réelles (u , v),
et admettent (pour u, v, u,, v, réels) un théoréime d’addition, elles sont slirement ana-
Iytiques, d’aprés le raisonnement méme qui suit.
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ou p,q,p,,q, sont algébriques en x,y, et dont l'intégrale générale est
donnde par (5). Mais, d'autre part, on serait parvenu au méme systéme
(6) en éliminant wu,, v

,, et par suite u, v, entre les dquations (4) et les

. . . ox .
équations dérivées P ¢4 u,, v+ v,), ete. Les fonctions p,q,p,, q,,

sont donc indépendantes de w ,v. Comme enfin, du systéme (6), on peut
o
. ou du v v . du ov . . .
tirer —, =, —,—, a savoir: — = — -, ete., il est loisible de
ox ’ 9y ' ox’ oy’ Y 2ray dxdy’ )

U Vo
donner a ce systéme la forme:

(7) du = P(z,y)dz + Q(z,y)dy,  dv= P (z,yde + Q(z,y)y,

ol les seconds membres sont des différentielles totales exactes (algébriques).

Inversement, donnons-nous a priori un tel syvsttme (7), et supposons
que Uintégrale générale x(w,v), y(u, v) de ce systéme dépende algébriquement
des deux constantes dintégration, soit «,b. 1l est clair que les fonctions
x(u,v), y(u,v) admettent un théoréme d’addition. Substituons, en effet,
a a,bd les valeurs z,,y, de x,y pour u = 0o, v = 0, valeurs qui d¢-

pendent algébriquement de «, b; nous avons:

x:A(xo:yo)uaU)) f/=B(:E0,y0,'26,U),

A4 et B étant algébriques en z,,7,. Mais d'autre part si oz = ¢(u, v),
¥y = ¢(u, v) est une solution particuliere du systtme (7), Uintégrale géné-
rale est donnée par x = ¢(u + u,, v + v,), ¥ = ¢ + u,, v + v,); dolt
il suit (en remarquant que u, v et u,, v, jouent un role symétrique) que
les fonctions ¢, ¢ admettent un théoréme d'addition.’

D’apres cela, le théoreme de WEIERSTRASS peut étre vemplacé par le
suivant: quand Uintégrale générale x(u,v), y(u,v) d'un systeme (7) dépend
algébriquement des comstantes initiales x, , y,, ces fonctions se raménent algé-
briquement & un couple de fonctions hyperelliptiques (auzx mémes périodes),
dégénéré ou non.

U 11 est clair d’aprés cela que si w(m, ), y(u, v) admettent un théoréme d’addi-
tion, il en va de méme pour les fonctions obtenues en eflectuant sur w, v une substi-
tution linéaire.
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6. Substitution au théoréeme de Weierstrass d'un théoréme équivalent.
Précisons encore cette 6quivalence. Puisque la fonction z(w,v) dépend
algébriquement des constantes z,, y,, elle vérifie une relation:

2" 4 R, (%, ¥y, u,v)2" "+ ...+ B (®,,y,,%,v) =0

ou les E sont rationnels en x,,y,, analytiques en %, v. Je dis que les
R sont des fonctions méromorphes de w, v. En effet, supposons que les
R admettent une singularité non polaire u = a, v = ff; ce sera une sin-
gularité d'une quelconque des fonctions x (¥, v) définies par le systeme (7);
la fonction # =¢ (w4 u,, v+4v,) admettrait done, quels que fussent u,, v,,
la singularité fixe w = a, v = 3, ce qui est absurde.

La fonction z(u , v) est donc une fonction & un nombre fini, soit m,
de branches (m <n); si x,,

gy -+ &, désignent ses m branches, posons:

o =2 wdu,v+v)+ .. Fx,(wtu,, v+ v,)
ECI)I(CCO,?/O,%,U) +...—|—xm(fc0,y0,u,v);

o, est une fonction méromorphe des u, v qui dépend des deux constantes
arbitraires x,, y, (o u,, v,) et peut recevoir les deux formes:

oy, =Fw,,y,,u,v)=Gu+ u,, v+ v,),

F dépendant algébriquement de z,, y,.

La méme remarque sapplique aux autres fonctions symétriques de
Ly ooy Xy

Dy = 2T Ty oy P = T, Ty o T

ainsi qu'aux fonctions symétriques analogues 7,(x,, %,, %, v) des branches de
y(u, v). Parmi ces fonctions symétriques p,, 7;, il y en a deux au moins,
soit X(z,,y,, %, v) et Y(z,,y,,w, v), qui sont deux fonctions distinctes’
de z,,y,. Si, entre z,y, X, ¥, on élimine z,, y,, on voit que z,y
se trouvent exprimés algébriquement a l'aide de X, ¥, les variables u , v
figurant analytiquement. Mais on serait arrivé aux mémes expressions en
, (c’est & dire w 4 u,, v + v,) entre z,y, X, ¥: il suit
de 1a que z et y d’expriment algébriquement a l'aide de X, ¥, sans que
# , v figurent. ‘

éliminant u,, v

! Autrement, z et ¥ ne dépendraient que d’une seule constante arbitraire.
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Moyennant une transformation algébrigue convenable effectuée sur z, y,
il est domc loisible de supposer que les fonctions x(u , v), y(u, v) sont uni-
formes et méromorphes.

7. Enfin, dans les équations (7), on peut, comme il est bien connu,
exprimer rationnellement P, Q, P,, @, a Taide de =,y et d'une irration-
nelle unique z(z, y), définie par une relation algébrique

(8) Sz,y,2 =o,

cela de telle facon qu’inversement 2 s’exprime rationnellement en z,y, P, @,
u Ty, . . dx 2x 9y Yy

P, Q. Comme P ou — déduit rationnellement de = |, —, =, =
1y o 5 8¢ au’ v’ du’ v’
ainsi que @, P, @,, la fonction z(u, v) est uniforme et méromorphe en
méme temps que x(w,v),y(w,v). De plus, soit x,,y,, 2, les valeurs

de z,y, s pour v = 0, v = 0, valeurs liées par la condition:

(9) Sz, , ¥, Z,) = O;

a un systéme ,,y,, 2, %, v correspond une détermination wunique des
fODCtIODS x(“) U,y Zoy Yo, zO) ) y(u y Uy Loy Yo, ZO) ) 5(“) U, Ty, Yo, 20)7 et
puisque x, ¥, 2z sont des fonctions algébriques de x,, y,, ce sont des fonc-
tions rationnelles des constantes x,, ¥, , 2,, liées par (9).

Nous sommes amenés ainsi & considérer les svstémes (7) de la forme:

du=P(z,y,2)dr + Q(z,y, 2)dy,
dv=P1(x,y,z)dx+ Ql(x,y,z)dy,

dont les seconds membres sont des différentielles totales attachées a la sur-
face algébrique S, et tels que les fonctions x(u, v), y(u, v), 2(u, v), définies
par (10), soient des fonctions méromorphes de u, v, rationnelles en x,, y, , z,.

D’ailleurs, si l'intégrale générale z(w, ), y(u,v), z(u, v) d'un systéme
(10) renferme rationnellement les constantes x,,v,, 2, [lides par S(z,, y,, 2,)=0],
il résulte aussitdt du raisonnement de la page 7 que ce sont des fonctions

(10)

méromorphes de %, v. Le probleme qui se pose est donc le suivant:

FEtudier les fonctions inverses de deux intégrales de différentielles totales
attachées @ une surface algébrigue S(x,y,2) = o, dans Uhypothése ou ces
fonctions dépendent ratfonnellement des constantes initiales x,, v, .z, [liées par
la condition S(r,,y,,s,) = o].
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8. Difficulté du mnouveau probléme. Un premier cas qui se trouve
dés maintenant élucidé d’aprés les résultats classiques, est celui oli les inté-
grales 1= f Pdzr 4 Qdy, J = f P dx + Q. dy admettent aw moins quaire
couples (distincts) de périodes.® Les fonctions inverses z(u, ), y(u, v), si
elles sont uniformes et méromorphes, sont alors quatre fois périodiques, et
se confondent nécessairement avec un couple de fonctions hyperelliptiques
de u; v.

Le seul cas qui reste & discuter est celui ol les intégrales

1= [Pdzs+ Qdy, J=[Pdr+ Qdy

ont moins de quatre couples de périodes distincts.

Avant d’aller plus loin, insistons sur quelques remarques qui feront
mieux comprendre la difficulté du probléme. |

Si les fonctions x(u, v), y(#, v) renferment rationnellement (z,, y,, 2,),
nous savons qu’elles sont & coup sir uniformes et méromorphes. Mais il
faut bien se garder de croire que la réciproque est vraie.

Tout d'abord, alors méme que le nombre des couples de périodes n’est
pas inférieur & 4, les fonctions x(u,v), y(#,v) peuvent étre uniformes
sans étre méromorphes. Pour s’en convaincre, il suffit de jeter les yeux
sur l'exemple:

(11)  dop = —— dx , dp = dy Ay + oz]de .
\/4203 4, g, \/4?/8 — Y7 \/4“73 g G,

Représentons par @(w) la fonction g de WEIERSTRASS qui correspond aux
invariants g,, g,; par @, celle qui correspond aux invariants j,, 7,; par
2w, , 20, les périodes de @, par 20], 2w; celles de p,. Les fonctions
w(w,v), y(u,v) définies par (11) se déduisent (en augmentant ,v de con-
stantes arbitraires) du couple:

=), y=plv+ pu—iol(u)],

fonctions de #, v qui sont uniformes mais admettent une infinité de points

' Il est aisé de monirer directement que deux fonctions uniformes de u, v (in-
dépendanies) ne peuvent admettre plus de quatre couples de périodes (distincts) sans étre
des constantes; le théoréme s'établit comme le théoréme analogue dans le cas d’une
geule variable, mais il résulte aussitot de ce qui suit.

Acta mathematica, 26 bis. Imprimé le 1 aofit 1802, 2
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essentiels correspondant aux pbles de {(«). Les quatre couples de périodes
sont ici:

2(”1) o 12‘02) 0)

’ > ’
o , 2wy, m, 20,

et si w,, w,, w;, w;, A sont quelconques, ces périodes ne satisfont pas a
la condition de RIEMANN.

9. Au moins, du moment que le nombre des couples de périodes
n'est pas inférieur & 4, les fonctions z(#,v), y(«, v) ne peuvent étre mé-
romorphes sans étre hyperelliptiques, et par suite sans renfermer rationnelle-
ment les constantes (z,, ¥,, #,). Il n'en va plus de méme quand le nombre
des couples de périodes est moindre que 4: tout d’abord, les fonctions
x(u,v), y(u,v) peuvent encore étre uniformes sans étre méromorphes; mais,
de plus, elles peuvent étre méromorphes et renfermer sous forme transcendante
les constantes (w,,Y,,#,). Cest ce qui apparait aussitét sur les deux
exemples:

_ da _dy dzx
(12) du—;’—, d’l)-—?'l"(x_l),:

_dx __dy .
(13) du-—’;, d’l)-—‘?‘_dw,

le premier systéme est vérifié par le couple

(14) r = eu’ y =€ e--l’
le second par le couple
(15) s, y=er

le couple (14) présente des singularités essentielles; le couple (15) est mé-
romorphe mais l'intégrale générale correspondante s'éerit:

T = x,6", y = y, e D

et renferme z, sous forme transcendente. Pour les systémes (12) et (13)
la correspondance entre z, y et z,, y, est biuniforme mais non birationnelle:
le nombre des couples de périodes est égal a 2.

Ces remarques font nettement comprendre pourquoi il sera indispensable,
par la suite, de supposer non seulement que z,y, z sont des fonctions
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uniformes et méromorphes de u,v mais encore quelles renferment rationnelle-
ment (xo » Yo s Zo)-

D’une fagon précise, le théoréme de WEIERSTRASS sera établi si nous
établissons cette proposition *:

»Soit w=1Ix,y,2), v=2Jx,y, 2 deux intégrales de différentielles
totales attachées & la surface algébrigue S(x,y , ) = o et qui possédent au
plus trois couples de périodes. Si les fonctions inverses x(u,v), y(u,v), 2(u,v)
renferment rationnellement les constantes initiales (x,,y,, 2,), ce sont des fonc-
tions hyperelliptiques dégénérées; autrement dit, ce sont des combinaisons
rationnelles d'un des 5 systemes:

X=e®l5D, Y=p(n),  Z=p(),
X=U+al(V), Y=p(¥), Z=g(V),
X=¢", - Y=¢", Z=o,
X=T0, Y=, Z=o, -
X="T, Y=17, Z =o,

ot U, V désignent deux combinaisons linéaires convenables de #,v.»

Ce théoréme cesse d'étre exact si les fonctions z(u, ), y(u, v) sont
uniformes et méme méromorphes, mais sont des fonctions transcendantes
(uniformes mais non rationnelles) de (z,, ¥, , 2,).

Pour démontrer ce théoréme, je commencerai par établir que les in-
tégrales w = I, v = J qu’il nous faut considérer présentent au moins une
courbe polaire.

! Dans ses mémorables travaux sur les fonctions algébriques de deux variables,
qui ont donné un tel essor aux recherches de toute nature intéressant les surfaces algé-
briques, M. PrcArRD (Mémoire couronné, p. 99—116) a indiqué une démonstration de ce
théordme. C’est méme, & ma connaissance, la senle démonstration gui ait été tentée du
théoréme de WEIERSTRASS, (ou plus exactement, d’une proposition équivalente). Mais I’ana-
lyse de I'illustre géométre Francais présente des lacunes gqui ne me semblent pouvoir étre
comblées sans une discussion analogue a celle qu’on trouvera développée aux pages
25—38; or clest cette discussion qui constitue toute la difficulté de la démonstration

que jJe propose.
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Des courbes polaires des intégrales
I=[Piz+ Qdy, J=[Pdz+ Qdy.

10. Rappel de quelques définitions. Soit I = f Pdr 4 Qdy une inté-

grale de différentielle totale attachée a la surface algébrique:
(16) S(x,y,z2) =o.

Par définition, P et @ sont rationnels en z,y, 2, et quand, dans P, @,
on remplace z en z,y, l'expression Pdx + @dy est une différentielle exacte.
Les diverses déterminations de la quantité:

Y,z

I= f Px,y,2)ds + Qx,y, 2)dy
Loy ¥eor 20
qui correspondent & un point (z,y, 2 de S ne different que par des con-
stantes d’'addition, qui sont les périodes de l'intégrale.

On appelle courbe polaire de l'intégrale toute courbe tracée sur S telle
que I devienne infinie en un point arbitraire de cette courbe: une courbe
polaire est nécessairement algébrique. Par définition, l'intégrale I admet
une courbe polaire & l'infini si, aprés une transformation homographique
arbitraire effectuée sur S, 'intégrale admet une courbe polaire que le retour
aux premicres variables rejette & l'infini.

D’aprés cela, si I posséde une courbe polaire C, il est loisible de la
supposer & distance finie: soit R(x,y, 2) = o une surface algébrique dont
I'intersection avec S contient la courbe C. ILa transformation X = R(z,y,?)
fait correspondre & S une surface S,(X,y, 2) = 0, et, si les axes Ox, Oy, Oz
ont été choisis quelconques, la correspondance entre S et S, est birationnelle.'
Moyennant une transformation birationnelle effectuée sur S, on peut donc
toujours faire en sorte que la courbe polaire considérée soit située dans le plan
w=0 (sans se réduire & une parallele & Oz), et toute branche de l'intégrale

! 11 suffit, en effet, que pour une valeur arbitraire (non exceptionnelle) X, de X,
la courbe X = R(x,y,2) de S n'ait pas une infinité de cordes paralléles & Ox: si
donc on ne choisit pas les axes Oxys d'une fagon exceptionnelle, & un point 7, z de la
courbe S,(X,,y,z) =0, autrement dit & un point (X, v, 2) de la surface S,, cor-
respond une seule valeur de z.
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I qui d‘evient infini sur cette courbe sera développable, dans le voisinage
de la courbe polaire, sous la forme:

(17) I=20 4 A0) o el 4 tog Xt Ay (y) + A (9) X+

avec

z = X',
I, m sont deux entiers (I >0, m >o0), les A des fonctions algébriques de
y; a une constante numériqgue. Pour y =y, [abstraction faite d’'un nombre
fini de valeurs exceptionnelles y,], les 4 sont holomorphes, et la série (17)
converge pour | X| suffissamment petit.

Ta courbe polaire est dite logarithmique si a == O, non-logarithmique
si a=o0; a est le résidu de lintégrale relatif & la courbe polaire X = o;
la période 2iza de I est dite période polaire. Enfin, la somme des résidus
des diverses branches de I relatifs a toutes les courbes polaires (a distance
finie ou infinie) est nulle.

Quand l'intégrale I n'admet de courbes polaires ni & distance finie,
ni a linfini; l'intégrale abélienne f Pz, y,, 2)dx, attachée a la courbe
S(x,y,,s)=o0, est une intégrale de premiére espéce, (du moment que
la valeur y, n'est pas choisie d’une maniére exceptionnelle). Il suit de la
(comme il est bien connu) que cette intégrale a au moins deux périodes
dont le rapport est imaginaire. Une remarque analogue s'applique a I'inté-
grale abélienne f Q(x, v, 2)dy. Llintégrale I a, dans ce cas, au moins

deux périodes de rapport imaginaire.

11. De Uexistence d'une courbe polaire powur les intégrales I,J. Ceci
rappelé, soit 1= [Pdz + Qdy, J = [P,dz + @,dy deux intégrales de diffé-
rentielles totales attachées & S et possédant au plus trois couples de périodes
distincts. Je dis qu'une aw moins des deux intégrales admet une courbe
polaire.’

I1 est loisible (en combinant linéairement I et J) de faire en sorte
qu'une au moins des périodes de I et une des périodes de J soient nulles.”

! La démonstration supposera toutefois que les deux intégrales I, J ne sont pas
fonctions l'une de l'autre, autrement dit que P@, — @, P n'est pas identiquement nul:
mais le cas PQ, — @, P =0 ne nous intéresse pas ici.

* A moins toutefois que toutes les périodes d'une combinaison al+4GJ ne soient
nulles; mais al+B3J serait alors rationnelle en %, ¥, # et admettrait une courbe polaire.
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Supposons maintenant que I n’'admette pas de courbe polaire (3 distance
finie ou infinie). D’aprés une remarque précédente, I (qui a au plus deux
périodes) a srement deux périodes de rapport imaginaire, soit 2w, , 2w,:

posons
X =pu, 20, 20,), u=1I=[Pds+ Qdy;

X est une fonction uniforme de (z,y, 2), qui, pour y, pris au hasard,
est une fonction algébrique de z, (puisque f P(x,y,, 2)dr est une inté-
grale abélienne de premitre espéce), et qui, pour @, pris au hasard, est
une fonction algébrique de y; X est donc une fonction rationnelle de z,y, 2,
qu'il est loisible, par une transformation birationnelle’ effectuée sur S, de
faire coincider avec z. Pour la méme raison, soit 2@;, 2w; les périodes

de J, et soit
Y=yp@, 201, 20) =g, ©o=[Pds+ Qdy;

Y est une fonction rationnelle® de z,y, 2, qu’il est loisible de faire coin-

cider avec y. Une transformation birationnelle effectuée sur S raméne donc
I et J a la forme:

I=—% g%

V42' —g,2 — g, V4y' — 2y — gs

systétme & quatre couples de périodes distincts, a savoir les périodes:

2w, , 20,, O , O pour I,

o, O, 2w, 2w, pour J,

résultat absurde, puisque, par hypothése I, admettent au plus trois
couples le périodes.

Une au moins des intégrales 1, J, dont il nous faut étudier U'inversion,
posséde donc des courbes polaires (i distance finie ou infinie). Clest 'examen
approfondi de ces courbes polaires qui va nous conduire au but que nous
poursuivons. Mais avant d’entrer dans cette discussion, je traiterai au
préalable l'inversion de I,J dans deux cas particuliers trés simples.

! Voir la note 1 de la page 12.
! Cette fonction ne se réduit pas 4 une simple fonction de z, car autrement les
intégrales I(x, y,2), J(, 4, z) seraient fonctions 'une de l'autre.
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Examen d’un premier cas particulier,

12. Je traiterai en premier lieu le probléme suivant:

Déterminer tous les cas ou les fonctions z(u,v), y(u, v), 2(u, v) définies
par le systéme

u =fP(x,y, Adu+ Qx,y,)dy=1(x,y, 2),
(18) v=fPl(x,y,z)dx+ Qx,y,9)dy=J(z,y,2),
S(z,y,2) =o,
sont rationnelles en u et wniformes en v.

Ecrivons le systéme (18) sous la forme:

r %y
(19) au"'A(x’?/rz); a_u'_‘B@’)y:z)a
(20) % — A (x,y,2) ¥ —Bz,y, 2
91.1— 1 7y) ] 9’0_ 1 ’y) ’

et cherchons a satisfaire d'abord aux équations (19) en y remplacant z,y, 2
par des fonctions rationnelles de % d’un certain degré g. Pour une valeur
convenable de ¢, les conditions ainsi trouvées sont, par hypothése, com-
patibles, et l'intégrale générale de (19) se met sous la forme:

(21) 2z2=Ru—a,d), y=R(u—a,bd), z2=R(u—a,b),

les fractions rationnelles B, R,, R, de (u — a) dépendant algébriquement
d'une seconde ' arbitraire b.

Il reste a déterminer a, b (fonctions inconnues de v) de facon que
les deux équations (20) soient aussi vérifiées. Or des équations (21) on
peut tirer:

(22) u—a(v)=G,y), bv)=Hz,y)
G, H désignant des fonctions algébriques de x,y. Si on pose: y, = H(z, y),

! On peut disposer de @, b de facon que, pour # = O, #, y et z prennent les
valeurs arbitraires 2, , ¥, 5 7,, liées par la condition S(z,, ¥,, 2,) = O.
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la seconde équation (22) donne: v=¢(y,), d’ott dv=¢'(y,)dy,, ¢'(y,) étant
nécessairement algébrigue en y,. Comme la fonction y (v), par hypothese
n'admet qu'une nombre fini de branches, elle est (d’aprés un théoréme
classique) algébrigue en v, ou en €, ou en 9 ,49,,9,), [9,9,,9, con-
stantes numériques], et inversement une des trois expressions v, €”,
P, 9,,9,) est algébrique en y,, cest-a-dire en &, y. Si on veut encore,

1° ou bien l'intégrale v = J(x,y,7) n'a pas de périodes; J est alors
rationnelle en z, y, 2, soit J = R(z,y, 2);

2° ou hien J n’a qu'une période,’ soit 2w,, quil est loisible (en mul-

tipliant v par g) de supposer égale a 2im, et l'expression €’ (qui est wnmi-

forme en x,y,2) est algébrique en z,y; €’ est donc rationnelle en z,y, 2,
soit &/ = p(x, ¥y, 2);

3° ou bien enfin J est dénué de courbes polaires et n'a que deux?
périodes 2w, , 2w, (dont le rapport est imaginaire); la fonction p(J, 20, 2w,),
uniforme en x,y,z, est algébrique en z,y, donc rationnelle en = ,y, 2,
soit o = p(x,y, 2).

' Il ne faut pas oublier que les périodes des intégrales I, J, attachées & la surface
S, correspondent essentiellement & des cycles fermés sur S. Soit par exemple,

du=dz+\/;/dy, dv:%’l, S=y—s*=o0.

L’intégrale v = J, attachée & S, a comme période 4im et non 2im, car il faut que ¥y

tourne deux fois autour du point ¥ = O pour que z reprenne la méme valeur. Les fonc-
Sy

tions uniformes m:u—ge-’_, y =¢° admettent le couple de périodes 2w =0 (pour u),

2w, = 4¢n (pour v), (et non pas 2w, = 2in).
' Le systéme de périodes 2w, , 2w, est bien entendu supposé primitif. La re-
marque de la note I s’applique encore. Par exemple, soit:

dy
V2 — 6,Xy — &)y — &)
8=z—\y—e, —Valy—eXy —eXy —e,) =0,
(e, + ¢, + ¢, =0);

du =de + Jy—e, dy, dv=

si 2w, 2w, sont les périodes de la fonction @(v,e,,e,, ¢,), les périodes de J sont
2w, et 4o, (et non pas 2w, , 2w,).
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J’ajoute qu'en posant ¥ = p(z, y, #), on peut, moyennant une trans-
formation birationnelle,* effectuée sur S, supposer que p coincide avec Y,
la différentielle dv est alors une des trois différentielles suivantes:

dy

dv = dy, dv == = =)
\/4y — 0¥ — 9

dans le dernier cas, 4y® — g,y — g, Sexprime rationnellement en z,y, 2.

Discutons ces trois hypothéses, en remarquant immédiatement que les
intégrales v = I, v =J ne sauraient admettre de couple de périodes de la
forme (2w, 0), puisque les fonctions z,y,z de u, v sont rationnelles en u.

13. Premier sous-cas: dv=dy. I’aprés la remarque précédente, u
doit étre sans période; c’est donc (comme ) une fonction rationnelle de
(,y,2). Inversement, les fonctions z,y,z de u,v, a la fois uniformes
et algébriques, sont rationnelles. Xia surface S correspond birationnellement
a un plan.

. d
14. Deuxiéme sous-cas: dv ___7}11_ En remplacant « par v — av, (a

désignant une constante convenable), on peut faire en sorte que I,.J ad-
mettent le couple de périodes (o, 2iz): les fonctions z,y,z de u,v sont
alors uniformes en ¢’. De plus, I n’a plus de périodes; car si I, J possédaient
le couple de périodes (2w, 2mir), ils posséderaient aussi le couple (2w, 0).
Lintégrale w=1I est donc (comme €') rationnelle en (x,y,2), et véci-
proquement les fonctions uniformes x,y,z de wu,¢” sont rationnelles en
u,e" =0. La surface S correspond birationnellement & un plan.
ey . (ly ’
15.  Troisiéme sous-cas: dv = —————=————. Je représente par
Vay' — 9,9 — g,
2w, 20" deux périodes de w = I qui correspondent aux périodes de 2m,,

2w, de J, ct je considére I'expression al(v) + fv, ou les constantes a,
sont choisies de facon que (ap, + fw,) et (ay, + fw,) soient égaux respec-
tivement & w et w’. Je pose ensuite

u, = u— al(v) — fv,

! Voir la note I, p. I2.
Acta mathematica. 26 bis. Tmprimé le 4 aoht 1902, 3
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¢'est-a-dire:

du, = du + [ap(v) — fldv = Pdx + Qdy +
\

dy
[y — f3].
4y — 9.9 — 95
Les deux intégrales wu, = I, v = J sont encore attachées A la surface S
(puisque \/4y® — g,y — g, est rationnel en x,y,2), et elles admettent les
deux couples de périodes:

o, O pour u,

20 2, our .
) 2

1

Les fonctions #,y,2 de u,, v sont encore rationnelles en wu,, uniformes en
v, et elles ne changent pas quand on augmente v de 2w, ou de 20w,.
Enfin, si les intégrales I, ,.J admettent un troisitme couple de périodes,
soit (282, 2mw, + 2nw,), elles admettent aussi le couple (28, 0), ce qui
exige que 2& soit nul. L'intégrale u, = I, est donc (comme ((v)) ration-
nelle en (v,y,z). Inversement, les founctions z,y,z de ¢, v, uniformes et
algébriques en wu, , @(v), ¢'(v), sont rationnelles en u, , p(v), ¢'(v). La
surface S correspond birationnellement au cylindre Z* =34Y° — ¢, ¥ —g,
de l'espace (X, Y, Z).

En substituant « — fv & u, et en divisant ensuite u par a (sl @ == 0),
on fait f=0 et a=1. On voit donc qu'aprés une substitution linéaire
convenable effectuée sur w, les fonctions x,y,z de w,v sont rationnelles
en p(v), @'(v) et en U=mwu-el(v), (¢=0 ou 1), ¢t cela de telle fagon
quinversement ¢ (v), @'(v) et U s’expriment rationnellement en (x, ¥, 2).

16.  Conclusions. La discussion précédente se résume ainsi:

Quand les fonctions z(u,v), y(«,v), 2(x, v) définies par un systéme
(18) sont rationnclles en # et uniformes en v, une transformation biration-
nelle effectuée sur S et la substitution & % d'une combinaison linéaire en
u,v, ramenent le systéme (18) 2 une des trois formes:

(D du = dz, dv=dy, z = o0,
@)  du=dr, ady = ‘1}’ , 2 =o0,
1
(I1I) du = dx + syzdy , dv = (zﬂ, 2= 44" — g,y — 9.

(x, 9,, 9, constantes numériques, ¢ = o ou 1).
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Les fonctions x,y,s sont rationnelles en %, v dans le cas (I), en u, ¢
dans le cas (IT), en {u —el(v)}, p(v), ¢'(v) dans le cas (ILI). Elles dé-
pendent d’ailleurs rationnellement des constantes initiales (), y,, 7,); la
chose eost évidente dans les deux premiers cas; dans le troisicme, il suffit
de vérifier ' que les fonctions

(v) y= @), 5 —u—s(v)

admettent un théoréme d’addition. Or posons

v, =xw+u,,v+09), y=yv+v,) w=xH,0), Y =y")
R(y) = 4y° — 9,9 — 9s;

on trouve:

y =_(y+y)+1[\/W>—¢R<yo>J2
1 0 )

4 Y—1Y
) — VG
5= (@4w)—: [V Wy (.«m]_

Enfin, la surface S correspond birationnellement, dans les cas (I), (II)
& un plan et dans le cas (III) au cylindre #° = 4y* — g,y — g,.

Examen @’un second cas particulier.
17. Le second probléme que je traiterai maintenant s’énonce ainsi:

Determiner tous les cas on les fonctions x(u,v), y(u,v), 2(u, v), dé
finies par le systéme

w=[Plo,y, s + Q@ y, ddy=1,
(18) v =[Po,y,2)ds + Q,(z,y,)dy=J,
S(,y,9)=o0

sont rationnelles en e* et méromorphes en v. L'intégrale J est supposée dé-
nuée de courbes polaires.

! Cette vérification est inutile, si on se rappelle que les fonctions (IV) sont les
quotients de trois séries @(u , v) dégénérées [voir le n° 4]
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Tl est loisible d'admettre (et c'est ce que nous ferons) que 2iz est la
plus  petite période des fonctions z(w,v,), y(w,v,), 2(w,,). Autrement,
on multiplierait » par un entier convenable.

Ecrivons le systéme (18) sous la forme (19), (20) [page 15], posons
¢ =¢", et cherchons & satisfairc aux deux premitres équations:

or % .
(23) tﬁ'—A(xn?/;z)) ta_‘B(x)y:"’)

en y remplacant ,y,z par des fractions rationnelles en ¢ d'un certain
degré q. Pour une valeur convenable de ¢, les conditions ainsi formées
sont compatibles et donnent pour l'intégrale générale de (23) les expressions:

(24) x = R(at, b), y = R (at,b), &2 = R,(at, ),

les fonctions rationnelles R, R, , R, de at dépendant algébriquement d’une
seconde indéterminée b. Il reste & disposer des fonctions a(v), b(v) de
fagon a satisfaire aux équations (20). Or des dgalités (24), on tire:

(25) a(v)t = G(r,y), b(v)= H(z,y), [, algébriques en z,y].

D’aprés le raisonnement des pages 16, 17, la seconde égalité (25) montre
que lintégrale J(x,y,2), qui, par hypothése, n’a pas dc courbe polaire,
coincide, moyennant une transformation lirationnelle effectuée sur S, avec
I'intégrale elliptique f I — ; le radical /4y° — g,y — ¢, s'exprime
V4y' — 0.9 — g,

rationnellement en x,y, 2.

18. Soit 2w, 20’ deux périodes de u = I qui correspondent aux
deux périodes’ 20, , 2w, de J. Considérons la fonction elliptique de se-
a(v — a)

a(v)
f de facon que les multiplicateurs de cette fonction soient e™*, e~ sa
dérivée logarithmique est:

(=) — <o) + p=p— (o) — £ 0]

conde espece ¢”, et déterminons’ [ce qui est toujours possible] a et

Posons:

du, = du + {{(v — a) — {(v) + B)dv,

' 8i @=w'=0, « et 3 sont nuls, et la fonction de seconde cspéce se réduit & Vunité.
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¢’est-a-dire;

1 Tv) ’ (tl = eul)'

La différentielle:
du, = [ Pdu+ Qdy + dy [ (o) + 530’(a)+\/4y3—92y—s£]

VAy* — 9.9 — 4, 2 y—g(a)
est encore attachée a la surface S, et les intégrales w, = I,, v = J ad-
mettent les couples de périodes:

o, o pour I

1)

2w 2w

pour .J.

1 2

Les fonctions =,y , 2 de #,, v sont rationnelles’ en ¢, = e", méromorphes
en v, et ne changent pas quand on augmente v de 20, ou de 20,; elles
sont donc rationnelles en t,, p(v), @'(v). De plus, tout couple de périodes
de wu,,v est de la forme (20, 2mw, + 2nw,), et, par suite, si on veut,
de la forme (2w, 0); ce qui exige que 2w soit un multiple de 2iz. 1l
suit de la que #, est (comme @(v) et @'(v)) une fonction rationnelle de

Z,y,s; car ¢t est a la fois uniforme et algébrique en z,y, 2.

19. Nous arrivons donc & la conclusion suivante:

L’intégrale v = J du systéme (18) étant dénuée de courbe polaire, les
fonctions x,y,z de w,v définies par ce systéme, — si elles sont ration-
nelles en € et méromorphes en v —, sont des combinaisons rationnelles de

’ — pfrudpv) O'(U_‘a)
p(v), p'(v), e¢ U= et X_—o’(v)

stantes numériques, ainsi que les invariants g,, g, de @(v)]. Inversement
@(v), p(v) et U s’expriment rationnellement en (2, y, 2).

Si on veut encore, une transformation birationnelle effectuée sur S et
la substitution & % d’une combinaison linéaire en %, v, rameénent le systeme
(18) a la forme:

dz dy 1p'(a) + 2 dy
du=“"' —[ "————:l, d’l)=~—,
(18) A ML +250(a)—y ‘
& =4y’ — 9,9 — 9s;
dx

la premiére équation, pour a = o, se réduit a du = —.

, [r désigne un entier, «, 8 des con-

1 Par hypothése, 2im est la plus petite période des fonctions z(u, v,), y(u, v,),
#(u, v,); il en est de méme évidemment gquand on remplace w par #, + F(v,).
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La surface S est une transformée birationnelle du cylindre:

2= 4y — g,y — 95

Enfin, il est aisé de voir que, dans le cas (ue nous venons de traiter,
les fonctions x(u,v), y(w,v), 2(w,v) renferment rationnellement les constantes
initiales (@, y,, 2,). Il suffit de vdrifier' que les fonctions

Wo(v—a)
a(v)

z=e )

admettent un théoréme d’addition.’ Or appelons x,,y, ce que deviennent
ces fonctions quand on y remplace w, v par (v+u,), (v+9,), et appelons
de méme x,,y, les valeurs de z,y pour w=1uw,,v=1,. On trouve aussitét

len posant R(y)=4y° — g,y — g,]:

wo— [ VR _ JE(y,) _ () |
T 20() = 90 — (@) 0 — 9, — 9(@) [y — p(a)ly, — ()]
E(y) — \/R_@]’_

kY
h=—Y—1 +;t[ y—

b

1 Voir la note I p. 19.

? On auralt traité aussi facilement le probléme qui fait lobjet de ce chapitre sans
suppoger que lintégrale v = J soit dénuée de courbes polaires. 1l aurait fallu considérer,
en outre du cas étudié plus haut (p. 20), les deux cas [n° 13, 14] ot on a:

dv =dy, ou adv:%-

On trouve aussitét qu’une transformation birationnelle effectuée sur S et une substitution
linéaire effectuée sur u , v raménent le systéme (I18) [quand les fonctions .z, y, z de
%, v dont méromorphes] & une des deux formes:

w+a=logetay+pLy*+...+ y", v+b=y,

- a Y 9 m _
u+a,_logw+?—/—j+ﬁ~i+...+?~]+ey+...+2y , v+b=logy,

a, b conmstantes arbitraires, j, m, n entiers > 0.

Mais si on veut de plus que z(w, v), y(%, v) admettent un théoréme d’addition, il faut
que lexpression de u + @ se réduise & logx; # et y sont alors des fonctions rationnelles
soit de e*, v, soit de e*, e”.
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Ces deux cas particuliers traités, je vais passer a la discussion du cas
général. Pour alléger cette discussion, j'en détacherai deux lemmes presque
mtuitifs concernant les fonctions méromorphes.

Deux lemmes relatifs aux fonctions méromorphes.

20. Lemme A. Soit & = ¢(u,v) une fonction méromorphe* de %, v,
telle que le changement de variable v = R, (u,v,) [R, algébrique en %, v,],
la transforme en wune fonction ¢,(w,v,) algébrique en w. Supposons de
plus qu'il existe une seconde transformation analogue v = R,(u,v,), telle
que x = ¢, (u,v,) soit aussi algébrique en u: les deux transformations sont
seulement assujetties & la restriction que de 1'égalité: R, (u,v,) = R,(u,v,)
on puisse tirer u, soit u=p(v,, v,), p ne se réduisant pas a une constante.
Dans ces conditions, je dis que z(u,v) est une fonction rationnelle de u, v.

1 me suffit évidlemment de démontrer que la fonction z = ¢(v,, v,)
est algébrique, car je reviendrai & la fonction x = ¢(u, v) en remplacant,
dans ¢, les variables v, et v, par deux fonctions algébriques de u,v. Or
dans la fonction ¢,(u,v,), algébrique en w, remplacons w par p(v,, v,);
puisque o est algébrique, le résultat = ¢ (v, , v,) est algébrique en v,. En
permutant le rdle de v, , v,, on verrait de méme que ¢ est algébrique en v,.

C. Q. F. D.

21

En particulier, considérons la transformation

n-—1 i+1 i

(29) v = a(u + B)" + plu + ) S S By { (TR & 72,)7"_ + w(u + h);,
(m,n,i entiers, m > o0, i >0, n> 1),

olt b est une constante arbitraire dont peuvent dépendre o, B, ..., 4;
admettons que, pour h quelconque, cette transformation change x = ¢(u, v)
en une fonction x = @(w, w) algébrique en wu: il suffit de donner a % deux
valeurs particuliéres arbitraires A, ,h,, de poser w=wv, pour h="h, w=v,
pour k= h,, et d'appliquer la proposition précédente pour voir que x(u,v)
est rationnel en #,v. Il n'y a dexception que si I'égalité:

n
n

a,( 4+ k)" 4+ ...+ v, (w4 h]);= a, (10 + kﬂ)”i‘ + ...+ + h?);

' 8i ¢(u, v) est une fonction quelconque, le lemme subsiste, & condition de rem-
placer dans T'énoncé le mot rationnelle par le mot algébrigue.
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ne définit pas » en fonction de v, , v,; autrement dit, si la valeur

2

i

- (u +h\™
Uy 7T U u+hl)
bl hutd » e
+ a,(u+h)™ 4.+ AL, (uth)™ —a‘(u.+ )y —...—A(u+h)™
(4 h)™

ne dépend pas de u. Ce cas exceptionnel ne saurait évidemment se pré-
senter que si i est nul, m égal @ 1 el a indépendant de l; en particulier,
si w < m, l'exception ne sc présente que dans le cas ol la transformation
(29) se réduit a la suivante:’

(30) v =a(u + h) 4+ w, (a2 numérique).
Nous aboutissons done & ce lemme:

Lemme A. Si une fonction méromorphe x = ¢ (u,v) devient, aprés une
transformation (29) ow h est arbitraire, une fonction @(u, w) algébrique en
u, Cest une fonction rationnelle de w,v, sauf peut-étre dans le cas ou ¢ est
nul. Si, dans la tramsformation (29), n est aw plus égal & m, ¢(u,v) est
rationnelle en w,v, & moins que la transformation (29) ne se réduise d la
transformation (30).

21. Lemme B. Si une fonction z = ¢(u), uniforme dans le domaine
d'un point % == a, s’exprime par unc combinaison algébrique de plusieurs
fonctions ¢, (u), ..., ¢,(u), algébroides® pour u—=a, ¢(u) est holomorphe
pour % = a ou admet % = a comme pdle.

' Si la transformation v = au + v, change ¢(u, v) en une fonction ¢ (%, v,)

algébrique en u, il en est de méme évidemment de la transformation v=a(u + h)4v,,
qui substitue & v, Pexpression («h + %,); la présence de 2 est, dans ce cas, purement
parasite.

* On sait qu'une fonction f(u) est dite algébroide pour w==a si elle est dévelop-
1

pable, dans le voisinage de u = @, suivant les puissances croissantes de (u — a)”,
(n entier > 0), les premiéres puissances pouvant étre négatives; f(u) est fractionnaire
ou méromorphe pour w=a si w=a est un pdle de f(u). On dit que f(u) est algé-

I
broide pour =00 si la fonction f,(u,)=/[{—] est algébroide pour %, = O.
1 1 m g p 1
1
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En particulier, si, ¢(u) est. méromorphe dans tout le plan-et. sexprime
algébriqguement o Vaide de plusiewrs fonctions ¢ (u), ..., ¢.(u), algébroides
pour u = 0o, ¢(u) est une fraction rationnelle.

Ce lemme -est évident; w = a ne peut étre qu'un point algébriqgue —
done un point régulier ou un pdle — de la fonction ¢ (%) uniforme dans
le voisinage de u = a.

Examen -&’une-courbe polaire non logarithmique.

22. Nous allons aborder- maintenant 1'étude générale du cas ol -des
fonctions inverses w(u,v), y(u,v), 2(u, v) des différentielles -totales

u=1(x,y,?2), v=Jx,y,7?)

renferment rationnellement les constantes «x, , Yy, , 2,, en supposant seulement
[quune au . moins des intégrales I, J admet (3 distance -finie ou infinie)
une courbe polaire. _

Cest la discussion . des intégrales: I ;'J ‘dans Je voisinage d'une courbe
polaire qui constituera toute la difficulté de cette étude.” Nous pouvons,
moyennant une tramsformation birationnelle effectaée sur S, faire en sorte
[voir le n° 10] que la courbe polaire considérée I soit située a distance
finie dans le plan -z= o0, sans se réduire'a ume droite paralléle: a oz.
Placons-nous: d’abord dans le cas ol I” est une courbe polaire mon-loga-
rithmigne pour une détermination (I,,J,) du couple d'intégrales (I,'J).

! Gomme on peut amgmenter u, v dé constantes arbitraires, il est loisible (et e'est ce
que nous ferons, pour simplifier ’écriture) de supposer, que % =0, v == O sont des valeurs
«quelconques; ~autrement ~ dit, nous admettrons qu'on  a préalablement remplacé u , v par
u-+a, v+b, les constantes a , b étant arbitrairement choisies {et mon exceptionnelles).
Dans ces conditions, les fonctions z(u, ), y(u,v), z(u, v) pour v=0, ne se réduisent
pas toutes trois & des constantes, et la méme remarque s’applique & u=o0. De plus, on sait
que #(u+h,v+ k) s’exprime rationnellement & laide de U (u)==x(u, k), U,(u)=y(u, k),
U (w)=2u,k) et de V (v)=2(h,v), Vi(v)=yh,v), V,(v)=2(h,v); soit '

eluth,y+B) =BT, U, U,, V,, ¥, V,);
pour - b= k=026t u, v arbitraires, les valeurs de' U, U,; U,, V,, V,, V, ne donnent
o) .
pas & K la forme 5 et Ja méme remarque s’applique & v, 2.

Acta mathematica, 26 bis, Imprimé le 26 aodt 1902. 4
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Les deux branches en question de I,J sont développables sous la
forme:

A m—1
(1) w=I=%0 4 204 A () + )X -,

(32) v=J=———B°XFg)+%§:@+.-.+&X3&)‘+Bn(?/)+ Bin()X + ...,

avec
z = X' (I entier > 1);

les A, B sont des fonctions algébriques de y, holomorphes pour une valeur
quelcongue (non exceptionnelle) y, de y, et les développements (31), (32),
pour y =y,, convergent quand |z| est suffisamment petit; m et n sont
deux entiers positifs dont un au moins n'est pas nul; il est loisible de
supposer m > n et m > o.

Ceci posé, éliminons X entre les équations (31) et (32). Posons:

1
#, = (u4h)™, (b constante arbitraire); le développement de u, peut s’écrire:

uy =20 4 4 () + a,NX+ ...,
et en remplacant X en fonction de %, dans l'égalité (32), il vient:

(33) v=a(y)ui + By)ui" +... +v(y)u, + &(y) + %y—) +...
la série (pour y = y,) convergeant si |u,| est suffisamment grand.

Deus cas sont a distinguer suivant que dans le développement (33) tous
les coefficients a, B, ... jusqw'a @ inclusivement sont ou non indépendants de y.

Premier cas.

23. Supposons que les coefficients a(y), A(¥), ..., @(y) pe soient
pas tous des constantes; soit A le premier de ces coefficients qui dépende
effectivement de y, et soit A(y)u? le terme correspondant de la série (33).

Posons:
= —h+uy, v=oui+ ;"' + ...+ wui, (k=0).
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Les fonctions #,y, s de u, v deviennent des fonctions méromorphes de
u,, w qui vérifient (pour les grandes valeurs de w,) les relations:

(34) =" b a,)+a,@) X+, w=2)+D 4. Dy +ol.

Soit y, une valeur arbitraire de y (valeur pour laquelle les fonctions algé-
briques a,(y), a,(y), ..., A(¥), #(y), ... sont holomorphes et a, différent
de zéro); pour w, = o0 et y = y,, w prend la valeur w, = A(y,), variable

avec y,. Pour plus de clarté, remplacons w, par ;:—,; le systéme

I
ay(Yy)

u’=X[ +bl(y)X+b2(y)X’+...], w=A(y) + p(y)uw 4 ...

définit un couple de fonctions X(u', w), y(w', w) qui pour & =0, w=w,

sont kolomorphes et prennent les valeurs X =0, y=y,. Les fonctions

méromorphes # = X' et y de (u,, w) sont donc rationnelles en w,.
Ceci revient a dire que la transformation:

n—1

F A+ W) A+ w4 B

h constante arbitraire)

3=

(29) v =a(u -+ h)

change les fonctions méromorphes %,y de u,v en deux fonctions de u, w
qui sont algébrigues en u. Tl résulte alors du lemme A que z et y (par
suite 2) sont rationnelles en w,v, & moins que la transformation (29) ne
se réduise & la forme: v = a(w 4 %) + w, (« constante numérique). Il
suffit alors de remplacer l'intégrale J par la combinaison w = I — aJ pour
que les fonctions z,y, 2 soient rationnelles en w. D’ou cette conclusion:

Dans le cas qui mous occupe, les fonctions x ,y, z sont rationnelles en
u, aprés quon a remplacé v par ume combinaison linéaire convenable de u , v.

Deuxiéme cas.

24. Supposons maintenant yue dans le développement (33) tous les

coéfficients a, #, ... jusqu'd @ inclusivement soient indépendants de y.
Posons encore:

w=—h+ uP, v =aui + Bui' 4+ ...+ vu, + w.
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Si je montre que les fonctions méromorphes z,y, 2z de u,, w sont ration:
nelles en , rien n’est changé 4 la conclusion précédente. Or les fonctions
r=¢W,v), y= ¢u,v) admettant un théoréme d’addition, les fonctions

) r=qp—"n, a4+ ...+ w)=¢ ([, w
e

y=out—nh,au] +... +w)y=d¢ (u,w)

s'expriment algébriquement ' & 'aide des quatre fonctions méromorphes a une
variable:

U (u,) = ¢(uy, aut + ... 4 vu,), U,(u) =y, aui + ...+ vu,),
V,(w) = ¢(h, w), Vi w) = ¢, w).

Pour que ¢, et ¢, soient rationnels en w,, il faut et il suffit que U, U,
le soient: c’est ce que je vais établir.

Remarquons d’abord qu'inversement U,, U, peuvent s'exprimer algé-
briquement & l'aide de V,,V, et de z'=¢,, y = ¢,. Ceci posé, soit
o(y) le premier des coefficients @, p, ... du développement (33) qui dé-
pend effectivement de y, et soit a—i};/-) le terme de (33) correspondant.’

1

Faisons la substitution:
wl
Uy 31

Les égalités (31), (32) équivalent alors aux suivantes:

ul=a0§y)+al+..., w'=0'(y)+z(il)+'-': [Ul(y)#=o],

u,

et ce dernier systéme définit un couple de fonctions X(w,, w), y(u, , w)
qui, pour %, = 0o, w' = w, (w, arbitraire), sont holomorphes et prennent
les valeurs X=o0, y=y,. D’autre part, V,, ¥, deviennent des fonctions

W (u,, w)= K(uﬁl 4+ ...+ :%) , Wi, w)= V,<§1 + ...+ Z;{) qui admet-

! Voir la note 1, p. 25.
? Un tel terme existe toujours; autrement, v serait fonction de u,, et PQ, — QP,
identiquement nul.
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tent %, = oo comme point régulier ou comme pdle. Les fonctions méro-
morphes U, (w,), U,(u,) apparaissent ainsi comme des combinaisons algébriques
de quatre fonctions W,, W,, x,y de (u,, w') qui (w' étant quelconque) sont
algébroides pour u, = co: d’aprés le lemme (B), U, et U, sont ration-

nelles en u,. C. Q. F. D.

La conclusion, dans le -second cas, est la méme que dans le premier.
Si donc il existe une courbe polaire non logarithmique, les fonctions z ,y , 2
sont rationnelles en w, aprés quwon a remplacé v par une combinaison li-
néaire convenable de u , v.

Bxanven:d’wne courbe potaire logarithmique.

25. Plagons-nous maintenant dans l'’hypotheses ol la courbe polaire
=0 est logarithmique pour une au moins des deux branches I, J con-

sidérées. Les résidus correspondants «, # de I, J ne sont pas nuls tous
J
B
a =0, §=1. Dans ces conditions, le couple I, J se développe sous la
forme suivante [voir le n® 10]

deux, soit B == 0; en substituant I — aJ & I et - & J, on peut supposer

4, 4 An—s
(35) w=1I(,y,s) =50+ g+t -+ dn+ 4npn X+,

B B B,
(36), v=J(5,9,2) = 3o + s ot o +log X+ B+ B,y X ..

Dans ces conditions, les fonctions méromorphes z,y, 2z de u,v ne
changent pas quand on augmente v de- 2iw, et sont, par suite, des fonc-
tions wuniformes de 6 = e’, fonctions dont les seules singularités essentielles
possibles, dans le champ.des @, sont § = o, § = co.

Je représenterai systématiquement, dans ce qui suit, par ¢(u,v), ¢ (u,v)
les fonctions x,y de (w,v), par ¢,(u, 6), ¢, (u,0) les fonctions z, y de
(w, 6); on a:

o, (u, 0) = ¢(u,logh), ¢ (u,8) = ¢u,logh).
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Je représenterai® par V,(v), V,(v) les fonctions ¢(o,v), ¢(0,v), et par
T.(9), T,(0) les fonctions uniformes V,(log ), V,(log 6). D’apres le théoréme
d’addition, ¢(u,v) et ¢(u,v) sexpriment algébriquement & 1'aide de ¢(u, 0),
d(u,0) et de V,(v), V,(v); pour démontrer que z et y sont des fonctions
rationnelles de 6 = ¢°, il suffit de démontrer que T, T, sont rationnelles
en 8. Mais le théoréme d’addition définit encore algébriquement

¢1(u+u0’gb_0)’ ¢l(u+u0’m
a laide de ¢, (v,0), ¢,(u,0), ¢,(4,,86,), ¢,(%,,0,); en particulier, si on
fait w = u, = o, on voit que T'(46,) , 1,(66,) s’expriment algébriquement a
Taide de T,(8), T,(8), T.(8,) , T,d,); il en résulte notamment que 7, (g)

T, (7;) s'expriment algébriquement a 1'aide de 7',(6), 7,(#). Sidonc T, T,

2

n’admettent pas la valeur § = 0 comme singularité essentielle, il en va de
méme pour la valeur §=co. Autrement dit, si les fonctions T,(6), T,(6)
sont méromorphes, elles sont nécessairement rationnelles. D’ol cette con-
clusion:

Pour établir que les fonctions x ,y de w, 0 = ¢ sont rationnelles en 0,
il suffit de prouver que T,(0), T,(0) sont méromorphes.

Ceci posé, distinguons deux cas suivant que I'entier m est positif ou nul.

Premier cas: m > O.

1
26. Posons u, = (4 4 k)", tirons X de l'équation (35) et portons
dans 1'équation (36), en remarquant que

log X = —logu, + —log 4,(y) + a4 aly) g

TINJ S/ 3
2
u, uy

A ,a ,a,,... algébriques en y).
0 1 2 g q

! Voir la note I, p. 25. A la valeur v =0, correspond la valeur §=1. Les
fonctions V,(v), V,(v) ne sont pas toutes deux des constantes, et ne peuvent, par suite,
se réduire simultanément & des fractions rationnelles.
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"Il vient
(37) o=aut+fuT .o —logu +5+ 24

Je dis d'abord que fous les coéfficients a(y), f(y), ..., v(y) sont des con-
stantes.

Supposons en effet qu'il en soit autrement; soit A le premier des
coéfficients a, ,...,v qui dépend effectivement de y, et soit Auwi le
terme correspondant du développement (37). Faisons le changement de
variables:

w=u—h, v=oau} + fur + ... 4 wuf (F>1);

je vais montrer que les fonctions méromorphes x,y,z de w,, w sont (pour
w quelconque) rationnelles en u,; le lemme A conduit dés lors a cette con-
clusion absurde ' que les fonctions ,y, 2z de u, v sont rationnelles.
A cet effet, substituons & la variable w la variable v, définie par
I'égalité:
v=oui + pui™" + ...+ vuf —log u,,

ce qui entraine
log u
w— v, — 8%

et posons®: & = @(u,,v,), y =¥(u,,v,); les égalités (35) et (36) prennent
la forme:

b ’
u ="D Lo @)+, +..., =2 +E0 4 @@ +o),
et si ¢ désigne la valeur (arbitraire) A(y,), les deux derniéres équations dé-
finissent un couple X(w,,v), y(,,v) qui pour w, = co, v, = ¢ est holo-
morphe et prend les valeurs X =0, y =y,. Les fonctions @,¥ sont

! Les fonctions z,y,# de u, v ne changent pas quand on augmente v de 2ir,
et ne peuvent &étre rationnelles en v sans &tre indépendantes de w.

? @ et ¥ sont uniformes mais peuvent admettre u, = 0o, u, =0, ¥, = cO comme
points essentiels.
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donc holomorphes pour u, = 0o, v, =¢, et quand on donne 3 %, de grandes
valeurs, & v, des valeurs voisines de ¢, @ et ¥ différent trés peu de o et y,.
Revenons maintenant & la variable w, et soit # =@, (u,, w), y = ¥ (¥,, w);
on a:
P, = iv@(“u w + logku¥> = O(u,, w + ¢),
u

1

1 N
e tendant wvers #éro'! -avec - Donnons a w la valeur constante c; la

fonction @ (u,, h) = @(u,, h +ls) différe trés peu de zéro quand w, tend
arbitrairement vers linfini; elle est donc holomorphe pour u, = co, et,
comme elle est méromorphe, c’est une fonction rationnelle de w,. La
méme conclusion s'applique & y, donc & 2z, résultat absurde.

C. Q. F. D.

27. Ce point établi, je vais montrer que, (moyennant une transforma-
tion linéaire effectuée sur w,v), x,y, 2 sont, dans le cas .qui mous occupe,
rationnelles en u et 6 =e¢".

Puisque a,3,...,v sont des constantes, posons:
(38) v=auj+pu;+... +vu, +log r=H(u,) +log 7, u=ur—n;

= ¢(u,v) et y=(u,v) deviennent des fonctions uniformes de u,,r
dont les seules singularités essentielles possibles sont %, = co, 7=0, =100,
et qui, en vertu du théoréme d'addition, -s’expriment algébriquement * &
l'aide des quatre fonctions:

U, = p[ul — &, H(u,)], U, = ¢[ur — 1, H(u)),

T\(r) = ¢(o0, log 1), Ty(r) = ¢(o, log 7).

' Les fonctions @,(w,w), ¥,(u,w) sont uniformes; il est donc loisible, dans
log u . .
gk *, 'de prendre la détermination de logu, telle que sa partie imaginaire soit comprise

1

entre O et 27x.

* Ces expressions algébriques en U,, U,,T,, T, ne sauraient &tre de la forme
o]
5’ du moment que les valeurs u=0, v=0 sont quelconques (voir la note I, p. 25).

La méme remarque s’applique & tous les raisonnements analogues.
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Inversement, 7,(z), T,(zr) s’expriment algébriquement & l'aide de x (4, , 7),
y(u,,7) (et de U, U,). Les fonctions T,(z), T,(7) sont donc méromor-
phes (et par suite rationnelles) si les fonetions x(u, , 7), y(u, , 7) sont méro-
morphes; & ces dernidres, substituons les fonctions (¢, 7), y(¢, 7) obtenues

t . . . , . "
en posant %, = -, fonctions qui ne sauraient présenter de singularités
1 z’ S

essentielles en dehors de § =00, r=0, r=00.' Je dis que 7=0 n'est
pas un point essentiel de ces fonctions, ou, si on veut, en remplagant =

par -, que u, = 0O est un point régulier ou un pole des fonctions x(u, , t),

y(u,, ). Pour nous en rendre compte, changeons logz en log{— logu,
dans V'équation (38): on voit que x(, , f), y(u, , f) s’expriment -algébrique-
ment & laide de T(¢), T,(¢), U, U;, st U;, U, désignent les fonctions
déduites de U,, U, en y remplacant H(u,) par H(wu,)—logu,; & savoir:

U, = o|up—h, H(u,) —logu,], U; = ¢lup—h, H(ul)"‘l(’g“;]'

Tout revient donc & démontrer que u, = 0o n'est pas un point essentiel de
Ui(w,), Us(w,).

Admettons, pour un instant, ce résultat. Alors, T,(¢), T,(¢) sont
nécessairement rationnels, et comme U,, U, s'expriment algébriquement a
laide de Uy, Uj, Ty(w,), Ty(w,), les fonctions méromorphes U, (w,), U, (u,)
sont aussi rationnelles. T suit de 13 que les fonctions %(y, ,7), y(%, , 7)
sont rationnelles en w, , 7; par conséquent, z(u,v), y(u,v) deviennent des
fonctions algébriques de # quand on y fait le changement de variables

n n—1

v=a(w+ k" +Bu+n"™ +... .+ v+ B + w;

mais, d’aprés le lemme A, ceci exige que z,y,# soient rationnels en , v
(vésultat absurde), & moins que la relation entre v et w ne soit de la forme:
v=au -+ w. KEn substituant 3 v la combinaison v —an, on voit que les

) I_‘ngnﬁnns vou oz degly g\ cant ggliopuelles en u ol m A—=¢

! 8i les fonctions 2(f,7), y(t,7), 2(¢,7) sont méromorphes, il en est de méme
sGrement des fonctions obtenues en remplacant ¢ par u,t.
Acta mathematica. 26 bis. Imprimé le 26 aofit 1902. 5
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28. 1l nous reste donc seulement & démontrer que Uj(u,), Uj(w,)
sont holomorphes ou rationnels pour u, = oo. Or écrivons les relations

entre X,y,u, ,¢, déduites des équations (35), (36), (37); ces relations
sont de la forme:

b
wy =20 b () + 0, X+ ..,
(39) W
t=e&[1+5+...]56(y)+lf—+... (0= o),
soit x(y) le premier des coefficients ¢,%,... qui dépende effectivement de
y et soit x(?;) le terme correspondant du développement (39). Faisons un
Uy

dernier changement de variables:

t=é‘+3—+---+;—,,, (6 =+ 0);
les relations:
b,(y) , Ay) ,
==L+ by)+5,0)X+..., t=xn+L+..., KyFo)

1

nous montrent, d’aprés un raisonnement déja fait, que les fonctions z, y
de (u,, ¢') sont holomorphes pour %, = ©0; mais ces fonctions s’expriment
algébriquement a l'aide de Uj, Uj;, et des fonctions T, T; de w,, ¢ ob-
tenues en remplacant dans T, T, la variable £ par l'expression

tl
t=a+;7—+...+u—,.;

T, et T, sont holomorphes (ou fractionnaires) pour u, = co; car l'argu-
ment ¢ pour %, = co (et ¢ quelconque) s’y réduit’ & ¢ == o. Inversement,
d’ailleurs, U; et U, s'expriment algébriquement & l’aide des quatre fonc-
tions x(w,,t), y(u,,?), T1, T;, toutes quatre algébroides pour 4, = co;
le point u, = oo west domc pas un point essentiel de Uj(u;), Us(u,). La
discussion du cas m > o est achevée.

! 8i j=0, autrement dit si ¢’(y)=EO, t coincide avec ¢’ et T';, T, ne dépendent
que de ¢.
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Deuxiéme cas: m = oO.

29. Supposons d’abord que n soit nul en méme temps que m, (autre-
ment dit que I,J ne deviennent infinies que -logarithmiquement sur la
courbe polaire). Eerivons les deux égalités:

(40) w=A4,y)+ 40X+ 4,0 X+ ...,
(41) v=1og X+ B,(y)+ B,(y) X+ . ...

Posons 6 =¢", et montrons que =, y, 2z sont des fonctions méromorphes de
u , 0, par suite [n° 25] des fonctions rationnelles de 6. L’équation (41) devient:

(42) 0=X[e(y) + () X+ @)X +..], c=e*FEo;

en portant dans (40) la valeur de X tirée de (42), on trouve:

u=a(y)+By)0+. ...+ 26 +....

Soit A le premier des coéfficients «, 3, ..., 4, ... qui dépende effectivement
de y. La transformation: '

u=a-+p04 ...+ ud
conduit aux relations suivantes entre u,, 6, X, y:
uy =My} +pm)0+v(y)0*+...., 0=X[e,+caX+...], X(y)=o,

et d’'aprés un raisonnement déjd employé, ces équations sont vérifibes par
un couple: X(u,, ), y(u,, 6), holomorphe pour u; =u), § = 0. Les fonc-
tions x(u,, 0), y(u,, §), sont donc holomorphes pour = 0; mais d’autre
part, elles s’expriment algébriquement® & l'aide des quatre fonctions:

Ui=¢a+p0+...+ub, 0,  Uy=dba+po+...+u6,0),
T, = ¢(0,logé), T, = ¢(o,logb),

et inversement 7, T, s’expriment algébriquement & l’aide des fonctions
U, U, xu,0),yu,6 6 qui toutes les quatre® sont holomorphes ou frac-

! Voir la note 1, p. 25.

? La chose est évidente pour U,, U, puisque les fonctions # = ¢ (u,v), y = ¢(u, v)
sont méromorphes.
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tionnaires pour 6 = o. Les fonctions uniformes 77(4), T,(6) ne sauraient
donc admettre 6 =0 comme point essentiel, et sont des fonctions méro-
morphes (par suite rationnelles) de 4. Il en est donc de méme des fonc-
tions 2, y, 2 de u, 6. C. Q. F. D.

30. Je vais établir maintenant que le cas précédent est le seul pos-
sible si m est nul, autrement dit que n est nécessairement nul avec m.
Admettons en effet qu’il en soit autrement et voyons que I'hypotheése est
absurde.

Soit donc m = o0, n>o0. Nous distinguerons ce cas en deux sous-cas
suivant que 4,(y) est ou non une constante.

Premier sous-cas: m = 0, n >0, A;(y) =% o.

Ecrivons les deux égalités

(43) w=Ay(y) + 4, (y) X + 4,y)X* 4+ ..., [4 (y)=Fo0],
B 1 n—1
ag) o=Z0 4 BG4y B o X 4By 4 B ()X 4.
(n > o0);

soit y, une valeur quelconque (non exceptionnelle) de y, et %, la valeur cor-
respondante de A4,; si nous donnons & %, dans (43), la valeur (arbitraire)
%y, mous pouvons en tirer y sous la forme.

Y=y, +9gX+rX*+4 ...,
et en portant dans (44) il vient:

_B (uo)

+X7.._1+ + "_ +10gX+0+Cn+1X+

(45)
o(%)( 1 4le),

III

quand X tend vers zéro arbitrairement, v tend vers l'infini arbitrairement’

! Posons w = % =p(cos w + 1 sin w), X =1r(cos ¢ + ¢ sin ¢), log X= log r+ip,
0 0

(¢ restant compris expressément entre o et 3m); dans ces conditions, e tend vers zéro
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d’aprés Végalité (45); donc si, pour w=1w,, v tend arbitrairement vers
I'infini, la fonction uniforme z = X'(,, v) tend vers zéro, y tend vers y,.

Les fonctions méromorphes z,y,2 de u, v seraient donc rationnelles en v,
ce qui est absurde. C. Q. F. D.

Second sous-cas: m =0, n> 0, A;(y)=o0.
31. 11 est loisible d’admettre que la valeur constante 4, est nulle
(en augmentant # d’une constante) et d’écrire:
u=X{4,(y) + Xdy(y)+ ...}, ¢>0,

(46) _
e =20 B0y 4 D)y 10 Xt B (g)+ B ) X

Si nous remplacons # par u{, et si nous tirons X de la premitre équation
(46), il vient [en remarquant que logwu, = log X + a,(y) + a,(y) X 4+ .. .]:

u?;l’-—l-:...—}-i——_l—logul-l—&')+pu,+...

(47)  v=t

Soit A le premier des coéfficients a,3,..., @, ... qui dépend effectivement
: L ‘
de y, et soit " le terme correspondant du développement (47), (k>0 ou

<0 ou =o0). Posons:

'f_l+...+1”;, (k>0 ou =0 ou <0);
Uq Uy

(48) v =logu, + f LN

avec X; d’une fagon précise, 7 désignant une quantité positive prise d’avance aussi petite
qu'on veut, on a: |e| <7, dés que | X| est inférieur & une certaine quantité s, et
par suite:

w=%(%Snso—ismngo)l(oosa-kisina), avec 1 — 9l AS 14, -——~77§sinaé7y;

si donc @ varie de ¢ &4 O et ¢ de 0 & 3w, on voit que w coincide avec tous les points
P . . .. Y I
wxtérieurs 4 un cercle décrit de l'origine comme centre avec un rayon ‘égal 3 __";_7 ;
(r+ 7.
#ﬂ

v coincide avec tous les points dont le module dépasse | B (y,)]
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on peut écrire

v="(1+¢),
%,
e tendant vers zéro (pour w = w,) quand %, tend vers, l'infini sur une di-
rection quelconque, et (daprés la mote 1 de la page 36), quand w, tend
vers zéro arbitrairement, v tend arbitrairement vers linfini.
D’autre part, X,y, u,, w vérifient deux relations de la forme:

u, = X[Cy(y) + Ci(») X+ C()X*+...], (G =V4,, etc)
w=My) + wmp(y) + wvly) + ..., X(y) = o,

et, d’'aprés un raisonnement constamment employé, ces relations montrent
que les fonctions z = X' et y de w,,w sont holomorphes pour %, = o,
w = w,.

Mais les fonctions #,y de u,,w s’expriment algébriquement a l'aide
des quatre fonctions: U= ¢(uf,0), U,= ¢(ui,0), et Vi, V;, si Vi, ¥,
désignent les fonctions ¥V, =¢ (0,v), V,=¢(0,v), ou on a remplacé
v par l'expression v =logu, 4 1” + ...+ u—’k; réciproquement V7, V; s'ex-

U,y U,
priment algébriquement & l'aide des fonctions U, Uy, x(u,, w), y(u, w)
qui sont toutes les quatre, holomorphes ou fractionnaires pour u,=o0;
V; et ¥V, sont donc aussi holomorphes ou fractionnaires pour #;,=o. Or,

quand «, tend vers zéro, la variable v= %(1 +4¢) tend vers linfini arbi-
Us

trairement; les fonctions méromorphes V (v), V,(v) sont donc bien détermi-

nées quand v croit indéfiniment; ce sont, par suite, des fractions ration-
nelles de v; résultat absurde. C. Q. F. D.

Conséquences de la double discussion précédente.
Théoreme définitif.

32. Les conclusions des n*® 23, 24, 27, 29, 30 et 31 se résument
ainsi;
Aprés une transformation linéaire convenable effectuée sur u, v,
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1° ou bien les fonctions x,y,z de u,v sont rationnelles en u;
2° ou bien les fonctions x,y,z sont rationnelles en e*, et les intégrales
1,J ne peuwvent devewir infinies que logarithmiquement.

Le cas 1° a été étudié aux n*™ 12—16.

Dans le cas 2° I et J admettent le couple de périodes polaires (2iz, 0).
Si J ne présente pas de courbes polaires, on rentre dans I'hypothése qui
fait I'objet des n” 17—19. Si J présente une courbe polaire, cette courbe
est nécessairement logarithmique, et si le couple de résidus correspondants
a v
| ] B
I et J admettent les deux couples de périodes polaires (2ix, o) et (0, 2i7).
Dans ces conditions, z,y, 2 sont rationnelles en t=¢*, 6 =¢".

Inversement, ¢ et § sont algébriques en x,y,z. Je dis qu'on peut
toujours faire en sorte que ¢ et 6 soient rationnelles en x,y , 2. Tout d’abord,
les résidus de I (et de J) sont réels et commensurables, et en multipliant
I (ou J) par un certain entier, on peut les supposer entiers, premiers entre
eux: la plus petite période de I (et aussi de J) est alors 2iw. A la période 2iz
de I correspond une période 2miz de J; en remplagant J par J,=J —ml,
on annule m; seulement, la plus petite période de J;, peut n’étre plus
2ir, mais 2imk, (b entier); l'entier % entre alors en facteur dans tous les

est a, 3, (8= 0), il suffit de remplacer  par w— v et v par - pour que

résidus de J;, soit J2=‘%; a la période 2iz de J, correspond une période

2ixl de I; je remplace I par I, = TI—1J,, et les intégrales I,,J, ad-
mettent les couples primitifs de périodes:

2ir, O
o , 2ix)’

e’ et e’* sont rationnels en z,y, 2. Autrement dit, aprés une substitution
linéaire convenable effectuée sur w,v, les quantités e, e’ sont rationnelles en
x,Y,2, et inversement les fonctions uniformes x,y,z de €', e’ sont ration-
nelles en ¢, €.

Dans le dernier cas que nous venons d’élucider, la surface S(zx,y,2)=o0
correspond birationnellement 3 un plan.

33. Théoréme définitif. Le théoréme que nous avions en vue se trouve
dés lors complétement démontré. Nous 1'énoncerons ainsi:
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Considérons deux intégrales de différentielles totales, qui ne soient point
fonctions 1'une de l'autre, attachées a une surface algébrique S(z,y, 2) = o,
et dont une au moins admet une courbe polaire; soit:

{u=fP(x,y,z>czx+ Qz,9,9dy = I(x,y,2),
v =fP1(x,y,z)dx+ Qlz,y,2dy=J(x,y,2).

Si les fonctions x(u,v),y(w,v), 2(4,v) définies par Vinversion du systéme
(Z) renferment rationnellement les comstantes initiales x,,y,, 2, (liées par la
condition S(x,, Y, , 2) = Q), ces fonctions, moyennant une substitution linéaire
convenable effectuée swur w,v, sont des combinaisons rationnelles dun des
systémes de fonctions qui suivent:

(2)

X=u, Y=uv, Z=o,
X=u/, Y=3", Z::O’
(T) ] X=¢", Y:e"’ Z=o0,
X=u—el(v), Y=p@), Z=p'@), g==o0oul,
o(v—a) @, 4,,9s constantes nu-
X = e“'j(j)‘ y Y=gp(v), Z=g'(v), mériques.

Comme les intégrales I,J présentent slirement une courbe polaire
[voir le n° 11] quand le nombre des périodes est inférieur a 4, on voit
que le théoréme peut s’énoncer encore ainsi:

Quand les fonctions x,y,z de u,v définies par Uinversion de deux
intégrales (distinctes) de différentielles totales attachées & S renferment ration-
nellement les constantes initiales x,, y,, 2,, ce sont des fonctions hyperelliptiques
(auzx mémes périodes) dégénérées’ ou non.

Cest le théortme auquel nous avons ramené celui de WEIERSTRASS
[0° 7).

De plus, X, Y, Z s'expriment rationnellement en fonction de x,y, 2.
La surface S correspond birationnellement a un plan dans les trois premiers
cas [oll Z =0}, et au cylindre Z* = 4Y*—g, ¥ —g, dans les deux derniers.

! Les systémes de fonctions qui figurent dans le tableau (T) sont des quetients
de fonctions & (& deux variables) dégénérées [voir le n° 4.



Sur les fonctions qui admettent un théoréme d’addition. 41

Remarquons que les coordonnées X, ¥, Z de ce cylindre se laissent
mettre de trois maniéres distinctes sous la forme de fonctions hyperelliptiques
dégénérées, a savoir:

avec

X=u, ou X=wu—{_(v), ou X:e"o(v—a)’

a(v) ’

a chacune de ces représentations correspond un groupe permutable a deux
parametres de transformations birationnelles de la surface’ en elle-méme,
groupe obtenu en augmentant w,v de constantes arbitraires.

Enfin, donnons une derniére forme aux conclusions auxquelles nous
venons de parvenir:

Quand les fonctions z,y,z de w,v définies par Uinversion de deux
intégrales de différentielles totales quelconques attachées & S renferment ration-
nellement les constantes x,, v, , 2, et admettent aw plus trois couples de périodes
distincts, le systéme (X), moyennant une transformation birationnelle effectude
sur la surface S et une substitution linéaire effectuée sur #, v, se ramene
a une des formes:

dU=dX, dV=dY, Z =o,
dU=dX, av="%, 7 =o,
=24, av=", 7 =o,
(o)
YdY aY
dUde+ 87, dVZ?’ Z2: 4Y3—‘.92Y—93,
_dx | a4y (@) + 7 CdY e ue v
(e=o0 ou 15 g,, g,, a constantes numériques).

Quand o« tend vers zéro, le dernier systéme (o) tend vers le suivant:

aX ay
AU=%,  av=- :
(49) X V4Y3 - ng —9Ys

Acta mathematica. 26 bis. Imprimé le 27 aofit 1902, 6




42 Paul Painlevé.

34. Comparaisons avec les fonctions inverses des intégrales hyperellip-
tiques.

Les fonctions hyperelliptiques de genre 2, soit £(u, v), 7(u, v), {(u, v),
se laissent définir par le systéme:
§,d¢ §,dé
dy = 121 32,
VH(E)  VH(E)
p — d§, d§,
VHE)  VH(E)

(2)

avec:

{ H(E) = 0,6 4 0,8 + ... + ;& + a,,
§=&+&, 9=¢§&§, {=VHE +VHE).

Le systeme (r) dégénére quand le coefficient ¢, de II s’annule ou quand H
a des racines multiples. D’aprés le théoréme précédent, une transformation
birationnelle effectuée sur z,y,z et une transformation linéaire effectude
sur %, v ramenent alors (r) & une des formes (). Démontrons rapidement
la réeiproque: c'est-a-dire que fout systéme (o) est réductible & un systéme
(7) dégénéré.

Tout d'abord, il suffit de faire H = 1, puis JI(&) = &% puis
H(&) = &(6— 1), pour obtenir trois systémes (z) qui dquivalent respective-
ment aux trois premiers systémes (o).

Quant au quatritme, il ne saurait correspondre qu’a un systéme (7)
formé d’intégrales elliptiques de premiére et de seconde espece. Considérons
donc le systeme:

§,d¢, §,d8,
U= ——= Yl

VEE) ~ VER(E)
v=-Toy a iogyg, 7=84, C=VRE+ VIR
- N ’ - b s ; - 1 .
¢R($l) \/R(E!) 1 2 1=2 2
I est clair que v(z,y,2) admet les périodes 2w, , 2m,;' mais allons voir
dans un instant que ces périodes sont prumitives. Posons:

Y=gp(v)= SO(UI =+ 1).)),

(%)

51 = 5'7(’01)) E‘z = 5’7(02)>

! Puisque le point (§, 7, {) décrit un cycle fermé quand &, et VI (&) reprennent

les mémes valeurs, &, et yR(&,) ne variant pas.
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d’ou:

Ye — (& +&)+ i{\/RTsé):\S/R(&)}

=p(&,7,¢), (p rationnel);

VE(Y) = ¢'(v, + v,) s’exprime de méme rationnellement en &,%,{. On a
ensuite:

= —[¢(v,) + ¢(v,)] + const. — — &(v) + ;[

La transformation rationnelle:

VEGE) —VE(E)
& —¢,

J <+ const.

x=3|FOVI®]_ ¢ p0, T=—i4X

rameéne done (7,) au systéme:

YdYy ay
(0,) du=dX 4 TR’ dv TR avee S(X,Y,¢{) =o.
toutes les périodes de v dérivent stirement des périodes 2w, ,
Y et JR(Y) reprennent les mémes valeurs quand le point (&, %, {) déerit
un cycle fermé. Il suit de la que &, %, ¢ sont uniformes, donc rationnels,
en X, Y,/R(Y). Une transformation birationnelle ramene ainsi (z,) a (o)
et la surface’ 8’ au cylindre Z* = 4Y?—g,¥Y—g,, si 8’ désigne la surface

que définissent dans 'espace (£, %, () les égalités:

2w,, puisque

s:EI +52) ﬂzéléw C: \/45?-—9251—gs+\/45‘;’—925¢—-93-

, X s
Remarquons qu’en remplacant « par 16—'; et X par » on rameéne ()
a la forme:

aYdY _ay .
7 dU——Z——, A ——.R(Y),

(¢) du = dX +

systéme qui comprend en particulier (pour a = o) le quatriéme systéme (o)
ot e=o0. Mais pour a=o0 la transformation de passage de (¢') a 7,
devient illusoire. Le quatriéme systéme (¢) ol & est nul ne correspond
donc a aucun systéme (), mais il dégénére d'un transformé birationnel de 7.

' Ce résultat a déja été établi par M. Picarp, Mém. couronné Sur les fonctions
algébrigues de dewx variables [p. 101—104).
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35. Passons au dernier systéme () qui ne peut correspondre qu’'a
un systéme (7) formé d'intégrales elliptiques de premiére et de froisiéme
espece. Considérons donc le systéme:

du — @'(A)dE, @'(A)dé, £) = 485 — g ¢ ;

o) —eIVERE) & —g(DIVRE) (<) 9269
! d e .
Sl + 2 ) 6251""52’ 77:6152) = \/R(51)+\/R(52)'

T VEG) T VR(E)
Posons, comme tout-a-lheure,
& = p(n), & = p(v,), Y=p)=pb +v), VER(Y) = p'(v);
Y et JR(Y) sont encore rationnels en &,7,{. On a ensuite:

o — 90 = Do, — ) aryesey
a(v, + N ao(v, + 1)

— %Wy o(v) d(vl — Doy, — Da(vl + 9, + 2%) — 2@y a(v) (’U 'U)
- o +28) o, + Do(v, + Do, + v,) o + 2% )

y désignant une fonction elliptique (symétrique) de v,, v, aux périodes
20,, 2@,, c'est-a-dire une fonction rationnelle de (,7, ¢), soit y =p,(£,7,¢).
La transformation rationnelle: X = p,(€,7%,{), ¥ =p(&, %, {) raméne donc
(r,) au systéme:

aX ay
du—f-l-{zc( )+ $(v)— L + 24)} dv, dv—\/l{(y),
ou, si on veut, en posant @ = — 24 et en remplacant » par w, — 20{(4),
a la forme
. aX ¥y R(Y) ay
’ du, = + [ ¢la) + VE(Y VE( ] = ,
(") L VER(Y) ¢la) + 2[p(a) — Y] do VE(D)

c’est-a-dire au cinquitme systéme (o). Le raisonnement fait au numéro
précédent montre que 2w, 2w, sont des périodes primitives de l'intégrale
v(&,9,{), et que, par suite, &, 7,  sont rationnels en X, ¥, JR(Y). Le
systéme (z,) est ainsi ramené birationnellement au dernier systéme (o) le
plus général, a cela prés que pour a=o0 - période, (c'est-a-dire pour

=1 période), la transformation de passage entre (7,) et (o) devient

N
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illusoire. Le systéme (49) n’est donc équivalent & aucun systéme (z,), mais

il- dégénere d'un transformé birationnel de (z,).
La transformation de passage de (¢”) a (z,) nous fait connaitre une

nouvelle correspondance birationnelle entre le cylindre Z* = R(Y) et la

surface S’.

36. Discussion d'une méthode de démonstration proposée par M. Picard.

M. Prcarp a indiqué' du théorétme de WEIERSTRASS une démonstra-
tion qui repose sur les principes intuitifs suivants:

Considérons trois fonctions uniformes z(w,v), y(u,v), 2(u, v) définies
par linversion de deux intégrales de différentielles totales u =1, v=J
attachées a la surface algébrique S(z,y, 7) = o; soit

(50) du=Plx,y,s)de+Qw,y,2)dy,  dv=DP(x,y,2)de+ Qi(x,y,2)dy.

Introduisons deux autres intégrales de différentielles totales attachées a la
surface X(&,%, ) =o0, soit

L= [1¢,7,0d+ K¢, 7, dy,
lefl]l(éy 7, ()df + Ifl(f) 7, C)d)?,

telles que chacun de leurs couples de périodes soit égal & un couple de pé-
riodes des deux premidres. Les fonctions z,y, 2z de &, 7, { obtenues en rem-
placant u et v par I, et J, sont évidemment des fonctions wniformes du point
(§,7,¢) de X; quand, de plus, les fonctions z(u, o), y(u,v), 2(u, v) sont
méromorphes, les singularités essentielles des fonctions z,y,2 de (&,7,¢)
(8’1l en existe) sont nécessairement distribuées suivant les courbes polaires
de I,,J,. Enfin, quand les fonctions &, %, ¢ de u, v, obtenues en posant
u=1,, v=2J,, sont clles-mémes uniformes et quand les couples de périodes
sont les mémes pour (I,J) et pour (I, J,), la correspondance entre (z,v, 2)
et (£,%,C) est biuniforme.

Ceci posé, placons-nous dans ’hypothése ol les fonctions z(u, v), y(u,v),
2(w,v), définies par le systéme (50), non seulement sont méromorphes, mais
renferment rationnellement les constantes d’intégration (x,,y,,2,). M. PicArD
se propose d’établir qu'on peut choisir pour systéme (51) un systéme /y-
perelliptique, tel que la correspondance entre (z,y,2) et (£,%, ) soit non
seulement biuniforme mais birationnelle. ILa démonstration (voir le n° 8)

! Voir la note I, pag. II.

(51)
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n’a besoin d'étre faite que dans le cas ol les fonctions x(u, ), y(u,v),
z(uw,v) ont au plus trois couples de périodes distinets.

37. L’illustre géometre distingue deux cas principaux, suivant qu’il
existe ou non des périodes polaires. Pour plus de clarté, discutons le premier
cas dans I'hypotheése particulierement simple oit les couples de périodes se

: . o . 24w, O
réduisent a deux, tous deux logarithmiques, soit les couples < . >,
o, 2ir

correspondant respectivement a deux courbes polaires C, et C,.
M. Prcarp introduit alors le systéme (7) dégénéré, [loc. cit. p. 113,
114]:

adé adé
= T ——, =& Eay = §,&,
(52) T o +(é‘2—a’)\/é', FEate 1=4%
bd . —
bdf, _ 4 bd4, £= V& + VE.

vV = — —
E—=0WE G 0vg
Les fonction suniformes de z, ¥, 2 de &€, 5, { ne sauraient admettre de singu-
larités essentielles en dehors des quatre courbes polaires & = a?, & = b%
& —=a® & =10 M. Picarp admet® que le point (z,y,2) tend vers un
point déterminé de la courbe polaire C), quand & tend vers a’, & ayant
un certain signe, (£, et (&, étant invariables et quelconques). En s’appuyant
sur le fait que (x,,¥,,2, figurent rationnellement dans z(u, ), y(u, v)
#(u,v), il montre ensuite qu'il en va de méme pour lautre signe de &,
et il en conclut que les fonctions z,y,2 de &, %, { sont dénudes de sin-
gularités essentielles et par suite rationnelles.

En réalité, ce qui est quasi-évident c’est que le point (z,y, 2) est trés
voisin d'une courbe polaire de § dis que & est voisin de a® mais i n'en
résulte nullement que (x,y, 2) tende vers un point déterminé. Prenons, par
exemple, le systéme:

(53) du = — dvz%—}-dx[a%——l],

1

L]

M. PicArp se borne 4 dire (& la notation prés) [loc. cit. p. 107 et 114] que,
si £ tend vers a* (le radical &, ayant un signe convenable), la période polaire est
pour u égale & 2zi. »Donc quand &, tend vers a’, \/E ayant un certain signe, quels

que soient d’ailleurs &, et \/E, te point (z, ¥, z) tendra vers un point de la courbe
logarithmique C,.»
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qui définit les fonctions méromorphes: x =", y=¢€"*“*""; les relations
entre x,y et & ,&, sont iei:

WE —aE —a) VE —DWE 1) el
T Va rave v VT OWE F oW +0)°

(c, ¢’ constantes arbitraires);

x tend vers 0 ou oo suivant que /& tend vers 4 @ ou —a, mais, dans
Pun et Vautre cas, y(&,, &,) est complétement indéterminée.

Il est donc indispensable de démontrer que (x,y,?2) fend vsrs un
point délerminé quand & tend vers une des valeurs a,-—a, ot celte dé-
monstration ne peut étre faite sans invoquer Uhypothése que x(u,v), y(u, v)
renferment rationnellement (x,, y,, 2,). *

Ia méme objection s’applique au raisonnement [loc. cit. p. 106, 108§]
qui concerne le cas ol un seul des trois couples de périodes est supposé
polaire.

48. Quand il weriste pas de périodes polaires, M. PIcARD s’appuie
seulement sur 1’hypotheése que les fonctions x(u, ), y(u,v), 2(u, v) sont
méromorphes et il arrive & cette conclusion [p. 110—114] que ce sont
alors des fonctions hyperelliptiques dégénérées. Or l'exemple:

d d d
(54) du = — =, dv — _g_%_yi- 2ew
@ Vay't — gy —g, ©

qui engendre les fonctions méromorphes

, o y=pb+u?),

suffit a2 mettre cette conclusion en défaut.

VE—VE—a) o (W&—DWE—)

! La transformation X =

— —2Z , = L — raméne
(V& + a)V§ + o) (V& + b)(y& + 1)
le systéme (52) é» la forme: du == iX)—C , dv = % . Le raisonnement de M. PrcArp

revient & admeltre que (un couple de résidus de I, J étant + I et 0) la valeur X =0
est un point non essentiel pour les fonctions uniformes z, ¥,z de X, Y, et & démontrer
quil en va de méme pour X = co. Or la discussion qui fait ’objet des n°® 25—31
n’a d’autre but que d’établir le fait admis iel.
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Tout d’abord, la discussion de la courbe polaire non logarithmique
(telle qu’elle cst exposée aux pages 112—113) préte A la méme objection
que je viens de mettre en ¢vidence pour une courbe logarithmique. Mais
de plus cette discussion repose cssentiellement sur le lemme suivant
qu’énonce tout d’abord M. PicarDp (p. 110 et 112): »Quand les fonctions
z(u,v), y(u, v) sont uniformes (sans toutefois étre algébriques), toute courbe
polaire non logarithmique laisse finie une combinaison linéaire de w,v.»
Or dans l'exemple (54), ot @(u,v), y(u, v) sont méromorphes, aucune com-
binaison linéaire de #,» ne reste finie pour #=o0. Pour démontrer ce
lemme, il est nécessaire de sappuyer sur le fait que les constantes (2, ¥, , 2,)
figurent rationnellement dans w(ue, vy | y(w, v), z(u, 7, et cette démonstration
me parait exiger une discussion entitrement identique i celle des n® 22—24.

En définitive, — et sans insister sur d’autres objections qui com-
pliqueraient encore le raisonnement — la méthode de M. Picarp, si in-
téressante qu’elle soit en clle-méme, soultve (en outre de difficultés nou-
velles) les mémes difficultés qui ont exigé plus haut la discussion des n®
22—31, la seule partie un peu délicate de notre démonstration.

Sur le cas oiv les fonctions z(n, v), y(u, v), 2(u, v) SOnt uniformes
sans renfermer rationnellement les constantes (z , vy, , z,).

39. Il est impossible, aprés les considérations précédentes, de ne pas
se poser ce probléme:

Quand les fonctions inverses x(u,v), y(u,v), 2(u,v) de deux intégrales
de différentielles totales somt uniformes, quelle est la nature de ces fonctions?

Ce difficile probléme se rattache évidemment & 'étude des équations
différentielles. & intégrale générale uniforme. Je me bornerai & énoncer
ici les résultats auxquels conduit la méthode que j'ai appliquée aux équa-
tions du second ordre.’

Par hypothese, les constantes z,, ¥,, 2, figurent sous forme transcendante
dans x(w,v), y(u,v), z(w,v). Mais je montre (et c’est 1a toute la difficults

' Voir le Bulletin de la soc. math. de France (tome 28, p. 201—211) et
les Acta mathematica (tome 25, p. 1—380).
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de la question) qu'on pewt toujours choisir les deuxw constantes arbitraires
de facon qu'une d'elles entre algébriquement dans x,y, 2. Il est dés lors
aisé d’élucider la nature des transcendantes %,y,z de (w,v) et méme de
traiter ce probleme plus général:

Quand les fonctions x(u, v), y(w,v), engendrées par Uinversion de deux
intégrales de différentielles totales, w’ont quwun nombre fini de branches et
dépendent algébriquement d'une des constantes d'intégration (convenablement
choisies), quelle est la nature de ces fonctions?

. La réponse s’énonce ainsi: Une transformation algébrique effectuée sur
x,y et une substitution linéaire effectuée sur wu,v, ramenent les deux diffé-
rentielles totales & une des formes: '

(I) dv = dy,
ou
dy
d — ‘."‘)
(II) v v
ou
dy
111 ay = ——="—
(Hh V4y® — 9.y — g,
avec.:
d
(Iv) du = =+ H(y)dy,
ou (H algébrique).
V) du 4 Hy)dy

\/4:63 TP T
Les fonctions ®,y de (u,v) correspondantes sont:

y=wv, ou y:e”; ou y———‘50(0,92,g3)
avec:

’

(VI) x = " tE®
ou | K(v)—=— f Hlyo) 22 v,
(VID L= (u + K(”))) 1 (u> :SO(M y 2 73)1

' Je suppose bien entendu qu’on écarte le cas (déja traité) ol les deux constantes,
convenablement choisies, figurent algébriquement dans =z, y.
Acta mathematica. 26 bis. Imprimé le 27 aott 1902. i
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I faut que €¥® (dans le cas VI), et @ [K(v)] (dans le cas VII)
solent des fonctions de v & un nombre fini de valeurs. Ceci revient a dire

que l'intégrale abélienne f H(y)dy, [en dehors de la (ou des deux) périodes
qui correspondent & la (ou aux deux) périodes de v] ne doit admettre que

des périodes de la forme E% (dans le cas VI) et ﬂm—‘-ltﬂ(ff (dans le cas

VII): I, m,n sont des enticrs, et 2wi, 2w; les périodes de ¢@,.
Dans le cas (VII), les fonetions z, y de (u, ») sont 4 fois périodiques et
présentent des singularités essentielles a distance finie, du moment que

-_
il

f H(y)dy n'est pas de premitre espéce.' Les quatre couples de périodes
ne satisfont pas en général & la condition de RismANN.

Dans le cas (VI), les fonctions xz(u,v), y(u, v) peuvent n’admettre
comme singularités essentielles que =00 et v —=oco. Pour qu'il en soit
ainsi, il faut d’abord que » vérific une des équations I ou II (mais non
I'équation III); 1l faut ensuite (et il suffit) que fﬂ (y)dy ne devienne in-
fini que logarithmiquement en dehors du point y = co dans le cas I, et
des points y = o, y = oc dans le cas Il. Quand ces conditions ne sont pas
remplies, x(u,v) présente des points singuliers essentiels a distance finie
dans le champ des v.

Quelques applications du théoréme de Weierstrass.

40. Je voudrais signaler rapidement quelques applications du théoréme
de WEIERSTRASS.

Une premitre application est relative aux transformations birationnelles
des surfaces algébriques.

Au sujet de ces transformations, M. Prcarp? a &tabli ce théoréme
qui a une importance considérable dans la théorie des surfaces algébriques:

1 Quand f H(y)dy est de premitre espéce, on rentre dans le cas ol les constantes
figurent algébriquement dans z, y.

? Loc. cit. p. 65—99; voir aussi mes Lecons de Stockholm, p. 255—288, et les
récentes recherches de MM. CasTeErsvoro et Exriques (Math. Annalen, 1899, et
Comptes-Rendus de 1'Académie des Sc. de Paris, 5 novembre 19CO).
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»>Quand une surface algébrique S admet un faiscean continu de trans-
formations birationnelles, ou bien elle renferme une famille de courbes de
genre O ou I, ou bien elle posséde deux intégrales de différentielles totales

u:fP;der Qdy, wv= [Pdz+ Qdy,

telles que les fonctions inverses =(u,v), y(u,v), z(u,v) soient wuniformes et
dépendent rationnellement des constantes initiales (%, , Yo, 2).>

Occupons-nous seulement de ce dernier cas: le théoréme de WEIER-
STRASS énoncé au n° 33, nous montre que la surface S est alors une sur-
face hyperelliptique, dégénérée ou non.

41. Une autre application du théoréme de WEIERSTRASS se rencontre
dans I'étude analytique des équations différentielles. J’ai montré notamment *
quil joue un rble essentiel dans la théorie des équations du second ordre
dont Uintégrale générale renferme algébriguement les deux constantes.

Limitons-nous, pour le faire comprendre, & un beau résultat établi
par M. Picarp.

2

Soit S(:c, = o
ol la variable indépendante u ne figure pas explicitement. Quand 1'inté-
grale génerale x(u) de cette équation dépend rationnellement des constantes
initiales w,, x;, #; [liées par la relation S(z,, z,, #zy') = o], M. Picarp a
montré que deux cas sont possibles:

1° ou bien #(u) est une fonction rationnelle soit de u, soit de e,
soit de p(u,9,,9,), 9'®,9,,9), 9,9,,9, constantes numériques];

2° ou bien, si on pose: y=u', z=2", la surface S(x,y,2)=o0
posséde deux intégrales de différentielles totales telles qu'en égalant la pre-
midre & %-+a, la seconde & une constante b, la fonction x(u - a, b) ainsi
définie soit précisément l'intégrale générale de 1'équation donnée.

Le théoréme du n° 33 exprime deés lors que, dans le cas 2° la
fonction x(u) Ssobtient en remplagant, dans une certaine fonction hyperellip-
tique (dégénérée ou nom), un des arguments par u + a et le second par une
constante b; le cas 1° rentre, en particulier, dans ce mode de génération.

):o une équation (algébrique) du second ordre,

! Legons de Stockholm, p. 351—394.
! Loe. cit. p. 1290—142.
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Plus généralement, considérons un systéme différentiel: z, = H(z , y),
y.=K(x,y), oW H et K sont algébriques en x ,y et indépendants de u:
quand Uintégrale générale x(u), y(u) de ce systéme dépend algébriquement
des deuxr constantes, j'ai montré' que x et y sont des combinaisons algébriques
des deux fonctions obtenues en remplagant dans deux fonctions lyperelliptiques
dégénérées ou non (aux mémes périodes) un des arvguments par (u + a) et
Uautre par b.

42. Complément au théoréme de Weierstrass. Ces applications suffisent
a faire comprendre limportance du théortme de Wriersrtrass en dehors
méme de la théorie des fonctions abéliennes. Je me servirai seulement
du dernier résultat énoncé pour compléter, sur un point, le théortme méme
de WerersTrass. Dans 1'énoncé de ce théortme (n° 2), nous avons supposé
que les deux fonctions w(u,v), y(u,v) étaient distinctes. Qu'advient-il
quand il en est autrement?

Soit denc ¢(u, ), ¢(u, v) deux fonctions de w,v dont le jacobien est
nul, et qui admettent wn théoréme d'addition. Je vais montrer que ¢ et ¢
sont des combinaisons algébriques des deux fonctions obtenues en remplagant
dans un couple de fonctions hyperelliptiques (aux mémes périodes), un des ar-
guments par aw -4 v, et Uautre par zéro: les fonctions hyperelliptiques
peuvent d’ailleurs étre dégénérées.

Posons, comme au n° 5, 2 =¢u+tu,,v+9,), y=¢utu,v+v),
et x, = ¢ (1ty, V), Yo = P(uy,v,). Par hypothtse, on a: y = F(z); et dautre
part, d’aprés le théoréme d’addition, x et y s’expriment algébriqguement i
l'aide de z,, y,, soit:

(55) T = A(®,,y,,u,v) = A(x,, I'(v,), u,v), [4 algébrique en x,,y,].

De cette équation, on tire aussitot:’
2 9z [% + 24 F'("’o)] oz, 9z,
du  du, |9z, Y, u, _ du,
ox oz [04 , 94 Toz, ox,’
= 2 [E+lrwm|
v dv, oz, 3y, o, 2,

! Legons de Stockholm, p. 351—360.
.. . 94 94 _, 9B 3B _,
* 11 est loisible d’admettre qu'une des expressions ;v; + 51/_0 F'(z,), B_wO + 3—3/0 Fa,),

. . . . . dr ox dy 9y .
n’est pas identiquement nul, (soit la premiére); sinon, — , ——, Y , °y geraient nuls, et 2, ¥
o dv du Qv ¢
seralent des constantes.
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dx

le rapport z% est donc indépendent de u,v; autrement dit, ¢(u,v) vérifie
o
9;0_‘_ Q¢ o

30 %oy = O (a, B numériques); ¢(u,v) est donc une simple

fonction de ou + fv; il en est de méme par suite de ¢(w,v) = F(g). 1
est loisible, en remplacant # par au 4 Sv, de supposer a =1, f=o0.
Ceci posé, reprenons les égalités:

X == fp(“ + o) = A(xy, Yo, ), y=¢u+ uo) = B(xo:?/o; u),

Iéquation: g

.. . b
et liminons z,, 7, entre les équations: x =4, y =B, z, = gg, Y, = gﬁ ;
il vient: ' '

da dy s
{(56) = H(z,y,u), o= K(z,y,u) (H,K algébriquesenz,y),

Les fonctions z = ¢(w + u,), y = ¢u + wu,) vérifient, en particulier, ce
systétme; il existe donc au moins un couple de fonctions y(z), z(y) tel
que les solutions du systeme différentiel:

du = y(z)dr = 7(y)dy

appartiennent au systéme (56). Siles fonctions y(z) , 7(y) qui jouissent de
cette propriété dépendent au moins d'une constante arbitraire, u ne figure
pas dans H, K; si npon, y et v se déduisent algébriquement du systéme
(56) et sont, par suite, algébriques respectivement en «,y. Dans le pre-
mier cas, le théoréme qui termine le n° 41 s’applique au systéme (56);
dans le second cas, z(u) est une fonction algébrique de @(u,g,, g,) ou
de ¢ ou de %, et de méme y est une fonction algébrique de p,(u, 1y, 13),
ou de ¢” ou de #. Dans 1'un et V'autre cas, z ef y sont des combinaisons
algébriques de deux fonctions obtenues en remplacant, dans un couple (dé-
généré ou mnom) de fonctions hyperelliptiques, un des arguments par u et
Pautre par o. C. Q. F. D.

Extension aux fonctions de n variables.

43. Le théoréme de WEIERSTRASS se démontre pour les fonctions
de = variables par une méthode absolument identique a celle que nous
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avons développée plus haut. Toute la difficulté revient a démontrer ce
théoréme:

Si n intégrales distinctes* de différentielles totales, soit
u, = ij(xl, Loy ooy Tup)doy, 4+ Q;(@y, @y, ..o, T,p)dwy +- ...
+ Zyj(xl LIRS xn-}-])dxn)

attachées a la surface algébrique {4 (n 4~ 1) dimensions] S(x,, ..., %, ;) =0,
engendrent par leur inversion des fonctions uniformes (4, ..., %), ...,
Tuir (U, ..., %), qui venferment rationnellement les constantes xV, ..., Ty,
ces fonctions forment un systéme (dégénéré ouw mon) de fonctions abéliennes
aux mémes périodes.

Le théoréme est démontré pour # = 1 ot # == 2. On admet qu'il
est vrai pour » — 1 et on l'établit pour n. A cet effet, on s’appuie sur un
lemme entiérement analogue au lemme A du n° 20, et la discussion d’une
multiplicité polaire (logarithmique ou non), soit @, = o, des intégrales u,,
conduite comme aux n® 22—32, montre que, moyennant une substitution
linéaire convenable effectuée sur les u, les fonctions z,, ..., x,,, sont toutes
rationnelles soit en w,, soit en e“; d&s lors, en raisonnant comme aux

n® 12—19, on est aussitot ramené au cas de (n— 1) variables.
Paris, le 15 février 1902.
! J'entends par la que les n fonctions w,, ..., u, de @, , ..., @, sont distincles,
P.Q, ... T
autrement dit que le déterminant |.......... ..| n’est pas identiquement nul.



