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SUR LES FONCTIONS 0UI ADMETTENT UN ~FHI~ORI~ME D'ADDITION 

P A R  

P A U L  PAINLEVI~ 
'h P A l~,I S. 

I. Comme point  de d6part de sa doctr ine des fonctions elliptiques, 

WEIERSTRASS a pris le thgorSme suivant:  Toute fonetion x - - - - v (u )  qui 
admet un thdor~me d'addition se ramine algdbriquement ~ une fonction u~i. 
forme, m&omorphe et doublement pgriodique de u, ou d u n e  ddgdndrescence 
d'une telle fonclion. A u t r e m e n t  dit, F (u )  est une fonction algdbrique de 

~ ( u ,  g~, g3) ou de e gu ou de u. 

En  t~te de sa thdorie des fonctions ab61iennes, WEI~STaASS a inscrif 

une proposition analogue: 

To,# systOme de n fonctions (ind~pendantes ~) d n variables qui admet 
un thdorOme d'addition est une combinaison alqdbrique de n fonctions abdlien+~es 
(ou ddgdndrescences ) d n arguments et aux m~mes 29driodes. 

Cette proposition, qui a 6~,6 souvent  invoqude par  les 615yes de WEIER- 

STI~ASS, n 'a  pas seulement  une importance considdrable dans la thgorie des 

fonctions ab61iennes; elle in tervient  encore dans de nombreuses questions 

int6ressant les surfaces algSbriques, les 6quations diff6rentielles, etc. 

Malheureusement ,  la ddmonstrat ion de l ' i l lustre gdom~tre al lemand 

n'a dr6 ni enseign6e ~ ni publi6e; il n ' en  subsiste aucune trace dans ses 

manuseri ts;  e]le est au jourd 'hui  perdue. 

1 J'entends par 1s que les n fonc~ions ne sont li6es par aucune relation identique. 
2 Darts le seul de ses cours (cours manuscrit) off il soit fair allusion h cette d6- 

monstration, WEIERSTRASS precise le th~or~me et annonce qu'il l'6tablira dans les lemons 
suivantes. Mais le manuscrit porte alors que WEIERSTRASS, malade, a interrompu son 
cours; quand il le reprend quelques semaines plus tard, il poursuit le d6veloppement 
de la th~orie des fonctions ab61iennes, sans revenir sur le th~or~me en question. 

Acta mathematica. 26 bis.  Imprim~f le 2 aofit 1902. 1 
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L'importance et la beaut6 de ce thdor~me rcnd'tient bien d6sirable 
qu'il ffit enfin 6tabli. Mais, si, dans le cas d'une variable inddpendante, 
la d6monstration en est aisde, el]o prdscnte, dbs que le nmnbre des variables 
est 6gal h 2, de trSs profondes diffieultds. Celle que j 'ai  d6veloppde dans 
mes lecons de Stockholm (pages 2 9 2 - - 3 4 0  ) cst rigourcuse, mais longue et 
compliquge; dcpuis ]ors, sans en clmno'er ]e prineipe, je suis parvenu h 
l'alldger tr~s notablement. C'cst cette ddmonstration, sous sa forme nou- 
velle, qui fait ]'objet du prdsent mgmoire. J'espSre qu'elle paraitra claire 
et 6ldmentaire. Je ne crois pas d'ailleurs qu'elle soit susceptible de sim- 
plifications importantes. 

2. Enoncd du th&rOme d'add#ion. Je commencerai par prdciser l'dnonc6 
m4me du thdorhne. 

D'apr~s la ddfinition de WEIE~Sa"~r un svst6me de deux fonetions 
(indipendantes) de deux variables, soit x- - - - r  v), y = r  v), admet un 
th&rOme d'addition, si les valeurs de z ,  y pour u = % + %, v----v o -6 v~, 
s'expriment alg~briquement g l'aide des valeurs (xo, Yo) et (x~, y,) de (a:, y) 
pour U = U o ,  v = v  0 d'une part, et u = , q ,  v = v ~  d'autre part. 

D'une fagon plus explicite, les fonctions x-----g(u, v), y = ~b(u, v )&an t  
quelconques, si on pose 

x = ~(u o + u~, Vo + v,), 

Xo = ~(Uo, re), 

X 1 = ~ ( U i  , V l ) ,  

y = 0(,,o + , q ,  vo + v~), 

Vo - -  r  ~o), 

v, = r  ~,), 

il est loisible de tirer % ,  v0, u~, % des quatre derni~res dquations et de 
porter dans les deux premi6res. Self: 

x = A(~  o , yo,  x~,  v,),  y - -  B(:r,o, ' o ,  x , ,  Y~) 

les expressions ainsi trouvdes. Le couple (le fonctions V(u, v), r  v) 
admet un thdor~me d'addition si A et B sent al//dbriques en x o, Yo, x~, y~. 

La d6finition est la m~me pour ~t fonctions de n variables. 

3. Rappel de quelques propridt& des fonclions ab~liennes. Consid&ons 
un syst~me de (n + I) s6ries 0 ~t n arguments '~l I . . . .  , % et aux m~mes 
pgriodes (d'uilleurs arbitraires). Les quotients de n de ces s&ies 0 par la 
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�9 " S �9 " (n d- ~)~ defims:ent n fonehons 'a ~ variables, m6romorphes et 2n fois perm- 

diques, c~ on peut toujours ehoisir les s6ries 0 de mani~re que ees n fonc- 
tions x~(u~ , . . . ,  u,) , . . . ,  x,(u, , . . . ,  u,), soient ind@endantes. Ces n fone- 

tions (oh on a au pr6a]able effectu6 sur les u uue substitution lingaire 

quelem~que) formeront, par ddfinition, un syst~me fondamental de fonctions 
abOliem~es ~ ~ n variables; les p&iodes y sont laiss6es queleonques; ~ quand 

on les ehoisi~ telles que le hombre des syst~mes (distinets)de p6riodes soit 

moindre que 2n, les fonctions x , ( u ~ , . . . , u , ) , . . . , x , ( u , , . . . , u , )  ferment  

un sys{~me de fonctions abdliennes d o ~ & ' &  

Toute fonction m&omorphe X ( u ~ , . . . ,  u.) h 2n systbmes de p6riodes 
distincts s'exprime al[/dbriquement g l 'aide des fonetions x ~ , . . . ,  x. d 'un 

syst5me de fone~ions abdliennes aux m~mes p&iodes. C'est ee qui r6sulte 

des travaux de WsZm~ST~aSS, de MM. PmanD, PoI~ca~s e{ (dans le eas 
de deux variables) d'une belie m&hode synth&ique de M. Am,~Lr~. a 

On suit  enfin que {ou~ syst~me de fone{ions ab~liennes (ddg~n&6 ou 

non) adme~ un th&r~me d'addi~ion et qu'il v&ifie un syst~me diff&entiel  
de la forme: 

= P , (x , ,  . . . ,  x . )dxl  + Q,(xl,  . . . ,  + . . .  + . . . ,  x . )dx .  

( i =  I ,  2 , . . . ,  s) ,  

oh les P i , . . . ,  Ti sont alg6briques en x l , . . .  , x,, et oh les seconds membres 

sont des diffgrentMles totales exactes. Si les fonctions abgliennes forment 
un syst~me fondamentai ~ pgriodes queleonques, le syst~me (~) d6pend al- 

g6briquement d 'un nombre de constantes (modules) ~gal au nombre des p6- 

riodes arbitrab'es. Pour des vMeurs arbitraires de ces modules, les n int6- 

grales f Pdlx~ + Q flx.~ + . . .  "4-Tidx, admettent 2n syst~mes de pgriodes 

distincts; pour des valeurs exceptionnelles des modules, ce hombre s'abaisse 

e~ les fonctions correspondantes Xl(,~l, . . . ,  u,,), . . . ,  Xn('t,, . . . ;  U , ) son t  
des fone~ions ab41iennes ddqdndrdes. 

1 On suit que, pour n ~ 4, ces fonc~fons sent plus ggn6rales que eelles qui sent 
d6finies par l'inversioa jacobien~e dans la th6orie des courbes alg6briques. 

Ces p6riodes satisfont toujours aux conditions classiques de I:~IEMAI~N. 
s J'Ui fair connaitre r6cemment une d6monstrution tr~s directe eL tr~s 616mentaire 

de ce thgor6me (Comptes-l~endus de l'Acad6mie des Sciences de Paris, 14 
avriI I9o2 ), 
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Ces rcmarques faites, lc thdorSme de WEIEt:srUASS prend la forme 
prdcise qui suit: 

S i n  fonctions de n variables admettent un thdor~me d'addition, ce sont 
des combiu~dsons algdbriques des n fonctious d'un sy~h'me fondamental de 
fonctions ab~lie~mes (ddgdndrd ou non). 

" (  �9 �9 �9 �9 ] Pour abreger, je developperal la demonstrahoI du thdor~'me dans le 
cas de deux variables. Mais elle s'dfend d'elle-mSmc d un nombre quel- 
conque de variables. 

4. Cas de deux variables. 1)ans le cas de deux variables u ,  v, les 
systhmes ddgdndrds de fonctions abdliennes peuvenf (moyennant unc sub- 
stitution lindaire convenable effeetude sur u ,  v) recevoir 1~ forme suivante, 
ainsi qu'il ressort de la ddgdn~mseenee des s6ries 0 (;~ deux arguments)" 

(~) 

x = ~a(u) ,  y = e " " ( ' ~ - ' ~ )  . (  ~) ' 

X -~- ~ t ,  y ~ -  V .  

(a c t~ arbitraire) 

(~ --- o o u  , )  

On sait d'ailleurs que les fonctious abdliennes de deux variables se 
confondent avec les fonctions hyperelliptiques de genre 2. Autrement dit, 
on peut prendre, comme couple fondamental de fonctions ab6liennes ~,(u, v), 
y(u, v), les fonctions: 

x = $ + ~7, Y = @, 

oh ~,  ~ v6rifient le syst~me" 

(3) 

d~ "4 d~--Y-- - -  d u  , 

~d~ + ~d~ = d r .  
= a ~  + a ~  ~ + . . .  + ao. 

Le thdor~me de WEIERSTRASS, dans le cas de deux variables, se laisse 
done 6noncer ainsi: 

Si un couple de fonctions X ( u ,  v), Y(u ,  v) admet un thdor~me d'addi- 
tion, X et Y sont des combinaisons aly~briques soit de deux fonctions hyper- 
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elliptiques non ddg~ndrdes (aux m~mes pdriodes), soit d'un des couples x ,  y 
d6/inis par le tableau (2), o~i les arguments u ,  v o n t  subi une transformation 
lindaire convenable. 

Rappelons enfin que les fonetions hyperelliptiques ddfinies par (3) d6- 
g6n~rent &ns le cas (et seulement &ns le r off R( ,  ~) a des racines 
dgales ou est de degrd infdrieur ~ 5. 

I n t r o d u c t i o n  d ' un ,  sys t~ .me de  di lTd~'ent ie l les  t o t a l e s .  

. 

thdor~me 
diffdrentielles totales (algdbriques). 

Soit r  v), r  v) un couple de fonctions analytiques 
dantes qui admet un th6or~me d'addition, et soit: 

(4) x = ~ ( u - f - u o , v - l - V o ) ,  y - -= r  

�9 0 = ~(~0,  % y0 = r  ~0). 
O n  fl~: 

Je vais 6tablir maintenant la relation ggroite qui existe entre le 
de WEIERSTRASS et le probl~me de l'inversion des syst~mes de 

2 inddpen- 

(5) x ----- A(xo ,  Yo , u ,  v), y = B ( x . ,  Yo, u ,  v), 

A et B ddsignant des fonctions alg~briques de xo, Yo- Si, entre les @alit& 
(5) et les 5g~lit~s: 

~ A . ' ,  - = A'o, - - =  B ' ,  - -  B ; ,  
~v ~u ~v 

on 61imine x0, Yo, on forme un syst~me diffgrentiel: 

(6) I 
~x ~x 
~o = p ( x  , y ,  u ,  v), 2-; = q (x  , y ,  u ,  v), 

Voir les n ~ 36--37 . 
I1 n 'es t  pas n6eessaire de supposer les fonctions analytiques. Si 9(u,  v), r  v) 

sent des fonetions continues, s d6riv6es premibres continues, des var iables  r6elles ( u ,  v), 

et admet tent  (pour u ,  v ,  u o , v o r6els) un th6or~mo d 'addi t ion,  e]les sent  sfirement ana- 

lytiques,  d 'apr~s le rMsonnement mgme qui suit. 
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oh p ,  q ,  p~,  ~/~ sont  algdbriques en x ,  y,  et don t  l ' intdgrale gdn6rale est 

donnde par (5). Mais, d 'autre part ,  on serait parvenu  au m(~me syst~me 

(6) en 61iminant uo, vo, et par suite u ,  v, entre  los dquat ions (4) et  los 
Ox 

6quations ddrivSes v-- - -  f ' ( u  + u 0 , v + Vo), etc. Los fonetions p ,  q ,  p~, q,, 

SORt donc ind@endantes de u ,  v. Comme enfin, du svstbme (6), on pen t  

3 u  ~v 
t i rer  ou ou ov ~v ~ savoir: - - =  

~x J Oy ' O x '  ~y~ O v O~ O!l ~ x ~ ! / '  

donner  h e e  syst~me la forme" 

etc., il est loisible de 

(7) = P(x, y)dx + Q(x, d,, = 1),(z,  + (2, (x, y)@, 

off les seconds membres  sont  des diffdrentielles t()[ales exactes (alydbriques). 
Inversement ,  donnons-nous  a priori un  tel svstbme (7), et  supposons 

que l'intdgrale gdndrale x(u ,  v) ,  y(u,  r) de ce sys[~me d@endc cdgdbriqueme~zt 
des deux constantes d'inl@ralion, sr~it a, b. [ I e s t  clair que les fonct ions  

x(u,  v),  y(u,  v) adme t t en t  un  th6orSmc d 'addi t ion.  Subst i tuons,  en offer, 

h a ,  b les valeurs xo,Yo de x , y  pour  u =  o, v = o, valeurs qui  dd- 
p e n d e n t  a lggbr iquement  de a ,  b; nous avons:  

= A(~o,  Yo , u ,  v), 'J = B(:Co, Yo , ' " ,  v), 

A et B dtant  alg6briques en Xo, ?1o. Mais d 'autre  par t  s i x  = g ( u ,  v), 

y = r  v) es~ une solut ion pm'ticuli~re du systbme (7), l ' in tdgrale  gdnd- 

rale est donnde par x = f ( u  + Uo, v + Vo) , y = r + *co, v + Vo) ; d 'oh  
il suit  (en r emarquan t  que u ,  v e t  Uo, v o j ouen t  un rble symgtr ique)  que 

les fonet ions  f ,  r a d m e t t e n t  un  thdorSme d 'addit ion.  1 

D'apr~s eela, le thdor~me de WEIEliSm~ASS peu~ 6tre remplae6 par  le 

suivant :  quand l'intdgrale gdndrale x (u ,  v) , y(u,  v) f u n  syst~me (7) d@end 
alg~briqueme,nt des constantes initiales Xo, Yo, ccs fonctions se rambnent algd- 
briquement d u~ couple de fonctions hypereUiptiq~tes (aux m~mes pdriodes), 
ddgdndrd ou non. 

1 Ii est clair d'aprgs cola que si ~c(qr v), y(u ,  v) admettent un thgor6me d'addi- 
tion, il en va de m~mo pour los fonctions obtenues en effectuant sur v ,  v uno substi- 
tution lin6aire. 
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6. Substitution au th~or~me de Weierstrass d'un th~or~me ~quivalent. 
Pr6cisons encore cette 6quivalence. Puisque la fonction x(u,  v) ddpend 

alggbriquement des constantes xo, Yo, elle vdrifie une relation: 

x ~ + Rn_,(Xo,  yo ,  u ,  v)x ~-1 + . . .  + Ro(Xo, Yo, u ,  v) = o 

oh les R sont rationnds en x0, Yo, analytiques en u ,  v. Je  dis que les 

R sont des fonctions m~romo~Thes de u ,  v. En  effet, supposon s que les 

R admettent uue singularit6 non polaire u = a, v-----fl; ce sera une sin- 
gularit6 d'une quelconque des fonctions x (u ,  v) dgfinies par le systSme (7); 

la fonction x = F(u ~ u o , v-b vo) admettrait donc, quels que fussent uo, v o, 
la singularitd fixe u = a, v = fl, ce qui est absurde. 

La fonetion x (u ,  v) est done une fonetion h u n  hombre fini, soit m, 

de branches (m ~ n); si x l ,  x ~ , . . . ,  x,, ddsignent ses m branches, posons: 

p~ = x,(~ + no, v + Vo) + . . .  + x,n(u + uo, v + Vo) 

_ =  x~(Xo, yo, u ,  v) + . . .  + x~(Xo, yo, u ,  v); 

p, est une fonction mdromorphe des u ,  v qui ddpend des deux constantes 

arbitraires Xo, Yo (ou % ,  Vo) et peut recevoir les deux formes: 

p, - -  F(Xo, Yo, u ,  v) = G(u + Uo, v + Vo), 

F ddpendant algdbriquement de Xo, Yo. 
La m~me remarque s 'applique, aux autres fonctions sym6triques de 

fl~ ~- ~XlX2 , " " ,  Pm ----- XlX~.. .Xm, 

ainsi qu'aux fonctions symdtriques analogues ri(xo, Yo, u,v)  des branches de 

y (u ,  v). Parmi ees fonetions symdtriques pj ,  ri, il y e n  a deux au moins, 

soit X(xo,  Yo, u ,  v) et Y(xo,  Yo, u, v), qui sont deux fonctions distinctes ~ 
de x o,yo.  Si, entre x , y , X ,  Y, on dlimine x o ,yo,  on volt que x , y  
se trouvent exprimds algdbriquement h l'aide de X ,  Y, les variables u ,  v 
figurant analytiquement. Mais on serait arriv~ aux m~mes expressions en 

dliminant u o , v  o (c'est 'h dire u ~ u  o , v - t - v o )  entre x , y ,  X ,  Y: il suit 
de lh que x et y d'expriment algdbriquement h l'aide de X ,  Y, sans que 

u ,  v figurent. 

' Autrement, x et y ne d~pendraient clue d'une seule constante arbitraire. 
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Moyennant une transformation alg~brique convenable effeetude sur x ,  y, 
il est done loisible de supposer que les fonctions x ( u ,  v ) ,  y ( u ,  v) sont uni- 
formes et mdromorphes. 

7. Enfin, darts les dquations (7), on pent, comme il est bien connu, 
exprimer ~'ationnellement P ,  Q , /) l  , Q1 ~t l'aide de x ,  y et d'une irration- 

nelle unique z ( x ,  y), ddfinie par une relation algdbrique 

(8) s ( ~ ,  y ,  ~) = o, 

cela de telle fa~on qu'inversement z s'exprime rationnellement en x ,  y, 19, Q, 

P1,  Q~. Comme P ou ~x se ddduit rationnellement de ~x ~ vy a.z/ 
~ ~ ~ v  ~ ~ u  ~ ~ v '  

ainsi que Q, t)~, Q~, la fonction z ( u ,  v) est uniforme et mdromorphe en 

m~me temps que x ( u ,  v) ,  y ( u ,  v). De plus, soit Xo, Y0, z0 les valeurs 
de x ,  y ,  z pour u = o, v ~ o, Yaleurs lides par la condition: 

(9) S(Xo, y0,  Zo) = o;  

h un syst~me Xo, yo, Zo, u , v correspond une ddtermination unique des 

fonctions x(u , v ,  Xo, Yo, Zo) , y(u , v , xo, Yo, zo) , z(tt , v ,  Xo , Yo, Zo), et 
puisque x ,  y ,  z sont des fonefions algdbriques de x0, Yo, ee sont des fonc- 

tions rationnelles des constantes Xo, Y0, Zo, lides par (9). 
Nous sommes amends ainsi h considdrer les svstSmes (7) de ]a forme" 

I du = P (x, V, z) dx + Q (x, v ,  z)~ly, 
(i O) / dv -= P~(x , y ,  z)dx + Q~(x , y ,  z)dy, 

dont les seconds membres sont des diffdrentielles totales attachdes "~ la sur- 
face algdbrique S, et tels que les fonctions x(u ,  v) ,  y (u ,  v), z(u,  v), ddfinies 

par (Io), soient des fonctions mdromorphes de ~ , v, ratiom~elles en Xo , Yo , zo. 
D'ailleurs, si l 'intdgrale gdndl'ale x(u ,  v) , y (u ,  v) , z (u,  v) d'un syst~me 

(IO) renferme ralionnellement les constantes Xo, Yo, Zo [li~es par S(xo, Yo, z0)=o], 
il rdsulte aussitbt du raisonnement de la page 7 que ce sont des fonctions 
mdromorphes de u ,  v. Le probl~me qui se pose est done le suivant: 

Etudier les fonctions inverses de denx intdflrales de diffdrentielles totales 
attach~es d u n e  surface alg~brique S@,  y ,  z ) -= o, dans l'hypoth~se oi~ ces 

fonctions d@endent rationne//ement des constantes iniliales Xo, Yo, Zo [lides par 

la condition S(.vo, Yo, Zo) = o]. 
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8. Difficult~ du nouveau probl~me. Un premier cas qui se trouve 
d~s mainteuant 61ucid~ d'apr~s les r6sultats classiques, est celui o5 les int~- 

grales l = f  Pdx+ Qdy, J=f Pldx+ Qldy admettent au moins quatre 

couples (distincts) de pdriodes. ~ Les fonctions inverses x(u , v), y(u , v), si 
elles sent uniformes et m6romorphes, sent alors quatre lois pdriodiques, et 
se confondent n6cessairement avee un couple de fonctions hyperellipti~ues 
de u i v .  

Lo seul cas qui reste k discuter est celui oh les int~grales 

I =fpdx + Qdy, J=fPldX + Qldv 
ont moins de quatre couples de ,vdriodes distincts. 

Avant d'aller plus loin, insistons sur quelques remarques qui feront 
mieux comprendre la difficultd du probl~me. 

Si les fonctions x(u, v),  y(u, v) renferment rationnellement (xo, Yo, Zo), 
nous savons qu'elles sent ~ coup stir uniformes et mgromorphes. Mais il 
faut bien se garder de croire que la r@iproque est vraie. 

Tout d'abord, alors m~me que le hombre des couples de p~riodes n'est 
pas inf6rieur h 4, les fone~ions x(u,  v), y(u, v) peuvent dtre uniformes 
sans dtre mdromorphes. Pour s'en convaincre, fl suffit de jeter les yeux 
sur l 'exemple: 

( i I )  d u =  , d r =  
~ / 4  ~ - -  g . ~  - -  g s  ~ / 4 Y  8 - -  r , Y  - -  r~ ~ / 4 z  8 - -  g , z  - -  g~ 

Repr~sentons par go(u) la fonction go de WEIERSTRASS qui correspond aux 
invariants g2, g3; par go~ celle qui correspond aux invariants r~, rs; par 
2eel, 2t% les p~riodes de go, par 2eo'~, 2eo~ celles de go~. Les fonctions 
x,(u, v), y(u, v) d~finies par (I I) se d~duisent (en augmentant  u , v  de con- 
stantes arbitraires) du couple: 

= go(u), v = go, Iv +  v,u- 

fonctions de u ,  v qui sent uniformes mais admettent une infinitd de points 

1 II est ais~ de mon~rer directement que deux fonctions uniformes de u, v (in- 
d@endantes) ne peuvent admettre plus de quatre couples de p~riodes (distlncts)sans ~tre 
des constantes; le th~or~me s'~tablit comme le th~or~me analogue dans lecas d'une 
seule variable, mais il r~sulte aussit6t de ce qui suit. 

Aeta mathemativa. 26 bis. I Inpr im~ le 1 aoitt 1902. il 
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essentiels correspondant aux p61es de ~'(u). 
sont ici: 

2(191 ~ 0 , 2 0 9 ~  , 

o , 2 ~ ,  i~2,  

et si col, eo~, w;,  co~, 2 sont quelconques, ces pdriodes ne satisfont pas k 
la condition de I~IEMANN. 

Les quatre couples de p6riodes 

o 

r 2~2, 

9. Au moins, du moment que le hombre des couples de p~riodes 
n'est pas inf~rieur k 4, les fonctions x ( u ,  v ) ,  y (u ,  v) ne peuvent ~tre m6- 
romorphes sans ~tre hyperelliptiques, et par suite sans renfermer rationnelle- 
ment les constantes (x.,  Y0, z0)" I1 n'en va plus de m~me quand le nombre 
des couples de pdriodes est moindre que 4: tout d'abord, les fonctions 
x(u, v),  y(u, v) peuvent encore ~tre uniformes sans ~tre mgromorphes; mais, 
de plus, cUes peuvent ~tre m~romorphes et renfermer sous forme transcendante 

les constanles (Xo, Yo, ~o)" C'est ce qui apparalt aussitbt sur les deux 
exemples: 

( 1 2) d~  dx dy dx = - - ,  d v = - - q -  

(I 3) du = dz , dv = dy ~ dx ; 
z, y 

le premier syst~me est v~rifi6 par le couple 
1 

v-I- eU_l  
x =  e' ,  y - - - - e  

le second par le couple 

X ~ e ~, y ~ ev+e'; 

le couple (~4) pr~sente des singularitds essentielles; le couple (I5) est md- 
romorphe mais l'intggrale gdngrale correspondante s'dcrit: 

x ~ Xoe" , y = yo ev+'~ 

et renferme xo sous forme transcendente. Pour les syst~mes (x2) et (I3) 
la correspondance entre a~, y e t  x o , Yo est biuniforme mais non birationnelle: 

le nombre des couples de p6riodes est 6gal h 2. 
Ces remarques font nettement comprendre pourquoi il sera indispensable, 

par la suite, de supposer non seulemont que x ,  y ,  z sont des fonctions 
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uniformes et m6romorphes de u ,  v mais encore qu'elles renferment  rationnelle- 
ment (xo, Yo, Zo)" 

D ' u n e  fagon pr6cise, le th6or~me de WEIEaSTI~ASS sera 6tabli si nous 

~tablissons eette proposi t ion a: 

, Soit u --'-- I ( x ,  y ,  z), v -~ J ( x ,  y ,  z) deux integrates de di/f~rentielles 
totales attach~es h la surface alg~brique S (x ,  y ,  z ) : - - o  et qui poss~dent au 
plus trois couples de pdriodes. S i les  fonctions inverses x(u, v) , y(u, v) , z(u, v) 
renferment rationnellement les constantes initiales (xo,yo, zo) , ce sent des fonc. 
tions hyperelliptiques ddg~ndrdes; aut rement  dit, ce sent  des combinaisons 

rationnelles d 'un  des 5 syst~mes: 

e V . ( V - -  a) x = . ( v )  ' r =  z =  

x = v +  r =  z = V ( v ) ,  

X----- e U, Y = e v, Z---- o, 

X =  U, Y = e  v, Z = o ,  . 

r = v ,  Z=o,  

oh U, V ddsignent deux combinaisons lindaires convenables de u ,  v . ,  

Ce thdor~me cesse d 'e tre  exact s i  los fonct ions x(u ,  v) ,  y (u ,  v) sent  

uniformes eL m~me m~romorphes, mais sent  des fonct ions transcendantes 
(uniformes mais non rationnelles) de (xo, Y0, Zo)" 

Pour  ddmontrer  ce thdor~me, je  commencerai  par 6tablir que los in- 

tggrales u = I ,  v ----J  qu ' i l  nous faut  considdrer prdsentent  au moins  une 
courbe 2olaire. 

Duns sos m6morables travaux sur les fonctions alg~briques de deux variables, 
qui ont donnd un tel essor aux recherches de toute nature int~ressant los surfaces algA- 
briques, lVI. I~ (Mdmoire couronnd, p. 99- - I I6 )  a indiqu6 une d~monstration de ce 
th~or~me. C'ost m~me, s ma connaissanee, la seule d~monstration qui ait ~t~ tentde du 
th4or~me de WEIERSTRASS, (0U plus exactement, d'une proposition ~quivalente). ~Iais l'ana- 
lyse de l'illustre g~omStre Frangais pr~sente des lacunes qui ne me semblent pouvoir ~tre 
combl~es sans une discussion analogue ~ cello qu'on trouvera d~velopp~e aux pages 
25--38; or c'est cette discussion qui constitue toute la difficult~ de la d~monstration 
que ]e propose. 
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Des courbes po la ires  des intdgrales 

f + Qdy, j =  f + Q dy. 

Io. Rappel de quelques d~finitions. Soit I-----f Pdx-4-Qdy une intd- 

grale de diffdrentielle totale attach6e h la surface algdbrique: 

(,6) s ( x ,  y ,  z) = o. 

Par ddfinition, P e t  Q sont rationnels en x ,  y ,  z, ct quand, dans P ,  Q, 
on remplace z en x ,  y, l'expression Pdx q- Qdy est une diff6rentielle exacte. 

Les diverses ddtermlnations de la quantit6: 

I -- f y, z)dx + Q(x, ,j,  )dy 
2~0! Y$~ gO 

qui correspondent ~ un point (x, y ,  z) de S n e  different que par des con- 

stantes d'addition, qui sont les p~riodes de l'intdgrale. 

On appelle courbe polaire do l'intggrale route courbe trac~e sur S tells 

que I devienne infinie en un point arbitraire de cette courbe: une courbe 

polaire est n6cessairement alggbrique. Par ddfinition, l'int6grale I admet 
une courbe polaire h l'infini si, apr~s une transformation homographique 

arbitraire effectude sur S, l 'int6grale admet une courbe polaire que le retour 

aux premieres variables rejette h l'infini. 
D'apr~s cela, si 1 poss~de une courbe polaire C, il est loisible de la 

supposer ~ distance fmie: soi~ /~(x, y ,  z ) =  o une surface alg6brique dont 
l'intersection avec S contient la courbe C. La transformation X = / / ( x ,  y, z) 

fair correspondre h S une surface S I(X,  y ,  z) ---- o, et, si les axes Ox, Oy, Oz 
ont 6t6 choisis quelconques, la correspondance entre S e t  S~ est birationnelle. 
Moyennant  une transformation birationnelle effectuge sur S, on peut done 

toujours faire en sorte que la courbe polaire considdrde soit situde dans le plan 
~c~--o (sans se rdduire ~ une parall~le h Oz), et route branche de l'intdgrale 

1 I1 suffit, an effet, que pour une valeur arbitraire (non exceptionnelle) X o de X, 
la courbe X o ~ R(z, y ,z)  de S n'ait pas une infinit~ de cordes parall~les s Ox: si 
done on ne choisit pas les axes Oxyz d'une fa~on exeeptionnelle, s un point y ~ z de la 
courbe SI(Xo, y, z ) :  o, autrement dit s un point (X, y,  z) de la surface S 1, cor- 
respond une seule valeur de z. 
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1 qui devient infini sur cette courbe sera d6veloppable, dans le voisinage 

de la courbe polaire, sous la forme: 

(17) I---- A~ + X"-'At(Y) +.....[_ A,,_I(y)x + a l o g X + A , , ( y ) + A , , + ~ ( y ) X + . . . ,  

avee 
x ~ Xl; 

l ,  m sont deux entiers (l > o, m ~ o), les A des fonctions alg~briques de 
y; a une constante numdrique. Pour y = Y0 [abstraction faite d'un nombre 
fini de valeurs exceptionnelles Yo], los A sent holomorphes, et la s6rie (17) 
converge pour IX] suffisamment petit. 

La courbe polaire est dire logarithmiTce si a =~ o, non-logarithmique 
si a = o; r est le rdsidu de l'intggrale relatif ~ la courbe polaire X = o; 
la p6riode 2i;ra de I e s t  dire p~riode _polaire. Enfin, la somme des r6sidus 
des diverses branches de I relatifs ~ routes los courbes polaires (h distance 

finio ou infinie) est hullo. 
Quand l'int6grale 1 n'admet de courbes polaires ni h distance finie, 

ni h l'infini, l'intdgrale abdlienne f_P(x,  Y0, z)dx, attachde h ]a courbe 

S(x ,  Y0, z) = o, est une intdgrale de premiere espOce, (du moment  que 
la valeur Yo n'est pus choisie d'une mani~re exceptionnelle). I1 suit de lh 
(eomme il est bien connu) que cette int6grale a au moins deux pdriodes 
dent le rapport est imaginaire. Une remarque analogue s'applique h l'intd- 

grale ab61ienne f Q ( x  o ,y, z)@. L'int6grale 1 a, dans cecas ,  au moins 

deux pgriodes de rapport imaginaire. 

i i. De l'existence d'une courbe polaire pour los intdgrales I ,  d. Ceei 

rappe]6, soit I= f Pdx + Q@, f P dx + Q,@ deux intdgrales de diffd- 

rentielles totales attaehdes ~ 8 et possddant au plus trois couples de pgriodes 
distincts. Je  dis qu'une au moins des deux intdgrales admet une courbe 
polaire. 1 

I1 est loisible (on combinant lindairement I e t  or) de faire en solve 
qu 'une  au moins des p6riodes de I e t  une des pdriodes de J soient hullos. ~ 

t La d6monstration supposera toutefois que los deux int~grales I ~ J  ne sent pas 
fonctions l'une de l'autre, autrement dit que P Q 1 -  Qt P n'est pas identiquement nul: 
mais lecas P Q I -  Q~P_~ o ne nous int6resso pas ici. 

A moins toutefois clue toutes los p~riodes d'une combinaison aI+fll  no soient 
hullos; mais aI+flJ serait alors rationnelle en x, y ,  z et admettrait unB courbe polaire. 
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Supposons maintenant que I n 'admette pas de courbe polaire (~ distance 
finie ou infinie). D'apr~s une remarque prdcddente, I (qui a au plus deux 
pgriodes) a sfirement deux p~riodes de rapport imaginaire, soit :col, :eo 2 �9 

posons 
x = : w , ,  u = I =fl dx + Qdy; 

X est une fonetion uniforme de (x , y ,  z), qui, pour Y0 pris au hasard, 

est une fonction algdbrique de x, (puisque f P ( x ,  Yo, z)dx est une intg- 

grale abdlienne de premiere esp~ce), at qui, pour x 0 pris au hasard, est 
une fonction algdbrique de y; X est donc une fonction rationnelle de x ,y ,  z, 
qu'il est loisible, par une transformation birationncIle I effectude sur S, de 
faire coincider avee x. Pour la m~me raison, soit : ~ ,  2eo~ les pdriodes 

de J ,  at soit 

Y - =  , : w ; ,  = v = f  ',dx § Q, dy; 

Y est une fonction rationnelle ~ de x,  y ,  z, qu'il est loisible de faire coin- 
cider avec y. Une transformation birationne]le effectude sur S famine done 

I et J k la forme" 
d~ dy 

1 ~  J---- - - ,  s s '  

~/4 ~8 - -  g ~  ~ g~ ~/4Y* - -  g~Y - -  g~ 

syst~me ~ quatre couples de pdriodes distincts, h savoir les p6riodes: 

:ca~ 1 2 0 )  2 ,  o , o p o u r  I ,  

o , o , 2co~, 2w~ pour J ;  

r6sultat absurde, puisque, par hypoth~se 1 ,  J admettent 
couples le p6riodes. 

au plus trois 

Une au moins des intdgrales I ,  J,  dent il nous faut ~tudier l'inversion, 
poss~de donc des courbes polaires (d distance finie ou infinie). C'est l 'examen 
approfondi de ces courbes polaires qui va nous conduire au but que nous 
poursuivons. Mais avant d'entrer dans cette discussion, je traiterai au 
prdalable l'inversion de I ,  J duns deux cas particuliers tr~s simples. 

1 Voir la note I de la page I2. 
' Cette fonction ne se r~luit pas ~ une simple fonction de z, car autrement les 

int~grales I(z, y,  z), J(~, y ,  z) seraient fonctions l'une de l'autre. 
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E x a m e n  d ' u n  p r e m i e r  eas p a r t i e u l i e r .  

l 2. fie traiterai en premier lieu le probl~me suivant: 

D~terminer tousles  cas oh les fonctions x (u ,  v) , y (u ,  v) , z(u,  v) d~finies 
~ar le systOme 

(~8) 

u = f P (~, v, ~)d. + Q (x, v, ~)dv-- Z(x, V, ~), 

v =  f P~(x, y,  z)dx + O,(x ,y ,  z )dy- -d(x ,  y,  z), 

S(x , y ,  z) = o, 

sent rationnel/es on u el uniformes en v. 

Ecrivons le syst~me (I 8) sous la forme: 

a~ _- A (x, y ,  ~), ~A ---_ B ( x ,  y ,  z), au ~u 

(20) ~A = A~(x y ,  z), aY = B~(x, y ,  z), 
av ~ av 

et cherchons ~ satisfaire d'abord aux dquations ( I9 )en  y remplagant x , y , z  
par des fonctions rationnelles de u d'un certain degr6 q. l~our une valour 
convenable de q, les conditions ainsi trouvdes sent, 'par hypoth~se, com- 
patibles, et l'intdgrale ggn6rale de (i 9) se met sous la forme: 

(2~) x =  R ( ~ - - a ,  b), v = R l ( ~ - - a ,  b), z = R , ( ~ - - ~ ,  b), 

les fractions rationnelles R ,  B~, R 2 de ( u -  a) d6pendant algdbriquement 
d'une seconde ~ arbitraire b. 

I1 reste ~ ddterminer a ,  b (fonctions inconnues de v) de fa~on que 
les deux 6quations (20) soient aussi v6rifiges. Or des ~quations (21) on 
pout tirer: 

( ~ )  ~ - -  ~(~) = O(x,  v), b( . )  = R ( x ,  v) 

G, H ddsignant des fonctions alg~briques do x,  y. Si on pose: Yl = H(x ,  y), 

1 On pout disposer de a~ b do fa~on que, pour u ~ O ,  z , y  et z prennent Ies 

valeurs arbitraires ~o, Yo �9 z0, li~es par la condition S(~ o , Yo, g o ) =  o. 
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la seconde 6qua t ion  (22) d o n n e :  v----r  d ' oh  d v = r  r  grant  

n~cessa i rement  alg~brique en Yl" Comme la  fonc t ion  Yl (V) ,  par  hypo th~se  

n ' a d m e t  q u ' u n e  hombre  fini  de branches ,  elle est (d'apr~s un  th6or~me 

classique) algdbrique en  v ,  ou e n e  g~, ou en  ~,9 (x  , g2 ,  g3), [g , g 2 ,  .q~ con- 

s tantes  numgriques] ,  e t  i nve r semen t  une  des t rois  expressions v ,  e g~, 

g~(v, g2 ,  g~) est a lg6br ique en  y~, c'est-~t-dire en x ,  y .  Si on veu t  encore,  

I ~ ou b ien  l ' in t~gra le  v ~ J ( x ,  y ,  z) n ' a  pas de pgr iodes;  J e s t  alors 

ra t ionne l le  en x ,  y ,  z, soit  J ~ R ( x , y , z ) ;  

z ~ ou bien J n ' a  q u ' u n e  pdriode,  ~ soit  2eel, qu ' i l  est loisible (en mul-  
i7c , . 

t i p l i an t  v par  ~ )  de supposer  6gale h 2ire, et  1 expressmn e ~ (qui est uni -  

f o r m e  en x ,  y ,  z) est a lgdbr ique  en x ,  y ;  e ~ est doric ra t ionne l le  en x ,  y ,  z, 

soit  e ~ ---- p ( x ,  y ,  z); 

3 ~ ou b ien  enf in  J e s t  dgnu4 de eourbes polaires et  n ' a  que deux  ~ 

pdriodes 2eel, 9o~ (dont  le r appor t  est imagina i re ) ;  la fonc t ion  ~ ( J ,  2~o~, 2w~), 

un i fo rme  en x ,  y ,  z, est  a lggbr ique  en x , y ,  donc  ra t ionne l l e  en  ~c, y ,  z ,  

soit  ~ = p ( x ,  y ,  ~). 

i Il ne faut pas oublier que les p6riodes des int~grales I ,  J ,  attach6es ~ la surface 
S ,  correspondent essentiellement ~ des cycles ferm~ sur S.  Soit par exemple, 

du  ~ dz  + ~fydy , dv  = - -  S ~ y - -  z 2 = o. 
Y 

L'int4grale v ~ J ,  attach~e s S ,  a comme pdriode 4irr et non 2ire, car il faut que y 
tourne deux fois autour du point y----o pour que z reprenne la m~me valeur. Les fone- 

8v 
2 -- 

tions uniformes z ---- u - -  - e 2 , y ~ e~ admettent le couple de p~riodes 2co ~ 0 (pour u), 
3 

2aJ 1 = 4ire (pour v), (et non pas 2m, = 2irr). 
2 Le syst~me de p~riodes 2w~, 2to s est bien entendu suppos~ p~mif i f .  La re- 

marque de la note I s'applique encore. Par exemple, soit: 

du  = d~ q- ~ / y - -  e l dy~ d r =  dy  J 

~/;z(y - -  e,)(y - -  e,Xy - -  es) 

S--~z - -  ~ e  1 - -  ~/4(Y - -  e,Xy - -  e~Xy - -  e3) = o, 

(e, + e, + e~ --- o); 

si 2ca 1 , 2co s sent les p~riodes de la fonction g~(v, e I , e 2 , e3), les pSriodes de J sent 
2ca I e t  4(o~ (et non pas 2eo t ~ 2eel). 
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J 'ajoute qu'en posant Y = p ( x ,  y ,  z), on peut, moyennant une trans- 
formation biration~elle, 1 effectu6e sur S, supposer que p co~'ncide avec Y;  

la diffdrentielle dv est alors une des trois diffdrentielles suivantes" 

dv --- dy, dv ~ dy dv ~ dy . 

dans le dernier cas, ~/4y'--g~y ~ g ~  s'exprime rationnellement en x ,  y ,  z. 

Discutons ces trois hypothSses, en remarquant immddiatement que les 
intdgrales u ~ I ,  v ~ J ne suuraient admettre de couple de p6riodes de la 
forme (2w, o), puisque les fonctions x,  y,  z de u,  v sont rationneUes en u. 

x 3. Premier sous-cas: dv = dy. D'apr~s la remarque prdcddente, u 
dolt ~tre sans p6riode; c'est done (comme v) une fonction rationnelle de 
(x, y ,  z). Inversement, les fonetions x,  y,  z de u,  v, k la lois u~iformes 

et algibriques, sont rationnelles. Lu surface S correspond birutionnellement 
h un plan. 

14. Deuxi~me so~ts.ca8: dv ---~ --.dY En rempla~ant u par u ~ av, (~ 
Y 

ddsignant, une constante convenable), on pent faire en sorte que I ,  J ad- 
mettent  le couple de p6riodes (0, 2it:): Its fonctions x,  y,  z de u,  v sont 
alors uniformes en e *. De plus, I n'a plus de pdriodes; car si I ,  J possdduient 
le couple de p6riodes (20 ,  2mi~), ils poss6deraient aussi le couple ( 2 0 , 0 ) .  
L'int~gr(de u - ~  I est done (comme e ~) rationnelle en ( x , y ,  z), et rdci- 
proquement ]es fonctions uniformes x,  y,  z de u, e" sont ration~elles e~ 

u,  e ' =  6. La surface S correspond birationnellement h un plan. 

15. Yroisi~me sous-cas: dv ~-- dy Je  reprdsente par 
~ I 4 y  ~ - -  g~Y - -  g3 

2co, ew' dcux p~riodes de u ~-- I qui correspondent aux pgriodes de ewl, 
2w 2 de J ,  ct je consid~re l'expression a~(v)d-/~v, oh les constuntes a, fl 

sont choisies de fa~on que (a~l + flw~) et (aT~ d-flw~) soient 6g~ux respcc- 
t ivement h eo et to'. Je pose ensuite 

u l  = u -  

i Voir  la note I, i ). 12. 

Aeta mathsmatica. 26 bis. Imprim~t le 4 aofit 1902. 
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e'est-?>dire : 

<'J E 'a- N-  
~'14ga - -  9 ~ Y  - -  9a 

Les deux int~grMes u~ = 1,, v = J sont encore attachSes ,t la surface S 

(puisque ~/4y ~ - -  g:y - -  .q, est rafionnel  en x ,  y ,  z), et elles admet ten t  les 

deux couples de p&iodes: 

o , o p o u r  u~,  

2 %  , 2 %  pour v. 

Les fonctions x ,  y ,  z de u~, v sont encore rationne//es cn %, uniformes en 

v, et olios no changent  pas quand on angmente  v de 2w~ ou de 2o) 2. 

Enfin, si les intdgrales I , ,  J admet ten t  un troisibme couple de p&iodes, 

soit ( 2 ~ ,  2taro, + 2n%) ,  elles admet ten t  aussi lc couple (2~q, 0), ee qui 

exige que 2~(2 soit nul. L'int~yrale u, -=-I, est doric (comme ~,)(v)) ration- 

~wlle en (x , y ,  z). Inversement ,  les fonctions x ,  y ,  z de ,t , v, unifor,mes et 

alq~briques en  '/:1, ~,)(v).~ ~,)t(,/;), soil~3 rlTtloTl,,el[co8 wo,g '~'1, ~ , ) ( v ) ,  S , ) t (v) .  .IAa, 

surface S correspond bira t ionnel lement  au cylindre Z ~ ----- 4 y a  __ & y ~ .qa 

de l 'espace ( X ,  Y ,  Z). 

En  subst i tuant  u ~ / %  .t u, et en divisant ensuite u par a (si a =t= o), 

on fair /9 = o e t  a = i. On volt done qu'aprbs uno substi tut ion lindaire 

convenable effectu~e sur u, les fonctions x ,  y ,  z de u ,  v sont rationnelles 

e,~ ~,,(v), ~,'(v) et en g = u +  ~r ( s = o  ou i), et cela do tene far 

qu ' inversement  Sa(v), ~a'(v) et U s 'expl ' iment ra t ionnel lement  en (x, y ,  z). 

I6.  Conclusions. La discussion prdcddent~ se rdsume Mnsi: 

Quand les fonetions x ( u ,  v) ,  y ( u ,  v) ,  z (u ,  v) ddfinics par un syst~me 

(I8) sont rationnclles en u et uniformes en v, une t ransformat ion biration- 

helle effectude sur S et la substi tut ion h u d'une combinaison lindairc en 

u , v ,  ramSncnt  le systSme ( i8)  h une des trois formes: 

(I) d .  = & ,  & = d,a, 

d?r 
(II) du =-- dx,  adv = ~" , 

Y 

dy 
(II I )  du dx + ~ydy dv = ' 

Z Z 

(a, g~, g~ eonstantes numdriques,  s ----- o ou I). 

Z = 0 ~  

Z ~ O~ 

z2  = 4 Y  a - -  .q2Y - -  9 a "  
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Los fonctions x , y ,  z son~ rationnelles en u ,  v dans le cas (I), en u, e ~' 

dans le cas (II), on { u - - e r  ~a(v), p ' (v)  dans le cas (II i ) .  Elles dg- 

ponden~ d'ailleurs rationnellement des constantes initiales (Xo, Yo, zo); la 
chose es~ dvidente dans los deux premiers cas; dans le troisiSme, il suffit 

de v6rifier ~ que los fonctions 

(IV) Y = ~(v) ,  x = u - -  ~r 

admct ten t  un th6or~me d'addit ion.  Or posons 

~1 = ~(U -t-- UO ' V -~- CO) , Yl = y(v + CO) , XO = X(Uo ' CO)' Yo = y(Vo)' 

B (y )  = 4y ~ - -  g~y - -  g~ ; 

on trouve: 

u~ = - - ( u  + Co) + ~  - - -  , 

(x + Xo) - -~ ~ - Vo J 

Enfin, la surface S correspond birationnellement, dans los cas (I), (II) 

h un plan et dans le cas ( I I I )  au cylindre z 2 =  4y 3 - g 2 y  ~ g 3 .  

E x a m e n  d ' n n  s e c o n d  eas  p a r t i e n l i e r .  

x 7. Le second probl6me que je traiterai  main tenan t  s'6nonce ainsi" 

Determiner tous 

finies par le syst~me 

(~8) 

les cas o~ les fonctions x ( u ,  v) , y (u ,  v),  z (u ,  v), d~. 

{ u = f ~ , ( x ,  v ,  z)d~ + Q@,  v ,  z ) @ -  x, 

v = f P l ( x , y , z ) d x  + Q ~ ( x , y , z ) d y - J ,  

S(x , y ,  z) = o 

sent rationne//es en e" et mdromorphes en v. 

nuEe de courbes polaires. 

L' int@rale J e s t  supposde dd- 

1 Cette v~rification est inutile, si on se rappello que los fonetions (IV) sent los 
quotients de trois s~ries O(u, v) dgg~ngr~es [voir le n ~ 4]- 
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I1 est loisible d 'admettre  (at e'est ce que nous fcrons) que 2irr est la 
plus petite p&iode des fonetions x(u,  vo) , y(u,  v0) , z(u,  v0). Autrcment ,  
on mult ipl ierai t  u par un entier  convenable. 

Ecrivons le systSme (I8) sous la forme (I9) , ( 2 o ) [ p a g e  I5] , posons 

t ~ - d ' ,  ct cherchons h satisfaire aux deux premibres &luations: 

ay B(x z) a~ el(x y,  z), t~i (~3) t ; /=  , = , v  

en y rempla(;ant x ,  y ,  z par des fractions rationnelles en t d 'un  certain 

degr6 q. Pour  une valeur I convenable de q, les conditions ainsi formdes 

sent  compatibles et donnent  pour  l ' int6grale g6n6rale de (23) les expressions: 

(24) x .-~ .[g(at, b), y --~ R~(at, b), z = R=(at, b), 

les fonctions rationnelles B ,  B~,  R~ de at d@endant  algibriquement d 'une  

seconde inddterminde b. I1 reste h disposer des fonctions a(v ) ,  b(v) de 

facon h satisfaire aux 6quations (2o). Or des 6galit6s (z4), on tire: 

(25) a ( v ) t =  G(x ,y ) ,  b ( v ) =  H(x , y ) ,  [ G , I l a l g 6 b r i q u e s e n x , y ] .  

D'apr~s le ra isonnement  des pages 16, I7, la seconde ~galit6 (25) montre  
que l ' intdgrale J (x ,  y ,  z), qui, par hypothhse, n 'a  pas de courbe polairc, 
coincide, moyennan t  une t ransformation biralionnelle effeetude sur S, avec 

f dy , . l ' intdgralc elliptique ~/4y 3 _ g.,Y _ g~ ; le radical ~/4y ~ - -  (.f,y - -  ga s expnme 

rat ionnel lement  en x ,  y ,  z. 

I8.  Soit 2co, ~co' 

deux pgriodes' 2w 1 , 2co 2 

eonde espSce a ( v -  a)e~ , ~(~) 

fl de fac~on que les mult ipl ieateurs de eette fonetion soient e - '~  
d&ivde  logar i thmique est: 

' [ ~~'(~) + ~'(~)l.  r ~)-- r + f l - f l - -  r t ~ # -  e(~)J 
Posons : 

du 1 = du  + {~'(v - -  a) - -  ~'(V) + /~}dv, 

deux pdriodes de u----- I qui correspondent  aux 

de J .  Considdrons la fonction elliptique de se- 

ct ddterminons 1 Ice qui cst toujours possible] ~ et 

e -'~' ; sa 

1 Si re = co'= o, a e t  19 sent nuls, et la fonction de seconde csp~cc se r6duit s l'unit~. 
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c'cst-h-dire: 

La  diffdrcntielle : 

21 

t~ = t 6(v - -  a )  a(v) e~v' t I = eU~). 

[ , r +_<4r 
=f Pdx+ Q d y +  ~ / 4 g ~ _ g ~ y _ g  ~ , _ f l - - r  2 y--&~(a) J 

est encore at tachde h la surface S ,  et les int6grales u~ ---- 11, v = J ad- 

m e t t e n t  les couples d e  p6riodes: 

o , o pour  1~, 

2co~ , 2e% pour  .I. 

Les  fonct ions  x ,  y ,  z de u I , v sen t  rat ionnel lcs  ~ en t, ---- e u', m4romorphes  

en v, et  ne c h a n g e n t  pas quand  on a u g m e n t e  v de 2eo~ ou de 2eo~; elles 

sont done rationnelles en tl , g~(v) , ~a'(v). De plus,  t o u t  couple de pdriodes 

de u~, v est de la forme (2w,  2mw~ + 2nw~), et, par  suite, si on vcut ,  

de la forme ( 2 w ,  0); ce qui  exige que 2co soit u n  mul t ip le  de 2i7:. I1 

sui t  de lh que t~ est (comme g#(v) et ~d(v)) une fonct ion  rat ionncl le  de 

x ,  y ,  z; car t~ est h la lois un i fo rme  et alg6brique en x ,  y ,  z. 

19. :Nous arrivons donc ~ la conclusion suivante" 

L'int6grale v ~ J du systOme ( i  8) dtant ddnu~e de courbe polaire, les 

fonctions x ,  y ,  z de u ,  v ddfinies p a r  ce syst~me, - -  si elles sent ration- 

nelles en e u et mdromorphes en v - - ,  sent des combinaisons rationnelles de 

~o(v) ,  ~o'(v), et V = e (~+~) X a(v - -  a) [r ddsigne un  cntier,  a ,  fl des con- , 

stantes numgr iques ,  ainsi que les invar iants  g~, g3 de g~(v)]. I nve r semen t  

go(v),  ~ (v )  ct  U s ' expr iment  r a t ionnc l l ement  en (x ,  y ,  z). 

Si on veu t  encore, une  t ransformat ion  birat ionncl le  effectu6e sur S e t  

la subs t i tu t ion  h u d 'une  combinaison  lindaire en u ,  v,  r am~ncn t  le s y s t S m e  

( I 8 )  h la forme:  

@ + I + dv = - - ,  
(I8) 2 -- ' 

Z2 = 4 Y  3 - -  g 2 Y  - -  g3 ; 

dz 
la premiere  6quation,  pour  a = o, se rgdui t  h du ~ - - - .  

1 Par hypoth6se, 2i~r es~ la plus petite p6riode des fonctions ~(u,  v~,), y (u ,  re), 
z (u ,  re); il on es~ de m~mo 6videmment quand on remplace u par u I + F(vo). 
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L a  surface  S est  une  t r a n s f o r m d e  b i r a t ionne l l e  du  cy l i n d re :  

z 2 _~ 4 y  3 - -  g , y  - -  g. j .  

Enfin ,  il est  ais6 de voi r  que,  dans  ]e cas que  nous  v en o n s  de t ra i t e r ,  

les fonc t ions  x (u ,  v ) ,  y ( u ,  v) , z (u ,  v) r e n f c r m c n t  r a t i o ~ t ~ e l l e m e ~ d  les constan~es 

ini~iales (xo, Yo, %)- I1 suff i t  de vSrificr  1 que  les fonc t ions  

x = e ~' ~ ( v  - -  (~) 

a d m e t t e n t  un  thdo r~me  d ' a d d i t i o n . :  Or  appe lons  x~, y~ ce que  d e v i e n n e n t  

ces fonc t ions  q u a n d  on  y r emplace  u ,  v pa r  ( ~ t - i - U o )  , ( v + v o )  , et  appe lons  

de m~me  x0, Yo les va leurs  de x ,  y p o u r  u---- u o , v ~ %. On t r o u v e  auss i tb t  

[en p o s a n t  R ( y )  ---- 4 y  3 ~ g ~ y  - - g 3 ] :  

x~ 2 ~ ( ~ )  I ( y  yo)(y - -  ~ ( ~ ) )  (y - -  yo)(yo - -  ~ . , ( : ~ ) )  [ y  - -  ~ . , ( ~ ) ] [ ' ~ o  - -  ~ . ~ ( ~ ) ]  

- -  - -  Y - -  Yo ~ ~4 [ Y - - Y o  J 

1 Voir la note I p. 19. 
On aurait trait~ aussi facilement le probl~me qui fait l'objet de ce chapitre sans 

supposer que l'int6grale v- - - -J  soit d~nuSe de co~lrbes polaires.  I1 aurait fallu consid~rer, 
en outre du cas (~tudid plus haut (p. 2o), les deux cas [n ~ 13, I4] off on a: 

d v - ~ d y ,  ou a d v  d y  
Y 

On trouve aussitSt qu'une transformation birationne]le effectuSe sur S et une substitution 
lin4aire effectu~e sur u , v ram~nent le syst~me (I8) [quand les fonctions x ,  y ,  z de 
u ,  v dent mdromorphes] h une des deux formes: 

u -b a ---- log x -~- a y  -b f ly  2 - b . . .  + ,~y", v -t- b -~ y ,  

u - t - a = l o g ~ - l - ~ ) - l -  . -t- . . . nu ~ -t- s y  -I- . . . -t- ~y ' ' ,  v -t- b = log y , 

a ,  b eonstantes arbitraires, j ,  m ,  n entiers ~ o. 

Mais si on veut de plus que x ( u ,  v ) ,  y ( ~ t ,  v) admettent un th6orgme d'addition, il faut 
que l'expression de u -t- a se r6duise h log x; x et y sent alors des fonetions rationnelles 

soit de e", v ,  soit de e ~', : .  
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,Ces deux eas particuliers traitds, je vais passer h la discussion du cas 

gdndral. Pour alldger cette discussion, j 'en ddtacherai deux lemmes presque 

intuitifs eoncernant les fonctions m6romorphes. 

D e u x  l e m m e s  relatil~ a u x  f o n c t i o n s  md, romorphes .  

2o. Lemme A. Soit x = ~(u,  v) une fonction mdromorphe 1 de u,  v, 

telle que le changement de variable v --  B,~(u, vl) [R 1 algdbrique en u ,  vl] , 

la h'ansforme en une fonction ~i(u,  vi) algdbrique en u. Supposons de 

plus qu'il existe une seconde transformation analogue v ~-R~(u,  v~), telle 
que x = ~2(u, v~) soit aussi alg6brique en u" les deux transformations sont 

seulement assujetties h la restriction que de l'6galit6: /~i(U,Vl)= n2(U,V2) 
on puisse tirer u, soit' u = p ( v l ,  V2) , p ne se rdduisant pas h une constance. 
1)ans ces conditions, je dis que x(u ,  v) est une fonction rationnelle de u,  v. 

I1 me suffit 6videmment de ddmontrer que la fonction x = r v2) 

est algdbrique, ear je reviendrai h la fonction x = f ( u ,  v) en remplagant, 

dans ~,  les variables v 1 et v 2 par deux fonctions alg6briques de u,  v. Or 
dans la fonction f.~(u,v~), alggbrique en u, remplagons u par p(v~,v~); 
puisquc p cst algdbrique, le rdsultat x = d,(v~, v~) est algdbrique en v~. En  

permutant le rble de v 1 , v~, on verrait de m~me que ~ est alg6brique eli v 2. 
C. Q. F. D. 

En  particulier, considdrons la transformation 
n n--1 /+1 i 

(29) v ~- q(u-4- h)"- t - f l (u  n u h) ~ T n  u . . .  + ~ (un  u h) - ~ - - t - w ( u  n u h )  V~, 

(m, n ,  i entiers, m > o, i > o, n > i), 

oh h est une constante arbitraire dont peuven~ d@endre a ,  f l , . . . ,  2; 

admettons que, pour h quelconque, cette transformation change x = f (u ,  v) 
en une fonction x - - - -~ (u ,  w) algdbrique en u: il suffit de donner h h deux 

valeurs particuli~res arbitraires h~, h2, de poser w-=vl  pour h=ha ,  w---v~ 
pour h = h2, et d'appliquer la proposition prdeddente pour voir que x(u, v) 

est rationnel en u ,  v. I1 n y' a d'exception que si l"egahte" ": 
n i n i 

~1( u "1- h l )  m + �9 �9 �9 + V I ( "  + ]~1) m = : 2 (  'c "Jt- h 2 ) "  - ~  �9 �9 �9 @ v 2 ( u  "J[- h g ) "  

' Si ~v(u, v) est une fonction quelconque, le lemme subsiste, s condition do rem- 
placer dans l'6nonc6 le mot rationnelle par le mot algdbrique. 
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ne ddfinK, pas u en fonct ion de v~, v2; au t rement  dit, si la valeur 

i 

v~ = v, \ U 4 - ~ J  

n i-F1 n i+~l 

+ a,(u + h,)" + ... + ),,(~ + / q )  " - - a , ( u  + h,)" . . .  ,~,(~t + h,) " 
i 

(u + h,)~' 

ne ddpend pas de u.  Ce cas exceptionnel ne saurait dvidemment  se prd- 

senter  que si i est nul, m @al /t I et a ind@endant de h; en particulier,  

si n < m, 1'exception ne se prdsente que dans le cas oh la t ransformat ion 

(29) se %dui t  h la suivante "~ 

(30) = =(, + h) + nnma' qU ). 

l~ous aboutissons doric K ce lemme:  

Lemme A. Si une fonction ~n6romorphe x = F ( u ,  v) devient, aprds une 
transformation (29) ozi h est arbdrair6 u~e fonclion ~P(u, w) algdbrique en 
u, c'est une fonction rationnelle dc u,  v, saul peut-~tre dans le cas oit i est 

nul. Si, dans la transformation (29), ~. est au plus dgal h m, ~(u,  v) est 
ratiounelle en u , v ,  tt moins que la transformation ( 2 9 ) ~ e  se rdduise d la 

transformation (30). 

2 I. Lemme B. Si une fonction x--= C(u), uni forme dans le domaine 

d ' un  point  u = a, s 'exprime par une combinaison algdbrique de plusieurs 

fonctions C ~ ( u ) , . . . ,  C~(u), algdbroides = pour u----a, C(u) est holomorphe 

pour  u = a ou admet  u = a comme pble. 

1 Si la transformation v = au + vl change ~ ( u ,  v) en une fonction ~(u ,  vl) 
alg6brique en u, il en est de mgme 6videmment de la transformation v : a ( u  + h)+%~ 
qui substitue h v I 1'expression (ah A - % ) ;  la p%sence de h e s t ,  dans ce cas, purement 

parasite. 
On sait qu'une fonction f(u) est dire alg~broi'de pour u = a  si elle est d6velop- 

1 

pable, dans le voisinage de u = a ,  suivant les puissances croissantes de ( u - - a )  ~ , 
(n entier > o), les premi6res puissances pouvant ~tre n6gatives; f(u) est fractionnaire 
ou m~romorphe pour u = a  si u = a  est un pSle de f(u). On dit que f(u) est alg6- 

bro~de pour u = o o  si la fonctionf~(ut)=f(-~h ) est alg~hro~de pour u,  = o .  
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En partieulier, si, ~(u) est.~n~ronwrphe clans tout le p lanet  s'exprime 
algdbriquement d l'aide de plusieurs fonctions ~ ( u ) , . . . ,  ~ (u ) ,  algdbroides 
~our u = cx9, ~(u) est une fraction rationnelle. 

Ce lemme es~ @ident; u - ~ a n e  peut ~tre qu 'un poin~ algdbrique 
done un point r6gulier ou un pSle - -  de la fonetion ~(u) uniforme clans 
le voisinage de u-----a. 

Examect.  =a'~,~eo~trbr pol t t ire  no~t logar i thmique .  

22. lqous altozs abo rde r  n~in~enan~ l'dtude g6n6rale,: du : cas ou:Je 
[onctions inverses ~(u , v ) ,  y(u ,v) , z(u, v) des diff~irentie~es~totales 

u = I ( x ,  y , z ) ,  v = J @ , v ; ~ )  

renferment rationnellement les constantes a~ o , Yo, zo, en sppposant seulement 
~ n ~quu e a u  moins des int~grales. I ,  J ~admet (~ dis~nce ,finie ou  ,Jnfinie) 

�9 une courbe 2olaire. 
C'es~ l a  discussion ~des in~grales,  I , ; J  dans:4e voisinage d'une courbe 

10olaire qui constituera route la difficult6 de cette 6rude. 1 l~Ious pouvons, 
moyennant  une tran~fornm~on biratrionnelle effectfi6e' sur S,  faire en sorte 
[voir le n ~ I o] que la courbe polaire considdr6e / '  soit situ6e h distance 
finie dans le ~ a n  z ~  o, sans se r~duire, h une droite paral l~le h oz. 
Plagons-nous. d'abord dans le cas off / '  est une courbe polaire non-loga- 
rithmique pour une d~e rmina t i on  (/1 , J1)  du ,couple d'in~dg/ales ( I , :J) .  

t Commo on, peu t  a~gmenter  u ,  v de eonstantes  arbitrairos,  il est loisi,ble (ot o'est,co 

quo nous ferons, pour simplifier l '6eriture) de supposer, quo u = o, v - ~  o son~ des val~rs 
~elconques; autromen~ dit, nous admettrons q u ' o n  a pr6alablemont romplac6 u ,  v par  
q~ + a , :  v -1- b, los Qons~axltes a ,  5 ~ a n t  arbitrairemont ~chois~es (ot ~aon .exeoptionnollos). 
Duns cos conditions, les fonetions ~(u, v), y(u, v), z(u, v) pour v = o, no se r~duisent 
pas routes trois ~ dos eonstantes, ot la m~me remarque s 'applique ~ u = o .  Do plus, on salt 

quo z(u  + h ,  v + k) s 'oxprimo ratiomaollemont ~ l 'aido de /71(u)=z(u,  k), U,(u)-=y(u, k), 
U~(u)=z(u, k) et de ~(v)  =z (h ,  v), V,(v)=y(h, v), V~(v)=z(h, v); soit 

~(~§ Y~, ~ ,  r,, L ,  r,); 
p o u r  h - ~  k =  o:.,et u ,  v a r b ~ e s ,  los valeurs do( /71 ~,U~.i U a, V~ ~ V~, Ira no: donnont 

pus s R la forme o ,  o~ l a  m~mo remarque s 'appliquo s y , z. 
0 

Aeta math~natie~ 26 bis. Imprim4 le 26 aoflt 1902. 4 



26 Paul Painlev~. 

Les deux branches en question de I ,  J sont d~veloppables sous la 
forme: 

Ao(y) A,(y) A,._~(y) 
(3 I) u = 1 - -  X "  + X " - '  J r ' ' "  -{- X -Jr- A,,,(y) + A,,,+,(y)X + . . . ,  

Bo(y ) Bt(y ) B~_~(y) -t- iBm(y) d- B,+~(y)X -t- . . .  (32) v=J----- X" "{- X "-~ d ' . . .  d" X 

avec 
x = X  z (1 entier ~ I ) ;  

les A ,  B sont des fonctions algdbriques de y, holomorphes pour une valeur 
quelconque (non excep~ionnelle) Y0 de y, et les ddveloppements (3I), (32), 
pour y ~ Y0, convergent quand I xl est suffisamment petit;  m et n sont 
deux entiers positifs dont tm au moins n'est pas nul; il est loisible de 
supposer m ~__ n e t  m > o. 

Ceci pos6, ~hminons X entre les dquations (3 x) et (32). Posons: 
1 

u~ ~- (u d- h) ~ , (h constante arbitraire); le d6veloppement de ul peut s ecrtre: 

U 1 ~--aT.----~).lt- al(y ) + a~(y)X .~-.. . ,  

et en rempla~ant X on fonction de ul da~s l'dgalitd (32), il vient: 

(33)  v =  (y)u7 +" fl(y)u  -1 + . . .  + + + +.. . ,  
r 

la s6rie (pour y-----Yo) eonvergeant si [u,l est suffisamment grand. 

Deux cas sont ~ distinguer suivant que dans le ddvelo~ement (33)tous 
les coefficients a, fl, . . .  ]usq~u'& ~ inclusivement sont ou non inddpendants de y. 

P r e m i e r  c a s .  

23. Supposons que les coefficients a(y) ,  ~ ( y ) , . . . ,  ffJ(y) ne soient 
pas tous des constantes; soit 2 le premier de ces coefficients qui ddpende 
effectivement de y, et soit 2(y)u~ le terme correspondant de la sdrie (33). 
I ~  : 

u = - -  h -t- u~, v ----- au7 d- flu~ -1 d - . . .  "4" wu~, (k >__ o). 
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Les fonctions x ,  y ,  z de u ,  v deviennent des fonctions m6romorphes de 
ul ,  w qui vdrifient (pour les grandes valeurs de u~) les relations: 

a o ( Y )  
(34) u l -  X + a ~ ( y ) + a 2 ( y ) X + " "  w = ~ ( Y ) + t t ( Y ) + " "  [),'(y):4:o]. 

q.t 1 

Soit Yo une valeur arbitraire de y (valeur pour laquelle les fonetions alg6- 
briques ao(y), a~(y), . . . ,  2(y) ,  # ( y ) ,  . . .  sont holomorphes e t a  o diffdrent 
de z6ro); pour u~ = cxv et y ----- Yo, w prend la valeur w o = 2(yo) , variable 

avec Yo. Pour plus de clartd, remplagons u~ par ~"  le syst~me 
q.S t 

u' = x - ~  + b~(v)X + b,(y)X" + . . . ,  w = ~(y) + ~(V)u' + . . .  

d6fiuit un couple de fonetions X(u ' ,  w),  y(u', w) qui pour u ' = %  w =  w 0 
sont holomorphes et prennent les valeurs X = o, y = Y0" Les fonctions : 
m6romorphes x = X t et y de (u~, w) sont done rationnelles en u~. 

Ceci revient ~ dire que la transformation: 

(29) 
n n - - 1  

v = ~(~ + h) ~ + fl(~ + h) ~ + . . .  + w( ,  + h) ~ 

(m > n > k > o, h constante arbitraire) 

Change les fonctions m~romorphes x ,  y de u,  v e n  deux fonctions de u,  w 

qui sont algdbriques en u. I1 rdsulte alors du lemme A que x et y (par 
suite z) sont rationnelles en u ,  v, ~ moins que la transformation (29) ne 
se rdduise ~ la forme: v = a(u + h) + w, (a constante numgrique). I1 
suffit alors de remplacer l'intdgrale J par la combinaison w = I - - a J  pour 
que les fonctions x ,  y,  z soient rationnelles en u.  D'oh cette conclusion: 

.Dans le cas qui nous occupe, les fonctions x ,  y ,  z sont eatiotme//es en 

u, a pr~s qu'on a remplacd v 1oar une combinaison lindaire convenable de u ,  v. 

D e u x i ~ m e  cas .  

24. Supposous maintenant Clue dans le ddveloppement (35) t o u s l e s  
coefficients a ,  f l , . . ,  jusqu'k ~ inchsivement  soient indgpendants de y. 
Posons encore: 

u = - - h  + u~, v = au7 + flu7 -1 + . . .  + ~ul + w .  
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Si je montre que les fonctions mdromarphes x ; y ,  z de u 1 , w sont ration, 

nelles en u, rien n'est changd h la conclusion prdc6dente. Or les fonctions 

x = F(u,  v), y = r  v) admettant un th6or6me d'addition, les fonetions 

et �84 
x = ~( ,7  - -  h ,  ~ + . . .  + w) _= ~l(u, ,  w) 

y = r  h,  ~u? + . . .  + w) - r w) 

s'expriment algdbriquement 1 h l'aide des quatre fonctions n~romorphes ~ une 

variable: 

Vl(w) = ~ ( h ,  w), 
i 

U,(ul) = r :u7 + . . .  + ~ul), 

L ( ~ )  = r  w). 

Pour que ~, et r soient rationnels en u,, il faut et il suffit que U,, U 2 

le soient: c'est ce que je vais 6tablir. 
Remarquons d'abord qu'inversement U1, U~ peuvent s'exprimer algd- 

briquement h l'aide de V1, V 2 et de x =  F1, y----r  Ceci posd, soit 

a(y) le premier des coefficients $ ,  p , . . .  du dgveloppement (33) qui d6- 
*(y) 

pend effectivement de y,  et soit ~ le terme de (33) corresp ondant.~ 
q~l 

Faisons la substitution: 

'tO' 
w - - _ _ L + . . . + - ~ .  

"l~. 1 ,Ul 

Les 6galitgs (3I), (32)6quivalent  alors aux suivantes: 

~o(V) w' ~(.~i) + . . . ,  [ a ' ( y ) .  o], 
ul = X + al + ' ' ' '  -----a(y) + % 

et ce dernier syst~me d6finit un couple de fonctions X(u l ,  w), y (u 1 , w) 
qui, pour u 1 = c-xv, w ' =  w'o (w'o arbitraire), sont holomorphes et prennent 
les valeurs X =  o, y =Yo. D'autre part, V1, V~ deviennent des fonetions 

V p P Wl (g~l' ~0') ~- 1 ~11 + * ' "  + , W2(~1, W') ~ V 2 ~'1 + ' ' "  + W' qui  admet- 

1 Voir la note I, p. 25 . 
Un tel terme existe toujours; autrement, v serait fonction de u t, et PQt - -  QP~ 

identiquement nul. 
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tent  ui ~ = cxv~commo po in t  r6gulier ou comma pble. Les fonctions mgro-, 
morphes U~(ul) , U2(ui) apparaissen~ ainsi comma des combinaisons alg6briqnes 
de q u a t r e  f0ncfions W~, W2 ~, x ; y~ de (u~, w') qui (w' grant queleonque) son* 
alg6bro~'des pour u I = co:  d'apr~s le lemme (B), U1 e~ U~ sonr ration- 
hellas en u 1. C . Q .  F~ D.  

La conclusion, darts le ,second cas, est la mgme qua darts le premier. 
Si doric il existe une courbe :polaire non logarithmique, les fonctions x ,  y ,  z 

sont rationnelles en Ul apr~s qu'on a remplacd v par une combinaison li. 

ndaire convenable de U l v.  

~ c a ~ v e ~  d ' ~  cou~'be po~aire  l o y a r i t h m i q u ~ ;  

25. Pla~ons-nous maintenant clans l'hypoth~ses oh l a  courbe polaire 
x = o est logarithmique pour une au mains des deux branches I ,  J con. 
siddrdes. Les r6sidus correspondants a ,  fl de 11 J ne sont pas nuls tous 

deux, salt fl =t= o; en substituant f l I - -  aY ~ I e t  -fi ~ Ji  on peut supposer 

a = o, f l =  i. Dans ees conditions, le couple 11 J se d6veloppe sous la 
farina suivan~e [voir l e  n '  Io] 

(35) u=I (x  y , z) = Ao A1 Am_~ ' - ~ + X  ~-~ + " ' +  X + A m + A m + I X + ' " '  

(36). v =  J (x  , y , z) = Bo B1 B._I - ~ +  X ,  -~ + + X + l o g X + B . + B . + I X +  .... 

Dans ces conditzions, les fonctions m6romorphes x ,  y ,  z de u ,  v ne 
changent pas quand on augmente v 4 e  2izc, e t  sont, par suite, des fonc- 
tions uniformes de 0 = e ' ,  fonctions dont les seules singularitds essentielles 
possibles, dans le champ, d e s  0, sont 0 = o, 0---- cxv. 

Je repr6senterai systgmatiquement, dans ee qui suit, par 9v(u, v), r  v) 

les fonctions x ,  y de (u, v), par •l(U, 0), el(U, 0) les fonetions x ,  y de 
(u ,  0); on a: 

9h(u, O) ~ 9:(u, logO), q~,(u, fl) ~ q g ( u  , logO), 
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Je repr6senterai a par V~(v), V~(v) les foncfions F(o ,  v),  ~b(o, v), et par 
T~(O), T~(O) les fonctions uniformes V,(logO), V,(logO). D'apr~s le th~or~me 
d'addifion, f ( u ,  v) e~ r  v) s'exprimen~ alg~briquemen~ h l'aide de f (u ,  o), 
r  o) et de V, (v ) ,  V,(v); pour d6montrer que x et y sont des fonetions 
rationnelles de 0 = e', il suffit de dgmontrer que T~, T 2 sont rationnelles 
en O. Mais le tMor~me d'addition d6finit encore algdbriquement 

+ Uo, r + u0, 

l'aide de ~,(u, 0), ~b~(u, 0), tol(u o, 00), r Oo); en pnrtieulier, si on 
fair u = u o ----o, on voi~ que Tx 0(~o), T2(~o) s'exTriment aOdbriquement 

TI(O), T,(O), Tt(Oo) , T,(Oo) ; il en r6sulte notamment que r , ( ~ ) ,  l'aide de 

T ,@)  s'expriment alg6briquement ~ l'aide de T~(0), T,(O). Si done / '1, / '2 

n'admet4ent pas la valeur O = o eomme singularit6 essentielle, il en va de 
m~me pour la valeur 0 =  co. Autrement dit, si les fonctions T~(O), I'2(0 ) 
son~ mdromorphes, elles sont n6eessairement rationnelles. D'oh cette con- 
clusion: 

_Pour gtablir que les fonctions x ,  y de u ,  6 = e ~ sont eat/onne//es en 6, 
il suffit de prouver que T1(6), T~(O) sont mgromorphes. 

Ceci pos6, disfinguons deux cas suivant que l 'entier m est posifif ou nul. 

P r e m i e r  c a s :  m > o .  

1 

26. Posons u 1 ~ ( u + h )  ~, tirons 
dans l 'gquation (36), en remarquant que 

X de l'dquation (35) et portons 

_ _  l o g X  = - - l o g u  1 + I l o g A 0 ( y )  + a,(y) -4- u~ -4- . . .  

(Ao, a 1 , a2, . . .  algdbriques en y). 

Voir la note I, p. 2 5. A la valeur v = o, correspond la valeur 6----I. Les 
fonetions Fl(v ) , V,(v) ne sont pas routes deux des constantes, et ne peuvent, par suite, 
se r6duire simultan6ment ~ des fractions rationnelles. 
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~].]. vient 

(37) v = au? + f l u [ - ~ +  . . .  + v u x -  logut + $ + & + . . . .  
r 1 

Je dis d'abord que 
stantes. 

Supposons en effet 
coefficients a ,  fi , . . . ,  v 
terme correspondant du 
variables: 

u = u " ~ - - h ,  

tous les cogfficients a ( y ) ,  f l ( y ) , . . . ,  v(y) sont des con. 

qu'il e n  soit autrement; soit 2 le premier des 
qui d6pend effectivement de y,  et soit 2u~ le 
d6veloppement (37). Faisons le changement de 

+ flu7 + . . .  +wu  > 

je vais montrer que les fonetions mdromorphes x ,  y ,  z de u~, w sont (pour 
w quelconque) rationnelles en ul; le lemme A conduit dbs lors h cette con- 
clusion absurde ~ que los fonctions x ,  y ,  z de u ,  v sont rationnelles. 

A cot effet, substituons ~ la variable w la variable v~ d~finie par 
l'6galit~: 

v = au7 + flu~ -~ + . . .  + v ~ u ~ -  log ul, 

ce qui entralne 
log u t 

W ~ q ) l  k 

et posons~: x = ~(ux, v,), y ----~'(ux, vl); les dgalitgs (35) et (36) prennent 
la forme: 

= b (V)x . . . ,  
= + z(u-J) + . .  o), 

et si c d6signe la valeur (arbitraire) 2(yo) , l e s  deux derni~res 6quations d6- 
finissent un couple X(ul, v) ,  y (ul ,  v) qui pour ul = oo, v 1 -----c est holo- 
morphe et prend les valeurs X----o, y = Y0" Los fonctions 4 , F  sont 

t Los fonctions ~ ,  y ,  ~ do ~,, v no changent pas cluand on augmente v de 2ire, 
et ne peuvent 6fro rationnelles en v sans ~tre ind6pendantes de v.  

# et ~ sont uniformes mais peuvent  admettre ~t = oo, ut  ~- o, v z = oo comme 

points essentiels. 
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donc holomorphes pour u~ ----cxz, v~ ~ c, et quand on donne ~ u, de grandes 
valeurs, ?~ v~ des valeurs voisines de c, �9 et ~ different tr~s peu de o e~ Yo. 

Revenons maintenant ~ la variable w, et soit x ~--r W), Y-----~(u~, w); 
o n  a :  

( = + 

�9 i Donnons h w la valour eonstante c; la e fondant vers ~6ro 1 'avec - - .  

fonetion ~,(u~, h) ~ O(u~, h + e) diff~re tr~s peu de z~ro quand u~ tend 
arbitmirement vers l'infini; elle est donc holomorphe pour u~-----cxv, et, 
comme elle est m~romorphe, c'est mae fonction rationnelle de ut. La 
mgme conclusion s'applique ~ y, donc ?~ z, rdsaltat absurde. 

C. Q. F. D. 

2 7. Ce point 6tabli, je vais montrer que, (moyennant une ~ransforma- 
tion lin~aire effecCu6e s u r  u,  v), x ,  y ,  z sent, dans le cas :qui nous ,occupe, 
rationnelles en u et 0 ~ e'. 

Puisque a,  fi, . . . ,  v sent des cons~mtes, posons: 

(38) v~-au~-k-flu~-~-l-...-k-val T l o g r = H ( u ~ ) - l - l o g r ,  ~a~.u~---h; 

x = ~(u,  v) et y ~ ~b(u, v) deviennent des fonctions uniformes de ua, r 
dent  los settles singularit~s essentielles possibles sent u~ = ~x~, r = o ,  r ~  co, 
et qui, en v ~ u  du th6ar~mo &addition, s 'expriment  alg~briquemont ~ 
l'aide des quatre fonctions: 

r,(~) = ~(o, log ~), 

u, = r  h, n(u,)], 

r,(~) = r  log ~). 

i Los fonctions ~l(u~w),  ~l(u~w) sent uniformes; il est done loisible, dans 
log ul 

, d e  prendro la d~termination de logu~ telle que sa partie imaginaire soit comprise 

entre o e t  2~r. 

Cos expressions alg~hriques en UI, U s , T1, Tg no sauraient ~tre de la forme 
O 
o '  du moment que los valeurs u ~ o ,  v ~ o  sent qudconques (voir la note I, p. 25). 

La m~me remarque s'applique ~ tous los raisonnements analogues. 
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Inversement, Tl(r),  T~(r) s'exprimen~ alg~briquement ~ !'aide de x(ul ,  r) ,  
y(ul ,  r) (et de U~, U~). Les fonctions TI(r) ,  T~(r) sont done m~romor- 
phes (et par suite rationnelles) si les fonctions ~(u~, T), y(ul,  r) sont mgro, 
morphes; ~ ces derni~res, substituons les fonctions x (t, r) ,  y( t ,  r) obtenues 

t en posant u~ ~ -  fonctions qui ne sauraient pr6senter de singularitgs 

essentielles en dehors de t----cxv, r ~ o, r----cx3. ~ Je dis que r ~ o n'est 
pas un point essentiel de ces fonctions, ou, si on veut, en remplagant r 

t que u~ ~ cx3 est un _~oint r~gulier ou un p6le des fonctions x(ul;t),  par -~, 

y(ul, t). Pour nous en rendre compte, changeons logr  en !og t - - logu~  
clans l'6quation (38): on voit que X(Ul, t), y(u, ,  t) s'expriment alg~brique- 
ment ~ l'aide de Tl( t ) ,  T2(t), U~, U'~, si U~, U~ dgsignent les fonctions 
dgduites de U,,  U, en y remplagant H(u~) par H ( u x ) - -  log u, ", ~t savoir: 

U; -~ ~ [ u ? - - h ,  H(u~)--  lOgUl], U; = r  H ( u 0 - -  log u~]. 

Tout revient donc ~ dgmontrer que ul ~ cx3 n'est pas un point essentiel de 
Vii ( U l ) ,  U2 (Ul) .  

Admettons, pour un instant, co rdsultat. Alors, T~(t), T~(t)sonf  
ndeessairemen~ rationnels, et eomme U~, U~ s'expriment algdbriquement 
l'aide do U[, U;, T,(u,) ,  r~(u,), les foncfions mdromorphes U~(u~), U~(u~) 
sont aussi rationnelles, l l  suit de 1~ que les fonctions x(u~, r), y(u~, r) 
sont rationnelles en u~, r; par consdquent, x(u, v), y(u, v) deviennent des 
fonc~ons alg~briques de u quand on y fair le changemen~ de variables 

n n--I 1 

v = + + fl( , + + , , .  + + h) + w; 

reals, d'apr~s le lemn~ e A, cecl exJg e que x,  y,  z soient rationnels en u, v 
(rdsultat absurde), h moins que la relation entre v e t  w ne soit de la forme: 
v =  au + w. En substituant ~ v la combinaison v - - a u ,  on voit que les 
fonctions x ,  y,  z de (u, v) sont rationnelles en u et en # ~-e  ~. 

c. Q. F. D. 

! Si les foncfions ~( t ,  r ) ,  y(t~ r), z(~, v) sont m6romorphes, il e n e s t  de m~me 
sOrement des fonctions obtenues en remlolaTant ~ par u~v. 

Aeta ~ . t h ~ m ~ .  26 bis, Imprim6 le 26 aoflt 1902. 5 
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28. I1 nous reste done seulement h d6montrer que U'a(u,), U'~(u~) 
sont holomorphes ou ra~ionnels pour u~----cx9. Or ~crivons les relations 
entre X , y , u x , t ,  ddduites des 6quations (35), (36), (37); ces relations 
sont de la forme: 

bo(y) ul ---- - X + b~(y) + b2(y)X + ' '  ' '  

(39) 

= + + 3 - + + o>, t 
~1 '/it 

soit x(y) le premier des coefficients 3, ~ , . . .  qui ddpende effeet~ivement de 

y et soit x(y.) le terme correspondant du ddveloppement (39)- Faisons un 

dernier changement de variables: 

t' t = , ~ +  L + . . .  + __, (,~=~ o); 

les relations: 

u, = bo(V)x + b,(y) + b , (v)X + . . .  , t' -~ x(y) -{- ~(y) -4- . . . ,  (x'(y) ~ o) 
~ t  

nous montrent, d'apr~s un raisonnement d~j~ fair, que les fonctions x ,  y 
de (u~, t') sont holomorphes pour u~ = r mais ces fonctions s'expriment 
algdbriquement ~ 1'aide de U'~, U;, et des fonetions T ; ,  T; de u l ,  t' ob- 
tenues en rempla9ant dam T , ,  T~ la variable t par 1'expression 

t t 
L--I= . . .  + -  ; 

T; et T~ sont holomorphes (on fractionnaires) pour u 1 ~ c~; car l'argu- 
ment t pour u 1 ~-~ 0o ( e t t '  quelconque)s 'y r 6 d u i t l  ~ (~ :4 = o .  Inversement, 
d'ailleurs, U; et U; s'expriment alggbriquement h l'aide des quatre fonc- 
tions x(ux, t ' ) ,  y(ux, t ' ) ,  T~, T~, routes quatre alg~broides pour ul ~ c-~ ; 
le point u~-----c~9 n'est done pas un point essentiel de U~(u;), U;(ul). La 
discussion du cas m > o est achevde. 

Si j = o ,  autrement dit si c? ' (y )~o ,  t coincide avee t '  et T~, T'~ ne d6pendent 
que do t. 
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29. 
merit di~ que 
courbe polaire). 

(40) 

(41) 

D e u x i ~ m e  c a s :  m = o .  

Supposons d'abord que n soit nul en mdme temps que m, (autre- 
I ,  J ne deviennent infinies que-logarithmiguement sur la 

Ecrivons les deux 6galitds: 

u = & ( v )  + A , ( V ) X  + A~(V)X ~ + . . . .  

v ---- log X + Bo(Y ) + B~(y)X + . . . .  

Posons 0-----e ~, et montrons que x ,  y ,  z sent des fonctions m&omorphes de 
u ,  0, par suite [n ~ 25] des fonctions rationne//es de O. L'6quation (41) devient: 

(42) O = X [ c o ( y ) + c l ( y ) X + c ~ ( y ) X : + . . . ] ,  c0 =-- e a ' ( ' ) ,  o; 

en portant duns (4o) la valeur de X tir6e de (42), on trouve: 

u = ~(v) + fi(v)o + . . .  + ~ (v )x  + . . . .  

Soit ,~ le premier des coefficients a,  fl, . . . ,  ~ , . . .  qui ddpende effectivement 
de y. La transformation: 

u = ~  + f i e +  . . .  + u~O j 

conduit aux relations suivantes entre u~, 0 ,  X ,  y: 

u~ = ~(v) + ~(v)o  + ~(v)o~ + . . . .  , o =  X[Co + C~X + . ..], [~ ' (v) ,o] ,  

et d'apr~s un raisonnemen~ ddjA employd, ces dquations sent vdrifides par 
un couple: X(u~, 0), y(u~, 0), holomorphe pour u~ = u ~ 0 : o, Les fonc- 
fions x(u~, 0), y(ul, 0), sent donc holomorphes pour 0 = o; mais d'autre 
par L elles s'expriment Mg6briquement i h l'aide des quatre fonctions: 

~ = ~ (~ + flo + . . .  + u~OJ, o), u~ = r (~ + flo + . . .  + u~ o~, o), 

T~ = ~(o,  log0), T,  = r (o , log O), 

et inversement T~, T~ s'expriment alg6briquement h 1'aide des  fonctdons 
U~, U~, x(ul, 0), y(u~, 0) qui routes les quatre 2 sent holomorphes ou frac- 

1 Voir la note I, p. 2 5 . 
2 La chose est *vidente pour U.,/72 puisque les fonctions ~=F(u,v),y=~b(u'v) 

sent m6romorphes. 
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tionnaires pour 6-----o. Les fonctions uniformes T~(8) ,  T.~(#) ne sauraient 

donc admet t re  8 ~--o comme point  essentiel, et sont des fonctions mdro- 

morphes  (par suite rationnelles) de 8. I1 en est donc de m~me des fonc- 

tions x ,  y ,  z de u ,  8. C . Q . F . D .  

3 o. Je  vais dtablir ma in tenan t  que le cas pr6c6dent est le seul pos- 

sible s i m  est nul, au t r emen t  dit  que n e s t  ndcessairement nul avec m.  

Admet tons  en effet qu' i l  en soit au t r emen t  et voyons que l 'hypoth~se eat 

absurde. 

Soit donc m = o, n > o. ~ o u s  dist inguerons ce cas en deux sous-cas 

suivant que Ao(y) est ou non une constante. 

P r e m i e r  s o u s - c a s :  m = o ,  n > o ,  A'o(y) ~ o. 

Ecrivons les deux 6galit~s 

(43) u = Ao(y) -{- A x ( y ) X  + A~(y)X 2 J r . . . ,  [A'o ( y ) ~ o ] ,  

B,(y) B,(y) B,_l(y)  
(44) v - -  X ~  l- X , - ,  -t- . . .  + - - X - -  + l o g X +  B~(y) + B , + , ( y ) X +  ..., 

(n > o); 

soit Yo une valeur quelconque (non exception~elle) de y, et u0 la valeur cor- 

respondante de A0; si noun donnons ~ u, dans (43), la valeur (arbitraire) 

u0, nous pouvons en t i rer  y sous la forme:  

Y ---- Yo --k g X  ~ h X  2 ~ . . . ,  

et en por tant  dans (44) it vient :  

v-- X~ + + . . .  + + logX+ C~ + C,+~X+ ..., 

(45) 
~--- B~176 (' Jr'~e), 
- -  X n 

qnand X tend vers z~o  arbitrairement, v tend vers l 'infini arbi t ra i rement  ~ 

' Posons w -- Bo(y--o) =p(eos eo + i sin ~), X =  r(cos ~ + i sin ~), log X =  log rWi~, 

restant compris express~ment entre o et 3~); dans ces conditions, e tend vers z~ro 
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d'apr~s l'dgalit6 (45); done si, pour u-----u0, v tend arbitrairement vers 
l'infini, la fonction uniforme x ~ X~(u0, v) tend vers zdro, y tend vers Y0. 
Les fonetions mdromorphes x,  y ,  z de u ,  v seraient donc rationnelles en v, 
ce qui est absurde. C . Q . F . D .  

~ c o n d  S 0 u s - r  m ~ o,  n ~ o, A'o(y) :~ o. 

3 t. I1 est loisible d'admettre que la valeur constante A0 est nulle 
(en augmentant u d'une constante) et d'gerire: 

(46) 

u~-X~{&(y)+ XA~+~(y)+...}, q > o ,  

. . . . .  B,(y) B. . l (y)  V B~y) d" X . - '  + " '  d- ---X--- d- log X Jr" B . ( y ) +  B.+~(y):X d- . . . .  

Si nous remplagons u par u[, et si nous tirons X de la premiere 6quat~ion 
(46), il vient [en remarquant que logu~ = l o g X - k a o ( y ) + a ~ ( y ) X - 4 - . . . ] :  

(47) v - -  ~ "4- + -4- ~ A- log ul 4" ~, "b pu~ A- . . . .  

Soit 2 le premier des coefficients a ,  fl, . . . ,  ~ , . . .  qni  ddpend effeetivement 

de y,  et soit 4 le terme eorrespondant du d~veloppement (47), (k > o ou 

~< o ou = o). Posons: 

(4s) _ ~ w ( k > o  ou  ---- o o u  < o ) ;  v = log u~ -4- a~ 4. - - ~  -k . . .  + -~, 

avee X;  d'une fagon pr6cise, ~ d6signant une quantit6 positive prise d'avance aussi petite 

an'on veu~, on a: I~1 < 7, d~s que I XI est inf6rieur ~ o n e  eertaine quantit6 ~ ,  et 
par suite: 

I 
w = ~ - ~ ( c o s n ~ v - - g s i n n ~ v ) ) , ( c o s a + ~ s i n a ) ,  avee x - -  ~<2~_< I +,-q, - - ~ <  s i n a _ < ~ ;  

si done a: varie de /~ ~ o e t  T de o ~ 3~, on volt que w coincide avec tousles points 

~Xq~ieurs ~ un c~rcle d60~  .de l 'origine eomme :centre avec tin rayon :~gal :~ I q- 7., 

i B0(uo)l(r~ + 7). v coincide avec tons :les points dent le module d6passe /~  
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on peut dcrire 

~r 1 

tendant vers zgro (pour w-----w0) quand U 1 tend vers. l 'infmi sur une di- 

rection quelconque, et (d'apr~s la note I de la page 36), quand u~ tend 

vers z6ro arbitrairement, v tend arbitrairement vers l'infini. 
D'autre part, X , y , u ~ , w  v6rifient deux relations de la forme: 

,,~ = x[c0(y) + c~(y)x + c 2 ( y ) x  ~ + ..], ( c o =  {/~-~, etc) 

w = ~(y) + u~(y)  + u~(y) + . . . ,  a'(y) ~ o, 

et, d'apr~s un raisonnement constamment employ6, ces relations montrent  

que les fonctions x = X ~ et y de u l , w  sont holomorphes pour ul = o, 

W ~  W 0 . 

Mais les fonctions x ,  y de ul ,  w s'expriment alg6briquement ~ l'aide 

des quatre fonctions: ~ =  ~(u~ q, o), U2 = ~b(u~, o), et V~, V~, si V~, V~ 

d6signent les fonetions V1 = ~  ( o , v ) ,  V 2 = r  v), off on a remplac6 

v par l'expression v-- - - lOgUl+ a + . . + w "  , , -~ . -~, r~ciproquement V~, V2 s'ex- 
~/(t qAt 

priment alg6briquement h l 'aide des fonctions U~ , U~ , x(u~ , w) , y(u~ , w) 
qui sont routes les quatre, holomorphes ou fructionnaires pour u~-----o; 

Vi et V~ sont donc aussi holomorphes ou fractionnaires pour u~ = o.  Or, 
�9 a 

quand uz tend vers zero, la variable v = ~  (x + e) tend vers l'infini arbi- 

trairement; les fonctions mdromorphes V~(v), V~(v) sont donc bien ddtermi- 
ndes quand v crolt ind6finiment; ce sont, par suite, des fractions ration- 

nelles de v; rdsultat absurde. C . Q . F . D .  

Consdquences  de la doub le  d i s cus s ion  prdeddente .  

Thdor~me ddfini t i f .  

32 . Les conclusions des n ~ 23, 24, 27, 29, 3 ~ et 31 se rgsument 
ainsi: 

Apr~s une transformation lin~aire convenable effectu6e sur u ,  v, 
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I ~ OU bien les fonctions x ,  y ,  z de u ,  v sent rationnelles en u; 

2 ~ ou bien les fonctions x ,  y ,  z sent rationnelles en e ~, et les int~grales 

1 ,  J ne peuvent devenir infinies que logarithmiquement. 

Le cas I ~ a 6t6 6~udi6 atax n ~ 1 2 - - I 6 .  
Dans le cas 2 ~ I et d admettent le couple de p6riodes polaires (2i~r, o). 

Si d ne pr6sente pas de courbes polaires, on rentre dans l 'hypoth~se qui 
fair l 'objet des n ~ 17- -19 .  Si J pr6sente une courbe polaire, eette courbe 
est ndcessairement logarithmique, et si le couple de r6sidus correspondants 

~z v 
es~ a,/~, (/9=~ 0), il suffit de remplacer u par u - - ~ v  et v par ~pour  que 

I e~ J adme~ent  les deux couples de pdriodes polaires (2i7:, o) et (0,2i:r). 
Dans ces conditions, x ,  y ,  z sont rationnelles en t = e ~, O = e ~. 

Inversement, t et 0 sont alg~briques en x ,  y ,  z. fie dis qu'on peut 
~oujours faire en sorte que t et 0 soient rationnelles en x ,  y ,  z. Tout d'abord, 
les rdsidus de I (et de J)  sont rdels et commensurables, et en multipliant 
I (on J)  par un Cel4ain entier, on peut les supposer entiers, premiers entre 
eux: la plus petite pdriode de I (et aussi de J )  est alors 2i~'. A la pdriode 2iz  

de 1 correspond une pdriode 2mizc de J ;  en remplagant J par 3"1 ----- J ~ m I ,  

on annule m; seulemenr la plus petite p6riode de ,/1 peut n'gtre plus 
2i$, mais 2iztk, (k entier); l 'entier k entre alors en facteur dans ~ous les 

r6sidus de J1, soit J~ = d, ~-; h la pdriode 2izt de d~ correspond une pdriode 

2i7d de I ;  je remplace I pro" I ~ = I ~ l ~ ,  et les intdgrales I ~ , d 2 a d -  

mettent les couples primitifs de pdriodes: 

o , e l  ; 

e ~, et e J~ sent rationnels en x ,  y ,  z. Autrement dit, apr~s une substitution 

lin~aire convenable effectude sur u ,  v,  les ~uantitds e ~, e ~ sent rationnelles en 

x ,  y ,  z, et inversement les fonctions uniformes x ,  y ,  z de e ~ , e" sent ration- 

nelges en # ,  e ~. 

Dans le dernier cas que nous venons d'dlucider, la surface S ( x , y , z ) ~  o 

correspond birationnellement ~ tin plan. 

33. Th6or~me d6finitif. Le th6or~me que nous avions en vue se trouve 
d~s lors compl~tement dgmontr6. 2qous l'6noncerons ainsi: 
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Consid~rons deux in~grales de diffdrentielles totales, qui ne soiont poin~ 
fonctions l 'une de l 'aut~,  attach6es ~ une surface alg6brique S(x ,  y,  z) ---- o, 
et dont une au moins admet une courbe polaire; soit: 

u =  f t ' (x ,y , z )dx+ Q(:~,y,a)dy=_ l ( x , y , z ) ,  

(z) f ~',(~, ~)d~ ,)@ =_ , v - -  y ,  + Q,(x, y ,  J ( x ,  y z). 

Si les fonctions x(u , v) , y(u , v) , z(u , v) ddflnies par l'inversion du systOme 

(,~) renferment rationneUement les constantes initiales xo, Yo, Zo (li&s par la 
condition S(xo, Yo, zo)= o), ces fonctions, moyennant une substitution lindaire 
convenable effectude sur u , v ,  sont 
syst~mes de fonctions qui suivent: 

(T) 

des combinaisons rationneUes d'un des 

X ~ - u ,  Y~---v, Z - ~ o ,  

X =  u; Y =  e ~, Z =  o, 

X ~ e",. Y~--- e', Z = o, 

X = u - - ~ r  Y = ~ ( v ) ,  z = ~ ' ( v ) ,  

e" a(v-- a) x - -  ~(,,) , r = ~ ( v ) ,  z=~'(v) ,  

~ O O U  I~ 

a,  g2, g3 const~ntes nu- 
mdriques. 

Comme los in~grales I , J  prdsentent sfirement une courbe polaire 
[voir le n ~ I I] quand le hombre des pgriodes est inf6rieur ~ 4, on volt 
que ]e thdor~me peut s'6noncer encore ainsi: 

Quand les fonctions x ,  y ,  z de u ,  v d~finies par l'inversion de deux 
int~grales (distinctes) de diffdrentielles totales attachdes a S renferment ration- 
nellement les constantes initiales xo , Yo , zo, ce sont des fonctions hyperelliptiques 
(aux m~mes pdriodes) ddg6ndrdes x ou non. 

C'est le thdor~me auquel nous avons ramend celui de W~ISRSTRASS 

[n ~ 7]. 
De plus, X ,  Y , Z  s'expriment rationnellement en fonction de x , y , z .  

La surface S correspond birationnellement ~ un plan dans les trois premiers 
cas [oh Z ~ o], et au cylindre Z ~ = 4 Y S - - g ~  Y ~ g s  dans les deux demiers. 

1 Los syst~mes de fonctions qui figurent dans lo tableau (T) sont des quotients 
de fonctions 9 (~ deux variables) d~g~n~rbes [voir le n ~ 4]. 
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Remarquons que les coordonndes X ,  Y, Z de ce cylindre se laissent 

mettre de trois mani~res distincles sous la forme de fonctions hyperelliptiques 
ddggngr6es, h savoir: 

~=~o(~), z--~o'(~) 
a v e c  

e ~ ~ ( ~  - -  ~). X=u,  o u  X=u--r o u  X =  ~ ( v )  ' 

chacune de cos reprdsentations correspond un groupe permutable h deux 

param~tres de transformations birationnelles de la surface' an elle-m~me, 

groupe obtenu en augmentant u ,  v de eonstantes arbitraircs. 

Enfin, donnons une derni~re forme aux conclusions auxquelles nous 
venons de parvenir: 

Quand les fonctions x ,  y ,  z de u ,  v ddfinies par l'inversion de deux 

intdgrales de diff~rentielles totales quelconques attach~es d S renferment ration- 

nellement les constantes Xo , Yo , Zo et admettent au plus trois couples de p~riodes 

distincts, le syst~me (X), moyennant  une transformation birationnelle effectu6e 

sur la surface S ct une substitution lin6aire cffectu6e sur u ,  v, se ram~ne 

h une des formes: 

(~ 

d U = d X ,  

d U =  dX ,  

d U - -  d x  
x '  

Y d Y  dU= dX+ s ~ -  

d u =  ~ + r + 

(~  ~--- 0 0 U  

d V =  d Y ,  Z = o, 

d r  
d V = -  U ,  Z = o ,  

dV~_ d Y  - Y '  Z ~ 0 ,  

d Y  Z~ ~_ d V =  -~f , 4 Y 3 - - g ~ Y - - g 3 ,  

~o'(,~) + z ] d r =  d_f , Z~= y~ 
2 [~o ( ~ - -  Y]J' 4 - -g2Y-- ,q3 ,  

I; g2, g~, a constantes num~riques). 

Quand a tend vers z6ro, le dernier syst~me (a) tend vers le suivant: 

dX d Y  
(49) d U  = - ~ ,  d V  =, ~]4 Y8 __ g , r  _ g, 

Aata math~nat/va. 26 bis. Imprim6 le 27 aofit 1902. 
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34. Comparaisons avec les fonctions inverses des int~grales hyperellip- 
tiques. 

Les fonetions hyperelliptiques de gem'e ~, soit $(u, v), ~/(u, v),  ~(u, v), 
se laissent ddfinir par le syst~me: 

t i l t ,  d u -  tilt, + qH(~)' 
(~) qu(~,) 

d r - -  at, + at, 
qH(t,) qH(t,) 

avec  �9 

H(~)  -~ a ~  ~ + a,~' + . . .  -}- a ~  + ao, 

form6 d'intdgrales elliptiques de premi&e et de seconde espSce. 
done le syst~me: 

(~') at, a~; . . .  
dv  - -  ~R(~: i + q ~ ,  $ = $, + ~ ,  ~ = ~,~, r  q ~ ( t , )  + q~t(r 

. .  . 1 mais allons voir II est clair que v(x,  y ,  z) admet les penodes 2to~, eros, 
darts un instant que ces p6riodes sent primitives. Posons: 

~ = ~(~,), ~, : ~(v~),  Y =  ~ ( v )  : ~(~ ,  + ~), 

Puisque le point ( t ,  ~], ~') d~crit un cycle ferm~ quand t~ et ~/l~ (t~) reprennent 

les m~mes valeurs, t ,  et ~/R(~,)  ne variant pas. 

Le systSme (r) ddgdn~re quand le coefficient a~ de H s'annule ou qu,~nd H 
a des racines multiples. D'aprSs le thdor~me precedent, une transformation 
birationnelle effeetu5e sur x ,  y ,  z et une transformation linSaire effeetude 
sur u,  v ram~nent alors (v) ~ une des formes (a). DSmontrons rapidement 
la r~eiproque: e'est-~-dire que tout systime (a) est r&luctible it un syst~me 

Tout d'abord, il suffit de faire H = _ ~, puis H ( ~ ) -  ~2, puis 
It(~) ~ ~(~- -~) ,  pour obtenir trois syst~mes (r) qui 6quivalent respective- 
ment aux trois premiers syst~mes (a). 

Quant au quatri~me, il ne saurait correspondre qu"h un syst5me (r) 
Considdrons 



d'oh- 

Sur les fonetions qui admettent un t h6or~mo d'addition. 43 

I I (R'-(-~D- ~/--s }2 

= ~(~, ~, r (~ rationnel); 

~ - - ~  = p,(~ , . , , q-v~) s expr~me de m~me rationnellement en $ 72 ~. On a 
ensui~e: 

~ = - - [ r 1 6 2  const. = - - r  ~ - ~  J + const. 

La transformation rationnelle: 

ram~ne done (r~) au systt3me" 

YdY 
(~1) du = d X  + 4 ~ F 3  , 

= p , ( $ ,  ~ ,  r  Y = - -  $ + x ' 

d Y  
dv - -  . . . ,  avec S ( X ,  Y ,  r : o. 

VR( I") 
routes les p6riodes de v ddrivent sOremcnt des p6riodes 2tol, 2to2, puisque 
Y e t  ~ /R(Y)  reprcnnent les m~mes valeurs quand le point ($, ~7, ~') d6crit 
un cycle fcrmC I1 suit de lk que $, ~ , / "  sent uniformes, done rationnels, 
en X ,  Y, ~ / ~ y ) .  Une transformation birationnelle ram~ne ainsi (rl) ~ (~r~) 
et la surface ~ S'  au cylindre Z ~ = 4Y 3 - g ~  Y- -g3 ,  si S '  d6signe la surface 
que dgfinissent dans l'espaee ($, ~,  g) les 6galit6s: 

~ X 
u par - et X par - - ,  on ram~ne @1) 

(A 6{ 
Remarquons qu'en rempla~ant 

la forme" 

a Y d Y  
(a') du = dX-4 -  g ' d Y  Z ~ R ( Y ) ,  d v = - ~ - ,  = 

systbme qui comprend en particulier (pour a - ~  o) le quatri~me syst~me (a) 
oil ~ = o. Mais pour a = o  la transformation de passage de (e') k r 1 
devient illusoire. Le quatri~me syst~me (a) oh z e s t  nul ne correspond 
done ~ aucun systSme (q), mais il ddgdn~re d'un transferred birationnel de r~. 

Oe r6sultat a d6j~ 6t6 6tabli par M. PICARD, M6m. couronn6 Sur les fonctions 
atg~briques de deux variables [p. I O I i I O 4 ] .  
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35. Passons au dernier 

Paul Painlev6. 

syst~me (e) 
un syst~me (r) form6 d'intdgrales elhptiques 
esp~ce. Considdrons done le systbme: 

(~) 

qui ne peu~ correspondre qu'~ 
de premidre et de troisi~me 

Posons, eomme tout-~-l'heure, 

Y e t  ~/R(Y) sont encore rationnels en $,>2,5. 

a(v, + ,~)a(v, + ,~) 

= e~:(~) , a(v)  a(v, - - ,~)a(v ,  - - ~ ) a ( v ,  + v, + 2,~) _ e~:(~) , 
a(v + 2~) a(vl + ,t)a(% + ,~)a(v, + v,) 

R ( $ ) - - 4 $ ~ - - g ~ $ - - g ~ ,  

' V  ~/R(Y) ----- f~ ( ); 

On a ensuite: 

a(f~ )2,~)Z(v~ , v~), 

c'est-s au cinqui~me syst~me (a). Le raisonnement fair au num6ro 
prdc6dent montre que 2w1, 2to2 sont des pdriodes primitives de l'intdgrale 
v($, ~2, ~'), e~ que, par suite, $, 72, ~" sont rationnels en X,  Y, ~ / R ~ .  Le 
syst~me (r2) est ainsi ramen6 birationnellement au dernier syst~me (a) le 
plus ggndral, h cela pros que pour a ~ o + pdriode, (c'est-h-dire pour 

i pdriode), la transformation de passage entre (r2) et (a") devient 

dX dY [ ~'(~) + ~/~-~V)| d v -  dY 
(~") d,,, = -~ + ~/~----~ r + ~[~(~)_ Y] J' ~ / ~ ,  

ou, si on veut, en posant a ~ -  22 et en rempla~ant u par u~--2v~'(,~), 
la forme 

dX du ---- ~ + {2r + r162 + 2~)}dv, 
dY 

d v - - - -  ~/~( y)' 

Z dgsignant une fonction elliptique (s)nndtrique)de Vx, v~, aux pgriodes 
2Wl, 2e,~, c'est-s une fonction rationnelle de ($,~2, ~'), soit Z=P~($,~,  5). 
La transformation rationnelle : X = P1($, ~2, ~), 17 = p (~, ~2, ~') famine done 
(r2) au syst~me" 
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illusoire. Le systSme (49) n'est done gquivalent h aucun syst~me (r2) ,mais  
i l  d6g6n~re d'un transform~ birationnel de (r~). 

La transformation de passage de (~") ~t (r~) nous fair cbnna~tre une 
nouvelle correspondanee birationnelle entre le cylindre Z ~ =  R ( Y ) e t  la 
surface S'. 

36. Discussion d'une m~thode de d4monstration proposde par M. Picard. 
M. PICaRD a indiqu4 ~ du thgorSme de WEZEl~STRaSS une d6monstra- 

tion qui repose sur les principes intuitifs suivants: 
Considdrons trois fonctions uniformes x(u, v), y(u, v), z(u, v) d~finies 

par l 'inversion de deux int4grales de diff6rentielles totales u-~ 1, v = J 
attach4es s la surface alg~brique S(x,  y, z ) =  o; soit 

(5o) d u =  P(x,y,z)dx-{-- Q(x,y,z)dy, d v =  P,(x,y,z)dx-{- Q,(x,y,z)dy. 

Introduisons deux autres int6grales de diffdrentielles totales attachdes h la 
surface X($ , ~ , ~) = o, soit 

i,  = f n + 
(5 I ) 

J~= f lli(~, ~q, r -r K~(~, ~q, r 

telles que chaeun de leurs couples de pgriodes soit 6gal h un couple de pd- 
riodes des deux premigres. Les fonctions x, y ,  z de $, ~2, ~" obtenues en rem- 
pla~ant u et v par I~ et J~ sont 6videmment des fonctions unigormes du point 
($, ~,  ~') de Z; quand, de plus, les fonc~ions x(u, v), y(u, v), z(u, v) sont 
mdromorphes, les singularitgs essentielles des fonctions x,  y ,  z de ($, ~, ~) 
(s'il en existe) sont ngeessairement distribu6es suivant les eourbes polaires 
de I~, J1. Enfin, quand les fonctions $, 7], ~" de u,  v, obtenues en posant 
u -----/1, v = J~, sont elles-m6mes uniformes et quand les couples de pgriodes 
sont les m6mes pour (I ,  or) et pour (I1, J~), la correspondanee entre (x, y, z) 
et ($, ~], ~') est biuniforme. 

Ceci pos6, pla~ons-nous dans l'hvpoth~se off les fonctions x(u, v), y(u, v), 
z(u, v), ddfinies par le syst~me (5o), non seulement sont mdromorphes, mais 
renferment ration~ellement les eonstantes d'intdgration (xo,yo, zo). M. t)ICARD 
Se propose d'dtablir qu'on peut ehoisir pour syst~me (51) un syst~me hy- 
perelliptique, tel que la correspondance entre (x, y ,  z) et ($, ~2, ~') soit non 
seulement biuniforme mais birationnelle.  La ddmonstration (voir le n ~ 8) 

' Voir ]a note I, pag. I I. 
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n 'a besoin d'etre faite que dans le eas oh les fonetions x ( u ,  v), y(u, v), 
z(~t, v) ont au plus trois couples de pdriodes distincts. 

37. L'illustre g6om~tre distingue deux cas principaux, suivant qu'il 
existe ou non des pdriodes polaires. Pour plus de clart6, diseutons le premier 
eas darts l'hypoth~se partieuli~rement simple off les couples de pdriodes se 

(7 o) rgduisent h deux, tous deux logarithmiques, soit les couples , 2irr 

correspondant respectivement h deux eourbes polaires Q et C~. 
P~CA~D introduit alors le syst~me (r) ddggn6r~, [lee. cir. p. ~ ~3, Mo 

I I4] :  

__ bd$~ ._2 "4- bd$~ 
d v  _ b _ + 

= 

Les fonetion suniformes de x, y ,  z de $, 7 ,  ~'ne sauraient admettre de singu- 
larit6s essentielles en dehors des quatre courbes polaires $2--~ a 2, $1--= b2, 
$ 2 = a  2, $3=b2.  M. PXCAaD ad,met ~ que le point ( x , y , z )  tend vers un 
point d~termin~ de la courbe polaire C~, quand $1 tend vers a s, ~/~ ayant  

un  certain signe, ($~ et ~/~ dtant invariables et quelconques). En s'appuyant 
sur le fair que (x0, Y0, z0) figurent rationnellement dans x ( u ,  v ) ,  y ( u ,  v) 

z(u, v), il montre ensui~ qu'il en va de m6me pour l'autre signe de ~/~, 
et il en conelut que les fonetions x , y ,  z de $, ~2, ~ sent dgnudes de sin- 
gularit6s essentielles et par suite rationnelles. 

En r6alitd, ee qui est quasi-6vident e'est que le point (x, y,  z) est tr~s 
voisin d'une courbe polaire de S d6s que $~ est voisin de a 2, mais il n 'en 

rdsulte nul lement  que ( x ,  y ,  z) tende vers un  point  d~lermind. Prenons, par 
exemple, le syst~me: 

(53) = 7 ' dV = --y n t- dx  - -  i 

l 1~[. PICARD SO borne 5. dire (s la notation pros) [lee. cir. p. IO 7 et x 14] que, 
si $1 tend v e r s a  2 (le radical ~/~, ayant un signe convenable), la p6riode polaire est 
pour ~t 6gale ~ 27ri. *Done quand St tend vers a *, ~/$1 ayant un certain signe, quels 
que soient d'ailleurs ~ et ~/~, le point (x, y ,  z) tendra vers un point de la courbe 
logarithmique C 1., 
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qui ddfinit les fonctions mdromorphes: x = e ~, y ---- e'+~"+~-'; les relations 

entre x , y  et $1, $~ sont ici: 

= c (~/~ + ~)(~/~ + o,)' v = (~/~, + b)(~/< + ~)e 

(c, c' constantes arbitraires); 

x tend vers o ou c'~ suivant  que ~/~ t end  vers + a ou ~ a ,  ranis, clans 
l'un et l'autre cas, y($~, ~2) est eompl~tement ind~termin&. 

I1 est doric indispensable de dgmontrer  que (a~,y, z) tend vsrs un 
point ddtermind quand ~/~ tend  vers une des valeurs a , -  a, et celte d& 
monstration ne peut ~tre faite sans invoquer l'hypoth&e que x(u,  v) ,  y(u,  v) 
ten ferment rationnellement (Xo , Yo , zo). 1 

La mSme objection s 'applique au ra isonnement  [loc. cir. p. Io6 ,  lO8] 

qui concerne le cas oh un  seul des trois couples de pdriodes est suppos6 

polaire. 

48. Qaand il n'existe pas de p&iodes polaires, M. P~CA~D s'appuie 

seulement  sur l 'hypoth~se que les fonctions x(u ,  v~), y(u ,  v), z(u,  v) sont 

m&omorphes et il arrive ~ cette conclusion [p. I I O - - I I 4 ]  que ce sont 

alors des fonetions hyperell ipt iques ddgdn6rSes. Or l 'exemple:  

2dx da~ dy + ~3 

qui engendre  les fonctions mdromorphes  

I 
x ----u'- y ----- go(v + u~), 

suffit ~t met t re  cette conclusion en d6faut. 

' La transformation X = , w l - - a , , w - - a .  "~(,/-E- ~ (~/~7__b)(~l~__b) , (~g, + a)(r + a)' Y =  (~<  + ~)(V'g~ + ~) ramono 

dX dY  
le syst~me (52) s la forme: d u - ~ - ~ ,  d v - - y .  Le raisonnement de ]~I. PICARD 

revient s admettre que (un couple de r&idus de I ,  J 6tant + I et o) la valeur X = o  
est un point non essenticl pour ]es fonctions uniformes x,  y ~ z de X,  Y, et h ddmontrer 
qu'il en va de mSme pour X = co. Or la discussion qui fait l'objet des n ~ 25--3I 
n'a d'autre but clue d'6tablir le fair admis ici. 
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Tout  d'abord, lu discussion de la eourbe poluire non logurithmique 
(telle qu'clle cst expos~e aux pages i f  2 ~ i i 3 )  prate ~ la mSme objection 

que je viens de mettre en dvidenee pour une eourl)e logarithmique. Mats 

de plus eette discussion repose cssentiellemcnt sur le lemme suivant 

qu'dnonee tout d'ubord M. PICARD (p. I IO et i i2)" ~Quand les fonctions 

x (u ,  v ) ,  y (u ,  v) sont uniformes (sans toutefois 6tre algdbriques), route eourbe 
polaire non logurithmique laisse tlnie une eombinuison lindaire de u,  v.,, 

Or dans l 'exemple (54), oh x(u ,  v) ,  y (u ,  v) sont ~&omorp/ws, aueune eom- 
binuison lindaire de u , v  ne reste finie pour x = o. Pour  ddmontrer ee 

lemme, il est ndeessaire de s'appuyer sur le fair que los eonstantes (x0, Yo, Zo) 
figurent ratiomwllement duns x(~t, v) , y (u ,  v) , z(u, '~,), ct eette ddmonstration 

me puralt exiger une discussion entiSremcnt identique 5 celle des n ~ 2 2 ~ 2 4 .  
En ddfinitive, ~ et sans insister sur d'uutres objections qui eom- 

pliqueraient encore le ruisonnement - -  la mdthode de M. Pleam),  si in- 

tdressante qu'elle soit en clle-m~me, soulSve (on outre de diffieultds nou- 
velles) los m~mes diffieultdb qui ont exigd plus haut la discussion des n ~ 

22---3I  , la seule partie un peu ddlieate de notre ddmonstration. 

S u r  Iv c a s  o~t les  f o n c t i o n s  x(,e, v) ~ y(u ~ v) , z(u , v) s o n t  u n i f o r m e s  
s a n s  ~ ' e n f e r m e r  r a t i o n n e l l e ~ n e n t  les  c o n s t a n t e s  (x o , yo, Zo). 

39. I1 est impossible, apr~s les eonsid6rations prde6dentes, de ne pus 
se poser ee probl~me: 

Quand les fonctions inverses x (u ,  v) , y (u ,  v) , z (u ,  v) de deux int~grales 
de diffdrentielles totales sont uniformes, quelle est la ~ature de ces fonctions? 

Ce diffieile probl~me be rattaehe ~videmment h l'6tude des dquations 
diff&entiellcs h intdgrale g5ngrale uniforme. Je me bornerai h dnoncer 
iei les rdsultats uuxquels conduit la mdthode que j 'ai appliqude aux dqua- 
tions du second ordre. 1 

Par hypoth~se, les eonstantes x0, Yo, z0 figurent sous forme trunseendunte 
duns x (u ,  v), y (u ,  v ) ,  z (u ,  v). Mats je montrc (et c'cst lh route la diffieultd 

i Woir le Bu l l e t i ta  de ]a soc.  m a t h . . d e  F r a n c e  (tome 28, p. 2 o i - - 2 I I )  et 
les A c t a  m a t h e m a t i e a  (tome 25, p. 1- -80) .  
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de la q u e s t i o n ) q u ' o n  peut toujours choisir les deux constantes arbitraires 
de fa~on qu'une d'elles entre alggbriquement duns x ,  y ,  z. I1 est dSs lors 

ais6 d'dlucider la nature  des transeendantes x ,  y ,  z de (u,  v) et m6me de 

~raiter ce probl~me plus gdndral: 

Quand les fonctions x(u ,  v) ,  y(u,  v), engendrdes par l'inversion de deux 
int@rales de diffdrentielles totales, n'ont qu'un nombre fini de branches et 
ddpendent alggbriquement d'une des constantes d'int@ration (convenablement 
choisies), quelle est la nature de ces [onctions? 

, La  rdponse s'6nonce ainsi: Une transformation alg~brique effectude sur 
x , y  et u~e substitution lindaire el~ectude sur u,  v, ramOnent les deux diffd- 
rentielles totales it une des formes: 1 

(I) & = @, 

OU 

(n) d v  = d y  
Y 

0 ~  

(III) 

avec : 

(IV) du = _d~ + H(V)@, 
X 

OU 
& 

(V) du = . _ - -  
V4 x3 - -  T t x  ~ ~'~ 

dv ~- dy 
~ / 4 Y  s - -  g ~ Y  - -  g3  

+ H(y)@ 

Les fonctions x ,  y de (u,  v) correspondan~es sent:  

y = v ,  o u  y = e  v, 
~ v e e :  

/ 

(VI) x -~ e u+X(~) 

O U  

(vii) ~ = ~1 (U .3[- K ( V ) ) ,  

(H  alg6brique). 

ou y = ~o(v, g2, g~) 

f dy K ( v ) =  - -  HIY(V) ] dv dr, 

5e suppose bien entendu qu'on 6carte le cas (d6js trait6) off les deux constantes, 
convenablement choisies, figurent alg6briquement duns x,  y. 

Aeta math~mat~a. 26 bis. Imprim4 le 27 aoilt 1902. 7 
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I1 taut que e K(~) (dans le cas V[), et ~,~[1((~)] (dans le cas VI I )  

soient des fonctions de v (t un hombre tint de wdeurs. Ceci revient h dire 

quc l'intdgrale ab61ienne f I t ( y ) d y ,  [en dehors de la (ou des deux) pdriodes 

qui correspondent h la (ou "rex deux) pdriodes de v] ne dolt admettre que 

. .  2it, (dans le cas VI) et 2m~o', + 2~0~ (dans le cas des permdes de ]a forme -~- l 

VII) :  1 , m , n  sont des entiers, et 2w[,  2o).~ les p6riodes de g,~. 

Dans le cas (VII), les fonctions x ,  y de (tt, v) sont 4 fois p6riodiques et 

prdsentent des singularitds essentielles h distance finie, du moment quc 

fH(y)dy n'cst pus de premiSre cspSce. ~ Les quatre couples de pdriodcs 

ne satisfont pas en gdndral h la condition de RtE~IA~'~ . 

Dans le cas (VI), les fonctions x(u ,  v) ,  y (u ,  v) peuvcnt n 'admettre 
comme singularitds essentielles que u - - - o a  et v ~ ~ .  Pour qu'il en soit 

ainsi, il taut d'abord que v vdriiie une des dquatious I ou [[ (mats non 

l'dquation I H ) ;  il taut ensuite (et il suffit) quc j ' I I ( y ) @  ne devicnne in- 

fini que logarithmiquement en dehors du point y = - o o  dans le eas I,  et 

des points y --  o, y ~ ec  dans l c c a s  1[. Qu:md ces conditions ne sont pas 

remplies, x (u ,  v) " e present des points singulicrs esscntiels h distance finie 

clans lc champ des v. 

Q u e l q u e s  a p p l i c a t i o n s  d u  thdo~'s tie l l ' e ie t ' s t rass .  

40. Je voudrais signaler rapidement quelques ~Lpplications du th6orSme 
de ~VEIERSTI~ASS. 

Une premiere application est relative aux tr:msform~tions bir~tionnelles 

des surfaces algdbriques. 
Au sujet de ces transformations, M. PICAI~I) ~ a dtabli ce thdor~me 

qui a une importance considdrable dans la thdorie des surfaces algdbriques: 

1 Quand j H ( y ) d y  est de premiere esp~ce, on rentre dans le cas oil les constantes 

figurent alg6briquement darts x,  y. 
2 Loc. cir. p. 65--99; voir aussi rues Lefo~s de Sto~'kl~olm, p. 255--288, et les 

r6centes recherches de MM. CASTELNIT()RO et Exn~(Wr:s (Math. Annalen, I899, et 
Comptes-s de l 'Acad6mie des Sc. de Paris, 5 novembre I99O ). 
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,,Quand une surface alg6brique S admet  un  faisceau eontinu de trans- 

formations birationnelles, ou bien elle renferme une famille de courbes de 

genre o ou I, ou bien elle possOde deux intdgrales de diffdrentielIes totales 

. = f2:dx  + Odu, = f P ,  + O dV, 

teUes que les fonctions inverses x(u ,  v) ,  y(u,  v) ,  z (u ,v)  soient uniformes et 
dSpendent rationnellement des constantes initiales (Xo, Yo, Zo).,) 

Occupons-nous seulement de ce dernier cas: le thdorSme de WEIE,~- 

STI~ASS 6honed au n ~ 33, nous montre  que la surface S est ulors une sur- 

face hyperelliptique, ddgdndrde ou non. 

4 1 . Une autre application du th6orSme de W~IERSTI~ASS se rencontre 

dans l '6tude analy~ique des ~quations dif/~rentielles. J 'a i  montr6 no tamment  1 

qu' i l  joue un  r61e essentiel darts 1~ thgorie des ~quations du secoml ordre 
dent l'intdgrale gdn~rale renferme alg~briquement les deux constantes. 

Limi~ons-nous, pour  le fairo eomprendre, h u n  beau r~sultat 5tabli 

par M. PICAnD. 

Soit S x ,  du '  d~'] ~-- o une dquatdon (alg6brique) du second ordre, 

off la variable inddpendante u ne figure pas explicitemenL Quand l'int6- 

grale gdnerale x(u)  de cette dquation ddpend rationnellement des constant~es 

initiales Xo, Xo, X'o' [li6es par la relation S(xo, X'o, X'o')= o], M. PICARD 

moni~r6 que deux cas sent possibles: 

I ~ ou bien x(u) est une fonction rationnelle soit de u, soit~ de eg,, 
soit de ~a(u,g2,gs)  , ga'(u,g2,g3) , [.q,g~,g, constantes num6riques]; 

2 ~ ou bien, si on pose: y----x', z--~x",  la surface S @ , y , z ) = o  

poss~de deux int6grales de diff6rentielles totales telles qu'en ~galan~ la pre- 

miere ~ u + a,  la seeonde ~ nile eonstante b, la fonction x(u + a, b)ainsi 
d6finie soit prdcis6ment l 'int6grale g~n6rale de l '6quation donnge. 

Le th~or~me du n ~ 33 exprime d~s lots que, clans le cas 2 ~ , la 
[onction x(u)  s'obtient en remplafant, dam une certaine fonction hypereUip- 
tique (d~g~n~r~e ou non), un des arguments par u + a et le second par une 
constante b; le cas I ~ rentre, en particulier, dans ce mode de g~n6ration. 

1 Lemons de Stockholm, p. 351--394 . 
Loc. cit. p. I29--t42. 
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Plus  ggngralement ,  considgrons un  syst~me diffgrentiel: x'~ = H(x, y), 
y ' , - - - -K(x,  y), oh H e t  K sent  alg6briques en x ,  y e t  ind6pendants de u: 
qaand l'int6grale gdn6rale x ( u ) ,  y(u)  de ce syst6me ddpend alg6briquement 
des deux coustantes, j'ai montr6 ~ q~,e x et y sent des combinaisons algdbriques 
des deux fonctions obtenues en remplafant dans deuz fonctions hyperelliptiques 
ddgdndr&s o~ uou (aux mdmes pdriodes) u~ des arguments par (u + a) et 
l'autre par b. 

4 2. Compldment au tit&rOme cle lYeierstrass. Ces applicat ions suffisent 

fah'e comprendre  l ' impor tance  du  thdor?mle de WEmRSTnASS en dchors  

m~me de la thdorie  des fonct ions  abdliennes. Je  me servirai seu lement  

du  dernier  rdsultat  6nonc6 pour  compldter ,  sur un  point., le thdor~me m~me 

de WEIERSTmtSS. Dans  l '6nonc5 de co th6orbme (n ~ 2), nous  avons supposd 

quc les deux foncfions x ( u , v ) , y ( u , v )  6taicnt d i s t inc tes .  Qu'advient-il 
quand il en est autrement? 

Soit denc f ( u ,  v) ,  cb(u, v) deux fonct ions de u,  v dont le jacobien est 
nul, et qui  a d m e ~ e n t  un thdor~me d'addition. Je  vais mon t re r  que f ct r 
sont des combinaisons algdbriques'des deux fonctions obtenues en remplafant 
dans u~ couple de fonctions hyperelliptiques (attx m&nes pdriodes), un des ar- 

guments par au-l-f ly,  et l'autre par zdro: les fonct ions hypere l l ip t iques  
peuven t  d 'ai l leurs &re d~g&&des. 

Posons,  comIne au n ~ 5, x = F ( u n  t - u o , v + v o )  , y = - r  t - % , v + v o )  , 

et Xo = F(uo, Vo), Yo -= r  Vo). Par  hypoth5sc,  on a: y = F ( x ) ;  et d 'autre  
part ,  d 'apr5s le tMor~me  d 'addi t ion ,  x et y s ' expr iment  algdbriquement 
l 'aide de x0, Y0, soit: 

(55) x - - - - A ( x o , Y o , U , V ) ~ - A ( x o , F ( X o ) , U , V ) ,  [Aalgdbriqueenxo,Yo].  

De cette 6quation,  on fire aussitbt:  2 

[ a A  a*o 
a-4 _ a,,-; _ + j _ a 

aa, a z  [ a A  aA , -I aa, o a~o , 

i Lecons de Stockholm, p. 

2 I1 est loisible d'admettre 

n'est pas identiquement nul, (self 

seraient des constantes. 

351--36o. 
aA aB aB 

qu'une des expressions aA + F'(xo) , - -  +. g'(%), 

a,v ax ay aY seraient nuls, e t x , y  la premiere); sinon, au ' av' an ' a~ 
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Ox 

le rapport 3u est done ind@endent  de u ,  v; autrement dit, ~(u v) v6rifie 
Ox 

Sv 

,,~9 ~9 ia , f l  numdriques); ~(u,  v) est donc une simple l 'dquation: f l ~ - -  a ~  ~ o 

fonction de au +f lv ;  il en est de m~me par suite de r  v ) =  F(F).  I1 

est loisible, en remplagant u par au + fly, de supposer a = i, fl = o. 

Ceci posd, reprenons les dgalitds: 

x = r  + ~,0) = a @ o ,  ~o, ~), v = r  + ~0) = F ( ~ 0 ,  yo,  ~), 

~A ~B 
et dliminons xo, Yo entre les dquations: x = A, y = B, x ' ~ -  ~u '  y" ~ u ;  

il vient: 

dz H(x  y ,u ) ,  d Y - - K ( x , y , u )  (H, Kalgdbr iqueseux ,y) ,  (56) d~-; = , a~-~ - 

Les fonctions x = ~ (u + Uo), y = ~(u + Uo) vdrifient, en particulier, ce 

systSme; il existe donc au moins un couple de fonctions Z(X) ,  r ( y ) t e l  
que les solutions du systSme diffdrentiel: 

appartiennen~ au systbme (56). Si les fonctions Z(X) ,  r(y) qui jouissent de 

cette propri6td d@endent  au moins d'une constante arbitraire, u ne figure 

pas dans H , / ( ;  s i  non, Z e t r  se ddduisen~ algdbriquement du syst~me 

(56) et sont, par suite, algdbriques respectivement en x ,  y. Dans le pre- 
mier cas, le thdor~me qui termine le n ~ 4I s'applique au syst~me (56); 

dans le second cas, x(u) es~ une fonction algdbrique de ~(u ,  g~, .q~) ou 
de e gu ou de u, et de mSme y est une fonction algdbrique de ~o~(u, ~-~, T3), 
ou de e TM ou de u. Dans Fun et l 'autre cas, x et y sont des combinaisons 
algdbrigues de deux fonctions obtenues en rempla~ant, dans un couple (d~- 
g~ngrd ou non) de fonctions hyperelliyotiques, un des arguments par u et 
l'autre par o. C. Q. F. D. 

E x t e n s i o n  a u x  j fonet ions  de n var iables .  

43. Le thdor~me de WEInnSTICASS se d6montre pour les fonctions 

de n variables par une mdthode absolument identique h celle que nous 
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avons dgvelopp6e plus  hau t .  T o u t e  la difficult6 rev ien t  ~t d6mon t r e r  ce 

thdorSme:  

S i n  intggrales distincles ~ de diffdrentielles totales, soit 

= f . .  . ,  x , , + , ) d z ,  + . . . ,  + . . .  

+ . . . ,  x , ,+ , )dx , , ,  

attacl~des d la sarface algdbrique [/t (n d-. I) dimensions] S ( x ~ , . . . ,  x, ,e~)~-o,  

engendrent par leur inversion des fonctio~s uniformes x ~ ( u ~ , . . . ,  u , ) , . . . ,  

xn+~(u~, . . . ,  u,), qui renferment rationnellement les constantes x~ , . . . ,  x~+~ , 

ces fonctio.ns forment un systdme (ddgdndrd ou non) de fonctions abdliennes 

aux m~,mes pdriodes. 

L e  thgor~me est dgmont r6  pour  n = i ct n = 2. On a d m e t  qu ' i l  

est vrai  pour  n -  I e t  on  l 'dtabl i t  pour  n.  A cet offer, on s 'appuie  s u r u n  

l e m m e  en t i~ rement  ana logue  au  ]creme A d u n  ~ 20, et la discussion d ' u n c  

mul t ip l ic i td  polaire ( logari~hmique ou non),  soit  x~ ~ o, des intggrales  u~, 

condui tc  commc aux  n ~ 2 2 - - 3 2  , m o n t r e  que,  m o y c n n a n t  une  subs t i t u t ion  

l indaire convenable  effectu6e sur les u,  les fonc t ions  x~, . . . ,  x,,+~ sont  routes  

ra t ionnel les  soit  en u~, soit  e n e " " ,  d~s lors, cn r a i sonnan t  comme aux  

n ~ I 2 - - i 9 ,  on est aussi tSt  ramend au cas de ( n - - I )  variables.  

Paris ,  le 15 f6vrier I 9 o 2 .  

1 J'entends par l~ que les n fonctions u l ,  

P1 q 1 " "  T1 
autrement dit que le d~terminant . . . . . . . . . . . .  

P n Q  . . . . .  T,~ 

� 9  u,, de x I , . . . ,  x,~ sont distinctes, 

n'est pas identiquement nul. 


