
55 

SUR UNE I~0UATION DIFFI~RENTIELLE DU PREMIER 0RDRE 

P A R  

R. LIOUVILLE 
P A R I S .  

AriEL a eonsaerd quelques pages (Oeuvres ,  tome 3, n ~ 5), h l '&ude 
des eas dans lesquels on salt intdgrer l 'dquation suivante, 

(y + s) ay -t-19 "-I- qY "t- r y '  -= o, 

oh p ,  q ,  r ,  s dgsignent des fonctions de x. 
Ce type d'gquations diffgrentielles, le plus simple de tous eeux du 

premier ordre, aprSs eelui de RlCCATI, pr6sente, pour eette raison, un v6- 
ritable int6r6t et, depuis les travaux d'ABEL, il a 6t6, ~ plusieurs reprises 
et sous des formes diverses, l'objet d'assez nombreuses reeherehes. 

On peut, en ee qui le eoneerne, se placer ~ deux points de rue bien 
diff6rents et presque opposgs, selon que l 'on s'attache h reeonnaitre s'il 
existe une int@rale, d@endant de y d'une faeon indiqu6e, par exemple 
alg6brique, ou bien h trouver les earaetSres essentiels de la relation 6tablie, 
d'aprSs la nature m6me de l'6quation propos6e, entre l'ineonnue y et la 
constante arbitraire qui s 'y trouve impliqu6e, abstraction faite d'ailleurs du 
ehoix adopt6 pour la variable x. 

Voiei comment on peut eoneevoh" ee qu'il y a d'essentiel dans une 
relation de eerie esp~ee: il est clair que, si la formule 

y = f ( x  , c), 

dSfinit, quel que soit c, une solution de l'~quation (i), il est permis de 
substituer ~ ee paramStre une fonetion f(c) ,  queleonque, ne renferman~ 
pas x; aprgs eerie substitution, l'ineonnue, y ,  conserve eertaines proprigt~s 
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in31~grdes, paree que e'est en fait une fonetion de deux variables; ees 
propridtgs doivel~t 6tre regardges eomme des earaetbres propres au type 
d'dqu3tions diffdrentielles qu'on dfudie; ils sent visiblement lids h 13 nature 
de ses invariants, mats, pour ddeouvrir eette liaison si eaehde, les moyens 
dent on dispose ne poss~dent jusqu'h prdsent aueuue gdndralitd. Tout se 
%duit done encore h 13 discussion de quelques eas partieuliers, les plus 
nombreux et varigs que l 'on saehe construire, atin de pr@arer des rues plus 
dtendues sur 13 question. 

C'est ainsi que, clans le Mdmoire eit6, AI~EL ddduit d'hypothdses di- 
verses, relatives au muitiplieateur, des eas d'intdgratiou, qui semblent mdme 
d'abord former une suite inddfinie. J 'aurai l'oeeasion de donner un peu 
plus de prgeision h ees rdsulfats. 

D'autres, d@endant d'une analyse route diffdrente, on~ 6t6 signalds 
dans des travaux plus rdeents ou le seront dans eet article. 

Je m'attaeherai surtout h faire ressortir ee qui est spdei31 au type 
d'dquations diffdrentielles dent  il s'agit. 

Enfin, j 'aurai quelques remarques h prdsenter au sujet d'une de ees 
6quations, dent  l'intdgrale n'est pas eonnue et ne peut 6tre alg~brique, 
bien que l 'on en saehe trouver une proprigid simple et enti~rement explieite. 

w 1. I n v a v i a n t s  e$ f o r m e  eanon ique .  

An sujet de l'dquation gdndr'de (I), ABEL ddmontre d'abord qu'elle 
peut r rdduite h 13 suivante 

zdz 
(2) ~tT~ + p + qz = o, 

ou h eelle-ei 
dz 

(2') (p + q z ) ~  + z = o, 

p et q &ant des fonctions de 13 seule variable x. ])3ns ca qui v3 suivre, 
nous adopterons une forme un peu diffgrente. Si l 'on &ablit entre Fin- 
eonnue d6finie par l 'dquation (I), et une 3utre incomme, z, cette relation 

I 
( 3 )  v + s = - ,  
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on reconnait sans peine que la fonction z est dgterminge par une 6quation 
de cette esp~ee, 

dz 
(4) d--~ "[- a~z8 q" 3a~z2 "t" 3a~z "!" a, ----- o, 

dans laquelle a l ,  a ~ , . . . ,  a 4 ne d@endcnt que de x; c'est h eette forme 
que nous nous arrSterons d'ordinaire, mais il va de soi que eel% mani~re 
de reprgsenter les gquations diff6rentielles dent il s 'agit n'est d'aucune im- 
portance. 

Le type (4) se conserve I ~ quand on change la variable d'une fa~on 
arbitraire, la nouvelle, xl, grant lige h l 'ancienne par la relation 

d~ x 
d-~- ---- f (x ) ;  

2 ~ lorsqu'on remplaee l'ineonnue, z, par une autre, zl, qui h i  est lide par 
la formule, 

(2) Z = ~I~  + r 

et r grant des fonetions quelconques de x. J 'a i  montr6 dgj~ (Comptes  
R e n d u s  de l ' A c a d 6 m i e  des S c i e n c e s ,  6 septembre I886), que, pendant 
ces transformations, l'expression 

(6) s3 a~a'l ata'~ -]- ~ ---- - -  a l a 4  - -  3ala2a3 -]- 2a~ 

est un invariant relatif, de poids 3, e'est h dire se reproduit, multiplide 

par et ne eontient pas 5b; en outre, si s2m-1 repr~sente un invariant, 

de poids 2m I I, il en existe un autre, donn~ par l'expression 

(7) s,m+l = a ~ 8 ' , , n _ , - - ( 2 m - -  i ) [ a ;  3ff 3(a~--a~a3)]s2,,_~. 

Celui-ci cst de poids 2m q- I et il est clair que les relations (6) et (7) 
permettent de eonstruire des invariants absolus, en hombre aussi grand que 
l 'on veut et de dgfinir ainsi les caraet~res essentiels de ehaque 6quation 
analogue h (4), par une relation entre deux de ces invariants, (Comptes  
R e n d u s  de l ' A c a d 6 m i e  des Sc iences ,  12 septembre 1887). 

g n  reprenant ees reeherches pour l'6quation ( 4 ) e t  les 6tendant 
d'autres types moins partieuliers, M ~ AeP~LL adoptait l e m~me point de 
vue dans son Mgmoire Sur les invariants de quelques dquations diffgrentielles, 
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]~ " " I889). I1 donnait alors lc moyen ( J o u r n a l  de [ a t h e m a t l q u e s ,  tome 5, 
de rdduire l 'dquation proposde h la forme canonique, 

dY  y3  
(8) d-X= + J(X) ,  

dont le seul coefficient variable, J ,  est un invariant absolu. 
Toutefois ce n'est point ce que j'ai appeld un in~Jaria~# propremeJ# dit, 

je vcux dire qu'il ne se d6duit pas de a~, a~, . . . ,  ,~ par de simples opdra- 
tions algdbriqucs et diffdrentielles; il exige au confraire une quadrature. 
Par suite, quand les coefficients de l 'dquation proposde, (4), sont des fonc- 
tions algdbriques de x, sa reprdsentante, (8), ne jouit pas, en gdn6ral, de 
cette propri&& C'est pour 6viter cet inconvdnient quc nous emploierons 
une autre 6quation eanonique; voiei comment on y parvient. 

3 --5 Soit t = s~s~ , un invariant absolu, qui sera pris pour la nouvelle 
variable et soit z~, une inconnue lide h z par la relation 

(9) Z ---~ - -  
8~z t a ~ ,  

at86 a t 

Un calcul des plus simples donne, pour l 'dquation diffdrentiellc transformde 
de (4), 13 suivante, 

(xo) 

dans laquelle, 

(i~) 

dt + T  Z~ + 3---- ~ z l  + = O, 

T 

est un invariant absolu. L'dquation (Io) est canonique, puisque ses coeffi- 
cients sont des invariants absolus et il est clair qu'entre T et t il ex i s t e  
une relation, caractgristique pour chaque dquation diff6rentielle du type (4)- 
A ce thdorSmc, qui apparait d'abord sur l'6quation (lo), &luivaut celui 
que M r API'ELL a ddmontrd dans son M6moire ddjh cit& 

I1 y a des cas oh la forme (I o) ne peut &re adoptde; il se pr~sentent 
si t = o ,  t = o,9 ou T ~  o. Dans la derni~re hypothSse, 

(i 2) 3s~s~ = 5s~ 
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et, d'apr~s l'identitd (7), ceci signifie que 

3) 34 _ 54 
85 88 

59 

c'est ,~ dire t = Constante; quant aux premieres hypotheses (t = o ,  t --=- co), 
dies sont des cas particuliers de la prgc~dente. J 'a i  montr6 ailleurs 
(C. R de 1 'At.  des  So., 6 sept. 1886), comment alors l'6quation (4) 
doit gtre traitge; 19 propri&6 essentielle de son intdgrale s'exprime, si l 'on 
veut, de cette mani~re curieuse. 

Si l'on introduit une ineonnue nouvelle, Y, ainsi dgfinie, 

d Y  
(14) Z ~- d-s 99 ( X ), 

aprSs un choix convenable de ~, il y a entre Y e t  x, uue 6quation de 
cette esp}ce 

(I5) Clfi(x, Y) -t- C=f2(X, 17) J[- cafs(x , Y) = O; 

c 1 , c~, c a sont des constantes arbitraires qui n 'entrent  pus duns f l ,  f=, fa 
et, par suite, figurent routes trois, au premier degr6 seulement, duns l'intd- 
grMe, (loc. cir., 6 sept. I886). 

J ' indiquerai,  h la fin de ce Mdmoire, w 4, route une sgrie de cas 
prdsentant une grande analogie avec celui qui vient d'&re indiqu& 

w 2. C a s  d ' i n t d g r a t i o n .  

Les exemples trait& par ABEL sent tous obtenus par une 6tude du 
multiplicateur. On suppose que l'~quation diff&entielle, 

(16) zz' 4- p 4- qz = o, 

admette un multiplicateur, I2; dent le logarithme soit une fonction enti6re 
de z, les coefficients de cette derni~re pouvant d'ailleurs renfermer x. 
Les conditions auxque]les cette fonction se trouve ainsi assujettie, quel que 
soit son degrd, sent calculdes suns paine et l 'on semble poss6der par co 
moyen une s6rie ind6finie de cas d'intdgration. En fair, c'est pour le 
second degr6 seulement que la forme explicite de l'~quation (16) a ~t~ in- 
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diqu6e par ABEL. En prenant q = t, chose permise si la variable indd- 
i 

pendante est choisie comme il convient et posanL z ~ - ,  on trouve que 
Y 

l'6quation (I6) 6quivaut alors k la suivante, 

y3 
(17) y' + u + 3v' - o. 

Ses invariants t et T s'oxpriment ainsi, 

(I 8) t (x - -  3z ' - -  I8X')* p __ 4(z* - -  2)(27 oz~ --  45 ~e' - -  24 z t+  I) 
= : ~ ( z '  - -  2 )  ~ ' ( I  - -  3 z '  - -  1 8 x ' ) '  _ m 5 

et sonL lids par une relation qui caraetgrise l'6quation (17); la courbe, 
dent  t et T sent les eoordonn6es cart6siennes, sera dite attachde ~ l'~qua- 
tion diff6rentie]le propos6e; on volt qu'elle est unieursale et du degr6 to. 

Quand log/L est un polyn6me eubique en z, soil 

(I9) a + axz + a,z" + a3z 3, 

, t ,  % , . . . ,  %, sent d6finies par le syst~me 

{ da 3 dat 2r" da, , 
= o, dz 3a 3 ----- o, d~ + 2 ~ - - 3 P a 3  o, 

(,o) 

oh j'8i fait q ~ - - x .  On en dgduit 

(2 z) p' + 6kxp 2 + 3kP 3 = o, 

la eonstante k grant arbitraire et l'6quat-ion (16) est ainsi donnde d'une 
f~gon expliciLe, si l 'on suit obtenir p.  

J 'a i  donn6 
I2 sept. I887). 
suivante 

ailleurs le moyen d 'y parvenir (C. R. de l 'Ac. des  Sc., 
Soit en effet, Y ' =  p" Y est d&erminge par l'6quation 

d 2g$ ge dz. 
(22) dy--'--- t - -  6k d--Y--  3k = o, 

d6riv6e d'une 6quation de I~ICCATI fort simple, 

dz (23) d Y  " 3kx 2 -  3 k Y  ~ 3h = o. 
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Celle-ci se ramSne ~ l'gquation lingaire 

dN, 
(24) dy  ~ -{- qku(kY + h) = o, 

dent les Solutions s'expriment, comme il est bien connu, par des intdgrales 
d6finies. 

L'gquation d'ABEL peut alors ~tre reprdsentge ainsi qu'il suit 

dy , .y~ + I [[du'~'  d'u](~_~u~ 
(25) dY  ~ ~ \dY]  - -  U - ~ i j  .y2 = O, 

\dY]  

avec la re]ation (24) pour dgterminer u et la courbe qui lui est attach& 
est manifestement transcendante. 

Quant h l'6quation auxiliaire (2 I), ses invariants t et T sent des fonc- 
tions rationnelles de k2xa; il est facile de les calculer et la courbe attachde 
est unicursale et du degr6 8. 

Si l'on voulait poursuivre ces recherehes, il faudrait d'abord imaginer 
que log/~ est un polynbme du 4 ~ degr6 en z; on trouverait alors, pore" 
dgfinir p, une dquation diffdrentielle, du second ordre, non lindaire et bien 
plus compliqude que l'6quation (I6). On ne peut donc obtenir explieite- 
merit aucune des 6quations du type (I6), auxquelles appartient un multi- 
plicateur de la nature indiqu6e. Les cas suivants sent plus complexes 
encore, en sorte que les dquations diff6rentielles (I7) et (25) doivent 8tre 
regard6es comme reprdsentant routes celles qu'il est possible d'dtudier dans 
la s6rie indiqude, 

Les autres hypotheses, faites par ABEL aU sujet du multiplicateur, 
lui donnent encore deux cas d'int6gration; ils correspondent ~ ces dquations, 

(26) y, 4Y' 4y'(z' + I )*_  o, y, 4Y' 4Y' [(x 2 or i ) =  cx'], 
3 9 xs 3 9~* 

dans lesquelles e d~signe une constante arbitraire. Leurs invariants s'ex- 
priment par des fonctions rationnelles de x et le degr6 de la courbe at~ach~e, 
~oujours alg~brique et unicursale, es~ assez ~lev& 

J'ajoute un cas analogue ~ eelui de l'~quation (2I). Considdrons 
l'~quation diff&entiello 

(27) Y' Jr" (3 mx2 q- 4m=x q- m,)Y 3 "Jr" 3xY 2 -~ o, 
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dans laquelle m et m, sont des constantes h volontd. 
une inconnue nouvelle, Y, en posant 

d Y  
= y  

d,~ 

Si l 'on introduit 

on change l'6quation prdeddente en une autre, du second ordre, qui peut 
ainsi s'dcrire 

d 2 z  d x  
(28) d Y *  - -  3 x , - i Y ~  (3mX2 + 4m~X + 'm~) = o; 

or elle est visiblement identique h celle-ci, 

] F "' =o, d [ d z  3~' 2rex + 2m ~ y  2 (29) dY LdY 2 

dont l ' int6gration s'apergoit d'abord" elle est donnde par la formule, 

~t I + e "-m j+ " d x  3x~ 2 ~ l X  - -  
(30) d Y  2 2m 

la transformation 
.2 d log u e _ m r  

3 d Y  ' 

change l'dquation pr6c6dente en une autre, lindaire et du second ordre, 

(,,) v ~ + 3v7~ + ~+~,~v + ~,) = o, 

d'dtude facile, qui ddfinit des transcendantes spdcialcs. 
A l'dquation diffdrentielle (27) est attachde une courbe unieursale, du 

degr6 25. 
Dans son M6moire d6j~ rappel6, M r APPErZ, a signal6 un nouveau 

mode d'intdgration; le procdd6 employ6 par M r At'I'FLL consistait h permuter 
la variable et l 'inconnue darts une dquation diffdrentielle du type (I') et 

la ramener ensuite h la forme (4), adopt6e dans ce travail, h l'aide de 
la substitution (3)- Quand la permutation indiqu6e est faite dans une dqua- 
tion du type (2 I), par exemple, l ' intdgration est immddi~/te et e'est ainsi 
que se trouve rdsolue l 'dquation diffdrentielle, 

(32) dy y~ 3Y* 
d,v ~ - -  O, 

h laquelle est attachde une courbe unicursale du Io ~ degrd. 
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Enfin, duns deux communications h l ' A c a d g m i e  des Sc i ences ,  
HALPHEN a dtudid l 'dquation 

dy 3Y(Y + I) --  4z 
(33) dz = z ( 8 y -  ~) 

at montr6 comment ella s'int~gre, soit h l'aide des fonctions elliptiques, 
soit m4me sous forme algdbrique. Les rapports de cette dquation avec la 
multiplication de l 'argument dans les fonctions elliptiques et l'dldgante 
discussion d'HALPHEN lui donnent nn intdr~t tout particulier. Ce sont 
ces rapports mSme qui fournissent les d16ments n6cessah'es h son 6tude. 
I1 est facile de lui donner la forme (4), en posant 

I 
(34) 4 x - - 3 y ( y  + I ) = - ,  Z 

ce qui implique 

dz 
(3s )  as - - -  3y(y + ~ ) ( 8 y -  i ) z  ~ - -  : ( 7 y  + ~)z ~ = o .  

La courbe attachde est unicursale, du degr6 2 5. 
Une importante proprigt6 de l 'dquation d'HALPHEN consiste en ceci, 

e'est qu'elle se change en elle-m4me par nne infinit6 de substitutions ra- 
tionnelles. 

A c e  point de vue, on en peut rapprocher une 6quation que j'ai 
signalde ailleurs et qui mdrife, semble-t-il, une dtude plus compl6te; le pa- 
ragraphe suivant lui est consacr6. 

w 3. E x a m e n  d ' u n e  d q u a t i o n  p a r t i c u l i ~ r e ,  a d m e t t a n t  u n e  

t r a n s f o r m a t i o n  r a t i o n n e l l e  e n  e l l e - m ~ m e ,  m a i s  

a u c u n e  i n t d g r a l e  a l g d b r i q u e .  

L'dquation dont je veux parler est la suivante, oh n l ,  n~, sont des 
param6tres arbitraires, 

(36) 
dy 
dG q- 2Y~(n~x3 - -  n~x) q- 3noy ~ --=- o. 
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Si l 'on introduit une 

elle devient celle-ei, 

d ~  
(37) d Y '  
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inconnue nouvelle, 

d~ 
- - - ~  3n2 d Y  

d Y  
Y, d'apr~s l 'dquation ~ = y ,  

du second ordre et d'une catdgorie pour laquelle a 6 t6  indiqude une trans- 
formation spdciale, (Sur ies invariants de certaines 6quations diff~rentielles, 

J o u r n a l  de l ' E c o l e  P o l y t e c h n i q u e ,  59 cahier, I39o). Soit en effet, 
x~, une variable nouvelle ainsi ddfinie, 

(38) 

on trouve d'abord 

(39) 

et, comme cons6quenee, 

d s~g t 
(40) d r '  

dz, 
g-~ + n~x ~ - -  n.ox = 2n,x~; 

d Y  

dgg t 
- - - - - -  3n2 d Y  

Ayant  donc pris dz, _ I d Y Yt '  on en conclum 

dy~ 
(4I) dz, + 2y~(n~x~ - -  nix,)  + 3n2V~ = o, 

ce qui est, sauf les notations, l '6quation proposde elle-ra6me. 
ce thdor~me: 

On on d6duit 

Z'dquation 
dy 
d--~ + 2Y3(n~x3 - -  n~'x) + 3n:y: = o 

se change en elle-mdme par  la transformation, 

(42) I + n,x" n2x 2n, x;, i _ o ~ ~ o - -  ~ 97'lX -3 I- ~Z2~ 
Y x,Yt 

qui d~termine, pour x et y ,  des fonctions rationnelles de x l ,  y l ,  . . . .  

Cette propri~t6 engage ~ rechereher si l '6quation (36), dont la solu- 
tion n'est pas jusqu'~ prdsent connue, admet une intdgrale alg6brique. 
C'est ce point que je vais maintenant ~tudier. 
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I1 est clair d'abord qu'une telle int6grale, si elle existe, peut 4tre 
regardde comme rationnelle en x et y. J'omets les preuves de cette proposi- 
tion, ear elles ddpendent de prineipes qui sont bien connus. 

Soit done 

(43) ~ = constante, S 

cette int6grale, R et S 6rant des polynbmes entiers en x et y. L'4qua- 
tion diff6rentielle, h laquelle eUe satisfait, poss~de une homog6n6itd parti- 
culibre: lorsqu'on y remplace y par ky,  x par k - ~ x ,  n~ par n~k, sans toucher 
h n~, elle demeure inalt6rde. I1 est alors manifeste que R et S peuvent 
~tre choisis de mamere'" h prdsenter la mdme homogendlte." " " J"ecrlral," " pour 
abr6ger, 

et, d'apr~s ce qui prdcMe, R et S peuvcnt d~re ddveloppds selon les puis- 
sances enti&es et positives de #, de cette mani6re 

(44) R =  Ro + + . . . ,  8 =  8o + Gg + . . . ;  

R 0 , . . .  , $ 1 , . . .  sont encore des polynbmes entiers en x et y. Pour dd- 
terminer les premiers termes de ces dgveloppements, je remplace/1 par zdro 
dans l'6quation (36), qui devient ainsi la suivante 

(45) d_yy__ 2n]xy 3 q_ 3n~y ~ ~- o.  
dz 

Celle-ci s'int~gre sans peine; il suffit de poser 

n~Xy "~ Z (46) 

et l'on trouve ainsi 

z ( 2 z -  , ) ' =  eonstante C. 
(47) z ( z - -  i) 

Ro d6pend uniquement de l'expression Par suite S~ 

z (2z -  I)' 
z ( ~ -  t) ' 

homogbne et de degr6 6gal h I; ce dolt en 8tre une simple puissance, 
Aeta mathematlva. 26 bis. Imprim4 le 7 ~o~t 1902. 9 
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puisque Ro__ doit gtre, nous l'avons vu, rationnelle en x et z et homog~ne. 
8o 

Ainsi 

(48) R~ = zlV(2z - -  i)~v 
S o z ' v ( z -  i)u ' 

N 6tant un nombre entier, qu'on peut toujours supposer positif. Mais 
R0, So, sont des polyn6mes entiers en z et y, de sorte que 

(49) Ro = ~ ( ~ z - -  ~)'", so = ~ ( z - -  i). 

Comme R = o doi~ donner une solution particuliSre de l 'dquation (36), 

dy 
(36') dx - - ~  y3(#xa + 2n~x) "4- 3n2y "2 = o,  

une identit6 semblable h eelle-ci, 

(5o) as aR 
a7 + ay [ y ' (px '  + =n~x) - -  3n ,y  ~'] = 2R,  

est vdrifide, 2 e~ R reprdsenfant des polynbmes cutlers en p. Le premier 
membre de cette dquation est, ?~ l'dgard de /t, de degrd plus dlev6 que le 
second, d'une unitd et 1'on en conelut que le d@eloppement 

----- ,~o + 2~tt + . . .  

se rdduit h ses deux premiers termes, c'est h dire h ,~0 + ~I/L; de plus, R 
est homog~ne et du degr6 N;  les deux membres de l'dquation (50) sont 
aussi homogbnes et du degrd N + I;  il en rdsulte que 2 lui-m~me est 
homog~ne et du premier degr6. Comme d'ailleurs 

(5 I ) a<a-~+~a<E-~,~&-- 3n~/] = ~oRo, ~vec Ro = ~ ( : ~ - -  , )% 

on en ddduit 

(52)  ~o __ N ( 2 z -  ~)' 

Un calcul semblable, fair au moyen de So, ne fair que confirmer cette 
expression. 



Sur une 6qnation diff6rentielle du premier ordre. 67 

Quant ~ l'6quation diff6rentielle proposde, en y introduisant z h la 
place de y, elle devient 

(53)  d~ - -  z~ ~ + ~ + 3z~ - -  z = o .  

D'apr~s cela, voiei l 'dquation satisfaite par un terme S. queleonque, du 
d6veloppement de S, 

(54) --~z z(z - -  I)(2zz - -  I) aS=az + ~-'~z~zaS~-~ 
~,,~ ~Z = ~0 s .  + ~, &_~ .  

De plus, ~ cause de l'homog6n6it6, 

(55) S~ = x 2~. a~, 21 = A,~ 

et A~, ~r,, ne d@endent plus que de z. Ainsi done 

(5 6) z ( z - -  I ) ( 2 z - -  I ~-z - -  [ N ( 2 z - -  I ) ' - -  2n ]o ' , , - -A lO 'n_  1 -A I- - - - -  
Z 3 3a'n--i 

n~ ~z ~ O .  

Si S=2~ est le dernier terme de S, e~ est nulle et il reste 

~Gn--t  ~z~A~ 
(57) , , . - , ~  ,~ - -  o.  

z~sa~-~ d'apr~s l'@ali~6 Or a,~_~ est une fonction en~i~re de z et, eomme a , , _ ~ ,  

prge6dente, es~ encore un polyn6me, il ne peut y avoir, dans ~_~, aucun 
autre faeteur que z lul-meme. Soit done a~_~ = a~_Iz , a~_~ ~tant une 
eertaine eonstante et n', un nombre entier positif; nous en devrons eonelure 

?bt z 2 
(58) , A, = , 

~t 2 

Voiei maintenant l 'gquation diff6rentielle satisfaite par R1, 

~R 1 z(z - -  i ) ( 2 z -  I)~RI zz* ~R o 
(59) a~ + ~ ~ + - ~on, + ~IRo. ~ az 

he  degr6 d'homog6n6it6 de R x 6rant - -  (N + 2), je puis le repr6senter ainsi, 

(60) R 1 = p lz  ~+~, 
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ne d6pendant que de z. Cette derni~re fonction satisfait h l '6quation 

~(~- ,)(2~- ,) ~ - p , [ N ( 2 ~ -  ,)~- (N + 2)] 

= Al(2g--I)2N--4Nz--~3(2Z-- i )  2~v ', 

dont tousles  termes sont divisibles par 2 z ~  I, except6 le produifl ( N +  2)/01, 
au premier membre. 

I1 taut done admettre que p, est divisible par une certaine puissance 
de 2 z - - I ;  soit 

el = p,.l ( 2z - -  I) ~', 

a 1 d~signant un nombre entier positif. L'~quation (6I) devient ainsi 

(62) Z(Z-- I ) (22--  I)a'+I..~Z 3N(2~'--I)a'DI.I[2{llZ(Z - I ) - - ~ ( 2 Z - - I ) ' 3 r  

n~ J" 

Cela dtant, si a 1 6~ i t  sup~rieur ~ 2 N - - I ,  tout serait, dans l'identitg 
divisible par ( 2 z - - i )  2~-' et, la division faite, 2 z ~  i resterait en faeteur 
dans tous Ies termes du premier membre; il n 'en pourrait ~tre ainsi pour 
le second. Si a, 6tait inf6rieur h 2 N ~  l, apr~s division des deux membres 
par ( 2 z - - I )  ~', il faudrait eonchu'e que 

p~.,[2~,z(~-- ,)--;v(~z--  ,)~ + N +  ,] 

est encore divisible par 2 z ~  I, ce qui est impossible, puisque 2 z - - I  ne 
divise plus fl,., et, pour a~ < 2 N - - i ,  ne peut non plus diviser le h'in6me 
entre parentheses. La eonsdquence est 

0t I = 2 . ~ r - -  I~ 

ce qui change l 'dquation (62) en celle-ci, 

(63) z ( z - -  ' ) ( 2 z - -  ,)  ~P~ " - -  2 p , . , ( , ' - - z - -  '~ = ( 2 z - -  ' )A,  4Nz' 
' n~ 

On en ddduit 

H ( 2 ~ -  i) ~ 
(64) P ' " -  z ' ( , - -  x)' ' 
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[~(~- ,)4,~ 4N {','(,,- ,la~ 
(65) H - ~ , ]  ~ - - F )  ~ n ~ , ]  (2z - - i )  ~ " 

! z=z'+5, 
Soit, pour un instant 

69 

f(A1 A;') 'a~"l --~,' e . j  

Or 

f (  AI"'~ dz' (A:' ) I ( A'I"~ I ' ; (  
(67) A~ 48 /z  '-~ ---- ~ ~Am 2,, '--~ + A'm--~]  2z--~, + ~ A ' / - - - -  48/  z' 

Le logarithme, s'il y en avait un dans H, proviendrait du dernier terme 
de l'6quation pr6c6dent, oh il aurait pour coefficient 

(68) 

et de 
N 

i6n~" 
il faut que 

(69) A;'--~ u=0)= ,~-~," 

Mais, A 1 6rant donn~ par la formule (58), A1 v = o, A;' 

n '=  2N, e'est ~ dire 

21Vz ~ 
(70) A1 "-~ n] 

,_( 2o a'm'-- ~:'~ 48](,,=0) 

la seconde intdgrale que contient H,  off il entrerait multipli6 par 

Aucun logarithme ne pouvant subsister, tous calculs fairs, dans H ,  

= - -~ ,  e n  s o r t e  q u e  

i [ A~ A,, 
L48o,, + + 

d e  sorte que 

{ f (  '( , (66) t t =  d 2"z" --n~ 2'.z" 

La premier e des deux int6grales qui enh'ent dans cette formule s'exprime 
encore ainsi, A~, A'/, . . .  d6signant les d6riv6es successives de Am, 
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Ceci permet de simplifier l'dquation (65) , qui devient 

(7I)  H - -  
2N- f zS(z ~ i)dz f (  I , 

L'intdgration e n e s t  imm6diate et introduit une constante arbitraire; l'ex- 
pression de H, qui en r6sulte, multipfide par 

2 5 , li~t5 (.,_:)" 
doit donner le polyn6me entier, p~.~. Or on reconnait sans peine que le 
produit de z '~ par l'int6grale 

~t6 

^ I 

est un polynome que ne divise pa~s z '2 - -~ ,  ce qui implique contradiction. 

L'dquation diffdrentielle proposde n'admet donc aucune int6grale algd- 
brique. La courbe qui lui est attacMe est une des moins compliqudes 
qui se soient rencontrdes jusqu'ici. 

Lorsqu'on y prend T e t r  ~ pour les coordonndes cart6siennes, c'est 

une cubique unicursale, ddfinie, si l'on veut, par les dquations 

9u] I,,' 3IU ' + 8~1~u-  811~ (72) r - -  r = 
7* (u "4" n~)*' 7(u "4- ~)~ 

ou par celle qui en r6sulte, apr~s l'dlimination de u. Cette derni~re est 
facile h construire d'apr~s les propri6tds mists en 6vidence par les rela- 
tions (72). 

d y  s 2 s "2. �9 , , ,  L'~quation dzz + 2y (n ix  - - n ~ x )  + 3n2y 2 ---- o offre cet lnteret, c'est 

qu'on en connait une propridtd simple, celle de n'~tre point alt6rde par 
les substitutions rationnelles (42); ccpendant son intdgrale ne peut ~tre 
alggbrique, en sorte qu'elle ddfinit une transcendante, vraisemblablement 
nouvel le .  
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Ses seuls points critiques correspondent aux valeurs infinies de x et 
aux valeurs, x0, de cette mgme variable, qui rendent l 'une des solutions, 
y, infinie. Aupr~s des derni~res, deux solutions prdsentent cette singularit6; 

1 

leurs produits par (x xo) ~ sont des s6ries, d'abord eonvergentes, dgvelop- 
p6es selon les puissances enti~res et positives de x - - x  o. 

Les formules (42), oh l 'on regarde x 1 et Yl comme les variables pri- 
mitives, montrent que tous les points critiques h distance finie correspondent, 

soit h x 1 = o, soit h x = - - - - .  Leur distribution clans le plan, pour 

chaque solution particuli~re, est ainsi rattaeh6e par des formules commodes 
aux valeurs que regoit, en un point ordinaire, une autre solution, lige h la 
premiere d'une fagon connue. 

On peut rapprocher du cas pr6c6dent celui d'une dquation du second 
ordre, qui se change aussi en elle-mgme par des substitutions qu'on sait 
calculer. 

Voici d'une fa~on prdcise, la proposition dont il s'agit, que je me 
borne h 6noncer. 

,>L'6quation diffdrentielle 

- -  a y  - - 6  tz 2 ] ~ O, 

quelle que soit la fonction de x ddsign6e par a ,  se reproduit, si l 'on remplace 
y par une nouvelle inconnue 

Yl ,  

ainsi ddfinie, 
1 
- 1 

a'y  ~ y' + V- y + = . , ,  

I1 est manifeste que la m6thode employee dans ce paragraphe est 
susceptible de s'appliquer, sans modifications essentielles, ~ des exemples 
tr~s "" V a r l e S .  

ae l'ai employde notamment pour 6tudier ee qui correspond h l 'une 
des relations les plus simples qu'on puisse dtablir entre T et r, (exception 
faite de T =  o, ddjg traitge), je veux dire le cas ddfini par l'dgalit6 

(73) T = ar  
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a d6signant une constante. L'dquation diffdrentielle est alors celle-ci 

dy  i [y~  i - - a z  I ]  
(74) d* a -] 3 ~ y q- ~-~ O. 

En y substituant [~Y- et ; ,  au lieu de x et y, on voit d'abord qu'elle peut 

s eerlre 

(75) 
dy 

9ax3-d~ ~ -  [3y 3 + ( p - -  3ax)xy + 3#'x] = o; 

le param~tre /~ joue ici le m4me r61e que dans l'6quation (3 6') et permet 
une analyse route semblable. Malgr6 la simplicit6 apparente de la relation 
(73), j'ai pu me convaincre ainsi qu'il n'existe pour l'6quation (74) aucune 
intdgrale algdbrique. J'omets, pour abrdger, les preuves de cette proposition. 

Quant ~ la recherche des transformations telles que (42), elle est 
analogue h celle des intdgrales alg6briques, mais constitue en g6n6ml un 
probl6me plus compliqu6, que je ne veux point aborder dans ce travail. 

w 4. 1Vouvelles in tdgrat ions .  - -  I~ens  qu i  existent ,  entre  les dqua- 
t ions dif fdventielles proposdes et eer tains  syst~mes lindaires. 

(76) 

L'un des cas remarqu6s d'abord dans l'6tude de l'gquation diff~rentieUe 

dy 
d-~ + aly3 + 3a2y~ + 3a3y + a4 ~ o, 

est, on l'a vu, celui qui correspond ~ l'hypoth~se t ~ constante, ou bien, 
ce qui est la m4me chose, T = o. L'int6gration r6sulte alors des relations 
que prgsente l'~quation propos6e avec un syst~me d'6quations lindaires qui 
lui est associd, (w I, in fine). 

Les cas, auxquels est consacr6 ce paragraphe, doivent 4tre rapprochds 
de celui-l~t, mais leur complication est beaucoup plus grande. Voici com- 
ment on y parvient: 

Soit z une fonction de deux variables, x et ye t ,  d'une fa~on g6n6rale 

Z(i.~) ~ ~i+ tz  
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l 'une quelconque de ses ddrivdes partielles. Je consid~re trois 6quations 
lindaires, aux ddrivdes partielles du troisi~me ordre, 

(77) 

[ z 0"~) ~ p~.oz (~ 

z (~.') + p'~.oZ (~ + 

z (~.~ + p;:oZ (~ + 

( i+ ~ )p$ . iZ  (**) ~ O) 

( ~ + ~ _ ~ )  �9 

E p;:~z (~'~) = o, 
(i+~_~) 

ayant 7 solutions communes distinctes, tous les  coefficients p~.~, . . . ,  p~.i, . . . ,  
Pko, . . . ,  ddpendant uniquement de la variable x. S[ j 'dtablis entre eerie 
variable et y une relation quelconque, z ,  z ~176 , z (~ , . . . ,  deviennent des 
fonctions de x, entre lesquelles sont 6tablies en par~ieulier les dquations 
suivantes, 

(78) 

dz ~ 1 7 6  z(~'~ - -  z~ = o, dz( ~  zO.'dx - -  z(~ ---- o, 

d2z (~.~ z(~.~ zO.~)d2y + Ss.oZ (~ + ~, Sk.~z (~~) " o, 
(i+k~2) 

d2 z ( ~ 1 7 6  z(~a) d2 x - -  z(~ d2Y -b R~.0z (~ + ~: Rk.~z (~'~) = o, 
6+~---~) 

apr~s qu'on a pos6, pour abr~ger, 

(79) 

R3.o ~ --dy ~ + 2ps.odxdy -t- p'~.odx ~, R,a ---- zpk.~dxdy + p',,~dx ~, 

$8.o ----_Ps.ody ~ + 2p~odxdy. + . . . .  psoax ~, 

Sk.i =.P~.~dY ~ + 2P~.idxdy' + P~,.i" dx ~; 

rant que Ia liaison entre x e~ y reste arbitraire, il n'existe, entre z ,  z("~ 
z (~176 et leurs diffdreutielles des deux premiers ordres, aucune relation qui 
ne contienne aussi z(~ mais le contraire est vrai pour un choix con- 
venable de la liaison supposde eatre x et y; a L , %,/71,  fl~, reprdsentan~ 
des multiplicateurs, ddterminds de eette mani~re, 

(8o) �9 ~,(s, . ,--  d',j) + ~ ( R , . , - - d ~ ) - - f l , @ - - f l J x = o ,  

/ ~,S~.o + ~ ( P , , . o - - d 2 u ) - - A @  = o, ~,S~.o + ~.~R3.o = o, 
Acta math~matica. 26 his. Imprim~ le 18 aofit 1902. 10 
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il est satisfait h eette ~quation, 

(8 I) ~,d~z (1.~ + ~dZz(o.') + fldzc'.o) + fl~dz (o.1) + 22 (~/~,~ + ~j S,.~)z (~.') = o, 
( i + ~ 1 )  

qui est bien de l'esp~co demandde. Comme d'ailleurs les dquations (80) 
sont homog~nes at linSaires, iX en rdsulte 

(82) (R~.ody + S3.odx)(dxd2y--dyd2x) + (R3.oSo.:--Ro.2S3.o)dy ~ 

-[- (R~.oS,.,-- R,.,S~.o)dxdy + (R,.oS:.o-- B:.oS3.o)dx 2 -~ o, 

ce qui est, pour y, une dquation diffdrentielle, du second ordre. On volt, 
d'apr~s (79), qn'eUe exprime dxd2y~dyd2x  par nne fraction rationnelle, 
dont le numdrateur est un polyn6me, du 6 ~ degr~, homog~ne, en dx,  d y e t  
le dgnominateur, un polyn6me du 3 ~ degr~. 

L'dquation (82) se rdduit gvidemment au premier ordre, si Yon 6crit 
d y  
d - - v .  Cette substitution faite, s'il arrive que le ddnominateur divise 

exactement le num6rateur, tous deux dtant regard5s comme des fonctions 
enti~res de v, cette inconnue se trouve d6finie par une 6quation du type 
(76). ~qous allons voir comment sa signification mSme en fair eonnaltre 
un mode d'intdgration. 

Et, d'abord, le syst~me (77) s'intbgre sans peine. Soient Pk.i, P;'..i, . . . ,  
des quantit6s ddfinies par les relations 

P',.~ + p~.oP~., + P,-~.i - -  Po.2P,.i --P,.IPk.~ o, 

, , Opk.i , , ,  
(8 3) 2)~.,, P*.i --P~.o P,-.i "l t- - ~ -  -t'- P,.i-1 - -  Pk-l.~ - -  Po.2 Pk.i 

+ (P'o.~--P,.,)p'~., + (p[,--P.~.o)P,..~ ~- o; 

les trois dquations aux d~rivdes partielles dont il s'agit, ayant 7 solutions 
communes, dquivalent an syst~me suivant d'dquations diffdrentieUes totales 
lindaires, 

X p~. # " ' ) ] @  = o, (i+~,~) �9 . 

I d: <'~ +[p';o:(~ + X ( i + ~ )  �9 j " 

] dz(.'~) 2f- [ p~'~ z(~ ~t- (i+~_~<~)~ ~ ' ~ t z ( i " ) ] d x "  j 3f '[ ~)3"~ z(~ (i+._--<2) ~ ~)~ i z ( " ' ) ]dY"  J = o ,  
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(84)  dz (~ + [z(~ + (~+~<-~)X p,.~z(~'~)ld~_t - -  z(~ 

dz ~ 1 7 6  z(~'~ - -  zO'~)dy = o, 

dz (~ - -  z ~  dx - -  z(~ dy ------ o, 

d z  - -  z~176 d x  - -  z(~ d y  = o .  

O~ 

Imaginons que ces 6quations soient ajoutdes, apr~s multiplication par des 
facteurs, 2~, ,t~, . . . ,  2~, oh n'entre pas y. Ceux-ci peuvent 6tre choisis de 
manibre h vdrifier l'identif6, 

(85) ~ log r~ ~(o.~)2_ ~z(:.o) + ~,zO.~) + ~z<O.~) + i~z<,.o) + ,~oz("., + ),~z] + m = o, 
~)~ L" I  ,v T 

dans laquelle m est une  constante .  I I  s 'ensuit ,  ~ cause de (84), les identi tds,  

I 
,~(P~.o + m) + ,~p;.o + ~,p~.o - -  ~, = o,  . . . ,  

(86) ,~P~ o + ,~ol o + &p~o + -,;~o--,~ = o, 

,t, Po + ~Po + ~P0 + m,~ o, 

qui font connaltre, non pas les quantit6s ~ t , . . . ,  ~7, mais leurs rapports 
l'une d'ellcs. Celle-ci m~me est d6~erminde, si l'on veut que la condition 

(87) G [,~z(o.~) + ~z(~.o) + ,~zO.,) + ~,,z(O.:) + ,~ozo.o) + ~z(o.~) + ~7~] = o, 

soir remplie; de ce~te derni~re il rdsulte en effet 

(88) d~, . . . .  d),~2~.po+~p,o,+),~p,o+)t~po, = ,~ V~.o + ,~:P~.o + ),~P~.o+ ~,P~.o, . . . ,  ~ 

Or le syst~me propos6, (77), ayant sept solutions distinetes, il est clair 
qu'il peut ~tre satisfait ~ la lois aux 6quations (85) et (87), en sor~e que 
les relations, entre Pk.i, . . . ,  P'~.', eg leurs ddriv~es, d~dui~es de eet ensemble, 
sont pr6eis6men~ celles qui assurent l'int6grabilit6 de ce syst~me. 

Soien~ 
m' + m'~P~.o + m~P~.o + mP,.o + t'o --- M", 

m.p;.o + ' ,  m ~0..o + mp[o + Po = M' ,  

nVp3.o + m~p~.o + mp~.o + Po ----- M ;  
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les 6quations (86) ont pour consdquence celle-ci, 

M "  M '  M ' 

(89)  Po.,  , + ,n ,  Oo., ] = o ,  

I , , m : l  
mPla + Po.l , rap,.1 + Poa , + rap,., + Po.1 

6 

qui est algebrique en m e t  du septi~me degr6. Le coefficient de la puis- 
sance la plus glevge de m est l'unit6; tous les  autres doivent ~tre aussi 
des constantes, d'ailleurs arbi{raires, ce qui donne sept 6quations; sept 
autres s'obtiennent d'une fagon semblable, en substituant, dans les relations 

(86), diffdrentides, les expressions (88/ de aa_~, aa--!~ Les nouvelles con- 

stantes qui s'introduisent ont les m6mes valeurs que les pr6cddentes et l'on 
a par ce moyen routes les conditions d'inf~grabilit6 du syst~me (77), sous 
une forme qui pr6sente des avantages particuliers. 

La conclusion de cette analyse est que l'inconnue z s'exprime par 
une formule de cetfe esp~ce, 

(90) z = o.<~i<_;)ci~.(x)e"", 

m~, m=, . . .  6rant les racines de l'dqua~ion (89) , les ~/ des fonctions qu'on 
salt construire, et les ci des constanbes arbitraires; z~176 . . . ,  z (~ sont 
donn6es par des formules analogues, qui s'en ddduisent. Je suppose 
maintenant que les dquations (77) ne soient pas donn6es, mais seulement 
l'6quation diff&entielle (82), qui lear est associde. Celle-ci ne changerait 
pas, si z &air multiplige par une fonction donn6e quelconque, c'est un 
point que met en lumi~re sa ddfinition m6me. Je puis donc faire que le 
d&erminant, ~, des solutions du syst~me (84) soit tme constante el, comme 

(9 I) d log a + (P's.o + P,.o + P'm + P'ol..)dx + (P,.o + 1)~., + P;.,)dy = o, 

e'est 6tablir les deux 6quations 

(9 2) T;., + P,.o -{- P~.x + p;~o = O, Pa.o + Pl., + P0.= = o; 

elles remplaeent, avec l'hypoih~se d'apr}s laquelle d3 s'dvanouit, l'une des 
sept premiers conditions d'int'grabilif6. Mais cells-el, jointes aux deux 

t t p  relations prdcddentes, permoCtent de calculor P~.o,/~,.0, P;io et P,.i, P~.i, Pk.i, 
pour i + k infdrieur ou 6gal k z, 6Mnt donnds les coefficients qui figurent 
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clans l'6quation (82), si par exemple Po, P'o, P'o', sont dgj~ nuls, co que je 
vais supposer. 

I1 est ainsi associ6, h l'6quation (82), un sys~me lindaire (77), dont 
la d&ermination est complete. I1 reste h vdrifier les derni~res conditions 
d'intdgrabilitd, dont le hombre est r~duit h six par les hypotheses faites 
sur Po, P~, P;'. -, 

Cela fair, je dis que l'dquation (82) peut &re intdgrde sans peine. 
Elle implique en effet la relation (8~), dans laquelle z (~'~ , z (~ et z sont 
maintenant connues et repr~sent6es par des formules analogues h (90). 
Celle-ci constitue donc, entre x ,  y e t  ses deux premieres ddrivdes, une 
6quation contenant, d'une fa~on lindaire et homog~ne, sept constantes arbi- 
traires. EIle comprend routes les solutions de l'dquation diff6rentiel[e pro- 

d2y . 
posde et 1'on peut d'abord, h 1'aide de eette derni~re, en dliminer ~-z~ , elle 

dy reste ainsi rationnelle h l'dgard de dzz; mais l'd.quation dont l'agissait est 

dy 
celle, du premier ordre, qui se d6duit de (82) par la substitution ~ - ~  v. 

L'intdgrale de celle-ci rdsulte des considdrations pr~e~dentes. I1 suffit en 
effet de diffdrentier cinq fois l'dquation (8I) et d'en faire disparaitre les 
d6rivdes de y, d'ordre supdrieur h l'unit6, h l'aide de r6quation diffdrentielle 
elle-m~me, (82). On a aiasi construit un syst~me de six dquations lin6alres 
et homogbnes entre les sept quantit6s c~e"'~; leurs coefficients sont des 
fonctions de x et de v, rationnelles pour cette derni~re variable et, comme 
1'expression 

[c,c  e [c,, 

est une simple constante, il suffit d'y remplacer les facteurs c~e ' '~, dont 
]es rapports seuls y figurent, par les valeurs proportionnelles, qui fair 
connaitre le syst~me indiqu6, pour obtenir l'int6grale cherch6e. Le cas oh 
l'une des racines m est ~gale h zdro ne fair pas exception et n'exige m~me 
en g~ndral aucune modification essentielle des calculs pr~e5dents. 

Si les diff6rences de trois racines m~ sont des nombres rationnels, 
l'int6grale obtenue est alg~brique ~t l'dgard de l'inconnue v, mais son degr6 
est d'ordinaire fort 61evd. 

J'ajoute qu'il est facile de former effectivement des 6quations diffd- 
rentielles de l'esp&e qui vient d'dtre &udide, car il est visiblement possible 
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de former des syst~mes, tels que (77), ayant 7 solutions communes distinees 
et nous avons montr6 comment s'en d6duit l'6quation (82). 

Quunt ~ cellos du type propos6, 

dv 
(93) d-~ + alv3 + 3a~v~ + 3a~v + a s = o, 

nous les avons rues apparaitre quand l'expression B~.ody+ S~.odx divise 
exactement celle-ci, 

(94) (R~.oSo.2--Ro.o.Ss.o)dy'+ (R3.oS1.,--R,.1Ss.o)dx@+ (R~.oS~.o--R2.oSso)dx'~; 

Mais il reste ~ voir comment, l'dquation (93)Stunt donnde, on y peut 
rattacher une 6quation (82), remplissant s'il est possible les conditions ddj~ 
mentionndes. 

a l ,  a~, . . . ,  as 6rant des fonctions connues de x, tous les  coefficients 
p~.~, p~.~, p~.'~, dans lesquels i + k est 6gM a 2, sent exprim6s, par suite de 

! t t  la divisibilit6 supposde, au moyen de 1)8.o, P,.o, P~.o. Ces derniers coeffi- 
cients, en m6me temps, qu'une relation invariante entre al ,  a 2 , . . .  , a4, 
r6sultent des conditions d'int6grabilit6 auxquelles le svst~me (77) est assujetti 
et l'6quution (82) est ainsi d6termin6e d'une fa~on complete. On peut donc 
toujours vgrifier si une 6quation diffgrentielle donn6e, du type (93), corres- 
pond h un systbme (77) intggrable et eonstruire, lorsqu'il ea cst ainsi, 
l'expression 

(95) + S .odx, 

sorte de multiplicateur qui permet de lui donner ]a forme (82) et, comme 
cons6quence, de l'intdgrer. 

Des consid6rations semblables s'appliquent, sans difficult6s nouvelles, 
h route une sdrie do cas, dent le pr~cddent est le plus simple; mais les 
culculs qu'ils exigent sent trop longs pour pr6senter une utilit6 v6ritable; 
leur existence est, pour 1~ thgorie des 6quutions diffdrentielles du type (4), 
le seul point qu'il importe de connaltre. 

S t Mand6, le 30 d~cembre 1901. 


