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SUR LE PROLONGEMENT ANALYTIOUE D'UNE Sl~RIE DE TAYLOR 

P A R  

t I E L G E  yon KOCH 
S~OCK~OL~. 

La question de trouver une expression gdndrale pour le prolongement 
analytique d'une s6rie de TAYLOa en dehors de son cercle de convergence, 
abordde en I896 par M. BOREL h raide de sa m&hode de sommation 
exponentielle, a fair dans les derni~res ann6es des progrSs considgrables 1 
grace surtout aux reeherches de M. ~V[ITTAG-LEFFLER 2. 

Le thdorbme "fondamental ddmontrd par M. ~V[ITTAG-LEFFLER, qui est 
le rdsultat le plus complet obtenu jusqn' h pr&ent sur ce sujet, peut 

lP  
s enoncer de la manibre suivante. 

Soit 
?~(zla)  -~ Co'4- cl ( z - - a )  + c ~ ( z - - a ) '  + . . . 

une sdrie de TAYLOR convergente darts le voisinage de z ~ a; on peut 
former avee les coefficients c ~ et cela de plusieurs mani~res diff6rentes 
- -  une sgrie de polynbmes S ( z )  qui ?~ l'intgrieur de l'&oile principale A 
appartenant aux coefficients c 3 converge et reprdsente la branche uniforme 

1 On trouve un expos6 des principaux travaux se rapportant  A co suje~ dans les 
livres suivants: 

BORELi Legons sur les sdries divergentes; Paris,  Gauthier-Villars, I g o I  ; 
XZ~ADAI~ARD, La sdrie de Taylor et son prolongement analytique; Paris,  C. Naud, I9OI.  

Sur la reprdsentation analytique d'une branche uniforme d'une fonction monogdne: 
A e t a  ) [ a t h e m . ;  t. 23, p. 43;  t. 24, p. I83 et 2o 5 . 

s Pour la d6finition de l'~toile, voir le m6m. cit6 de M. MITTAG-LEFFLER (voir 
notamment A c t a  M a t h .  t. 23, p. 47 o u t .  24, p. I83  et t. 24, p. 200). 

Un point z e s t ,  par d6finition, s i tu6"s l'intdrieur de A si le prolongement ana- 
lytique de ~ ( z l a )  obtenu en suivant le chemin rectiligne entre les points a et z est 
holomorpl~e tout le long de ce chemin. 

Aeta mallumtati~a. 26 bis. Imprimd le 18 aofit 1902. 
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f(z) de fonetion analytique ddfinie par l'616ment ~(z[a) et par son pro- 
longement analyttique h l'intdrieur de A. 

L'6toile prineipale dr,ant un continuum limitd (sauf dans le cas parti- 
eulier oil la sdrie ~(z[a) converge pour route valeur de l 'argument) et les 
expressions S(z) de M. M~ITTAG-LEFFLER cessantt, en gdndral, de converger 
ou de repr6sentter f(z) sur la limitte de .4, on dolt se proposer, pour les 
point's appartenant h cette limite, une quest'ion analogue h celle qu'a 
propos6 Ana l  ( J o u r n a l  de Cre l l e ,  t. 2; O e u v r e s  complb te s ,  E d i t i o n  
S y l o w - L i e ,  t. x, p. 618), coneelmant la valeur que prend f(z) en un 
point appartenant au cercle de convergence de la s6rie ~(zla  ). 

La question que nous avons en vue peut, se formuler de la manibre 
suivantte: 

Quelle valeur prend la branche f(z) en un point appartenant ~ la limite 
de lYtoile principale? 

L'objet du present travail est, de r6soudre eerie question pour une 
par~ie L de cette limite qui sera d6finie au w 3- 

Le r6sultat final auquel nous arrivons au w 3 peut s'dnoncer ainsi: 

On peut former avec les eoeffcients c u n e  expression qui converge et 
repr~sente f(z) non seulement gt l'int~rieur de l'6toile prineipale, mais aussi 
en tout point de L or f(x) est holomorphe. 

Pour ~claircir d~s mainttenantt cet 6none6 par un exemple, eonsiddrons 
Ie cas off f(z) est m&omorphe clans tout le plan; darts ce cas L n'est 
autre que la limite compl~tte de A,  et notre expression fournit la valeur 
de f(z) dans toute l'dtendue du plan (les pbles dtant seuls exelus). 

I)ans le dernier paragraphe, nous montrons comment, les expressions 
obtenues s'appliquent ~ la recherche des points sin gaffers situ~s dans le 
domaine consid6r& 

w 1. D~mons t ra t i on  d ' u n e  f o r m u l e  f ondamen ta l e .  

I. La mdthode que nous allons employer repose sur la propri~t6 
suivan~e de la fonction exponentielle: si z et s sont des nombres rdels et 
positifs on a 

(i) lira x'e -* = 
s=~ ~ e-I 
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selon que x est diffdrent de un ou 6gal ~ un; plus gdngralement, si o" e t r  

d6signent des polynbmes en s prenant des valeurs positives d6s que s est 
suffisamment grand, la fonction 

E ( x  , s) = x ~ e  - ~  

jouit  de la propri6t6 

(2) lira E ( x ,  s) = { o 
s = ~  e - 1  

selon que 
I 

X 

et pour les ddrivdes de cette fonetion par rapport h x on a aussi 

d k 
lira - -  E (x, s) = o (k = i, ~, ~,...) 
s= ~ d x k  

(3) 

pourvu que 
x=#= I ;  

quant aux valeurs que prennent ces d6rivdes pour x ~ I nous n'en aurons 
besoin que dans un cas particulier qui sera 6tudig plus tar& 

A c6t6 de ces propri&&, nous aurons besoin de ]a remarque suivante: 
s i s  est rdel et positif et que z ddsigne une variable complexe, on a 

et plus gdndralement 

rant que 

lira z'e -z* ---- o 

lim E ( z ,  s) = o 
$ ~ a o  

[ z [ < ~ .  

Dans tout  ce qui va suivre, la lettre s ddsignera un nombre entier 

e t  pos i t i f  Si u est une fonction de s, le symbole 

lira u 

d6signera toujom-s la limite vers laquelle tend u quand s augmente ind& 

finiment en parcourant la suite des hombres entiers et positifs. Enfin, 
Aeta m a t ~ t l e a .  26 bis. lmprima le 18 aoh~ 1902. 11 
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a e t  r ddsigneront deux polynbmes donn~s en s assujettis ~ la seule con- 
dition d'etre ~gaux h des nombres positifs entiers quand s est positif et 
entier. 

2. Consid6rons une sdrie de T.~YLoI~ 

(4) c o + c 1 z + c 2z  2 + . . .  

convergente dans le voisinage de l 'origine; il existe toujours un nombre 
positif R tel que la fonction f(z) ddfinie dans le cercle ]z I = R par pro- 
longement analytique de la s6rie proposde, jouisse des deux propridtds 
suivantes: 

I ~ f(z) est mdromorphe h l 'intdrieur du domaine 

I I<R; 
2 ~ tous les points singuliers de f(z) dans c~ domaine sont situds sur 

la partie positive de l'axe rdel. 
Dans certains eas, la valeur maximum qu'on peut donner ~l R coYncide 

a v e c l a  valeur du rayon de convergence de la sdrie (tonn6e; e'est ainsi, 
par exemple, de la fonction log ( I - - z )  qui eesse d'etre uniforme dans le 
voisinage de z = I. Dans d'autres cas, au contraire, R peut avoir des 
valeurs plus grandes; par exemple, si la fonction ddfinie par la sgrie (4) 
n'a d'autres singularit6s que des pbles situ6s sur la pattie positive de l'axe 
rdel, le hombre /~ peut gtre pris aussi grand que l'on veut. 

Quoiqu'il en soit, il rdsulte des hypotheses faites que si f(z) a des 
points singuliers h l 'intdrieur du cercle (5) et qu'on ddsigne ces points par 

a 1 ,  a ~ , . . . , a m  

o n  a 

0 < a k < R (k=L~ ..... ~,) 

et f(z) peut, dans le voisinage de z----ak, ~tre reprdsentd par une expres- 
sion de la forme suivante: 

f(z)--~ Gk(z i-~k) + ?~k(z--ak), 

Gk ~ ddsignant, un polvnome~ en x------ a~ et ~ ( z -  ak) ~tant une sdrie 

de TaYLoa en z -  ak, eonvergente dans le voisinage de z = ak. 
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3. Soit maintenant x un point rdgulier de f(z) situ6 sur l'axe r6el 
entre o e t  R; d~signons par R 1 un hombre plus petit  que R mais plus 
grand que x et les ag: 

o ~ x  </~,i < R;  o < a k < R ~ < R ;  

d6crivons de l'origine comme centre 'avec le rayon R l un cercle C~ et 
considdrons l'int6grale suivante, prise dans le sens positif le long de C~: 

, 1  Z - - X  
q 

E ddsignant la fonction d6finie plus haut. 
Comme on a, pour tout point z de C~" 

et que 
lim # = + oo 

, 7  ~ $ = e*o 

il en r~sulte que 
lira I = o. 

D'auh'e pal~, comme la fonetion sous le signe d'int~gration est uni- 
forme et n'admet h l'intgrieur de C 1 qu'un hombre fini de points singuliers, 
savoir les points 

O) X) a k" (k=l,~,...,,0 

le thdorSme de CAvc~r est applicable et l'on peut dcrire, en abr@6" 

f = f + f +  x f 
C~ Co) (x) k= 1 (ak) 

(o) ,  (x),  (ak) d6signant des petits cercles ddcrits respectivement des points 
o ,  x ,  ak eomme centres et tels que, h l 'intgrieur de chacun d'eux, le centre 
soit le seul point singulier de la fonction 

(6) z - - x  

Le r~sidu de eette fonction pour z = x &ant 6gal g e-If(x) on a 

f = 2~i. e-'f(x). 
{*) 
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Pour calculer le rdsidu correspondant h u n  pble quelconque z----ak, 
d4signons pour abr4ger ce pSle par a et remarquons q'on peut 4crire, 
dans u n  certain voisinage de z----ak: 

f(z) A, A, A~ 
z - - x  -~--a-}'(z--a) "-[- "" 2C (z--a}~'~-~(z--a)  

a 4rant l'ordre du pble eonsiddr4, les A 4rant inddpendants de z et ~ 4tan% 

holomorphe pour z----a. Le r4sidu cherch6 est donc 4gal k 

(:) <;) A~E s + A , ~ a E  s + . .  + A~ E s 

ce qui nous permet d'4crire 

f = 2 ~ r i . ~ M I d ~ - l (  x ) - ida~,_~E ? , s  . 
( a )  ~ = 1 

X 
Or comme a peut 6tre, selon les eas, soit inf6rieur h I, soit sup6rieur 'h I 

mais n'est 4gal s i pour aucun des pSles a, il rdsulte de ce qui a 6t4 
dit plus haut coneernant la fonction E et ses d41~iv6es, que l'expression 
obtenue tend vers zdro quand s crolt ind4finiment. Nous avons donc: 

lira = o. 
s = ~ k ~ l (aD 

I1 reste h consid4rer rint4grale f .  En convenant de d~signer g4n4- 
(0) 

ralement par [F(z)]z -1 le coefficient de z -1 dans le ddveloppement d'une 
fonction F e n  s4rie de LAURENT dans le voisinage de z ~ o, nous avons 

Combinant les rdsultats obtenus nous obtenons donc enfin 
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Pour calculer cette expression, remarquons que 1'on a, duns le voisinage 
de z = o :  

~Le 

6gal h 

(7) 

f ( z )  _ [co + co + c,x 
Z--2r \X X ~ 

- - - - z  + .. + Co + c, xx ~+~+ .. + c.XVz~+ . . . )  

coefficient de z -~ duns le ddveloppement dont il s'agit est donc 

4-', (--I?, zv+~_,) 
- -  ~ ~ - ~ o  + cl x + + co+._, 

4. I1 est facile de voir que, quel que soit s, cette sdrie convergo 
pour route valeur de x et reprdsente une foncfion entidre de cette variable. 
En effet, d6signons par p u n  nombre positif infdrieur au rayon de con- 
vergence de la s6rie (4). Pour route valeur (rdelle ou complexe) de x 
remplissant la condition 

(8) l  ,l<p : 

l'expression 

(9) Co + clx + .. + co+,_, x ~ 

est, en valeur absolue, moindre qu'une certaine constante g c e  qul montre 
que la sdrie (7) converge uniformdment duns le domaine (8). D'ailleurs on 
a, d'aprbs un thdor~me bien connu 

Ic l<gp 

g ddsignant la valeur maximum de I r(x)l pour tous des points du domaine 
(8). Par 1~ il r6sulte facilement que, pour route valeur de x du domaine 
suivant 

(1o) l~l__>p 

l'expression (9) est inf6rieure en valeur absolue ~ l'expression 

IX ] a4~r (~ + ~ )  . a . -p 
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ce qui prouve que la s6rie (7) converge uniform6ment dans le domaine 

x I>p  

K 6rant aussi grand qu'on le veut. 
Par cons6quent, la s~rie 6tant uniformdment convergente ~ l'intdrieur 

de tout domaine fini, reprdsente ndcessairement, comme nous l'avons (tit, 
une fonction enti~re de x. 

Le rdsultat auquel nous sommes ainsi conduits peut s'dnoncer de la 
mani~re suivante: 

Th6or6me I. Soit 

(4) C o + q Z + C , Z ' + . . .  

une sdrie de TAYLOR convergente dans le voisinage de z ~ o; soient a et ": 

deux polyn6mes en s prenant des valeurs enti~res et positives routes les fois 

que s est dgal it un entier positif et formons la fonction enti~re 

(ii) F ( x ,  s) = e .  ,-o i~ - , o  + c~z + . .  + ~+~_~,~ ,. 

Pour toute valeur rdelle et positive x telle que la fonction f(z), ddfinie 

par prolongement analytique de la s~rie (4) (~ l'intdrieur du cercIe 

(I2) 1 lS ' 
n'admet en dedans ou sur la limite de ce cercle d'autres singularilds que 

des p61es r~els, positifs et infdrieurs ~t x on aura 

(I3) f(x) = lira F (x ,  s). 
$ _ a o  

5. Parmi les diverses valeurs qu'on peut choisir pour a et ,-, les 

plus simples sont 

(I4) a ~ s  et r = s ;  

pour ces valeurs la formule obtenue prend la forme suivante: 

~ (--I)", rrs+~s--l~ (xs) f ( x ) = e l i m  ( c o + c , x  + . . - 4 - c , + , _ l . .  ,. 
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Mais nous verrons plus lard ~ qu'il y a avantage ~ remplacer les valeurs 
(I4) par les suivantes 

(I6) a = s  2, r - - - - s  

ce qui fournit la formule 

(--])~ 
f (x )  = e lira ~ ~ (c o + c~ x + .  . + c#+~,_~ x '*+~'-~j 

8= oo Y=O [ ~  

valable, comme les prdc6dentes, pour les valem's positives de x ddfinies 
dans le thdor~me I. 

Pour abrdger, nous ddsignerons la s6rie figurant an second membre 
de (I 7) par le nora de fonetion associ~e de la s~rie de TAYror~ (4)et  nous 
emploierons la notation 

Ass. ZoC~ e. ~=o ~(--z? (c o + c~z + . .  + ,,+~,_,~ j. 

6. La fonction associde jouit de quelques propridtds simples qu'on 
vdrifie imm6diatement et dont nous aurons besoin darts la suite. :Nous 
nous bornerons ~ les ~noneer: 

Si f(z) est une sdrie de TAYLOn donnde et K une constante quel- 
conque on a 

Ass. Kf ( z )  = KAss .  f(z); 

si f l (z) ,  f~(z ) , . . ,  f,,(z) sont des s6ries de TxYLOR donn6es et K, ,  K2, . . ,  K,, 
des consfantes queleonques on a 

Pour 

o n  a 

( c,5 + = x 

I 
f ( z ) =  i + z + z ~ + . . -  

I ~ z  

Ass. 
I I - -  ~ zs~ e - z '  

I - - - ~  I ~ 

1 Voi r  la  no te  s la  fin d u  n:o I6 .  
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si k est un entier positif ou a 

A 8 8 .  i _ i (#  i - -  ezk+s:e -s" 

( I  - -  z )  ~+~ - -  ~ d x  ~ I - -  z 

plus g6ngralement, s i a  est une constante on a 

A s s .  

, _ 

a - - z  a - - z  

A s s .  
I I d*  

/z\~+': -f~Y 

(a - -  z) T M  - -  ]k dx  ~ a - -  z 
I-- 

w 2. t ~ e m a r q u e s  d i v e r s e s .  

7- I1 est faerie de transformer les expressions obtenues en des sdries 
de polyn6mes. Nous nous bornerons h le montrer pour le eas de rex- 
pression (I7). 

Remarquons ~ cet effet que l'on a, d'aprbs ee qui a 6td dit plus haut 
concernant 1'expression (9) 

C ~ss+'.,s--I Ico+Cl~+.. ,.+._,~ I <e  + e(~:+ ~)(x') ''§ 
' \ p ,  

x d~signant un hombre positif quelconque et g e t  p ayant la m~me signi- 
fication que plus haut. Par lh s'obtient facriement, m ddsignant un entier 
positif queleouque, 

s ~y] xSS4"'~s--1 c o + c, x + . .  + c , + , _ ,  , [ 
u ~ lti 

< ] m  + !m--x \p .... " 

Or, ]m 6tant d'un ordre de grandeur supdrieur h celui de mine -m,  on 
voit que, si l'on prend m > s s, le second membre de ( I8 ) t end  certainement 
vers zdro quand s augmente ind6finiment. I1 en rdsulte que si l 'on pose 



Sur le prolongement analytique d'une s6rie de Taylor. 

~( - - i )  ~, 
,=0 I_ + c, z + . .  + c 

St 

(20) P@, s) = e. Z,=o ~ _  ux)~ (co + 

on aura, quel que soit x: 

�9 C a'ss+vs-- l~ C l x d r .  + ~+,~-l'~ / 

lira F ( x ,  s) = lim P@,  s). 

Nous obtenons done le th6or~me suivant: 

89 

Th6or6me II. Si l'on forme le polyn6me P(x ,  s) d~fini par la formule 
(2o) la fonction f (x)  est reprdsent~e par l'expression 

(2 I) f(X) ----- lira P@, s) 

pour toute valeur rdelle et positive x telle que f(z) soit mdromorphe en dedans 
et sur la limite du cercle 

z[-----x 

et que cette fonction n'admet dans ce cercle que des p61es r~els situds entre 
o et x. 

Comme on peut derire 

lim P ( x ,  s) = P @ ,  x) + ~2(P(z,  u) - -  P@,  u--x)) 
8=r 

on obtient par 17~ un ddveloppement de f(x) en sdrie de polynbmes, valable 
pour les valeurs rdelles et positives de x qui viennent d'etre ddfinies. 

8. Nous nous sommes bornd, dans ce qui prdeMe, h consid~rer des 
valeurs rdelles et positives de la variable x. Pour trouver des formules 
valables aussi pour des valeurs ndgatives, on n'a qu'?~ remplaeer, dans les 
formules (13) , (I5), (I7), (2I), le hombre s par 2s, s 6rant toujours 

Aota maOum'taN~t. 26 bis. imaprim6 le 31 ~ofit 1902. 12 
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un hombre entier et positif. Pour le voir, il suffit de remarquer que la 
fonction E(x ,  s) introduite plus haut satisfait aux conditions 

lim E (x, 2s) = { o 

selon que le nombre rdel (positif ou ndgatif) x est diffdrenf de I ou 6gal 
I e t  que l'on a 

d~ E ( z  ~s) = o k ~ , ,~, . . . )  l ira ~ 

pourvu que le nombre rgel x soit distinct de I. 
Les ddveloppements ainsi obtenus convergent et reprdsentent f@) en 

tout point rdel x tel que f(z) est holomorphe dans le voisinage de z ~ x 
et n'admet, h l'int6rieur ou sur la limite du cercle 

I l=lxl 
d'autres singularit6s que des pbles r~els. 

Plus gdndralement, on parvient par un raisonnement analogue h l'6nonc6 
suivant: 

Thfior~me III. Si dans tes fortunes ( '3), ( '5), ( '7), (2,) on remplace 
s par ns, n ddsignant un entier positif quelconque, ces formules seront 
valables pour route valeur de x de la forme 

~km 

k 6rant un hombre quelconque de la suite 

O) l ) 2 ) . . ) n - - I  

e t r  6tant un nombre positif et r6el satisfaisant h la condition suivante: 
f(z) est holomorphe dans le voisinage de z = x et n'admet ~ l'int~rieur 
ou sur la limite du cercle 

I z l - - - I ~  I 

d'autres singularif~s que  des pSles 

a 1 , a ~ , . . ,  a m 
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Supposons, par exemple, que la sdrie proposde (4) reprdsente une 
fonc~ion f(z) mdromorphe dans tout le plan et que t o u s l e s  pbles a~ 
de cette fonction sa~isfassent h la condition 

n dtant un entier positif donnd. 
Les coupures dgfinissant dans ce cas l'dtoile principale de M. MITTAG- 

LEFrLER sont des demi-droites issues des p61es les plus voisins de l'origine 
et faisant avec l'axe rdel des angles respectivement egaux fi 

2 ~  2 7 r  I)2  
~$ ~ ' ' ~  n " 

Les expressions de M. !V[ITTAG-LEFFLER fournissent la valeur de f ( z )  

dans tout le plan, s a u l  sur les coupures. 
L'expression au confraire que l'on obtient en rempla~ant s par ns  

dans la formule (2I), repr6sente (en dehors du cercle de convergence de 
la s~rie (4)) la fonction f ( z )  s eu lemen t  sur les eoupures dont i |  s'agit. 

w 3. P r o l o n g e m e n t  a n a l y t i q u e  & l~intdrieur de ~'dtoile mdromorphe .  

9. Soil 

(22)  ~(zla)  = c o + c l (z - a) + c~(z - -  a) ~ + . . 

une sdrie de TAYLOR convergente dans le voisinage de z = a. Rappelons 
comment on ddfinit, d'apr~s M. MITTAG-LEFFLER, l 'dtoile p r i n c i p a l e  corres- 
pondant aux constantes c. 

Considdrons une ligne droite lo issue du point z ~---a et faisant un 
angle 0 avee 1'axe r6el; formons le prolongement analytique de la s6rie 
~(z i a) en suivant cetfe droite. I1 pourra se faire qu'on arrive h un point 
au delh duquel le prolongement analytique es t  impossible; s i  un tel point 
existe nous le ddsignerons par P o  et nous ddsignerons par l~ la demi-droite 
obtenue en prolongeant inddfiniment lo au dell  du point Po.  
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Enfin, 0 variant depuis 0 ~ o jusqu'a t~ ~ 2~:, nous ferons corre- 
spondre h chaque valeur de 0 une coupure savoir la demi-droite 1~ qui 
vient d'etre ddfinie (dans le cas oh P0 est infiniment dloignd de z := a, il 
n 'y aura pas de coupure correspondange). 

Ce qni reste du plan apr~s qu'on a fair routes ces coupures est l'dtoile 
principale introdui~e par M. MITTAG-LEFFLER. 

C'est un domaine simplement connexe A, h l'intdrieur duqnel la sdrie 
~(z] a) et son prolongement analytique ddfinissent une branche uniforme 
d'une fonction analytique. 

Dans ce qui suit nous ddsignerons cede branche par f(z). 

Les points Po sont appel~s par M. Mrr'rAG-LE~FLEa des somme/s de 
l'dtoile A. Le sommet correspondant h une valeur ddtermin6 6 n'est done 
autre chose que le premier point singulier de la branehe [(z) qu'on ren- 
contre en parcourant la demi-droite 10. 

Les expressions d6couver~es par M. MITTAG-LEFFLER fournissent, comme 
on salt, la valeur de f(z) dans tout le plan sauf sur les coupures 10. Ce 
qui reste h faire, c'est de chercher la valeur de [(z) quand la variable z, 
en suivant un chemin ini6rieur h l'6toile A, se rapproche d'un point 
appartenant ~ une coupure. 

Consid6rons un sommet quelconque P0; si ce sommet n'est qu'un p61e 
de f(z) il pourra arriver qu'en pargant de t)o et parcourant la coupure 
l~, on ne rencontre jamais d'autres singulari~s de f(z) que des pOles; dans 
ce cas nous ddsignerons la coupure l~ par l~'. Dans le cas contralto, on 
rencontre, en pareourant l~, un premier point singulier de f(z) qui ne 
soit pas un pble. Nous ddsignerons le segment entre ce point et le point 

Po par l~'. 

L'ensemble des segments l~' qu'on obtient ainsi en faisant varlet t~ 
de o jusqu'~ 2rr, sere d6signd par L .  

~Nous nous proposons de former des expressions qui reprdsentent f(z) 
non seulement ~ l ' in~rieur  de A mais aussi pour les points appartenant 

L .  

Si ~ l'ensemble des points intdrieurs h l'dtoile A on joint  l'ensemble 
L,  on obtient une 6toile nouvelle M qui pourra s'appeler t'dtoile mdro- 
morphe appartenant aux constantes c puisque c'est l'dtoile la plus 6tendue 
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l 'intdrieur de laquelle f(z) est mdromorphe L Pour en distinguer l'dtoile A, 
on pourrait appeler celle-ci l'~toile holomorphe appartenant aux constantes c. 

En adoptant cette terminologie, le probl~me que nous nous proposons 
r6soudre peut se formuler ainsi: 

_hbrmer une expression de f(z) valable en tout point rdgulier z it l'in- 
tdrieur de l'dtoile mdromorphe M. 

Io. Pour ramener ce probl6me au cas dtudid au w I, nous allons 
nous servir de la mdthode de reprdsentation conforme employde par M. 
MITTAG-LEF~'LER dans la troisigme note (Acta  m a t h e m a t i c a ,  t. 24, 
p. 2o5). Cette mdthode ddpend d'une fonetion dire ,fonction gdn6ratrice, 
qui peut ~tre ddfinie d'une infinitd de mani~res diffdrentes. Pour notre 
but, la fonction g6ndratrice la plus commode paralt ~tre celle introduite 
et employee par M. FI~EDI-IOLM'. Cette fonction est d~finie par l'6galit6 

(23) 
log  (x - -  f lu) 

r ( u ,  fl) - -  log  ( i  - -  fl) 

off fl est un hombre rdel assujetti aux conditions 

(24) o < / ~ <  I,  

et jouit des propridtds suivantes: 
Quand u ddcrit la circonfdrence 

(25) lul=' 
dans le sens positif, ~, d~crit darts le m~me sens un contour ferm~ S# 
comprenant darts son intdrieur le segment o p I de l'axe rdel; aux valeurs 

~ 0 ~  ~ I 

* Un point z est k consid6rer comme int6rieur /~ l'6toile ~ /  si on pout d6erire 
autour du segment rectiligne joignant les points a e t  z un contour ferm6 T tel que 

f ( z )  soit mgromor~he ~ l'int6rieur de T.  

0fversigt af Kong l .  Vet.  Ak. FSrh .  19oI, p. 203 . Voir aussi une note de 
M. MITTAG-LV.FFLER: Sur une formule de M. Fredholm, Comptes rendus (Paris), le 25 

Mars I9o I .  
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correspondent respeeL-ivement les valeurs 

9~ = o ,  9~ ~ I 

et h une valeur rdelle u entre o et I correspond une valeur de 9~ entre 
o et i ;  pour fl----o le contom" S se rdduit h une circonfdrence ddcrite de 

l'o~igine comme centre avec un rayon dgal ~ un; enfin, quand fl tend vers 

la valeur un, le contour S B devient de plus en plus mince et se confond, 

la limite, avec le segment o -  I. 
Ceci rappeld, ddsignOns par f u n  point h l 'intdrieur de l'dtoile mdro- 

morphe M dans le voisinage duquel f(z) est holomorphe. Posons 

(2 6) z - -  a x - -  a ---- 9~(u' fl); 

la fonction z de u ddfinie par cette formule rdalise la repr6sentation con- 
forme d u  cercle (25)-sur un contour S',~ semblable a S~ eL jouissant des 

propridtds suivantes" aux valeurs 

U = O ~ t ~ =  1 

correspondent les valeurs 
z z a , a ~ - x ;  

quand u d6crit le segment o -  i ,  z d6crit le segment a - - x ;  pour fl = o 

S ~  se rdduit ~ la eirconfdrence 

I z - - a ] = ] x - - a ]  

et quand /~ tend vers l'unit6, S; s'apla{it et se raccourcit ind6finiment et 

se confond, h la limite, avec le segment a -  x. 
Or /(z) dtanb m6romorphe tout le long du segment a -  x et holo- 

morphe aux extr6mit6s z ~ a e t  z - ~ x ,  on en conclut qu'il existe un 
nombre positif B < 1 t~l que, pour route valeur de fl satisfaisant aux 

conditions 

(27) B <  fl< i, 

f(z) soit m6romorphe ~ l'intdrieur du contour S',~ et sur ce contour et que, 

en outre, tous les pbles de f(z) appartenant ~ ce domaine soient situds 

sur le segment rectiligne joignant les points a et x. 
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Doric, par le changement de-variable ( 2 6 ) ( o i l  fl est asSujetti aux 
conditions (27)), f(z) se transforme en u n e  fonction fl(u) mdromorphe h 
l'intdrieur et sur la li.mite du cercle 

] u l = x  

et n 'admettant  dans ce domaine que des p61es r6els situ6s entre u ~ o  
et  U~I. :  

~i. Los r6sultats obtenus a u  w ~ sop t~ doac appl~,r .h cette 
fonction f, (u). 

D'apr~s formule de M~ FR~DHOLM (1OC, cit: p. 205), le ddveloppe- 
merit de f~(u) en sgrie de TAYLOR dans le voisinage de u----o pout s'dcrire 
sous la forme symbolique tr~s simple 

~fl~u'x--ad (x--ad > (x--ad i ) f (  
f l ( u ) =  .=0 In_ H da H d a d -  I . .  H da - l - n -  a) 

off l 'on a pos6 

H --~ - -  log (I -7-- fl); 

los coefficients 
I d v 

]~ da v f ( a )  = cv 

qui y figurent sont identiques aux coefficients dgfinissant la sdrie donnde (2~) 1. 
Comme z se rdduit h x pour u----I on a 

f (x)  - -  f~(,) 

' En p o s a n t  

~,. - -  . E C") 2 

le produil symbolique 

x - - a d  {~ a d  
H d a \ - H  da 

peut ~tre remplac~ par le polyn6mo 

) ) § I . . .  d a T n - - I  f (a )  

/ x  - -  a \  '~-1 i x  - -  a\  " ~:• ~x-a + .  . + ~ i" ' l - - , .  c.-' ~ - ~ - )  + L"," i - ~ )  
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et il suffit done k appliquer k fl (l) les ddveloppements des paragraphes 
prdcddents pour avoir l'expression cherehde de f(x) dans toute Fdtoile 
mdromorphe. 

En posant pour abr6ger: 

19) = f ( a ) ,  
(:8) 

C " @  ' f l )  - -  in  - H d a  "" H d a  da -.}- I -4- n - -  I f (a)  

on a, en employant la notation introduite au n:o 6, 

Ass. f l (u)  ~--- e. v=0 (-]_')" ( C o - -  A- E u + . .  -{- 
( ,  

/ .  

Mettant u ~ I et appliquant le thdor~me I nous obtenons done le 
th6or~me suivant: 

Th6or~me IV. Si l'on c]wisit un hombre positif t~ d'apr~s les condi- 
tions (:7) et qu'on forme la fonction suivante: 

o~t les C sont des polyn~mes en x ddfinis par les formules (28), on aura 

(30) f(x) = lim F ( z ,  19, s) 

x dtant un point r~gulier de f(z) ~ l'intdrieur de l'dtoile mdromorphe M. 

Le point x ~tant fixd, le nombre fl doit ~tre supdrieur k un certain 
nombre B qui dgpend, en g~n~ral, de x; si l 'on fixe la valeur de t9, la 
formule (3o) n'est valable que dans un certain domaine M'  intdrieur k M. 
Mais nous savons d'apr~s ce qui pr6c~de que, quand fl croit inddfiniment 
vers la valeur un, le domaine M '  s'dtend de plus en plus et se confond, 

la limite, avee M. I1 en rdsulte que l'expression 

lim lim F (x ,  19, s) 
~ = 1  s = |  

converge et repr~sente la valeur de f(x) en tout point rdgulier x k l'in- 
t~rieur de l'dtoile mSromorphe. 
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12. On peut simplifier la formule ainsi obtenue: 

(3 ')  f(x) ----- lira lim F @ ,  fl, s) 

de la mani~re suivante. 
Soit x en point r6gulier fixe de f(z) ~ l 'intdrieur de l'dtoile mdro- 

morphe et soit E un nombre positif aussi petit qu'ou le veut; d'aprbs ce 
quc nvus avons vu, on peut faire correspondre h tout nombre ~ remplis- 

sant (27) un nombre positif s' tel que l'on air 

Ir(z)-F(~,~, s)l <~  (32) 

d~s que: 
8 >  8'. 

Soit Pl un nombre positif infdrieur au rayon de convergence de la 
sdrie (22) et dgsignons par G le maximum du module de cette sdrie h 
l'intdrieur du domaine 

(33) Iz--~l<p,. 
Soit p un nombre positif tel que, pour route valeur de u du domaine 

(34) I.l<p 
la valeur corrcspondante de z, ddfinie par l'dgalitd (26), satisfasse ~ la 
condition 

I . - . l < p , .  
Comme on a 

If(~)l~G 
quand z appartient au domaine (33), on a 

Ir~(-)l=< a 
taut  que u reste duns le domaine (34)- 

I1 en r6sulte que les coefficients Q @ ,  fl) figurant dans le ddveloppe- 

meat  

f,(") = ~ C.(~, fl)" 

satisfont ~ la condition suivante: 

la(x, fi)J__< ae -~ 
A~ta ~h~mat~t, 26 his. Imprim~ le 20 aofit 1902. 13 
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d'ofi rdsulte, par le m~me ra isonnement  qui nous a conduit  a l'indgalit6 

(I8), que l'on a 

s  
(;;+., Ge Gs e(-p i ~t_ m 

< N  + I ~ - ,  
m giant un entier positif quelconque. 

t 
Or, le second membre  dans cette formule tendant  vers z&o a v e c -  s 

si l 'on prend 
m > ,r 

on aura, on posant 

(35) P(~ fl, ~) = e. ~ ( -  ')~' ' ~o I ~_ ~ c ~  + c ' ~ ' + ~ ' - ' ( ~ ' f l ) }  

l 'indgalit6 suivante:  

(36) 
dSs que 

I F(~, fl, s) - -  p(~, fl, s) I < ~o 

8 > 8"  

off s" est un  nombre positif suff isamment grand.  

I1 rdsulte alors des formules (32) et (35) que l'on a 

I f (x)- -  ~'(x, ~, s)l < ~ 
tau t  qne l 'entier positif s est sup~rieur ,t s' et ~1 s". 

Nous pouvons, par consgquent,  6noncer le tMorSme suivant" 

T h ~ o r ~ m e  V. Soit 

C o -}- C, (z - -  a) + c~ (z - -  a) 2 -J- . . . 

une sdrie de TAYr, OR convergente dans le voisinage de z----a et ddsonons 
par f(z) la branche uniforme de fonction analylique ddfinie par cette sdrie 
et son prolonqement analytique d l'intdrieur de l'dtoile m~romorphe M appar- 

tenant aux constantes c. Si l'on ddfinit les polyn&nes C. par la formule (28) 

et le polyn~me P(x ,  fl, s) par lr (35) on aura 

(37) f(z)  = nm lira P(z ,  fl, s) 
fl=l s=~  

en tout point r6gulier de [(x) d l'interieur de l'dtoile M. 
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On peut en ddduire facilement que f(x) est reprdsentable ~ l'intdrieur 
de M par une s~rie de polyndmes. 

13. Par d6finition, l'6toile M est un domaine continu comprenant 
d'une part tous les points appurtenant h l'6toile holomorphe (ou principale) A, 
d'autre part la pattie des coupures l~ que nous avons d6signde par L. 

Soit X un domaine c0mpris tout entier en dedans de A; il rdsulte 
facilement des formules prdc6dcntes que le ddveloppement (37) converge 
uniformdment dans X. 

Soit d'autr6 part /31 un segment d'une coupure quelconque appartenant 
L tel qu'il n 'y a sur ca segment (y eompris les points qui le limitent) 

aucun point singulier de f(x). La formule (37) non seulement a lieu le 
long de ix, mais le second membre converge uni[brmdment sur ce segment. 

Au contraire, duns une aire embrassant un tel segment L: ,  l'expression 
ne converge pas uniformdment puisque le hombre B (n:o I o) tend vers 
l'unitd quand x se rapproche de L ~. 

x4. Duns le cas partieulier oh tous 1us p61es de f(x) ~ l 'intdrieur 
de l'dtoile 6 m romorphe sont situds sur une hgne droite 1 issue du point a, 
il suffit, pour avoir une expression de f(x) valable sin" l, de mettre dans 
les formules prdc~dentes fl = o ce qui donne 

/ / - ---o 

(x - -  a)" d" 
C,,(x,fl)-- _in ~ f ( a ) = c , ( x - - a ) "  

ss 

P(x , fl, s) : e. Z (co-{- c 1 (x - -a)  + . .  -{- %+w_,(x--a) *'+~*-1) 
V~O 

et enfin 

f(z) = e. lim~=, ~ (-7;)~ (c 0 ~ = 0  "4-cl(x--a)-}- '"  "4-c*~+~-'(x--a)~+~-~) 

pour tout point r6gulier situ6 sur I. 
La formule g~n6rale (37) se rdduit done, duns le cas envisagd, ~ eelle 

que nous avons obtenu au w 2. 

1 D'ailleurs, d'aprbs une remarque clue je dois ~ M. PHRA(]MI~N, a u e u n e  sdrie de poly- 
nbmes repr6sentant f(x) duns M ne saurait converger uniform6ment dans une tulle aire. 
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15. Comme application du r6sultat obtenu, considdrons le cas oh la 
s6rie (22) ddfinit une fonction f(z) mdromorphe clans tout domaine fini. 
Dans ce cas, l'~toile m~romorphe M embrasse tout le plan et nous avons 
le rdsultat suivant: l'exlaression: 

lira lira P ( z ,  fl, s) 
~=1  s = ~  

ddfinie plus haut converge et repr6sente f(x) en tout point rdgulier du plan. 

w 4. R e c h e r c h e  d e s  p o i n t . s  Mmff~ l i e r s .  - -  C o n c l u s i o n .  

I6. Dans ce qui pr6e~de nous avons form~ des expressions de f(x) 
valables en tout point r6guher de f(x) ~ l'intdriem" de l'dtoile m6ro- 
morphe M. 

Une question qui se pose ndeessairement est donc la suivante: dtant 
donnd un point ~ h l'intdrieur de l'df~ile M, ddcider si ~ est un point 
r~gulier ou un point singulier pour f(x). 

Pour dtudier cette question, il eonvient d'employer les notations in- 
troduites au n:o 6. 

Supposons qu'un point donnd ~ h l'int~rieur de l'dtoile M soit un 
point singulier de f(z); eomme f(z) est mdromorphe clans le voisinage de 
z = ~ nous pouvons derire 

A, A, A~ 
(38) f(z) - -  ~ - - z  + (~--z) '  + " " + (~--z)---~ + ~ ( z - - ~ )  

en d~signant par a l'ordre du pble ~, par A certaines constantes et par 
une fonction holomorphe an point z---~ ~. 

Par la transformation 

(39) z - -  a = ( ~  - -  a )  l o g  ( ,  - -  ~ . )  
log (I - -  ~) 

employ6e plus haut ~f(z) se transforme en une fonction f,(u); d'apr~s ce 
qui precede, il y a un nombre positif B < I  tel que, pour toufe valeur 
de fl remplissant les conditions 

(40) ~ < f l <  ,, 
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cette fonction fl(u) soit mdromorphe ~ l'int~rieur et sur le contour du cercle 

(41 ) I " 1 = '  

et que t o u s l e s  pbles de f l (u )  dans ce domaine soient rdels et positifs. 
Comme les points z -=  ~, u = I se correspondent, le point u = I est un 

p61e de f l (u )  et  l 'on peut 6crire 

B, B~ B~ 
-~'(I-- ~- - ~ - - + "  ~I(U--I) (4 2) f , ( u ) -  I - - u  u) - - - - - ~  "" ( I - - u )  ~ 

les B giant des constantes qui s 'expriment lindairement par rapport aux 
A et !~1 giant holomorphe pour u - -  ~. 

II nous faut  maintenant calculer la valeur de la fonction associde de 

fl(u) pour u =  I c'est-h-dire la valeur de la fonction F ( x , f l ,  s), d6finie 
par la formule (29) , au point correspondant x = ~. 

En  vertu des propridtds de la fonction associde (n:o 6) on a 

a - - 1  
I 

(43)  A s s .  f l ( u ) =  A 3 8 .  ~ 1 ( ~ - -  I )  + E B k + l  A 8 8 .  (I _ $ , ) k + !  
k=O 

a--1 Bk+l d k I - -  e ~k+ae--u '  
= Ass. - - i )  + du k I k=0 

oh l'on a pos~ s = ~ - a  pour abr~ger. 
Or comme 

I - -  e ~k+a e--u, 

I -v--.- ~t 
V=O 

u + u + . .  + u 

on peut ~crire 

d k I - -  e ~Ic+ae--u, ~ e  ~ (-T;)v dk i _$g/ t+aT~s 
~=0 du k I - -  u 

et il suffit donc de calculer la valeur de la fonction 

d k I - -  u k+a+vs 

dg k I - -  
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pour u - - i .  A cet effet, remarquons que l 'on a, m ddsignant un entier 
positif quelconque, 

( dk i ~_.Ukq-m] re+k--1 ,,/0,~ .~t. i ) . . ( , , / . .~]~)  
d u  k I --- U ]u=l ----" Z p (P - -  I ) . .  (P - -  ]d + I ) = 

~=k k + I  

11 en rdsulte 

( de~k I--cuk+ae--u'~i~ "]u=l = e . ~ (--I)~(~'~ ~S)(O"~ ~S " { - v = O  I y- k -{-I)''(r ys -~- k) 

__ e f dk+l U~+~e_., ~ 
k-I- I \ d~ ~ l u= l 

quel que soit l 'entier positif k. (Pour k = o,  il faut supprimer l'opdration 
d ~- 

devant la fraction dans le premier membre.) du k 

En formant, d'apr~s la formule classique, la ddrivde k"" du produit 
des deux fonctions 

u ~+~ e t  e -~' 

on obtient, pour u - =  I ,  une expression de la forme suivante: 

( a  ~+1 ~+ . . . .  \ _ _  a, , ,~u e ) . = -  o,(#, s) 

oh 6k ddsigne un polynbme entier de degrd k + I cn a et s dans lequel 
le coefficient de o ~+~ est dgal ~ e -1. Pour # =  s :, on obticnt, donc un 

polyn6me #k(s ~, s) dans lequel l e  coefficient de la plus haute puissance de s, 
savoir s 2~+2, est dgal h e -1. 

Nous pouvons donc 6crixe 

( a. _ , " + '  
~ I - - U  /~=~  k + ~  + . . . .  

les termes omis du second membre &ant de degr6 infdrieur h 2k + 2 par 
rapport h s. 

Portant  ces valours dans la formule (43) et inerrant u = I on obtient, 
en se rappelant la relation 

(Ass. f,(u)).=, = F(~ , fl, s), 
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la formule suivante 

B a  ~a . 
(44) F ( e  , f l ,  s) -= K,  + ~_ s + . . .  

les termes omis 6rant lin6aires et homog~nes par rapport h B~_I. . .B~ et 
de degr6 moindre que 2 a - - I  par rapport h s; Ks dgsigne la valeur que 
prend la fonction 

.4ss .  (u - -  , )  

% ( u - - i )  est holomorphe au point u =  i on a d'apr~s le 
p o u r  U = I .  

Comme 
tMor~me I, 

lira K, = ~ ,  ( o ) . 

Le nombre fl ayant une valeur fixe satisfaisant aux conditions (40) 
et A,, ddsignant par hypoth~se le coefficient de la plus haute puissance 
ndgative de $ - - z  dans le d6veloppement de f(z), on voit sans difficult6 
que B~ est une quantit6 diffdrente de zdro. 

La formule (44) montre, par suite, que le pble $ satisfait n~cessaire- 
merit h la condition 1 

(45) lim [F(~, fl, s)l----- cxg. 

f 

17. Ce rgsultat fournit d~j~ un erit~re pour d6cider si ~ est singulier 
ou rdgulier. Mais on peut le simplifier en remplagant F par le polyn6me 
P d6fini par la formule (35). 

En effet, fl grant un nombre satisfaisant aux conditions (40) et 
6rant un point queleonque ~ l'intgrieur de l'6toile mgromorphe, nous savons, 
d'apr~s ce qui a 6t6 d6montr6 au n:o I2 que l'on a 

(4 6) lira (F(~, fl, s) - -  P(~, fl, s)) = o 

d'otl l 'on voit que la condition 

lim [P(e ,  fl, s)[ = 
$ = a o  

1 Si au lieu des valeurs (I 6) de a e t  v nous avions choisi les valeurs plus simples 

(t4), c'est&dire si nous nous 6tions servi de xSe -'~' comme facteur de discontinuit6 au 

lieu de x"% -'~', la formule (45) n'aurait pas eu lieu en ggngral. 
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est ndcessaire pour que ~ soit un p61e de f(z). Cette condition est 
d'ailleurs su#isante aussi, ear pour un point rdgulier $ l'6galitd (45) ne 
peut pas avoir lieu puisque nous savons que l 'on a 

lim P(8,  fl, s) = f($) 

dans ce cas. 
On peut ajouter que, une lois d~cid~ si ~ est un pSle ou non, les 

formules pr6c6dentes permettent d'dvaluer les valeurs des coefficients A 
figurant dans le dgveloppement (38). 

Dans Be qui precede, je me suis born~ h former et ~ dtudier le 
prolongement analytique d'une s~rie de TAYIJOI~ fi l 'int6rieur de son 6toile 
m~romorphe. ~ Mats par la considdration de certains exemples, j 'ai trouv6 
que les formules obtenues restent vraies dans des domaines encore plus 
6tendus. Et  il me parait probable que los m6thodes employdes doivent 
pouvoir s'~tendre h la solution de ce probl~me g~n~ral: 

Former le prolongement analytique de f(z) h l 'intdrieur de son 6toile 
uniforme~ c'est-h-dire dans l'~toile la plus dtendue de centre a fi l'intdrieur 
de laquelle f(z) reste uniforme. 

Mats cette nouvelle question m'entrainerait trop loin et je me borne 
la signaler. ~ 

' Un r6sum6 de cette recherche a 6t6 publi6 pr6c6demment dans ma note ~Appliea- 
tions nouvelles de la fonelion exponet~tlelle~ (Bib. t i l l  K. S v e n s k a  Vot . -Ak .  FSrh. ,  
I2 F~vrier I9O2 ). 

2 Pendant l'impression du present travail j'ai eu connaissance d'une note tr~s in- 
t4ressante que vient de publier M. PAr~LEV~ sur le m~me sujet (Comptes rendus, 7 Juillet 
I9o2 ). Par une m4thode enti~rement diff~rente de la nStre M. PAINLEV~ arrive ii des 
r6sultats qui ont beauooup de rapport aux pr6e6dents et parvient m~me, dans c~rtains eas, 

une representation de la fonction ~ l'ext6rieur de l'~$oile uniforme. Cependant il me 
semble que los formules que j'ai obtenues pr6sentent, dans leur domaine de validit6, 
certains avantages. I)aus la recherche des singularit6s, par exemple, elles ne sauraient 
~tre remplac6es par los formules de M. PAr~L~.V~., car celles-ci n'indiquent pas, semble-t-il, 
si un point du domaine eonsid~r~ est singulier ou non. 


