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SUR LA STRATIFICATION D'UNE MASSE FLUIDE EN ]~QUILIBRE 

PAR 

VITO VOLTERRA 
R O M E .  

I. ABEL a dtg amend par un probl~me de m4canique h envisager 
pour la premiere fois la question de l'inversion des intggrales dgfinies. En 
effet c'est le probl~me des tautochrones g6ndralisg qui l'a conduit, par un 
vrai coup de gdnie, h sa cdl~bre formule d'inversion qui se trouve dans le 
mgmoire qu'il a publi6 en I823 sous le titre: Solution de quelques pro- 
blames 5 l'aide d'int~grales d~finies 1. Cette formule qui correspond ~ un 
cas tr~s-particulier d'inversion a re~u bien d'applications duns beaucoup de 
questions de physique math6matique, de mdcanique et d'analyse. LIOUWLL~ 
peu de temps apr~s ABEL, et sans connaltre son rdsultat, a t~eh6 de r6- 
soudre une classe intgressante de questions par l'invention d'un nouveau 
calcul qu'il appelait des diffdrentielles h indices queleonques. 

Mais les formules de LmUWLLE ne sont que des transformations de 
celle d'AB~. 

On a donng apr~s un grand nombre de ddmonstrations du rdsultat 
trouvd par ABEL, et on en a multipli6 les applications; cependant rien de 
rgellement nouveau n'a gtd fair, par rapport h la question de l'inversion, 
jusqu'~ l'annge I884 M. SONIN~ a donnd duns les Acta Mathematiea une 

i M a g a z i n  for  N a t u r v i d e n s k a b e r n e ,  Aargang I, Bind 2, Christiania I823. 

Oeuvre s ,  Christiania i88I ,  T. I er page I i .  

Voir aussi le M~moire: Resolution d'unprobl~m~ de Mdcanique. J o u r n .  f. d. r e ine  
und  ang.  Math.  her. v. CRV.LL~., Bd. I, Berlin I826. - -  O e u v r e s ,  Christiania 188i. 
T. Ier page 97- 

Eta mathomat/ca. 26 bis. Imprim~ le 21 aoflt 1902, 14 
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nouvelle formule. M. SoNIN~ envisage aussi Un cas particulier d'inversion, 
mais sa formule n'est pas une transformation de celle qui avait dtd donnde 
par A2EL, mais e'est une vraie gdn6ralisation de cette formule. 

Dans quelques travaux que j'ai publids en I896 et I897 ~j'ai donn6 
la solution de la question gdndrale de rinversion des intdgrales ddfinies. 
Cette solution peut s'obtenir en supposant seulement certaines conditions 
peu restrietives sur la continuit6 et sur rordre d'infini des fonctions qui 
paraissent dans les calculs. 

Cependant il y a des cas pratiques dans lesquels ces conditions ne 
sont pas vdrifides, et fl faut alors rocourir h des artifices particuliers, 
quelque fois tr~s-pdnibles pour arriver au but. Dans cette Note j'envisage 
prgcisdment un de ces cas qui ressor~ d'une question de mdcanique cdleste. 
Le probl~me se r~duit h la dgtermination d'une fonction inconnue qui 
paralt sous une intdgrale d6finie, tou~ h fair comme dans le probl~me des 
courbes tautochroues dtudid par ABEL. Mais, si l'on veut rdsoudre ce cas 
darts route sa gdndrafit6, il faut imaginor des mdthodes nouvelles. 

2. Je vais maintenant 6claircir en quelques mots Ia question de 
mdcanique cdleste h laquelle je me rapports. 

Le probl~me de l'dquilibre d'une masse fiuide hdtdrogbne qui tourne 
autour d'un axe avec une vitesse uniforme, joue un rSle tr~s-important dans 
l'astronomie thgorique, parce que c'est le fondement du calcul de la figure 
des corps cdlestes. 

Un examen approfondi des stratifications qui sont compatibles avec 
l'dquilibre n'est pas tr~s-avanc6, et presque tousles rdsultats rigoureux qu'on 
a l~-dessus sont des rdsultats ndgatifs. Cependant m~me des rdsultats n6- 
gatifs ont un graud intgr~t dans ce genre de recherches. Pour metCre eela 
en pleine lumi~re, il suffit de remarquer que, m~me dans le cas des fiuides 
homog~nes, on ne poss~de pas des mdthodes directes par lesquelles on peut 

i Sulla inversione degli integrali definili. Nota I, II, ]I_I, IV, Atti della R. Ae- 
cademia delle Scienze di Torino 1895. 

Sulla inversione d~li i~egrali definiti. Rend. della R. Aceademia dei Lincei, 
Roma I895. 

Sulla inversione d~gli in~grali multipli. Ibid. 1896. 
Sopra alvune quesiioni di $'nversioni di integr~ definiti. Annali di Matematica, 

Milano 1897. 
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ddterminer des figures d'dquihbre. Les calculs classiques de MAC-LAURIN 
et de  JACOBI, par exemple, ne sont que des v~rifications que les ellipsoides 
peuvent ~tre des figures d'dquilibre. C'est pourquoi il y a un vrai intdrgt 
h dtablir que certaines formes on certaines stratifications sont impossibles. 
Mais dans la plupart des cas ces propositions ndgatives ne s'obtiennenL 
qu'avec beaueoup d'effor~. 

Entre touLes ces propositions il y e n  a une qu'il est intdressant de 
mettre hors de douLe d'une mani~re rigoureuse et complete. Rappor~ons 
nous aux mdLhodes de MAC LAURIN et'de JAcom. Leurs succ~s ressor~ de la 
forme extrgmemenL simple du potentiel d'un ellipso~de homog~ne. Or 1'ex- 
pression du potentiel reste aussi simple lorsque l'ellipso~de 6rant hdLdrog~ne 
est stratifi6 par couches homothdtiques eL concentriques. I1 s'agit donc de 
vdrifier s'fl y a des figures d'dquihbre des fluides ainsi stratifids. 

Au premier abord cette question semble ddja tranch6e d'une manibre 
ndgative par les remarquables rdsultats de M. HENRY et de M. I)OINCARii; 
mais puisque ces auLeurs se rapportent ~ une masse discontinue, on com- 
prend, si on regarde plus de pros, que la proposition n'est pas encore 
complete !. 

Le but de ce mdmoire est d'dtablir d'une mani~re g6ndrale cette pro- 
position n6gative. C'est la gdn6ralitg qu'on laisse h la densit6 qui engendre 
la difficult6 de la question ~, En effet on ne peut pas employer les proeddds 
de M. ItENxY et de M. POlNCAr~, eL d~s qu'on impose h la densitd la 
seule condition d'etre une fonction intdgrable, on tombe sur un probl~me 
d'inversion qui n'est soluble que par des mgthodes nouvelles. 

lqous par~agerons notre recherche en trois parties. Dans le premier w 
nous dLablirons la relation (A) fondamentale entre deux fonctions inconnues. 
En utilisan~ cette relation nous envisagerons darts le second w le cas de 
l'ellipsoide de rgvolution, et dans le troisibme w celui de l'elhpsoide h trois 
axes megaux. 

1 Voir la x~re Note ~ la  fin du M6moire. 

2 Voir la I I  ~me et la ] I [  ~me Note ~ la fin du M6moire. 
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IQ 

I. Soient 2 a, 2 b, 2 c les axes d'un ellipsoide. 
ses axes prineipaux, son 6quation sera 

( i)  ~-i + ~-, + ~i = I .  

Si on le rapporte 

Chaque ellipsoide interne homotMtique et concentriquc aura pour dquation 

x' y' * ' =  I h ( o < h <  I) (2) a --i + P + 7 - -  ' 

Si la mati~re qui remplit l'ellipsoide est stratifi6e par couches homo- 
th6tiques et concentriques, la densit6 p sera une fonction de h. Nous 
supposerons que p(h) soit une fonetion positive finie et int6grable. Dans 
cede hypothgse, l'ensemble des valeurs de h pour lesquelles p(h) est con- 
tinue, est condens6 dams route pattie du domaine (o, I). 

k cause de la d~finit:ion de la densiN, on a que la masse d'une portion 
quelconque de l'ellipsoide, et sa fonction potentielle ne chungeront pas en 
changeant les valeurs de p(h) dans les points off cette fonction n'est pas 
continue, pourvu qu'elle reste toujours int~grable. 

C'est pourquoi nous pourrons changer d'une mani~re arbitraire les 
valeurs donn6es de la densitd p(h) dans les points off elle est discontinue 
en conservator pour eeffm fonction la propridt6 d'etre intdgrable, et on pourra 
remplacer la primitive expression de la densit6 par la nouvelle expression. 

Cela pos~, il est colmu que la fonction potentielle dans tout point 
x ,  y ,  z qui fair pattie de la masse de l'ellipsoide est donn6e par 

off 

(3) 

O0 

v - -  ~rabc (f') ~/D 
0 

p----i 
~l  yg ~t  

a' + ,t 6' + .l c" + ~ ' 
D = ( :  + a)(b, +a)(c' + a) 

It 

~,(t,) ----j'gt,)dz 
0 
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2. Supposons maintenant que l'ellipsoide tourne avec une vitesse 
angulaire constante to autour de 1'axe z. I1 faut distinguer deux cas: celui 
off l 'on peut trouver deux hombres he et hi ~els que 

o < h 0 < h ,  < I 

p(h) 6rant constant pour routes les valeurs de h comprises entre h0 et h~; 
et le cas off cet~e condition n'est pas verifide. 

Dans le premier cas on peut d6montrer que l'6quilibre de la masse 
fluide n'est pas possible, en r~duisant ce cas ~ celui envisag6 par M. 
I)OINCAR~. En effet, si l'6quilibre 6fair possible, il subsisterait m~me en 
retranchant la portion de fluide comprise entre la surface libre et l'ellipsoide 
qui correspond au parambtre h0. Alors 
pattie externe est homog~ne et en m~me 
elhpsoides qui ne sent pas homofocaux. 
avec l'dquilibre 1 

on trouverait un fluide dent la 
temps est comprise entre deux 

Cette condition est incompatible 

3. l~'ous allons donc envisager le second cas. La fonction potentielle 
de l 'attraetion newtonienne et de la force centrifuge est donnde par 

W = V -4- ~ (x ~ -t- y~). 

Pour l'6quilibre il faut que W soit constante sur les surfaces oh la densit6 
est consfante. I1 faudra donc que 1'on air 

w =  r 
c'est pourquoi on aura l'6quation 

r 

f d,~ to ~ (A) ~rabc F ( , u ) ~ =  ~ (x ~ "4- Y~) "4- ~b(h). 
0 

4. I1 est facile de d6montrer que si to < o l'gllipsoide ne peut p a s  

se rdduire h une sphere. 
En effet pour a-----b-~ c, on aurait 

a ~ + l a '  

c'est pourquoi  V e t  q~ seraient des fonctions de x ~ -4-y ' -4-z  ~. 

1 J o u r n a l  de Math6mat iques  fond6 par J. LIOUVILLE. IV S~,rie. T. VI~ 
x89o, page 69. 
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~crivons maintonaat l'6quafion (A) sous la forme 

r t 

v - -  r = --: T (~' + v'). 

�9 Cet~e ~quation serait absurde si V - - r  dtait une fonction do x~+y~+z  ~. 

II faut donc envisager deux cas: 

a = b ~ c  

a ~ b .  

II. 
I. Soit a - ~  b. En posant x " +  y ~ =  r 2 nous aurons 

(i) 

d'oh 

p = I  

h = i  

r t 2; t 

a' + ~ ~' + 2' 

r t .X, 2 

a s c s 

/ L - - c ,  + j 

C I 
(a~ - -  c~)~ r 2 h 

a'(a' + AXe" + ~) "4- j -+-A " 

L'dquation (A) s'dcrira 

oo 

7i~ a: c ' + ,t 

0 

(a 2 - -  c')~ e' ) d), co' 
~ ) r '  . . . .  r '  + r  a'(a' + ,~Xc' + "~ c ~  h ~/D 2 

et si nous d6rivons par rapport a r ' ,  on aura puisque p est int6grable, 

t30 

c':l- ~ 
(a' - -  c"),~ 

a'(~' + ~Xc' + ~) 

P o s o n s  

(a '  - -  o")), . ,  oJ ~ 
r ~ + , ~ , - ~  h i~' - F i X V u  a ' ~  

(2) ~"cp = X, 
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l 'dquation pr~eddente deviendra 

111 

oo 

s = z ( a '  - -  e')" 
(~,, + ,~1, (~" + ,i)~ 

0 

Z e s t  une fonetion positive. On en,  tire 

a ~ c ,  
11 p l l  * c'est k dire l'axe de rotation est le peti t  axe de t empso de. 

:~. En  posant 

r2 ~2 ~.~ ~it 

(4) a '  + ,~ "-I" e' + 2 - -  ~' (a' + ,~)' -I- (e, + ,,t)-----~ - -  /9 

on aura 

(5) 

ft----- i - - ~  

~2 I ~}2 I i}2 I 

~: 0 ' ~r' ( a ' +  ~t) 0 '  ~ '  (e" + 2)0" 

Prenons dans le premier membre de l '6quation (3) pour variable d'in- 

(6') 

(6) 

9,9 g9 
~+~ 

• ( I  - -  ~),Or---- 2 a 
(a' + ,0 ' (~ '  + # 0  

0 

a~ c~ 

f [ ] 
" Jt d~: = o .  

(a' + ,~)' (o' + , i )~0  
0 

t6gTation ~ au lieu de 2; eette 6quation s'dcrira 

9'2 ~2 
~+~ 

f ~ 
;~{~ - -  ~) ~ d~ - 

2 (a' - c')" 
(a' + ~)'(~' + ~)r0 

0 

Si nous ddrivons par rappor~ h r 2 et ~ z ~ en remarquant  que la quantit6 
sous l 'intdgrale s'annule h la l imite supdrieure, non aurons 
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Or, par des ealeuls qui ne pr6sent~nt pas de diffieultds, 
~gard aux relations (5), 

._[ , 

(a' + ,1)'(e' + a 0 

on trouve, ayan~ 

3 3 3 

+ ~)i(c' + i) ~ 0 (a' + ~)~ 

3 ,~ I 
2 3 3 5 

(a' -1- *1)g(e' -J- ~)~ 0 (a' -[- *1)gO 

(~' + ~)'(r + a)~ o 

a [  ,l ] ~ 3 .1 x 
5 3 2 1 5 5 

I_ (a + + (a' + (a' + + (a' + 

En rempla9ant dans les ~quations (6) et (6') les premiers membres des 
6quations pr6c6den~es par les seconds membres, el en faisant des int& 
grations par parties, on peut ~crire les 6quations (6) et (6') sous la forme 

~,+~ j" I a ,l d~ = o ,  

(~,' + .1)~(~' + .1)~ o 
o 

tt~ t'L 

(6") f ( e ) ~  (a'+ a)}(c' + .1~0 

o 

off l'on a posd 

(7~) 
f(~) ___ _ Z ( z  _ ~ )  I 3 

(a' + .1)~ 

~_ 3 /  t d~. 
2 ~ ( I  - -  ~ )  

(a' + .1)~0 
0 

3- Supposons mainr z = o, e~ posons 

t .  s G s _ _  C 2 

a s Y ,  a s ~ .  
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En vertu des dquatious (4) nous aurons 

' a~+ ,~  . . . .  ~, 

et par suite les relations (6~), (6'.) et (7.) deviendront, pour z = o ,  

Y 

(6~) C f ( ~ ) ~  y - - G .  d~---- o, 

d 
o 

113 

0 :-- a2y 

Y 

f ~ Y--$ d$=o, 
0 

(7b) 

OU m 4 F f l e  

(60) 

f($)  = [ - -  ;~( 3f - -  ~ )~  + ~ z ( ~ - - ~ ) ~ d ~  ~, 
o a s y~ 

Y 

= o 3 
(y - -  ~)~ 

D 

(6") 

(7~ r = - z ( ~ - e ) ~  + }fz(,-~)~,~. 
o 

I1 est dvident que ~,($) et Z ( I -  $) sont des fonctions continues pour les 
m4mes valeurs de ~. 

4. Cela pos6 d6rivons l'6quation (6b) par rapport h y. 
6rant une valeur de y pour laquelle f(y) est continue, on aura 

- r ,~.~ , + / r  ~ ~ /d~=o.  

Acla mathematica. 26 bis. Imprim~ te 21 octobre 1902. 15 
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Ajoutons cette dquation h l'6quation (6;') apr~s l'avoir multiplide par 3__ s.  
�9 ' 2 

On trouvera 

' ] q ~ 9('--~) 

d'oh 

(8) 
~: (, - -  ~): 0 ( ~ - -  ~ ) :  

Y 

L'expresslon" J[" r  ~$~ ~ I  d$ est une fonction continue de la variable Y 
0 ( y - -  ~): 

pour route valeur y comprise entre o et I. Donc en vertu de la relation 
(8) on pourra rendre continue la fonction ~,(y) en changeant ses valeurs 
dans les points de discontinuitd. On ne pourra avoir d'exception que pour 
la valeur y - ~  o. 

De m~me, ~ cause des relations (7~.) et (2), Z ( I -  ~) et p ( I -  ~) de- 
viendront des fonctions continues (except6 tout au plus pour $----o) en 
changeant leurs valeurs dans les points de discontinuitd. Par suite, en 
prenant garde h ce que nous avons remarqud au i r ~,~ nous pouvons sup- 
poser que p(:  - -  ~), X(: - -  $) et ~($) soient des fonctions continues. Tout 
au plus elles pourraient n'avoir pas une valeur ddtermindc pour $ ~ o .  

5. La fonction i crolt lorsqu'on fair croltre $ entre o et y; 
(y - -  ~ ) :  

par consdquent ~ ~ est positive. C'est pourquoi 

y y 5 

o (Y - -  e~) ~ ~ (Y - -  ~ ) :  Y'~(~ - -  ~)~ 

en d6signant par r une valeur comprise entre la limite supdrieure et la 
limite infdrieure des valeurs de r  $ dtant comprise entre o e t  y. 
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L'dquation (8) deviendra done 

115 

I1 est facile de ddmontrer que cette dquation ne peut ~tre vdrifide 
que si les valeurs r sont nulles. 

En effet, si r n'est pas nul, on tire de l'dquation prdcddente 

5 

Le second membre dtant positif, on peut remplacer r et ~bl par 
leurs valeurs absolues, et l'on a 

I r  ( i  ~)2 
tCt'-," - I - -  - -  . 

Soit M la limite supdrieure des valeurs absolues de ~,(y), y grant 
comprise entre o e t  I.  

O n  a u r a  

[ O(y)l < ~ _ _ ( ,  _ _  s ) ' .  
M 

Mais r peut s'approcher de M autant que l'on veut, de sorte que 
le premier membre grant proche de l'unit6 autant que l'on veut, l'6quation 
prdc6dente est absurde. 

6. r 6rant nul, on tire de l'6quation (7c) 

8 $ 1 

0 

Z est done une fonction d6rivable par rapport ~ $ pour o < $ < I .  Par 
la d6rivation on trouve 

Z ' ( i  - -  ~)  = o 

d'oh l'on ddduit que Z et p sont eonstantes. Cette condition est incom- 
patible avec l'hdtdrogdn6it6 de l'ellipsoide, et cela ddmontre que lorsque 
l'ellipsoide est un ellipsoYde hd~drog~ne de rdvolution, par rapport ?t l'axe 
de rotation, l'6quilibre n'est pas possible. 
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III. 
1. Envisageons maintenant le cas oh a ~ b. 

on aura, ~ cause de l'dquation (2) du t~r Article, 

X. ~ a'b 2 (r' ~') 
= ~  p - - h + p  , 

r  ~ - - h +  ~-' 

En posant r '~ = x: + y~, 

et par suite, 

(~) /~=i 

en vertu de la formule (3), 

,~ a~b ~ / I 
(a,+~)~b,+~i r~ O'+~Xb~+~) h -  ~ - 

~ + ~  

Ddrivons maintenant la relation 
cause de l'dquation prdcddente, 

(A) 

I ~;~ 
( I -~- a)--'2) ( I MI- b~) ) ~~ 

par rapport ~ z:. On trouvera, 

d2 ( I I ) (:) ~- - (  ~)( ~) =o .  
O 

Supposons que c ne soit pas la plus petite des trois quantit~s a ,  b, c. 
Puisque 2 est une quantiN positive, on aurait 

c'est h dire 

I I 
~ + ~ -  (i 

I I 
~>0.  

~ + - ~  

Tous les facteurs qui paraissent sous la derni~re int6grale seraient donc des 
quantitds positives et par suite l'dquation (2) ne serait pas possible. I1 
faut donc que c soit plus petite que a e t  b. L'ellipsoide sera ~ trois axes 
indgaux, et l'on pourra arranger les trois quantitds a,  b, c par ordre de 
grandeur en ~crivant 

a ; > b > c ,  
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2. Ddrivons maintenant  l '6quation (A) par rapport  h r ~. 
garde h l 'dquation (I) nous aurons 

117 , 

En prenant  

(3) ~ a b c  ~ ' ( , u )  ~ ~ ~ - -  2 

o (~  + ,~)~(~ + ~)~-(~ + ~.)~- 

P o s o n s  
x ~ y~ z~ 

a~ + . _ [ .  b 2-{- 2 [ - c  ~ + 2 

En regardant 2 eomme une foncfion de $, x", y ' ,  z ~, ddfinie par l '6quation 

pr6c6dente, on trouvera 

~R I ~ I ~R I ~ I 

~$ ~2' ~x ~ (a ~ + 2)/2'  ~y2 (b ~ + 2)~2' Oz * (c ~ + ~)~2 

oh Yon suppose 
X ~ y~ z ~ 

(b ~ + ~)~ + (~ + ~)~" 

Pour  calculer l 'int6grale qui paralt dans l '6quation (3), prenons $ comme 
variable d ' intdgration au lieu de 2, nous aurons 

x2 y2 ~2 
~+~+~  

d ~ - -  (3') X('  - - ~ )  3 3 ~ 

(a ~ + ,~)~(b ~ + ,i)~(c 2 + a)~2 

6rant 
Z(~ - -  ~) = ~ a b c r  

Ddrivons l '6quation (3') par rapport ~ x 2 , y: ,  z ~. Puisque 
supdrieure de l ' intdgrale on a 2 ~ o ,  nous trouverons 

x 2 y2 ~2 x 2 y2 ~2 
~+N+~ ~+~+~ 

(4) Z(~ - - ~ ) ~ d ~  = o,  Z(~ - -  ~ ) ~ d ~  = o,  

0 0 

X2 y2 ~2 
~+~+~ 
j - ,  ~/_/ 

Z(~ - - ~ ) ~ , d ~  = o,  

0 

la l imite 
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a y a n t  pos6  

H =  
(a' + ,~)~-(b ~ + 2)~-(c * + ),)~--Q 

Or,  on  t r o u v e  pa r  des  ca lcu l s  t r~s - s imples ,  

3 ~x ~ ~- - ~ 
! (~'+ ~X~ ~ + ~)~(~' + ~)-~ ] ( . ,  + ~ 

2 3 1 5 

(~ + ~)(~ + ~)~(~ + #~q (~ '+ #~2 

OH 0 [  2 ] ~ 3 2 
~y~ ~ ~ ~ -  ~ 2 '~ ~ ~ ' 

(b ~ + 2)u 2 + ),)~.(2 (a '~ + ~)F (b-" + 2)'$(e * + 2)~-.Q (a'+,~)i-/2 

(b' + ,i)~-(e ' + ~l) ~- (a ~ + 2) ~- (b' + 2)~(e 2 + ),)"7.(2 (a~+~)~-J2 

C'es~ p o u r q u o i  les d q u a t i o n s  (4) s 'dc r i ron t ,  pa r  des  i u t d g r ~ t i o n s  p a r  pa r t i e s ,  

(4~) 

x ~ y2 ~ 
~+~+~ 

(a ~ + ,~Xb' + ~)~:(c ~ + ~)~/2I 

~2 ~2 ~2 
~+~+-~ 

o k(  b~ 
5 1 

+ ~)~(c ~ + ~)~P. 

~2 y2 
a:+~+~ 

\ ( b  ~ + ~)~(c' + ~)~9 

off l 'on a pos~ 

f(~) = - -  z ( I  ~ ~) - -  i 3 f  + ~ Z ( x - S )  
(a' + ~),7 0 (a ~ + ~)'~$2 

d~.  

. S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  y =-- z = o, e t  p o s o n s  

x' a ~ - -  b ' a 2 - -  c ~ 
61-- ~--- U ~  ~1  ~ 6 2  j ~ 2  - -  el2 
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^ f.. 

�9 ~ = a  -.- , + , ~ - - - - a ~ ,  + , ~ =  = a  ~ u -  

~ 2 

- -  a 2 U  ~ 

et les dquations 

(49 

(4,) s'6eriront 
II 

(4 ") / .[ .-, .].0__o, 

(4'") 

oh 

(5) 

u 

o u - . ,  e)~@ - . ,  

3 f z ( ,  - -  e)e~de 0 ( , ) - - - - z ( i - - e ) #  + ~ 
O 

D6rivons (4') par rappor~ h u. 
~7 6rant un point de continuitd de r  on aura 

I 

o - - - - r  . , 

u 

0 L(ii-s,  ~)~(~- ~ ~) ~ (5_ e, ~fi(i7_ ~,Q ~ 2 (~_~, ~)7(~_~, 

Ajoutons (4") et (4'") apr6s avoir multipli6 par 3 et -~ respectivement. 
�9 2 2 

On obtiendra 
~j 

~ ( I  - -  ~,);0 - -  s,) ~ ~ - -  s, $)~(~ - -  s, 
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En rgp6iant la discussion que nous avons faite dans l'Art, prd- 
cgdant, on trouve qu'on peut toujours supposer que les fontions Z( I - - -$) ,  
p(I  - - ~ ) ,  r soient continues pour o < ~ < I . 

Or x 3 ~ est une fonction croissante par rapport ~ ~, 

6iant o < ~ < u ;  par suite l'fiquation (6) s'gcrira 

off r est une valeur comprise enh'e la limite sup~rieure et la limite in- 
fdrieure des valeurs de ~b(5), giant o < ~ < u.  

On tire de lh 

r  = r I - - ( I  - -  Sl)~-(I - - E , )  ~ . 

l l  n'y a maintenant' qu'~ r~pgter les eonsidgrations faites ~ la fin de l'Art. 
I I  pour voir que ~ ( u ) =  o ,  et par suite p e s t  une quantit6 eonsiante. 

Done, m~me si l'ellipsoide est h trois axes in~gaux l'~quilibre n'est 
pas possible lorsqu'il est hdt6rogbne. 

N o t e  I ~r~ 

On peut montrer d'une mani~re trSs-simple que les raisonnements 
qu'on fair dans le cas de l'ellipsoYde discontinu, c'est h dire formd par un 
hombre fini de couches homog~nes de densitds diffdrentes superpos6es les 
unes aux autres, ne peuvent pas s'appliquer, en gdndral, au cas de l'ellip- 
soide continu. Pour cela nous allons donner une ddmonstration directe, 
fort-simple, de la proposition qu'un ellipsoYde discontinu formd par n 
couches homog~nes limitdes par des ellipsoides homothdtiques et concen- 
triques, ne peut pas ~tre en dquilibre lorsqu'il tourne avec une vitesse 
constante autour d'une axe. On verra tout de suite que cette ddmonstra- 
tion 61dmentaire ne peut pas s'dtendre au cas oh le hombre des couches 
augmente ind6finiment jusqu'h former un ellipso~de continu. 
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On peut r6duh'e le cas gdn4ral off l 'on a n couches au cas off l'ellip- 
soide n'est form4 que de deux couches. En effet supposons qu'il y air 
6quilibre pour l'ellipsoide ~ n couches. I1 y aura toujours dquilibre en 
retranchant un hombre quelconque de couches ext4rieures, car ccs couches 
n'exereen~ aucune attraction s l'int4rieur. 

I1 y aura donc 4quflibre si l'ellipsoide est r4duit aux deux couches 
les plus internes ou m4me au noyau central. Mais le noyau 4rant en 4qui- 
libre, l'4quilibre subsisterait m~me si les deux couches avaient la m4me 
densit6 du noyau. I1 faudrai~ done que la fonetion poten~ielle d'une masse 
remplissant la couche ext4rieure avec une densit4 4gale h la diffdrence des 
densit4s des deux couches ffit constantc sur la surface externe. Or cela est 
eontraire aux propridtgs de la fonction potentMle des couches ellipsoidiques. 

Note  II ~me. 

Lorsqu'on suppose que la densit6, h partir d'une certaine profondeur 
jusqu'au centre de  l'ellipsoide, va toujours en croissant ou en ddcroissant, 
alors los ddveloppements analytiques que nous avons donn4s auparavant ne 
sont plus n4cessaires pour la d4monstration. Par des calculs tr6s-simples 
on peut arriver au but. On peut mdme l'atteindre sans recourir h des 
ealculs, mais par une discussion 416mentaire. 

En effet il suffit de remarquer que la masse fiuide se maintient en 
4quilibre en retranchant route la partie ext4rieure et en gardaut seulement 
celle renfermde s l'int4rieur d'un ellipsoide E concenfrique et homoth4tique 
s l'ellipsoide primitif, off la densit4 erolt ou d4crolt toujours du centre 
jusqu's la p4riph4rie. 

Cela pos4 d4composons cette masse M, par lm ellipsoide homoth4tique 
et concentrique E'  en deux parties. Celle interne M' se maintient d'elle- 
m~me en 4quilibre par la rotation to. Or on volt tout de suite qu'en 
prenant une masse M" homothdtique ~ M' de s0rte que M' et 2//" aient 
la m~me densit4 aux points qui se correspondent par homoth4tie, cette 
masse sera en 4quilibre en tournant avec la m4me vitessc angulaire to 
autour de ]'axe qui correspond par homoth4tie h l'axe de rotation M'. Si 
nous prenons maintenant M" de mani6re qu'elle occupe l'espace renferm4 

A~ta math~aati~a. 26 bis .  I m p r i m 4  le 22 octobre  1902. 16 
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dans un ellipsoide ~ '  dgal fi E ,  nous aurons les deux masses M et M" 
qui sent renfermdes ~ l'intdrieur de deux ellipsoides 6gaux et sont en 
dquilibre en tournant avec la mdme vitesse angulaire autour de deux axes 
correspondants. 

Si nous prenons une troisi~me ellipsoide E '"  ~gale k E et ~ E ' e t  y 
renfermons une masse M ' "  dont la densif~ en chaque point soit la diff6- 
renee des densitds correspondantes d e  M et de M',  cette masse sera en 
dquilibre d'elle-m~me grant en repos. Or la masse M'"  a en tout point 
une densit6 positive, c'est pourquoi on voit aisdment que l'dquilibre n'est 
pas possible. 

Note III ~me. 

Je vais exposer une nouvelle ddmonstration de l'incompatibilit6 d e  
l'6quilibre d'une masse tournant uniformgment, avec sa stratification par 
ellipsoides homoth6tiques et concentriques. Je dirai aprSs pourquoi je 
ne l'ai pas prdf6rde ~ eelle que j 'ai donnde dans le eours du travail 
precedent. 

Partons de l'~quation (A) (Art. I ~ qu'on peat dcrire 

V--_  _ _  _ 
CO ~ 

(x 2 + V) + r (h), 

d'ofi l'on tire 

(B) 

~fant  

ox ~ + ~u--~ + ~0" 

Or par le th6or~me de Pozssoa 

A 2 V - - - ~  ~ 47rp (h )  , 

et /~ cause de l'6quation (2) du z er Article 

(x'  y' ~')  
A h  = 4 ~ + V + ~  , 

( , , , )  

A 2 V =  ~ 2oj 2 + ~ ~ A2h,  

(')' A = ~  + + ~  . 
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Donc, afin que l'6qua~ion (B) soit satisfai~e, fl faut que 

123 

~'~ o 
~h ~ 

d'ofi t'on tire, ell ver~u de l'6quation (B), que la densit6 dolt ~tre constante. 
Cette ddmonstration est tr~s-simple; Inais elle suppose que le thdor~me 

de POlSSON soit vdrifi6 et pour cela il ne suffit pas que la densitd soit 
une fonction int6grable. C'est pourquoi nous avons pr6f6r6 la d6monstration 
que nous avons donnde prdeddemment, quoique plus compliqu~e, h celle que 
nous venons d'exposer. 

Cependant il faut remarquer qu'en suivan~ cet~e vole, on peut arriver 
une conclusion-plus g~n~rale. 

En effet, par cette m6thode, on peut d6montrer le th~or~me suivant: 
Soit une masse fluide d'une forme et d'une constitution guelconque, pourvu 
que la densitd soit telle que le thdorOme de Poisson soit applicable. Si dans 
le domaine d'un point oi~ le fluide est hdtdroq~ne et continu, les surfaces o~ 
la densitd a des valeurs constantes sont des parties de quadriques homoth~tigues 
et concentriques~ ou des parties de quadriques homofocales, la masse fluide ne 
sera pas en dquilibre si elle tourne uniformdment autour s  axe quelconque. 

N o t e  I V  ~me. 

Nous avons suppos6 dans le i er w qu~ la ro~ation de l'ellipso~de efit 
lieu autour de l 'un des axes. I1 est aisd de prouver que cet~e hypoth~se 
n'est pas une restriction, car si l'axe de rotation aurait pour dquation 

a fl r 
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a,/~, ~ dtant les cosinus de direction de l'axe, il faudruit remplacer dans 
( 0 ~ 1  o l'dquation (A), le terme ~ (x" ~- y~') par 

0)  2 

{ ( ~ - -  Xo)'(fl 2 + r ~) + (y--yo)~(r' + ~~) + ( z - -  Zo)~(~ '~ + fl~) 

- -  :(y--yo)(Z--Zo)flr-- : (z--  ~o)(X-- Zo)r~-- _~ (x - -  x,,)(y--yo)~fl}. 

Or puisque le premier membre de l'6quation (A) et r ne changent pas, 
en changeant le signe des quantitds x, y, z, il faut que l'on air 

x~  _ _  Ya _ _  x a  

et que deux des cosinus a, fl, r soient nuls. 


