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SUR UN PROBLI~IVIE D'INVERSION RI~SOLU PAR ABEL 

PAR 

E. GOURSAT 
P A R I S .  

En cherchant ~ d4terminer une courbe situ4e duns un plan vertical, 
de ~elle fa~on que le temps mis par un mobile ,~, soumis ~ Faction de l a  
pesanteur et assujetti ~t se mouvoir sur cette courbe, pour parvenir d'un 
point de ddpart quelconque D ~ un point donn6 A, soR une fonetion 
donn6e ~(a) de la hauteur verticale a de la chute, ABEL a dt~ conduit 
h r~soudre une dquation qui peu~ s'dcrire 

a 

f(x)dx 

0 

oh f(x) est la fonction h ddterminer. En rfifl~chissant ~ la m~thode 
employee pour rdsoudre eerie 6quation et l'dquat~on plus gdndrale 

= [" f (x )dx  (2) 
0 

oh n est un exposant positif quelconque infdrieur h l',,nitd, il m'a sembld 
que la marehe suivie par ABS.L devenait presque intuitive, en rattaehan~ 
le probl~me ~ une certaine intdgrale doable. 

i. La fonction p ( a )d t an t  ddnn6e, pour d~terminer la fonction f(x) 
au moyen de l'6quation (2), admettons d'abord que cet-~e fonc~ion f(x) 
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peut ~tre repr~sen~e par une expression analogue 
posons 

( 3 )  f(x) = / ( ,  r  
x - -  y)"' 

0 

celle de ~(a) ,  et 

n' ~tant un nouvel exposant positif infdriem" h l'unit6, et r  nouvelle 
fonetion inconnue. La formule (2) peut s'gcrire, en posant z = az', 

1 

( 'al_, ,  f (ax')  dx' 

0 

et de la formule (3) on th-e 

f(a~') = C r y)~y , ] - ( ~ ~ .  , 
0 

ou encore, en posant y - ~  ay',  
x '  

f t _1-,," [" ~' (ay ) dy 
f(~') = ,, J ( ~ ,  

0 

et la valeur de f ( a )  devient, en remplagant f (ax ' )  par cette ~xpression, 

1 x '  

.... / , x  
( i  - -  x')" ( x ' - -  y')"'" 

0 0 

Mais le second membre de cede ~galit~ n ' e s t a u ~ e  chose que 
l 'int6grale double de la fonction 

a ~-"- '"  r  

( i - -  x')" (x' - -  y')"' 

6tendue ~ l'aire du ~riangle form~ par les droites y' o, y' ' x' ~ - - - X ~  ~ I .  

En iri~ervertissant l'ordre des integrations, on a done aussi 

1 1 

/ ,x . 
r  = a ~ . . . .  ' r  ' ( i - - x ' ) . ( x ' - - y ' ) , "  

0 y' 
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or la premibre intdgra~ion nous donne, en posant x' -----y' + (I ~ y')t, 
1 

f dx'  1 =(, - v ) ' - ' - " f t - " ( i -  O-'dt 
(~ - -  x')" ( x ' - -  y')" o 

Y 

= v ( I  - -  " ) / ' 0  - -  " ) ( ,  _ _  y , ) . - . - . ,  

1"(2  - -  n - -  n ' )  

et par suite 
- . )  

~(a)- - - -  / '(2 - -  n - -  n') i , - - y ' ) ' - ' - " r  

on revenan{ h la variable y ~ ay', on a encore 
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(5) 
t 

I ' ( i  - -  n ) r ( i  - -  . )  r ,  
c ( a ) =  -F~---n----~) j ( a - - y ) ' - ' - " ' ~ b ( y ) d y .  

On satisfait faeflement ~ cette condition en prenant pour l 'exposant n', 

qui est restg inddtermin~ jusqu'ici, la valeur I -  n, ee qui donne 

(6) 
a 

~(a) ---~ I ' ( n ) l ' ( i  -  )fr = i i - = f  r 
0 0 

on ne peut trouver de fonction r  v&ifiant la relation pr~cMente que 

si la fonction ~(a)  est nulle pour a - - - -o ,  et, s'il en est ainsi, on a im- 
m6diatement, en prenaut les ddriv6es par rappol~ ~ la variable a, 

(7) ~b(a) - -  sin nr ,(a ) 
/r 

et la fonction ineonnue f (x )  a pour expression 

x 

( x  - -  y ) ~ - "  " 

0 

2. Cette expression de f ( x )  n'est valable que si la fonction ~(a)  est 

nulle pour a --~ o.  Lorsqu'il n 'en est pas ainsi, la fonctfion f (x )  ne peut 
~tre continue pour x = o, comme le montre immddiatement la formule (I). 

Dans ~e cas, nous prendrons pour f ( x )  une expression de la forme 

(9) / i r  
f ( x )  = x (x - -  v) 1 - .  ; 

0 
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par une suite de transformations tout4-fai t  pareilles aux pr6c~dentes, 
trouve que 9(a)  peut s'~erire 

o n  

1 1 

x'(~ - -  x ' )"(x ' - -  ~,)l-." 
0 y" 

La premiere int~grale peut ~tre ealeul~e, car si si l 'on pose 

elle devient 

i 

X' ---= Y 
+ ( y ' - -  x) t '  

1 

.,L f dt 
t t - " (  t - -  t)" 

0 

__ F ( n ) / ' ( I  - - n )  = , ._~ 

y'~-" - -  sin n ~  y ' 

e t  la formule qui donne ~(a)  devient 

( i i )  - 

1 

"~ f t , [ g,(ay ) dy 
sin mrfl  ~ ' 

0 

ou, en revenant ~ la variable y = ay', 

a 

= F O ( y ) .  
- -  I ~_-~ ay. (I2) a"~(a) sin'nz f l y  - 

0 

Les deux membres de l'~galit~ ( is)  s 'annuilent pour a----o; il suffira 
done que leurs ddriv~es soient 6gales, ce qui donne 

~b(a) ~--- [ a ~ ' ( a )  -Jr n ~ ( a ) ]  sin n:r. 

et l'expression cherehde de f ( x )  est 

(x3)  

x 

f ( x ) - -  ~ d ( z - y ) ' - "  
0 
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Cette expression de f ( x )  coincide avec la premiere lorsque fD(o)= o, 
car on peut  l'dcrire 

/ / sin nr~ (y -- x)~'(y) + n~(y) sin n= ~'(y)dy 
Irx (x  - -  y)~-" d y  + ~ (x - -  y)l-,," 

0 0 

La premibre pattie est 6gale 

sin n = [ .  . ~ sin n z x . g ( o  ) sin n~:m(o)  

et la formule (I3) prend la forme plus simple 

(~4) f(x) -- sin n~r~(o)  
7F X l - n  ~ - -  

sin n~r /  ~v'(y)dy 
( x ~ y ) l - .  " 

0 

3. Pour v6rifier l'identit6 de la solution prdcgdente avec la solution 
&ABEL, remarquons qu'en posant y - -  t x  l'expression (I3) de f ( x )  devient 

1 

sin nz F x~tqr + nx~-l~(xt) _ 
f ( x ) - j ~ = t ~  ,u , 

0 

et le second membre est la d6riv~e par rapport ~ x de l'int~grale 

Si donc on 
mgme d'ABEL 

1 X 

sin n~ / x" ~ (xt) dt __ sin n~r f ~ (y) dy 
(~ - -  t)~-" ~: j (~ - -  ~--~" 

0 0 

pose ds  = f ( x ) d x ,  la formule (t3) conduit h la formule 

8 - -  

x 

sin n r c /  ~(y)dy 
~r (x - -  y ) l -n  . 

0 


