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0BER DIE METACYKLISCHEN GLEICHUNGEN V0N PRIMZAHLGRAD 

VON 

A. W I M A N  
i n  U P S A L A .  

w 1. ~ e f e r a t  ~tber d i e  A r b e i t e n  y o n  A b e l ,  K r o n e e k e r  u n d  

H e r r n  Weber .  

Wie lebhaft sich ABI~/~ fi~r alas Problem der algebraisehen AuflSsung 
der Gleiehungen interessiert hat, ist aus wiederholten Ausserungen in seinen 
Briefen ersichtlieh. 1 Zun~chst war es ibm gelungen den ersten vollstiin- 
digen Beweis zu erbringen, dass die allgemeinen Gleiehungen yon hSherem 
als dem vierten Grade nieht dureh Radikale auflSsbar oder, wie wir mit 
Herrn WrBER sagen wollen, nieht metacykliseh sind. Durch eine Ver- 
tiefung der hierbei angewandten Methode wollte er alsdann zeigen, wie man 

�9 alle metacykhschen Gleiehungen aufstellen kann. ~ Seine diesbezfigliehen 
Untersuehungen waren leider bei seinem friihzeitigen Tode unvollendet. So 
hat er die wichtigen S~tze, vermit~elst deren die Aufgabe anf primitive 
metaeyklisehe Gleiehungen yon Primzahlpotenzgrad reduziert wird, ohne 
Beweis hinterlassen (Oeuvres II ,  p. 222). Beziighch der metaeyklisehen 
Gleiehungen vom 5. Grade hat er in einem Briefe an CRrLLS (Oeuvres 
II ,  p. 266) die allgemeine Gestalt der Wurzeln angegeben. Eine enf~ 
spreehende Darstellung fiir die Wurzeln einer metaeyklisehen Gleiehung 

In einem Briefe an HOL~BOE (Oeuvres  II,  p. 260)bezeichnet er diese Aufgabe 
als sein ~Th6me favori~. 

Hier lassen wir unerSrtert die wichtigen Klassen yon speciel~n metacyklischen 
Gleichungen, welehe ABEL entdeckt hat, wie die nach ihm benannten AB~.L'schen, sowie 
die damit verwandten Gleichungen der komplexen Multiplikation. 

A~ta mat/urma2/a, 27. Imprim~ Is 5 janvier  1903. 
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yon einem beliebigen Primzahlgrade p wurde yon KRON•CKER bei seiner 
Wiederaufnahme des Problems gegeben. ~ Hierbei treten als Endradikale die 
ptr Wurzeln aus gewissen GrSssen r auf, welehe ihrerseits einer eyklisehen 
Gleiehung yore Grade n genfigen, wobei n einen Teiler yon p -  I bedeutet. 
In  seiner sp~teren Note gab KRONECKER ftir diese GrSssen r explieite Aus- 
drfieke dutch KreisteilangsgrSssen, wobei er den freilich erst in neuerer 
Zeit yon den Herren WrB~.R and HILBrRT bewiesenen Sa~z benutzte, dass 
alle im absoluten Rationali~tsbereiche A_Bm,'sehen KSrper Kreisteilungs- 
k6rper sind. Es war aber noch kein Beweis gegeben, class die Wurzeln 
einer metacyklischen Gleiehung yon Primzahlgrad sich wirklieh in der an- 
gegebenen Weise darstellen lassen. Ein soleher wurde erst yon Herrn 
WEB~.R erbraeht. ~ Die Form der Wurzeha, um welche es sieh bei diesem 
Beweise handelt, ist jedoeh in gewissen Fiillen nicht als die eigentlieh 
naturgem~sse zu betrachten. In  der Tat hatte sehon KRONECKER, wie oben 
angedeutet wurde, eine Fallunterscheidang eingefiihrt. Die verschiedenen 
F~lle beziehen sich, wie wit hier zeigen woUen, in ziemlich komplizierter 
Weise einerseits auf die Gruppe der Gleichung, anderseits auf die ver- 
schiedenen MSgliehkeiten betreffend den gemeinsamen UnterkSrper des durch 
die Wurzeln der Gleichung gebildeten KSrpers and des KSrpers der ptOn 
Einhei~wurzeln. 

w 2. D i e  G r u p p e  des K ~ e r s  R(x, ~). 

Es sei mit R der zu Grunde gelegte Rationalit~itsbereich bezeichnet. 
Die Wurzeln xo, x~, . . .  xp_~ der Gleiehung bestimmen einen KSrper R(x) 
fiber R. Werden hierzu noch die p~n Einheitswurzeln adjungier~, so er- 
h~l~ man einen K6rper R(x, s). 

Die am Ende des vorigen Paragmphen besproehenen Verhiiltnisse be- 
ruben nun darauf, das die einzelnen Radikale, welche in den Ausdrficken 
ffir die Wurzeln auftreten, nicht dem K6rper R(x), sondern erst dem 
K6rper R(x,  z) angehSren. Da es sieh also um GrSssen in diesem KSrper 

1 Berl. Ber. 1853, p. 365; I856, p. 203. Doeh ist es, naeh den uuvonst~ndigen 
Notizen zu urteilen, welche aus dem Naehlasse ABEL'S hieriiber publiziert worden sind 
(Oeuvres II, p. 233--243), hSchst wahrscheinlieh, dass schon ABEL die fragliche Dar- 
stellung gekannt hat. 

2 Marb. Ber. I892 , p, 3; Algebra I, Absehn. 18. 
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ist zuni~ehst die zugehSrige Gruppe zu best~immen. Da die 
sein soll, so lassen sieh die Wurzelu in solcher 

handelt, so 
Gleichung irreduktibel 
Weise ordnen, dass fiir 

(S)  - -  

(T) x" = x,r (,=0,, ..... p-l) 

die Gruppe G des KSrpers /~(x) dutch die Subs~itutionen S und T erzeug~ 
wird, x wobei die Indices nach dem Modul p genommen werden sollen, g 
eine Primitivzahl naeh 1o, und e einen Teller yon p - - I  bedeutet. Die 

Gruppe G hat dann die Gradzahl p(p --i) 
6 

2rri 

Die GrSsse ~ = e p bestimmt bekanntlich fiber den KSrper der ra~io- 
nalen Zahlen einen KSrper k(e) vom Grade p -  I, dessen Gruppe durch 
die Substitution U =  (e : e r erzeug4 wird. Der Einfaehheit halber machen 
wir, falls nicht ausdriicklich anderes vorausgesetzt wird, die Annahme, im 
Rationalit~tsbereiehe /~ sei kein hSherer UnterkSrper yon k(e) als der 
K6rper der ra~ionalen Zahlen en~halten. Der K6rper R(z) fiber R hat 
dann ebenfalls den Grad p -  I, und die Gruppe f dieses K6rpers l~ss~ 
sieh du reh U erzeugen. 

Den gemeinsamen Unterk6rper, welchen die fiber R aufgebauten K6rper 
t~(x) und/~(z)  gemein haben, bezeichnen wir mi~ R(a), we a eine den K6rper 
bestimmende Gr6sse bedeutet. Dieser K6rper muss zu ausgezeiehneten Unter- 
gruppen yon sowohl G a l s / '  geh6ren, welche je yon gleichem Index sein 
sollen. Die ausgezeichneten Untergruppen yon G sind nun den Teilem 

yon p - -  i zugeordnet, so dass zu jedem solchen Teller e 1 eine (lurch S und e 
T e' erzeugte Gruppe geh6rt, Den gleichen Index el besitzt die durch U e, 
erzeugte Untergruppe yon / ' .  Sowohl durch T als dutch U wird offenbar 
die Reihe der zu a eonjugierten Gr6ssen a, a 1 , . . . ,  ae,-~ cykliseh versehoben, 
und es gieb~ ffir e~ > i immer eine Operation U z, we l eine relative Prim- 
zahl gegen e 1 sein muss, welehe dieselbe Versehiebung wie T bewirkt. 

Die Gruppe A des K6rpers/~(x, e) l~isst sieh dureh die Subs~i~u~ionen 
ausdrfieken, denen bei ihr die den KSrper bestimmenden Gr6ssen x und s 
unterworfen werden. Wie sofort ersiehtlich, dfirfen bei A nut solche Sub- 

Vergl. (~ALOIS, oeuvr., p. 47- 
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stitutlonen in R(x) und R(e) gleichzeitig ausgefiihrt werden, bei denen 
die GrSsse a in dieselbe conjugierte GrSsse iibergefiihrt wird. Umgekehrt 
muss auch A alle Operationen yon dieser Eigensehaft enthalten, derm 

anderenfalls w~ire der Grad yon A nicht p -  i real so gross als der e I 
Grad yon G. Dies muss abet der Fall sein, well der KSrper R(x, s) in 

Bezug auf R(x) den Relativgrad P - - i  besitzt, welche Tatsache aus dem 

Ums~nde folgt, dass R(x) keinen hSheren UnterkSrper yon R(e)als  R(a) 
vom Grade e 1 enthalten daft. Bezeichnen ~ bez. ~1 die beiden oben 
besprochenen ausgezeichneten Untergruppen yon G bez. / ' ,  so lassen sieh 

die P(P-- I)20perationen yon A in der folgenden Weise darstellen: 

(I) ( E ,  X,); ( T Z ,  U 'Z , ) ;  . . .  (T~,-1Z, U'(~,-')E,), 

wo die Substitutionen yon ~ und ~ auf alle mSglichen Weisen kom- 
binier~ werden. 1 

w 3. D i e  R e s o l v e n t e n ,  

Vermittelst der symmetrischen Funktion 

x0 -t- xl ~- . . .  ~- %-1  ---- A 

und der sogenannten LAGRANGE'schen Resolventen 

($i X) = X 0 "~  ~iX 1 + . . .  + $i(P--1)•p__ 1 

giebt man bekanntlich die Wurzeln der Gleichung in der Gestalt: 

~ [  '=1~ ] 
(2) x, = A + Z ~-"(~', x) 

t=l 

Man hat also in diesen Ausdriicken die pU" Wurzeln aus den Gr6ssen 

p, -~  (~', x)p 

In dem allgemeineren Falle, wo R einen UnterkSrper yon k(e) vom Grade 

enthglt, hat man als Grad von R(~). Es muss dann e~ auch Teiler yon 

sein, und die Gruppe A besitzt den Grad P ( P - -  I)2 
e ~  
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zu ziehen. Wi t  wollen nun zun~chst die Gruppe des durch diese Gr6ssen p 

bestimmten K6rpers R (p )  ermitteln und dann nachweisen, wie die Radikale ) 
(e ~, x) durch ein einziges von ihnen und Gr6ssen im K6rper R ( p )  sich 
rational ausdriicken lassen. 

Erstere Aufgabe erledigen wir, indem wir untersuchen, welchen Ein- 
fluss die Substitutionen yon A auf diese Gr6ssen p ausiiben. Bleiben 
n~imlich alle Gr6ssen p bei einer Untergruppe A ,  welche innerhalb A 
ausgezeichnei sein muss, invariant, so ist die fragliche Gruppe als Faktor- 

A 
gruppe ~ zu eharak~erisieren. Hierbei haben wir, da S offenbar keine 

Vertauschung unter den p bewirkt, nur Substitutionen yon der Gestalt 
T ~ U ~ in Betracht zu ziehen. Eine solche Opera~ion fiihrt 

p ,  = [Xo + (3) 

in 

(3') 

iiber. 

~ihg Iz ~p 

:Nehmen wir noch auf den sprier zu beweisenden Satz Bezug, dass [fiir 
# - -  e2 ~ o (rood p - -  I)] wenigstens zwei Gr6ssen p~ und pigz-a yon einander 
verschieden sind, so k6nnen wit jetzt den Satz aussprechen, dass die Gruppe 

yon R(p )  cyklisch ist und den Grad p - -  ~ besitzt, wo e2 den gr6ssten Teiler 
e~ 

yon 1 9 - - I  bedeutet, welcher bei jeder zuldssigen Kombination yon ,u und ]t 

in # - -  e2 aufgeht. :Nach (I) ist /~ ---- kl q- k~e~ , 2 ~ k + k:e~ , also /~- -e2  
k(l ~ e )q-k~e~- -k~ee~ ,  wo die ganzen Zah]en k, kl und k~ nach den 

beziiglichen Moduln e~, P ~ -  und p --  i beliebig genommen werden k6nnen. 
~1 eel 

ttieraus ersieht man, dass e~ den grO'ssten gemeinsamen Teller von e I und 

e ~ l  darstellen muss. Die Gr6ssen p zerlegen sich in e~ Sys~eme yon je 

p - -  t conjugierten Gr6ssen, so dass die Gr6ssen p~, pig~, -. �9 p,.gr--~-~ jedes- 
e~ 

mal zu demselben Systeme geh6ren, wobei na~iirlich die Indices i ,  igor , . . .  

nach dem Modul p zu nehmen sind. 
Bei der Aufl6sung einer meCacyklischen Gleichung yore Grade p sind 

also yon Bedeutung: 

I) die Gradzahl-P(P-- i )  der Gruppe der Gleichung; hier giebt es so 
e 

viele M6glichkeiten, wie p ~  i Teiler besitzt; 
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2) der Grad e, des gemeinsamen Unterk6rpers yon /~(x) und /~(e); 
die Anzahl der M6gliehkeiten ist hier gleich der Anzahl der verschiedenen 

Teller yon P~---~ �9 
e 

3) fiir e 1 ~ I der Exponent l in der Operation TU z, welehe in der 
Gruppe des K6rpers R ( x ,  ~) auftritt;  da l nach dem Modul el, und zwar 
als relative Primzahl, zu nehmen ist, so giebt es hier ~(el)MSgliehkeiten.  

Is t  eine Gr6sse p ~ o ,  so versehwinden nach den Grunds~itzen der 
GALols'schen Gleiehungstheorie auch die iibrigen GrSssen p ,  welche dem- 
selben conjugierten Systeme angehSren. Es muss aber mindestens ein 
System yon Gr6ssen p geben, dessen Glieder nicht identiseh verschwinden; 
anderenfalls w~iren ja naeh (2) die Wurzeln x gleich gross und rational. 
Es l~isst sich immer durch geeignete -Wahl der Indices der Wurzeln er- 
reichen, das Pl ---- (r x) p nicht verschwindet. 

Wir  wollen jetzt beweisen, dass die nicht verschwindende Gr6sse p~ bei 
keiner Operation yon A, welche in A nicht enthalten ist, tmge~ndert 
bleiben kann, also eine primitive GrSsse in dem zu A geh6rigen Unter. 
k6rper yon R ( x ,  e) darstellt, so dass alle Gr6ssen des fraglichen Unterk6rpers 
sieh rational durch p~ ausdriicken lassen. 

:Nach (3) und (3') geniigt es ftir unseren Beweis, falls wir nachweisen 
k6nnen, dass pl yon jeder anderen Gr6"sse p~ verscl~ieden sein muss. Nun 
bleibt der Ausdruek 

(4) (g, x) 
(~, x) ~ 

sowohl bei S als bei jeder Operation yon der Gestalt T~U a, also bei allen 
in A enthaltenen 0perationen, invariant. Es gelten mithin Relationen 
yon der Gestalt 

(5) x) = x)', 

wo die r, solche GrSssen des K6rpers R(x ,  ~) bedeuten, welehe die Opera- 
tionen yon A zulassen. W~ire nun fiir ein besonderes i 

so h~itten wir eine Relation 

woraus nach (5) 

z)p, 

(~, x)'-'r, ---- ~ .  
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Da 
i ~ x (mod p) 

so lassen sich die ganzen Zahlen k und k 1 so bestimmen, dass 

k ( i - -  I) ~- I "4- k~p. 

Aus der Relation 

wiirde man dann erhalten 
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(~, x) = pi-~rT:% ~'. 

Man h~itte also fiir (e, x) einen Ausdruck, dessen s~mmtliche ~aktoren bei 
der Operation S unge~indert bleiben sollten. Dasselbe wiirde dann auf 
Grund der Relationen (5) fiir ~mmtl iche  Resolventen (e ~, x) gelten, und 
mithin nach (2) fiir die Wurzeln x. Wir  sind also durch unsere hnnahme 
Pl----P~ auf die Ungereimtheit  gestossen, dass die Wurzeln x die Operation 
S zulassen soll~n. 

•ach der jetzt bewiesenen Eigenschaft der GrSsse P l ,  dass sie eine 
primitive GrSsse des zur Gruppe A 1 gehSrigen UnterkSrpers yon R(x ,  e) 
liefert, kSnnen wit den Relationen (5) die folgende Form geben: 

(6) (~', x) = f , (p , ) (~ ,  x)', 

"wo die f~ rationale Funkfionen bedeuten. Fiihr~ man in einer l~elation (6) 
die Substitu~ionen yon A arts, so erh~lt man 

(7) (,'r x) "~ ( P - -  ' ) ~--- . I = f , ( p ~ ) ( ~  , x)' ~ o ,  ~ , . .  , ~, 

and zwar hat  man p - - 2  solche Systeme yon Relationen (7), da man in 
(6) liar i irgend eine yon den Za]alen 2 , 3 , - . . , 1 9 ~  : setzen kann. 

Avta mathematiea. 27. Impr imd le 5 janvier  1903. ~ 2  
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w 4. D i e  W u r z e l f o r m e n .  

Die folgenden Relationen erh~ilt man direkt aus 
man die Bezeichnungsweise etwas /indert: 

(6) and (7), indom 

(e g~', x)(~, x) -g~" : k0 ; 

(8) (~'~, x)(~ ~'~, x) -~' = k,; 
�9 �9 ~ ~ * �9 �9 �9 . �9 * . �9 �9 �9 

e 2  

H_ierbei ist, wenn ko = k(p~) gesetzt wird, 

k~ = k(p~ . , ) ,  

so dass die k~ ein System yon conjugierten Gr6ssen des K6rpers R ( p )  bilden. 
Wenn  wir diese Funktionen k0, kl, . . .  , k ~ _ ~ -  I der Reihe nach zu 

den Potenzen gP-~-~, g ~ - l - ~ , . . .  I erheben und dann multip!izieren, so 
heben sich im Produkt der linken Seite yon (8) alle Resolventen mit  Aus- 
nahme yon (e, x) heraus, und man bekommt 

(9) (e , x) '-gP-l  = kg~-'-~'kgP-~-'~o 1 . . .  kp_, , 

Wir w/ihlen g, was immer m6glich ist, so, dass 

g ~ - i  I ~ p  (rood p2). 

Es sei n/imlich fiir eine besondere Primitivzahl g~ nach p 

a,~- ' - -~  =_ lp (rood f ) .  
Wit  setzen dann 

g -----g~ -I- rap, 
so dass 

und es 1/isst sich immer eine ganze Zahl m so bestimmen, dass die Kon- 
gruenz 

l - -  ~91 v--2 ~ I (mod p) 
befriedigt wird. 
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l~achdem wit durch die Rela~ionen: 

171 

I - -gp -a -~p - -hp2;g~- - - - -pq~- l - r , , o<r ,<p  (~=0,~ ..... p-~) 

die ganzen Zahlen h, q~ and r~ ermit-~elt haben, setzen wir 

(e, z)hPk~-a-,,k~'-2e,...  = Ko(pa). 

Es geht dann (9) in 

(Io) (~, x) p = [Ko(p,)]Pk~,-~-,~k? -1-~ . . . .  k~_, , 

fiber. 
Es l~ss~ sieh beweisen, dass die Gr6ssen k~ primitive Gr6ssen des K6r- 

pets R(p) darstellen, so dass keine zwei unter ihnen einander gleich sein 
k6nnen.- Geh6r~en n~mlich diese Gr6ssen schon zu einem Unterk6rper yon 

R(p) vom etwaigen Index P - - I  - - ,  SO wiirden sie die Substitution (p~ :pger 
e 2 e a 

zulassen. Man h~i~e also 

k i ~ ki+e3 ~ k~+ee ~ = . . .  ~ k i + p _  1 
e2 

- -  - - e  3 

wo wir i < e8 annehmen wollen. In (9) w~re mithin k~ zu der Potenz 

+ + . . .  + 

erhoben. Diese Summe ist aber durch p teilbar. Es sind ja die betreffenden 

P I 
Glieder Wurzeln der Kongruenz 

e~ e 3 

p-1 (es-0(p-a) 
X ez% ~ f f  e 3 (mod p). 

Offenbar ist~ dann auch die Summe der zugeh6rigen Reste 

r ~ _ l _ i e 2  2f_ rp- - , - ie2-e3e2  "3 I- " ' "  + re3er--ie2 

dureh p teilbar. Man wiirde also, falls man in (IO) beiderseits die pt~ 
Wurzeln auszieht, fiir (r x) einen rationalen Ausdruek (lurch z und Gr6ssen 
des KSrpers R(p) erhalten. Wir batten aber schon im vorigen Para- 
graphen Gelegenheit, den Widersprueh bei einer solehen Folgerang hervor- 
zuheben. 
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Werden in (I0) die Substitutionen yon A atmgefiihrt, so erhiilt man 
p - - I  
- - - - -  x neue Relafionen: 

es 

(x x) (:"~ x)" = r ~ , ' ~  , : : ~ - , - ~ , : , - , - , ~ ,  k,_,  ( ~ =  1 2 ... P----' x), [.~J-O ~, fJr ~ v  v 'Wy+l - . -  ~ ~ ~ ez 

wo die Indices ~ A-i nach dem Modul p - - i  
~s 

Schreiben wit zur Abkiirzung 
1 

- -  genommen werden. 

so ergiebt sich aus (Io), indem man reehts und links die pte= Wurzeln 

auszieht, 

(x 3) (z, x) /~,' '&- ' -" :~ -~ -~ ' :  = o L P l )  o " I . . .  vp_~  
e2 

I n  entsprechender Weise orhal~en wir aus (I I) 

(I4) (:- )< < ,--: , x) = K o ( p : ~  ~ - ' - ~  " ~  . . .  r ,_ ,  = I . . .  ~ ) ,  
e s 

wo die Radikale v, in derselben Weise genommen werden kSnnen wie in 

(I3). Nach (8) hat man ja 

ue 2 ( :  , x)(~ x ) - : ~ =  k k:: k~ ('-'e: 
, --1 v--2 . . . .  

Man ersieht aber aus den in diesem Paragraphen gegebenen Relationen 

leicht, dass diese Ident4t/it nicht  bestehen wiirdc, fails bei der obigen 
Wahl der ry auf der rechten Seite yon (I4) noch eine Potenz yon ~ als 
Fak~or hinzuk~ime. 

Einen iihnlichen Ausdruck erhiilt man fiir jede Resolvente (z i, x). 

Zuniichst l~sst sich setzen 

i _ ~  g"~+":  (mod p) [o  < I t  < e2, O<p< ])- I 1 . 
e 2 

Aus den Relationon (6), (7), (I3) und (I4) erschhesst man dann, dass 

Identit~ten yon der Gestalt 

( , s )  ( :§  ~ ) =  K, , (m- , ) : : -1- ' ,+ , ' :  ,'-'-~':+,~ . . .  ~,' 
~+I '~--I 
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bestehen mfissen, wo eine gegenseitige Abh~ngigkeit zwischen den e2 Funk- 
tionen K0, K~, . . . ,  ~'~_t nicht stat-bfindet. Der Wurzelausdruck (2)nimmt 
jetzt die folgende Gestalt an: 

~ I  p.fe2~l I ~ = p - l - 1  t=p--l__l ] 
e2 e 2 

(I6) A + ]~ E Kg (p,,e,) -[[ r "p-'-(*+')'+t'~+, ! 4 

~=0 u~O i=0 --I 

Es ist unmi~elbar ersiehtfieh, dass (i6) in einen Ausdruek yon der- 
selben Sehreibweise fibergeht, falls man irgend eine Operation der Gruppe 
A ausffihr~. Man finde~ auch, class der Ausdruck nut p Wer~e annehmen 

1 
kann, wie man aueh die Radikale k~=-r~ bestimmen mag. In  der Tat, 

2kwt 
multipliziert man das Radikal r~ mit dem Fakf~r e P, so hat dies dieselbe 

2kn~ 
Wirkung, als ob man dem Radikale r0 den Faktor e -V~p-I-~e' hinzuffigr 
Man erhdlt mithin alle mO'glichen Werte yon (I 6), indem man unter beliebiger 
Fixierung der iibrigen Radikale dem Radikal ro seine p versehiedenen Werte beilegt. 

Bei seiner Herleitung der Wurzelform betrachtet Herr W~B~a zu- 
niiehst xo, xl, . . . ,  xp_l als unabh~ngige Variable. Erst nachdem die nStigen 
Siitze fiber die LAGRANGE'schen Resolventen entwiekelt worden sind, macht 
er die Festsetzung, dass die Variablen x die Wurzeln einer irreduktibeln 
metacyklisehen Gleiehung vom Grade p sein sollen. In soleher Weise er- 
h~ilt er eine in allen F~illen giiltige, yon der Rolle, welche die pten Einheits- 
wurzeln gegenfiber dem K6rper R(x) spielen, unabh~ingige Wurzelform, 
und zwar yon der Gestalt (I6) ffir den speciellen Fall e~----I. Diese Ver- 
schiedenhei~ in den Endresultaten daft natiirlich nur scheinbar sein. Bei 
Herrn WrBrR sind die p - -  I GrSssen k0, kl, . . . ,  kp_a die Wurzeln einer 
cyklisehen Gleiehung. Diese Gleichung braucht aber nieht irreduktibel zu 
sein, sondern kann in e~ verschiedene Faktoren zerfallen, wo e~ einen be- 
liebigen Teller yon p - - I  bedeuten kann. Der KSrper, welchem die 

Gr6ssen k~ angehSren, besitzt mi~hin den Grad p - - i  Wollfe man nun 
e 2 

die in der Wurzelform des lZferrn W~.BER anf4retenden GrSssen k~ und K~ 

dutch ein conjugiert~s System y o n - P - - i  Gr6ssen des fraglichen K6rpers 
e 2 

darstellen, so wfirde man eben auf unsere Fallunterscheidungen gelangen, 
so welt sie in (I6) ihren Ausdruck finden. 
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Es driingt sieh noeh die Frage aaf, wie man, wenn die GrSssen k~ 
oder p, gegeben sind, also ans der Besehaffonheit einer Wurzelform (I6), 
die Eigensehaften des zugehSrigen KSrpers R(x) ablesen kann. In erster 

Linie handelt es sich dabei am den Grad p(p - - i )  der Gruppe G, sowie 
e 

um den Grad e, des gemeinsamen Unterk5rpers R(a) yon R(x)und R(e). 
Die Erledigung dieser Fragen beruht auf zweierlei Erwiigungen. Zu- 

n ~ h s t  l~sst sich beweisen, dass der gemeinsame UnterkSrper R(~) yon 

R(p) und R(e) den Grad ee, besitzt. In der Tat muss jede Operation 
e t 

derjenigen Untergrappe A~ von A, zu welcher der KSrper R(~) gehSrt, 
sich durch Kombination zweier Operationen erzeugen lassen, yon denen 
eine auf die GrSssen in R(p), die andere auf die GrSssen in R(z)keinen 
Einfluss iibt. Hieraus erschliesst man, dass A~ sich durch Kombination yon 

A 1 and T el erzeugen liisst nnd folglieh als Untergruppe yon A den Index ee-z~ 
e~ 

besitzen muss. Diesen Umstand k6nnen wir benutzen, um das Produkt ee~ 
zu ermitteln. 

Als Unterk6rper yon R(p) geh6rt R(~) zu der dutch die Substitution 
Q91 :p~ee~) erzeu~en Gruppe. Nun wissen wir aus w 3, dass eine Operation 

T a U :~, welche ja e durch ~'~ ersetzt, p~ in pg,,~-,~ iiberfiihrt. In Bezug auf 
die GrSssen des K6rpers R(~) ist also die Operation nur dann mit (p~ :pg,~) 
iiquivalent, wenn 2 durch e~ teilbar ist. Dann soll aber e~ ebenfalls Teller 
yon fL sein, und wir haben, um e~ zu bestimmen, nur darauf Rticksicht 

zu nehmen, dass die Operationen (p~ :pg,~) und (z:z ~'~) dieselbe Umordnung 
anter den Gr6ssen des K6rpers B(T]) bewirken, und dass es fiir ~ < el kein 

Paar in soleher Weise iiquivalenter Operationen (p~:pge) und (s :z  9e) giebt. 1 

w 5. Rationale Transformation der Wurzeln. 

Wit k6nnen die K s und kv als ganze Funktionen der jedesmal zu- 
gehSrigen GrSsse p annehmen; nach bekannten Methoden kann man ja die 
lgenner rational machen. Etwaige Faktoren, welche zur  pten Potenz in den 
k~ auftreten, lassen sich aus dem Wurzelzeiehen entfernen und den Funk- 
tionen /gz zufiigen. Allerdings erreicht man hiermit nicht immer eine ein- 

Vergl. KRONEC~, Berl. Ber. (1856), p. el4. 
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zige bestimmte l~ormalform ffir die Funktionen k~, wie Verh~ltnisse bei 
ZahlkSrpern lehren, welche ausser Hauptidealen noeh :Nebenideale besitzen. 

Da die GrSssen p eine Gleichung yon Grade p - - i  befriedigen, so kann 
~j 

man die Funktionen Kz und k~ als hSchstens yore Grade p - -  i I betrachten. 
e~ 

Die e~ Funktionen K~ enthalten also als Koefficienten der Potenzen der 
beziiglichen GrSssen p insgesammt p -  I rationale Parameter. 

Unterwirft man nun die Wurzeln x einer rationalen Transformation 

(I 7) y ---- a0 + a, x + . . .  + ar_l x p-l, 

so ersieht man ohne Schwierigkeit, dass die y sich in eben derselben Ge- 
stalt (16) wie die x ausdrfieken lassen, doch so, dass bei ungeiindert ge- 
bliebenen k, die Kz in andere Funktionen iibergefiihrt werden. Da die 
Transformation ( 1 7 ) p  rationale Parameter enth~lt, so kann man dem Aus- 
druck, in welchen (16) fibergeht, p Bedingungen auferlegen, z. B. : 

(,8) A = o ;  K0=  K,=K,, = . . .  

In  der Tat hat man, um diese Bedingungen zu erfiillen, nut  ein System 
yon p linearen Gleichungen ffir a0, a,,  . . . ,  a~_l aufzulSsen, und die Deter- 
minante dieses Systems darf n ich t  verschwinden, well dann eine Wurzel x 
einer Relation yon niedrigerem "als dem pU. Grade genfigen sollte. Da 
also die metacyklischen K6rper yon Primzahlgrad nur yon der .Art abhdngen, 
wie das conjugierte System yon JFunktionen k~ gewdihlt wird, welche ihrerseits 
zu cyklischen K6rpern niedrigeren Grades gehSren, so haben wir hier ein ge- 
eignetes Mittel, um alle metacyklischen Zahlk6rper yon Primzahlgrad aufzustellen 
und zu klassifizieren, sowie die _Kompositionseigenschaflen zweier K6r~er zu 
studieren, welche in Bezug auf einen gemeinsamen Unterk6rper relativ-AB]m'sch 
sind. Bei Benutzung dieses Ausgangspunktes wird man ohne Zweifel die 
schSnen Resultate verallgemeinern k6nnen, welche zuerst y o n  KRONECKER 

und dann yon den Herren W~BER und HILBF.aT fiber die ABEL'sehen Zahl- 
kSrper gegeben worden sind. 


