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QUELQUES PROPRIET]~S ARITHMI~TIQUES DES INTI~GRALES 

ELLIPTIGUES ET LEURS APPLICATIONS A LA TH]~0RIE 

DES FONCTIONS ENTII~RES TRANSCENDANTES 

PAR 

CARL STORMER 
C H R I S T I A N I A .  

Dans plusieurs recherches des mathdmatiques modernes concernant la 
thdorie des fonctions, la thdorie des dquations diffdrentielles, m~me la 
g6omdtrie et la mdcanique on est souvent arr~t6 par des difficultds con- 
sidgrables provenant de questions d'une nature purement arithmdtique qui 
paraissent au premier abord tout-h-fair dtrang~res au sujet. 

I1 est ais6 d'en donner des exemples. Le plus e61~bre est ce probl~me 
g6omdtrique de la quadrature du cercle dent la solution ddfinitive fur 
donnde en i882 par la d6monstration de la transcendance du nombre ~r, 
question d'une nature exelusivement arithmdtique. 

Pour en rappeler d'autres, citons le probl~me de la rdduetion des 
intdgrales ab61iennes, probl~me abordd par ABEL I et traR6 depuis par 
plusieurs des mathdmatieiens les plus cdl~bres, et dent l'importance est 
bien raise en 6vidence p. ex. duns les recherehes modernes sur les 6quations 
diffdrentielles. Ainsi on y revient 2 quand on eherche la condition pour 
que l'intdgrale d'une 6quation diffdrentielle alg6brique du premier ordre 

F(y' ,  y) = o 

' Journal de Crelle, T. I., I826. 
Voir PAINLEV~: Cours professd ~ Stockholm, p. I38--I4I. 

Acta mathematica. 27. Imprim~ le 31 d~cembre 1902. 24 
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oh la variable x ne figure pas explicitement, soit une fonction de x il un  

nombre fini, non donnd de ddterminations. D'apr~s M. PAI~LEV~ ~, ce 

probl~me est bien loin d'etre rdsolu; on est arr~t~ ici par des obstacles 

insurmontables, dus ~ des questions d 'une nature ari thmdtique et c'est 

seulement dans les cas tr~s particuliers traitds par TCHI~BYCHEFF 2 et ZOLO- 

TAREFF 3, qu 'on a rdussi h e n  tr iompher.  

De m~me la question de dgcider si une 6quation diff6rentielle admet  

des solutions p~riodiques, question qui se pose p. ex. dans les recherches 

de la mdcanique c61este (Probl~mes des trois c o r p s  etc.) revient ~ des con- 

siddrations analogues. Pour  voir comment  s ' introduisent  ici des recherches 

arithm~tiques il suffit de renvoyer au m~moire de M. IVAR BEI~'DIXSON" 

S u r  les dquations dif[drentielles it solutions pdriodiques 4. 

On dolt ~t M. BOREL plusieurs exomples qui met tent  en dvidence le 

rble que peuvent  jouer les constantes d 'une  nature ari thm6tique particuli~re. 

Ainsi, l '6quation aux ddrivdes partielles 

d~u ~ d~t 
dx" a ~ ----- f ( x  , y) 

oh f ( x , y )  est une certaine fonction analytique de x et de y et oh a est 

un hombre transcendant  convenablement choisi, peut  avoir cette propridt6 

remarquable, qu'elle n ' admet  qu 'une seule solution p6riodique u et cette 

solution est une fonction non analyt ique ~ de x et de y. 
La thdorie de la convergence des sdries, p. ex. la thgorie du ddve- 

loppement  des fonctions mdromorphes en sdrie de fonetions rationnelles, 

donne naissance h des considdrations analogues 6. 
E n  tout  cas, l 'dtude des hombres incommensurables sur tout  au poifit 

de rue  de leur transcendance forme une des branches les plus difficiles mais 

I Voir 1. c. p. I i et I4I. 
Journa l  de Liouvi l le  I884. 

3 Bul le t in  des Sciences math~ma~iques I879, p. 475--478. 
4 0 fve r s ig t  af Kongl. Vetenskaps-Akad.  FSrhandl ingar  I896. Stockholm. 

Voir diverses notes de ]~I. BOREL darts les Comptes Renders I895 et I899, et 
aussi E. PICARD: S~r le ddvelol~peme~zt dep~ds un si~cle de q~lelq~es thdories fondamentales 
dans l'analyse mathc'matique Paris I9OO, p. 22 .  

6 Voir I-~ADASIARD: L'intermddiaire des mathdmaticiens 19OO, p. 32, et BOREL: 
Contribution h l'db,de des foTwlions mdro~wrphes, Annales  de l']~cole Normale I9OI, 
p. 234 etc. 



Quelques propri4t~s arithm~tique des intSgrales eUiptiques etc. 187 

aussi des plus attrayantcs de l 'arithmgtique moderne. Dans ce qui suit 
nous allons donner une petite contribution h cette th6orie en ddveloppant 

quelques propridt6s arithmdtiques des fonctions et des intdgrales elliptiques. 

i. Limite superieure de I'expresaion I r  dana la theorie de la fonction 
elliptique go(u) de Weierstraas. 

Consid~rons la fonction ~ ( u ) = y  de W e i e r s t r a s s ,  d6finie par l'~quation 
diffgrentielle 

(i) \ d u ]  = 4y~ - - g 2 Y  - - g 8  

a v e c l a  condition iuitiale y----oo pour u = o. 

Comme on le suit, la formule de multiplication de l 'argumcnt  donne, 

pour n entier, go(nu) comme foncfion rationnelle aux coefficients commen- 

surables de go(u), g~ et g3- En  effet, on a 1 

( 2 )  g o ( n u )  ~ go ( u )  = - -  r r 

off lea expressions r sont ddfinies par lea relations rdcurrentes 

(3) r : ! ~ ~'~ 

jointes aux relations initiales 

r  I , r 

r = 3P '  - -  6g'2P 2 - -  393P - - g , 2  

r P ' [ 2 P  c -  zog'~P 4 -  I o g s p  3 ~  '~ : ----- z ogo p - -  2g293 p - -  g~ 29~ a] 

o~ nous avons mis pour abr6ger: 

P d~o(u) g~ ~___ g.~- 
go(u) : p ,  du --  p ' '  4 

On volt par ces formules que r et r sont des polyn6mes p' 
coefficients en t i e r s  de p ,  g.~ et g3. 

1 Voir p. ex. HALPmCN: Traitd des fonctions elliptiques I, chapitre IV. 
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Supposons que p ,  9~ eL y~ aient des valeurs finies donn6es eL cherchons 
une limite sup~rieure pour le module I r  de r 

Appelons r, le plus grand des hombres 

[ r  [r . . .  , [ r  

eL soil d'abord p' d_iff~rent de z~ro. Alors les formules (3) donnent imm6 
diatement 

4 4 

2 4 4 

4 4 

�9 ~ �9 , . ~ . . �9 �9 . . . .  

~*Tn-b2 oh 2 est une constante indgpendante de n. On en tire que v~,+l < 
d'ofi en rempla~ant n par n q- I et en prenant les logarithmes n6p6riens 

(4) log r2.+3 < log 2 q- 4 log ~,+~. 

~ 4  Dans le cas oh p ' =  o, Lous les r seront nuls et l'indgalitd 1r 2.,+~. 
conduit au m~me rdsulLat. 

Cela pos6, soit 

2 ~-~9- 3 < n < 2 " J -  3, 

m 6rant entier positif. L'in~galit~ (4) donne successivement 

log v~o+3 < log 2 -b 4 log r~_,+~ 

log r2--,+8 < log 2 q- 4 log r~-,+3 

log r~ < log ), -b 4 log v,. 

En multipliant ees in6galit6s respectivement par I ,  4 , 4 ' ,  . . . ,  4 ~- '  et en 
ajoutant on obtient 

4" -- I I0~ ), + 4 m log r, < K. 2 ~'' loa" r~.+s < - ~ - - -  ~ 

K 6rant ind6pendant de ~t. 
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Mais 
r, < r~-+8 

et  
2 ~ ~ 4 n2 

ce qui donne l'inggalitd cherchge 

6 ~  2 

(5) I r  ?. < e , 

a 6rant une constante qui ne d6pend que des valeurs donn6es 7t p ,  g2 et g3 
et non de n. 

2. Limites superieures et inferieures de Jp(nu)l, quand g ~ ,  g3 et p(u) sont 
des nombres algebriques donnes. 

Supposons que g~, g~ et p(u) soient des hombres algdbriques donn6s, 
racines d'6quations algdbriques 7t coefficients entiers. Comme on le s~it z, 
il est toujours possible d'assigner un nombre algdbrique auxiliaire V tel que 
g : ,  g~ et go(u)  soient des fonctions rationnelles ~ coefficients entiers de V. 
Comme d'ailleurs tout hombre algdbrique devient un nombre entier algd- 
brique en le multipliant par un hombre entier convenable 2, on voit facile- 
ment  qu'on peut supposer: 

(6) 

g; g, _ i (Mo + Z~p + M~p' + + M ~ _ J  -~) 
4 M " ' "  

I r 

~a(u) =~y(50 +Nip + N,p ~ + . . .  + Nr_~J-') 

off les M o ,  M ~ . . .  N ~ _ I  sont des nombres entiers ou nuls, off M est un 
hombre entier positif et oh p e s t  un hombre entier alg~brique racine d'une 
6quation irrdductible ~ coefficients entiers 

(7) x r -t- a l S  -1  -~- a : x  ~-~ -t- . . .  --~ a , . _ l x  -t- a r - ~  o .  

~ Voir p. ex.: 1)ICARD: Traitd~d'Analyse III, p. 436. 
2 Voir p. ex.: LFJEUZ~E-DI~zCHL~T: Zahlentheorie (I894), p. 525. 
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Reprenons la formule (2): 
i .  o 

~a (nu) = P~"  - -  r  r 
r 

D'apres" les propri6t& connues des r  les fonctions pC _ _ r 1 6 2  
et r sent des polynbmes ~t coefficients entiers de p ,  g~ et g3, homog~nes 

l 1 

et de degr6 n 2 et n ~  I respectivement en p ,  9.'2" et g~.  Par eonsdquent, 
si l 'on introduit pour g~, gs et p les expressions (6), les hombres 

M ' [ p r 1 6 2 1 6 2  = ~., 
et 

seront des hombres entiers alg~briques appurtenant au corps alg~brique 
construit sur la racine p de l 'dquation (7). 

Cherehons des l imit ,  s sup&'ieures de [U,,] et IV.[ .  En appliquant 
l'in6gafit6 (5) on volt tout de suite qu'on peut assigner un hombre positif 2 
ind~pendant de n et tel que 

(8) I I <'1<*'"= 
/ I V , , l < g  ,,,' 

et eela quelqu'une des r raeines p qu'on choisisse duns les expressions (6). 
I1 est facile d'en tirer des limites inf&ieures de [U, I et de I v . I  dans 

les cas ell ils ne sent pas nuls. En offer, supposons que U, ne soit pas 
nul et ddsignons par UJ2 ) , U~,~),... U~7 --a) ses r expressions conjugu6es 
obtenues en substituant dans les expressions (6) pour p les r ~  I autres 
racines de l '6quation (7)- On aura 

a ,  t_,~, . t J ~ . . .  17~: -1~ 

Mais le ddnominateur est la norme de U, et eomme U,, est un nombre 
entier alg6brique diff6rent de z4ro, le module de ec nmane sera ~ 1 '  
En appliquant les in6gali~s (8) on aura done 

t Voir p. ex. DIRICIILET, Zahlentheorie ( I894) ,  p. 535- 
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c'est h dire 

(9) et de m~me, si V,, n'est pas nul 

),' grant un nombre positif indgpendant de n. 
COlllme 

(~o) ~ ( . u ) -  a, 
V. 

on en tire immgdiatement le r~sultat suivant: 

191 

Supposons que ga(u), g2 et g.3 sont des hombres aOdbriques donngs. 
_Jlors, si ~(nu) n'est pas infini on aura 

I I < 

et si ~o(nu) n'est 2as nul, on aura 

Ip(.u)l>e 
oft ,~ et X sont des constantes positives ind@endantes de n. 

3. Limites superieures et inferieures du module d'une fonction algebrique de 
p(niu ~ + n,u, + . . .  + n,u,). 

Le rgsttltat trouvg dans la section pr~cgdente est susceptible d'tme 
ggn~ralisation tr~s 6tendue, que nous allons dgvelopper rapidement. 

Soit A(u)  une fonetion alggbrique de ~#(u), dgfinie par une relation 
algdbrique 

(i i) F~(A(u), ~ ( u ) )  = o 

off F 1 est. un polynbme de A(u)  et de p(u) ,  dont les coefficients sont 
des nombres alggbriques donnges. En 61iminant ces coefficients entre 
l '6quation ( i i )  et ]es 6quations qui les ddfinissent comme des hombres 
alggbriques on en ddduit une relation alggbrique 
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oh F~ est un polynSme de A ( u )  et de ~(u), dont les coefficients sont 
des hombres entiers. 

Posons 
u = nlu I + n2% + . . .  -+- n~u., 

off % ,  u 2 , . . . ,  u, sont des variables ind4pendantes, et off n~, ~q, . . . ,  n, sont 
entiers ou nnls (non nuls tows g la fois). 

D'apr~s le th4or~me d'addition de ~a(u), il existe nne relation alg6- 
brique g coefficients entiers entre go(u), ~ a ( n ~ u ~ ) , . . . ,  ta(n~u,), g2 et &. 
Supposons que g= et ga soient des nombres algdbriqnes donn4s. En 61i- 
minant g~ et ga entre la relation ci-dessus et les ~quations qui les d~finissent 
comme nombres alggbriques on obtient une relation alg6brique 

( ia)  F~ (e ( u ) ,  ~a(~u~), . . . ,  ga(n~u.)) ~-- o 

oh F a est un polyn5me h coefficients entiers de ~a(u), ta(nlu~) , . . . ,  ~(n u~)= 
Enfin, l'6limination de ~a(u) entre les 6quations (t2) et ( I3)donne 

(I4) F(A(u )  , $a(nlu~) , . . . ,  ~d(n~u,)) = o 

oh F est un polyn5me a coefficients entiers de A(~),  t , ) ( % u ~ ) , . . . ,  ~a(n~u~), 
et off 

u = %% + n~u, + . . .  + n~u~. 

Les coefficients de F et son degrd en chacune des variables A ( u ) ,  

gO(haUl), . . . ,  ga(n,u,) sont natnrellement inddpendants de n, , %,  . . .  n~. 

oh 

Cela posd, appliquons la formule de multiplication (2) et posons: 

~a(n,u,) = p.,(u,) 
Q.,(u0 

P.,(u,) = pr r r 

Q,,(u,) = r  

En substituant ces valeurs et en chassant 
l'dquation (i4) pent s'dcrire: 

(is) a0a(u), + Rla(u)'-' + . . .  + R, 

oh les R sont des polynSmes g coefficients 
P,(ul) ,  O , % ) , . . . ,  &~(u3, O,,(u,). 

p o u r  U~. U 

les d6nomina~eurs Q,,(ui) 

---~O 

entiers des qu~alti~s. 
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Supposons maintenant qu'on donne aux variables u I , u~, . . . ,  u~ de 
telles valeurs que p ( u ~ ) , . . . ,  ~(u~) soient 6gaux h des hombres alg6briques 
donnds. Comme il en est de m~me de g~ et g3 d'apr~s l'hypoth~se faite 
plus hauL, on comprend qu'on peut supposer comme auparavant: 

(,6) 
e~ 

,q; = g~ - ~ (M0 + M, p + . . .  + M~,,p~-') 
4 

I t g~ = ~ (M; + l~,p + . . .  + M'~_J-') 

p(u~)  = ~- (N (~) + Ni')p + . . .  + N(~o_ 1 pr-1) 

( i = I , 2 , 3 , . . . , v )  

off les 3Io, 3/1 , . . .  J "L'r--l~(V) soar des hombres entiers ou nuls, oh M est 
en~ier posRif et off p est un hombre entier algdbrique racine d'une 
~quation irrgductible ~ coefficients enfiers 

x" + a ix ~-1 + . . .  + a~_,x + a~ = o. 

Considdrons une des branches de la fonction alggbrique A(u) et 
supposons qu'elle prend une valeur finie A,  pour les valeurs de g~, ga, 
~(ul) ,  . . . ,  ~o(u,) donnges plus hauL. Cette valeur A sera racine de l'6quation 
(z5), quand on substitue pour g2, g3, p(ul) etc. les valeurs en question. 
Cherchons d'abord des limites sup6rieures eL infdrieures du module d'un 
coefficient quelconque Rs de eetfe 6quation. 

En se rappelant la d~finition des R, eL en appliquant les rdsaltats 
de la section pr~eddente, on volt que 

;~+~2~.~+.. .+~ ,~2 
M ~ ~. I ts  

sera un hombre entier alg~brique appartenant au corps algdbrique const-ruit 
sur la racine p, pourvu qu'on choisisse les hombres entiers 2, qui sont 
indgpendants de nl ,  . . . ,  n~, assez grands. En ddsignant par n ~ le plus 

2 grand des nombres n~, n ] , . . . ,  n~ on voit que 

/~: = M ~'~2 . R s  (s~0,1,~,...,~) 

sera entier Mggbrique, ,~' 6tant un hombre entier inddpcndant de n e t  de s. 
Acta matlurmatlva. 27. I m p r i m 6  le 31 ddcembre  1902. ~ 5  
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Cell pos6, en appliquant les indgalit6s (8), on aura d'abord 

('7) In, l<e 

2 giant inddpendant de n e t  de s, et si R, n'est pas nul, on trouve comme 
auparavant pour le nombre entier algdbrique R" que 

c'est ~ dire 

(,8) IR, I> e-,' % 

/z dtant inddpendant de n e t  de s. 
Cela fair, il est facile de trouver une limite supdrieure de I AI .  En 

effet, comme A, qui est supposd fini, est racine de l'dquation (I5) , il faut 
que Pun des coefficients R0, R ~ , . . . ,  Rq_~ soit diff6rent de zero; soit R,~ 
le premier de ces coefficients qui n'est pas nul. 

Alors une formule connue L donne 

R 
IAI<,  + 

oh R est le plus grand des nombres IR01, . . . ,  IR~I. En appliquant les 
in6galitds (x7) et (18) on en ddduit 

[ A I ~ eu'~ , 
K giant inddpendant de n. 

Dans le cas oh A n'est pus nul, on trouve de la m~me mani~re pour 
I AI une limite infdrieure de la forme e - x ' ' ,  K'  6iant ind6pendant de n. 

Nous uvons ainsi le thdor~me: 

Th~or~me 1. 

Soit go(u) la fonction elliptique de Weierstrass construite avec des in- 
variants g~ et g~ q~ti sont des ~wmbres algdbriques donn(;s, et soit A(u)  ,t,~e 
fonction alg~briTte de ~;~(u), lide d celle-lh par une dquatiou algdbrique 

F(A(u)  , i.~(u)) ---- o,  

dont les coefficients sont des hombres alg6briques. 

' u p. ex. SEP, aET: Cours d'Alg~bre supdrielere I, chapitre III. 
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Enf in  soient u~ , % ,  . . . , u~ des valeurs de u telles que p (u l )  , ~ ( % )  , . . . ,  

~(u~) ont des valeurs alg~briques (finies) donn~es, et soient n 1 , n~ , . . .  , n, 

des hombres entiers, qui ne sont pas tous nuls; d~signons enfin par n ~ le 

p lus  grand des hombres n~, n ~ , . . . ,  n~. 

Cela pos~, si A(nlu~ "4- . . .  -I- n~u~) n'est pas  infini on aura 

(~9) 

at si cette quantitd n'est pas  nuUe, on aura 

(=o) [ A(nlu, + n~u~ + . . .  + n,u~) I > e -~ ' '  

oit ~ et ~' sont des constantes positives ind@endantes de n ~. 

Comme on le salt., toute fonction analytique qui poss~de un thdorOme 

d'addition alg~brique, est une fonction algdbrique de la fonction ~ ( u ) ,  corres- 

pondant  d des invariants  g~, g8 convenablement choisis. On congoif alors 
commen~ le th6or~me I pout ~tre appliqu6 ~ de felles fonetions. 

Dans le cas beaucoup plus simple oh A ( u )  est une fonction algfi- 
brique de sin u, cas qui pout  ~tre regard6 comme cas particulier du e a s  

gdn~ral, la mgme m~thode donne ais6ment le r6sultat plus simple: 

Soit A ( u )  une fonction algdbrique de sin u,  lide 5 cette fonction par  une 

dquation algdbrique dont les coefficients sont des hombres algdbriques donnds. 

Soient de plus  ul , . . . ,  u, des valeurs de u,  telles que sin ul , sin u2, . . . , sin u~ 

sont dgaux it des hombres algdbriques donnds. Enf in ,  soient n l , . . . ,  n~ des 
hombres entiers non tous nuls et ddsignons par  n le plus grand des hombres 

ln l,ln l, . . . ,In, I. 
Alors, si A(nxux + n~u 2 + . . .  + a~u~) n'est pas infini, on aura 

]A(nlu 1 + n~% + . . .  n,u,)l < e ~" 

1 On pourrait sans doute appliquer ce t h ~ o r ~ m e  a u x  recherches arithm6tiques d e s  

courbes a]g~briques, commenc6es par M. POlI~CAR~. (Journal des ]~ath6matiques 
pures et appliqu6es, I9OI ). 
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et si cette quantitd n'est pas nulle, on aura 

(2:) I a(,*,u, + n~u~ + . . .  + ,+~u~) I > e -~''` 

or ~ et a' sent des constantes ind@endantes de n.  

4. Application aux int6grales elliptiques et ab61iennes. 

Consid&ons l ' int6~le dliptique correspondant ~ z-----~a(u)" 

u f q  ay 4Y - -  g,Y - -  g3 
z 

l'int6grale 6f~nt prise le long d 'un chemln d'intdgration allan~ du point z a 
l'infini et 6vitant les points critiques, racines de l ' tquation 4y 8 - & y  - -gs - - - -o .  

Supposons de plus que le ehemin d'int6gration n'entoure ces points critiques 
qu'un nombre fini do lois. 

Alors, comme on le sai~, l 'intdgrale sera finie pour routes les valeurs de z. 
D 'un  autre cbtt, u = o es~ un pble de second ordre pour la fonetion 

p(u) ,  et darts le voisinage de u = o,  on aura 

I z=~+.E., 

E,  ~ndan t  vers z&o avec u. On en tire 

I I 

oh E" tend vers z6ro avec u, et oh la racine carr6e est choisie avec une 
d~termination convenable. 

Cela pos~, supposons que g~ et~ g8 soient des nombres alg6briques 
t I t dennis  ainsi que zl, zl, z~, z~, . . . ,  &, &, et consid&ons la somme 

P r * 
Z 1 2 2 ZV 

n, - = + . . .  + v = . ,  . - ~  + ~/ a V ~/ ~- 
151 2 2 Z v 

oh R ~ 4 z 3 ~ g 2 z - - & .  
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En posant 

u,--- 4R-' 
2r Z~ 

197 

on aura 

U ~  n l u l -  n lu l  Jr- . . .  Jr- n ~ u , -  n~u:-. 

Supposons que n~, n~, . . . ,  n~ soient des nombres entiers, non tous nuls, et 
soit n: lu plus grande des quantitds n~, n ~ , . . . ,  n~. Cherchons une limite 
inf@ieure de I UI dans le eas off U n'est pas nul. Alors pour U assez 
petit, on aura d'apr~s l 'gquation (23): 

I r l >  -~ , 

I~(:)1: 
K dtan~ une constante finie > o .  

Mais en choisissant dans le thdor~me I , A ( u ) =  p ( u )  on a 

l t ~ ( n : u , - -  n,u; + . . .  + n~u,-- n~u:) I < e ~" 

co qui donne 

IVl>  
e~ nous avons ainsi ddmontrd le thdor~me: 

Thdor~me 2. 

V ~V . . 1 Soient g~ , gs , zl , & , & , ~ , . ,  z ,  , z,  des hombres alg~bri~ues dennis ,  

~armi  lesquels un  ou p lus ieurs  des hombres z~, ~ , . . . ,  z: peuven t  ~tre infinis, 

et soit. 
" 1~  ~ 4 z  8 ~ g2z - -  & .  

Gonsiddrons la somme 

Zl z2 Zp 

% - - = + . . . + m  
"':J + 

Z 1 ~ Zy 
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o~ n , ,  n~, . . . ,  n, sont des nombres entiers. 

on aura 

(24) 

Si cette somme n'est pas nuUe, 

o6 n ~ ddsigne 

pendant de n .  

n f d z  f d z  f d z  I e -ar 
, j q ~  + ,~,j~/-~, + ... + n,j~,n]-;~ > 
Zl ~2 g~ 

2 le plus grand des noml~'e~ n~, h i , . . . ,  n, et oi~ 2 est indd- 

En appliquant 
obtient de mgme le 

le th6orbme correspondant sur la fonetion sin u, on 

Th6or~me 3. 

8oient z , ,  z~ , z~ , z~ , . . . , z. , z~ des hombres algdbriques, et" soient 

n , ,  n ~ , . . . ,  n~ des hombres entiers. Alors 

L c n dz dz I nl ~ / V - ~  + " , ~ z ~ + ' ' "  + " "  - - -  " (2s)  
> ~--lm 

s'~ n'e~t pus n,,1. n d~s'igne le pl,,~ 9,'a.,~ , ~  .o,,,~.'es In, l , l '~l,  . . . ,In.I 
et ~ est inddpendant de n. 

En appliquant le th6or~me g6nfiral I on pourrait ~tendre ces th6or~mes 
aux intdgrales abdliennes dont la fonction inverse admet un th2or~me d'addi- 

tion alggbrique. Comme une fonction analyCique admettant un th~or~me 
d'addition alg~brique n'aura qu'un hombre ilni de d6terminations clans tout  
le plan et comme elle est li6e avec sa d~riv6e par une gquation alg6brique 

coefficients constants, on volt quelle liaison int6ressante il y a entre ces 
questions et le probl~me sur l '6quation diff~rentielle alg6brique 

F(y ' ,  y) = o 

don~ nous avons parl6 dans 1'introduction. 
Cependant, nous omet~ons iei ees reeherehes, qui nous entralneraient 

trop loin. 
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Des th~or~mes 2 et 3 on peut tirer des consdquences int6ressantes 
pour de grandes classes de nombres incommensurables. 

On en tire en effet: 

C o r o l l a i r e  1 :  

Soit a un nombre r~el et incomme~surable d~fini comme rapport de 

deux int~grales elliptiques: 

~/4z - -  g~z - -  g~ 
z: 

,~ ~/4z 3 - -  g~z - -  g~ 
Z2 

O~ g2 , fill , '~1 , Zl' , Z2 , ~2~' s o n t  d e s  ' ~ w m b r e s  alg~briques donnds, z~' = o e  e t  z~' = o c  

y compris. Soient de plus  n~ et n~ deux hombres entiers qui ~e sont ~oas nuIs 

tous les deux et dgsignons par  n ~ le plus grand de leurs carrgs n~ et n~ .. 

Alors on aura 

> 

~tant une constante ind~pendante de n. 

La m6me indgalit6 subsiste si 

( i  - -  z ' X I  - -  k ' z ' )  
2:1 

.(i/ ( i  - -  z ' ) (x  - -  7 ~ z  ~) 

z~, z~, z2, z~ et k dian~ des nombres algdbriques. 
Du thdor~me 5 on tire de la m~me mani~re: 

C o r o l l a i r e  2 :  

Si a est un nombre r~el et incomme~surable d~fini comme le rapport 

entre deux arcs dont les sinus sont des hombres alg~briques donn~s, on a ,  
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n, et n2 dtant des nombres entiers non nuls tousles  deux et n d~signant le 
plus .qrand des modules [n, l et In, I, que 

(27) I n l a - - n , l >  e-~~, 

), dtant .une eonstante ind~pesdante de n. 

On en tire ais6ment que la m~me in~galit6 subsiste quand a est le 
rapport entre deux logarithmes de hombres algdbriques, en particulier si a 
est le logarithme vulgaire d'un hombre alg6brique ~. 

En g6ndral, on pourmit dtcndre les rdsultats des deux corollaires 
routes les intdgrales abdliennes ddfinies plus haut. 

Duns cet ordre d'id6es, rappelons le rdsultat dfi h LmUWLLE ~, que 
si a est un hombre rdel racine d'une 6quation irrdduetible de degr6 r 
( r >  I) h coefficients entiers, on a l'in6galit~ 

(:8) - -  n , I  > , 

n ( >  o) ddsignant le plus grand des modules des hombres entiers n, et n, 
et 2 6rant inddpendant de n. 

D'apr~s les indications de M. BOP, EL s, il sera possible d'6tablir des 
in6gulitds analogues quand a est racine d'une 6quation ulg6brique dent les 
coefficients sent des polyn6mes h coefficients entiers en e ou bien e n e  ~ , p 
6rant algdbrique. De mSme, si a est le logarithme ndp6rien d'un hombre 
alg6brique p. ex. si a = r, etc. * 

Les indgulitds (26) et (27) donnent tout de suite des thdor~mes analogues 
sur le ddveloppement de a en fraction continue 

I 
I ~ = a o  + . ,  + < : + .  

I 

( I  ~, - 4 -  . 

i Voir men m4moire: Sur une prolJridtd arithmdtiq~w des logarithmes des hombres 

algdbriqnes. B u l l e t i n  de la  Soc ig t~  M a t h g m a t i c t u e  de F r a n c e  I9OO. 
2 Voir p. ex. BOWEL: Lefo~s s~t~" [a ThcCorie des Fonctio~~s. p. 27. 
s u  les C o m p t e s  l~,endus,  6 wars I899  et le m~moire pr~c~demment citg, 

duns les A n n a l e s  de l ' E c o l e  N o r m a l e  19oi , p. 236. 
4 Voir aussi diverses notes de M. E. I~IAILL~T clans les C o m p t e s  l ~ e n d u s ,  

I 9 o o - - I 9 O I .  
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En  effet, en posant 

e t  

Q I =  I 

I 
a .  = a .  - k  a . + ,  + . . .  

P2 ----- a lao  -t- I , . . . , P .  = a , , _ l P , _ l  "4- P . - , ,  

q ~ = a ~  , . . . , Q . = a . _ ~ Q . _ I + Q . _ , ,  

201 

on a comme on te suit: 

Qn--1 I 

a . < a . +  Q.  = Q .  i Q . a _ _ P ~ l .  

On en dddult  que si le hombre incommensurable a est I ~ racine d'une 

dquation irrdductible de degrd r h coefficients entiers, ou 2 ~ ddfini par le 

corollaire 2 ou bien 3 ~ d~fini ]par le corollaire i ,  on a respec~ivement les 

inegahtgs suivantes, dont  la premiere est due h LmUVlLLE 1: 

a . < A Q :  -~, a . < e  rq" et a . < e  r 'g 

2, 2' et 2" grant des constantes independantes de n.  On en tire pour 

les hombres transcendants des consequences analogues h celles duns mon 
mdmoire pr~eddemment cite 2 

5. Application ~ la theorie des fonctions entiGres transcendantes ~ distri- 
bution ordinaire des zGros. 

Duns un m6moire r6cent 3, M. BOREL a int rodui t  pour  les fonctions 

enti~res transcendantes u n e  notat ion importante.  Soit F(z)  une telle fonc- 

tion, de genre fini, et soient al ,  a 2 , . . . ,  a , , . . ,  ses z~ros, pour  plus de 

simplicitd suppos6s simples et rang6s dans l 'ordre des modules croissants.~ 

Soit p l'ordre rdel de la fonction F (z ) ,  c'est h dire un  nombre 

positif tel que la s~rie 
I 

1 Journa l  de Liouvil le  t. Xu 
Voir 1. c. p. I5 5 . 

8 Contribution & l'dtude des fonctions mdromorphes. 
m a l e  xcFol , p. 22I etc. 

Aot~ ~at/wma~wa. 27. Imprim6 le 2 janvier 1908. 

A n n a l e s  de l ' ]~cole  Nor- 

26 
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est convergente, tandis que la sdrie 

I 

est divergente quelque petit que soit s. 
Posons pour abrdger ]a,I = r~. Alors M. BOREL dit, par ddfinition, 

q u e  la distribution des zdros est ordinaire, si l 'on a 

(29) IF(a.)I> 

quelque petit que soit le nombre positif e, ~ partir du moins d'une cer- 
taine valeur de n 1. Dans le cas oh une telle indgalitd n'aura pas lieu, 
la distribution est dite extraordinaire. 

D'aprSs M. BOREL la distribution des zdros est ordinaire pour routes les 
fonetions enti~res usuelles. Cependant la fonction tr~s simple sin ~:z. sin azz 
aura une distribution ordinaire ou extraordinaire selon la nature arithmdtique 
de la constante a, comme il le fair voir par des exemples. 

Nous nous pennettons de citer les passages suivants qui terminent le 
mgmoire de M. BOREL et qui mettent en 6videnee l'utilitg des reeherches 
arithm6tiques pour ee genre de questions" 

~Parmi les sujets de recherehes sugg6r~s naturellement par ce qui 
pr6c~de il en est un sur lequel je n'insisterai pas, ~ cause de sa difficult6: 
la distribution des zgros est-elle ordinaire pour le produit de fonctions 
usuelles, par exemple pour le produit de deux fonctions 6 correspondant 
routes les deux ~ des invariantes ,q2 et g3 qui soient des hombres rationnels 
ou alg6briques?, 

Nous allons appliquer les rdsultats prdcddents pour aborder du moins 
des cas assez gdn~raux de ce dernier probl~me. 

Considdrons en effet la fonetion 

oil n o u s  avons  pos6:  

F ( z )  = er 

1 Bans le cas, oh a~ est un z6ro de multiplicit6 m,  on aura seulement/~ remplacer 

dans  l ' in6galit6 F'(a,) par .F("O(a,). ( B o ~ L ) .  
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la fonction enti~re transcendante 6 de M. WEIERSTRASS dtant d6finie comme 

d'ordinaire 
Pour plus de simplicit6 supposons que 

t 
r (I) 2 f l  

O) 1 r 1 

soient rdels. 
Nous allons trouvar des conditions suffisantas pour que la distribution 

des zdros de la fonction F(z)  soit ordinaire. Comme nous allons le voir, 
ces conditions s'expriment exclusivement par des propridtds arithmdtiques des 

hombres a et ft. 
Comme t o u s l e s  zdros de la fonction 6 sont~ simples, les zdros de F(z)  

seront simples s'ils ne sont pas communs h 6o)(z ) et %)@) et doubles dans 
le cas contraire. Par consdquent, on aura pour un zgro simple z----a: 

(3o, x) _/;"(a)---- 6~,)(a). 6(2)(a) ou bien ---- 6(,)(a)6(':)(a) 

et pour un zdro double 

(30,2) F"(a)-~-  26;,)(a). 6~2)(a ). 

Considdrons d'abord la fonction 6o)(z ). On a comme on le salt: 

6 ( , ) ( z  + = + e . 6 ( , ) ( z )  

on posant 

( 3 2 )  ~1 m , ) n l ~  1 - ] -  n l ~ ;  

oh 711 et 7]'L sont les valeurs de la d6riv~e logarithmique de 6o)(z ) pour 
z ~ col et z ~ w'l respeetivement, et off m 1 et nl sont entiers ou nuls. Comme 
on le sait tous les z6ros de 6o)(z ) s 'obtiennent en donnant ~ ml et n~ 
routes les valeurs enti~res ou uulles. On en tire, puisque 6('1)(o)~ i, que 

= + e 

P o s o n s  2 ~  1 = /2 "3 I- iv, V e t  V ~tant r~els, d'oh ] 2~ 11 ~ = #~ + v 2. En 
p 

substituant pour 2&~, sa valeur tirge de (32) et en remarquant que oJ, - -  a 
co I 

t u p. ex. HALI~HE~: Traitd des fonctions elliptiques I, p. 378. 
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sa partie purement imaginaire diffdrente de zdro, on voit qu'on peut trouver 
pour m a et na des expressions 

(33) I m, = pp + qv, 
/ n 1 = p'p + q'~ 

p,  q,  p' et q' dtant finis. 
Considdrons maintenant 2~h~ ~ . En  y substituant les valeurs de ~ et ~ 

tirdes des dquations (32) et en appliquant les relations (33) on voit que 
la partie rdelle de 2~1~ 1 aura la forme A#2+ B#v-I-Cv ~, A ,  B e t  C 
dtant inddpendants de p e t  de u et finis. Comme d'autre part le quotient" 

12~1 + I=  c~' ] /l ~ + v' I 
pour routes les valeurs rdelles de # et u ne surpasse pas une quantitd fixe, 
on aura 

(34) I I = ea"~+n'+c~' > e -K'I2~'I', 

K~ ddsignant un hombre tlxe inddpendant du zdro 2 ~  choisi ~. 
De la m@me mani~re on trouve, si 2~ 2 ddsigne un zdro de 6(2)(z)" 

(3 s) I > e-X" I ,~ i ' ,  

K 2 dtant inddpendant du zdro 2~ 2 ehoisi. 

On en tire immddiatement que la distribution des zdros doubles de F(z) 
est ordinaire. En effet soit a , =  25 h = 2 ~  un zdro double et posons 
a,I-----r, alors la formule (3o,,) donne 

IF"(a.)l>e-X"~.>e - . .  

quelque petit que soit ~, du moins h partir d'une certaine valeur de n. 
Comme d'autre part l 'ordre rdel de F(z) est dgal ~ l'ordre rdel de 6, e'est 

dire ?~ 2, l'dnoned se trouve ddmontrd. 
Considdrons maintenant les zdros simples et cherehons une limite 

infdrieure des modules et I. erenons la fonction 6(,)(z) 
et posons 

1 On tire de l'indgalit~ (34) le r6sultat indiqu6 par M. BOR~L, que la distribution 
des z~ros de la fonction 6 est ordinaire. 
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oh ml,  m~, n 1 et n~ sont entiers ou nuls et oh e est different de zgro 
parceque 2t52 est suppos6 z6ro simple de F(z). Introduisons les notations 

(3 6 ) 

ce qui donne 

m s ~ m l  : m s c t - - - m l  : s i n  

s 
(.0 s 

( / )1  

2fOl~  m 71- ' . = 2 ( . ! ) 1 ~  n 

La formule (3 I) nous donne 

6(1)(2(.02) = • e '2~,t~,'l-2~,e. 6 (1 ) ($ )  . 

Or, a et fl 6rant suppos6s r6els, les nombres entiers m I e t  nl peuvent 
I ~tre choisis tels que I~~ ee I~1 ne s~passent pas ~. Par consequent le 

point s n e  sor~ira pas du parall61ogramme dont les sommets sont les[points 
• eo~ • o/x et par suite on peut 6erire" 

~(,)(~) > M.I ~1, 
M 6rant une eonstante ind6pendante de e. 

! 

D'un autre c6t6, ~o~ ayant sa partie purement imaginaire diffdrente 
~O 

de z6ro, on volt ais6ment que 

M I I 

oh M' est ind6pendant de e et oh e' d~signe la plus .qrande des quantit~s 

I~~ et I~.1 
Enfm en tenant compte des relations (33) et (36) on trouve comme 

auparavant 
I e2~'~'+~"~ [ > e-x' .I ~212, 

K' 6rant ind6pendant du z6ro 252 ehoisi. 
En r6sumant ces r6sultats, il vient 

(37) I ~(,)(2~,~)I > e-.",. ,~,~, ~. ~,, 

H~ 6rant une eonstante indSpendante du z6ro 2&~ choisi. 
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Nous aurons ~t diseuter trois cas diffdrents" 

I ~ a et [~ sont commensurables tousles  deux. 

Aaors I~-I et I~-I sont nuls ou plus grands q u ' u ,  hombre rise. Comme 
2~ 2 est suppos6 z6ro simple de F(z) ,  ils ne sont pas nuls t ous l e s  deux 

et par cons6quent z' sera phw grand qu'un nombre rise fix et 

et de mdme on trouve 

I I > , , , , .  ' 
si 2k~ est un zdro simple de F(z)  appartenant ~ 6(,)(z). En eombinant 
ces in6galitds avec les infgalitds (34) et (35) on aura, si .n, est un zdro 
simple de F(z)  que 

[F'(a.)[>e-r2. +~ 

quelque p e l t  que soit le nombre posifif z, du moins '~ partir d'une cer- 
taine valeur de n. 

Dans ce cas, la distribution des zdros de F(z)  sera par cons6quent 

ordinaire. 

2 ~ L'un des hombres a ,  fl, p. ex. fl est commensurable, l'autre in- 

commensurable. 

Supposons que le nombre incommensurable a satisfasse h la condit ion:  

1,,,2 o, - -  , .11  > e -~  

oh m est le plus grand des nombres Imll et I.,21 et oh a(m) est une 
fonction positive non d6eroissante de m(m > o). Comme ~,, peut ~tre md 
on aura en tout cas 

~' > e -0(m). 

D'un autre c5t6, les formules (32), (33) et (36) font voir que le rapport 
m 

I z~, I ne surpasse pas une limite rise 2 de mani~re que 

o(m) < O(,~r) 

en d~signant 12t521 par r. Cela donne 
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et pour a(2)(2&~) une indgalit6 pareille. :Par consdquent si B(m)<Am~ 
oh A est une constante positive, on voit en combinant ces inggalitds avec 
les inggalit6s (34) et (35) que la fonction F(z)  aura une distribution 
ordinaire de ses zgros. 

3 ~ Enfin soient a et fl incommensurables tous les deux, et soit 0x(m ) 
e~ 02(m ) les fonctions correspondantes, de mani~re que 

Im  --m l > e-~ 

Alors on trouve sans difficultd que F(z)  aura une distribution ordi- 
naire des zdros, si l 'une des fonetions 0 ( m ) < A m  ~, _4 dtant une eonstante 
positive. 

Par ces calculs, qui son~ tr~s simples en principe mais qui oat exigd 
des d~veloppements peut-~tre fatigants, nous sommes arriv6s au th6or~me 
suivant: 

Th6or~me 4. 

Considdrons le produit de deux fonctions 6 de WEIERSTRASS 

oit les rapports 

sont supposes rgels et finis. 

(3 8 ) 

! 
0 )  8 0 )  9 f l  

031 0 )  1 

La distribution des z~ros de F(z)  sera ordinaire: 
A. Si ~z et fl sont commensurables. 
B. Si l'un des hombres a ,  fl, p. ex. fl est commensurable et l'autre 

incommensurable de mani~re que 

I n l a - - n ~ l  > e -~" 

pour toutes les valeurs enti~res n l ,  n~ qui ne sont pas nuls it la 

fois, n d~signant le plus grand des hombres I nll et in2] et 2 
ddsignant un hombre inddpendant de n. 

C. Si a et fl sont incommensurables tousles  deux et Fun d'eux, p. ex. 
a, satisfait d l'inggalitd (38). 
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E n  app l iquan t  los rdsultats  des sections prdeddentes on aura ainsi le 

Corollairo 3: 

L a  distribution des zdros de la fonction F(z )  sera ordinaire, si l'un des 

hombres ~, f l ,  p.  ex. ~t est incommensurable el 

i ~ dgal d un hombre algdbrique, 

2 ~ dgal au rapport de deuz logau de hombres alg~briques, en 

particulier d.qal au logarithme vulgaire d'un hombre algdbrique, 

3 ~ ~gal au rapport de deuz arcs dont les sinus ou les tangentes sont 

algdbriquaq, 

4 ~ dgal au rapport de deux int~gvo.ges elliptiques 

f , fv ~/4z ~ - -  g,z - -  g~ 4z" - -  g~z - -  g~ 
Zl g2 

z l ,  z'~, z~, z~, g~ et g3 dtant des hombres algdbriques, parmi lesquels z'~ et z~ 

peuvent aussi ~tre infinis. 

Los cas 2 ~ et  3 ~ peuven t  ~tre regard~s comme cas part iculiers  du  eas 4 ~ 
E n  appliquanL un  r6sul~at dh  h H~.RmT~ sur  la foncfion exponent ie l le  1, 

j 'a i  pu  suppl6er  les cas prdc6denks par  les suivants  

5 ~ dgal au logarithme ndpdrien d'un hombre commensurable, 

6 ~ dgal d e P, p dtant commensurable; 

cependant ,  cela m 'en t rMnera i t  ~rop loin d 'en  donner  los ddmonsLrations. 

E n  app l iquan t  les recherehos bien connues  sur la fonct ion exponent ie l le  de 

H~RmTE, de LIZ~D~.MA~Z~ eL d'auLres et  en su ivant  un procddd indiqu6 par  

M. BOREL 2 on arriveraiL sans douLe h compl6ter  les cas 5 ~ et  6 ~ par  

d 'autres  cas tr~s g6ndraux. 

On voiL net temenL iei quel  rble joue  la naLm'e ariLhm6tique des 

consiant~s a eL ft. 

1 Cours lithographid, IV e 6dition, p. 73- 
2 Comptes Rendus ,  6 mars 1899. 


