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OBER DIE MODULN DER T H E T A F U N C T I O N E N  

VON 

F. SCHOTTKY 
in M A R B U R G .  

Die AB~Cschen Funetionen yon p Variabeln, wdehe durch die Theta- 
funetionen definirt werden, h~ngen ausser von den Variabeln ab yon 

~P(P "4- I) Parametern, Die ABEL'schen Func- den Periodicit~tsmoduln. 

tionen der RIEMANS'schen Theorie enthalten nur 3 P - - 3  wesentliche Para- 
meter. Sie sind demnach, sobald p den Werth 3 iibersteigt, speeieller 
lqatur, und damit der I~IEMANN'sche Fall eintrift, miissen zwischen den 
Periodieit~tsmoduln eine Anzahl yon Gleiehungen stattfinden. 

Fiir p----4 besteht eine solche Relation. Diese habe ich in einer 
friiheren Arbeit aufgestellt (CI~LLE'S Journa l ,  Bd. IO2). Auf einem andern 
Wege ist Herr POINCAI~ zu ihr gelangt ( Journa l  de Math. ,  (5) I), so- 
dass fiir die merkwiirdige Formel zwei Beweise vorliegen. Es i s t  natfir- 
lieh eine transcendente Relation zwischen den IO Periodicit~tsmoduln, aber 
sie erscheint als algebraische Gleichung zwischen den Anfangswerthen ~on 
24 geraden Thetafunctionen. Da diese 24 Functionen auf sehr ver- 
sehiedene Arten gew~ihlt werden k6nnen, so ist damit ein System yon sehr 
vielen Gleichungen zwischen den Anfangswerthen der geraden Theta ge- 
geben, charakteristisch fiir den RIEMhl~N'schen Fall der AnEL'schen Func- 
tionen yon vier Variabeln. 

Zungchst erwartete ieh, nach der Analogie der Fglle p = 2 und p = 3, 
dass sich dieses Gleichungssystem wfirde aufl6sen lassen, dass sieh flit die 
einzelnen Moduln algebraische Ausdriicke aufstellen lassen wiirden, die das 
System identisch befriedigen. Diese Erwartung wurde nicht ohne weiteres 

Aeta mathemat@t. 27. Imprtm~ 1o 10 $anvier 1903. 
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erfiillt. Um das Problem nicht ungelSst zulassen, war ich genSthigt, die 
Anzahl der unbestimmten GrSssen zu vermehren, und nieht nur jedem ge- 
raden ~ eine bestimmte Constante c~ zuzuordnen ~ das Anfangsglied in 
der Entwickelung yon ~ nach homogenen Functionen der Variabeln , 
sondern ebenso auch jedem ungeraden Theta eine Constante u,~. Diese 
Constante u~ ist gleichfalls das Anfangsglied in der Entwickelung der un- 
geraden Function ~ ,  abet es ist der Werth dieser Iinearen Function fiir 
speeielle Werthe der vier Variabeln. Diese vier Werthe lassen sich so 
w~ihlen, dass zwisehen den c einerseits und den u andrerseits ein Gleichungs- 
system besteht, scheinbar complicirter als das, welches die c allein unter 
sich verbindet, fiir das sich aber eine algebraische LSsung ungezwungen 
darbietet. Allerdings werden die u und die c n i c h t  dutch unabhfingige 
HfilfsgrSssen ausgedriickt, aber sie werden in Verbindung gesetzt mit einem 
System yon zehn Punkten im ~ u m e ,  die durch eine geometrisch iiber- 
sichtliehe Bedingung verknfipft sind. 

Es zeigen sieh bei diesen Betrachtungen so viele Analogien mit den 
AsEL'schen Functionen yon zwei und drei Variabeln, sogar mit den ellip- 
tischen, dass ieh es fiir richtig halte, die gauze Untersuehung im vollen 
Zus~mmenhange mit den Theorien der Functionen yon weniger als vier 
Variabeln zu ftihren, aueh wenn ieh dadurch vielfach auf bekanntes Gebiet 
komme. 

Fiir das System der geraden und ungeraden Theta, die einer Klasse 
ABEL'scher Functionen zugeordnet sin(l, ist charakteristisch, dass in den 
H~lften der Perioden zugleich eine Gruppe yon Permutationen der GrSssen 
des Systems gegeben ist. Vermehrt man das Argument u - - i c h  verstehe 
darunter das System der p Variabeln - -  um eine ganze Periode 2 w ,  so 

geht jede Thetafunction in sich selbst fiber, multiplicirt mit einem Ex- 
ponentialfactor. Vermehrt man aber u nur eine halbe Periode w, so entsteht 
eine .Permutation. Da bei einer Addition mehrerer halben Perioden die Rei_ 
henfolge gleichgiiltig ist, da ferner die Addition zweier gleichen halben Pe- 
rioden eine gauze Periode hervorbringt, so ist auch bei der Zusammensetzung 
der Permutationen die Reihenfolge gleichgiiltig, und die Wiederholung der- 
selben Permutation fiihrt zur ursprtinglichen Gruppirung zuriick. 
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Wir miissen mi~ diesen Permutationen so reehnen, als ob es Gr6ssen 
w~iren. Die Grundgesetze sind sehr einfach. Es ist x2----2x, ferner zx ~ o, 
wenn mit dem Symbol o bezeichnet wird, dass keine Anderung eintritt. 
Ist x2/~ ~ o, so ist x-~ 2#, 2 = zp, etc. Wenn wir die Permutation >>o>> 
mit einrechnen, so ist die Anzahl der Permutatlonen ebenso gross, wie 
die der Theta. 

:Nun finder aber eine Complication start, die daher riihrt, dass die 
Thetafunctionen theils gerade theils ungerade sind. Es werde, wenn z 
d~s Zeichen ffir eine bcliebige Permutation, und 0~ irgend eins der 4 p 
Theta ist, mit 0~ dasjenige Theta bezeichnet, das aus @o dutch die Per- 
mutation z hervorgeht. Der Quotient 

Oaz 

ist dann eine gerade oder ungerade Function von u, aber keine ABEL'sche 
Function der Klasse - -  abgesehen natfirlich yon dcm Falle z = o. I)a- 
gegen gehSr~, wenn ~ eine neue Permutation bedeutet, und man 

Oa~ 

bildet, der Quotient beider f: 

f~ 0~ 0~ 

zu den  Functionen der Klasse. Ob diese ABEL'sche Function r gcrade 
oder ungerade ist, hfingt ab yon den beiden Permutationen x, 2, aber nicht 
yon der gewi~hlten Function 0~. Denn bildet man ebenso: 

so entspringt ~z aus F~ durch Vermehrung des Arguments um eine halbe 
Periode. Es geht aber offenbar durch Vermehrung yon u um eine halbe 
Periode eine gerade Function wieder in eine gerade fiber, und eine un- 
gerade in eine ungerade. 

Zwei Permutationen k6nnen sich demnach verschieden zu einander 
verhalten; wir fiihren das Zeichen 

( x ,  = x) 
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ein, welches + I  o d e r -  : sein soll, jenachdem die oben gebildeten 
Quotienten ~ ,  ~ gerade oder ungerade Functionen sind, und nennen im 
ersten Falle, mit FROBEmUS, die Permutationen x, ,: syzygetisch, im andern 
azygetisch. 

Das Zeichen (x,  ,t) en~scheidet noch eine andre Frage. Es sei to die 
halbe Periode, die tier Permutation ~ enf~prieht. Es ist dann, bis auf 
einen constanten Faktor, f~ mit f~(u + to) identisch. Aus der Gleichung 

r  u) = (x, ~)~.(u) 

folgt demnach" 
A ( - -  ~') 

f ~ ( - - u  + a,) 
(x A(~) 

= ' ~ ) r o ~ u  ~ )  

Da andrerseits offenbar 

ist, so ergiebt sich: 

f . ( - -  ~) fa( ,*. ) 
fa(--  u + ~o) f .(u ~ a,) 

f . (u + 2to) = (~, ,:)fo(u). 

Dies sagt aus: Bei der Vermehrung um eine ganze Periode bleibt der 
Quotient 

Oar 
O. 

ungdindert oder er wechselt sein Zeichen, je nachdem die Hiilfte dieser 
ganzen Periode, oder die entsprechende Permutation, sich syzygetiseh oder 
azygetisch zur Permutation x verh~lt. Hieraus ziehen wir zwei Folgerungen: 

Erstens dass, wenn x, 2, ~t drei Permutationen sind, 

(~, z)(~, z) = ( ~ ,  ~) 

ist. Wir k6nnen hinzufiigen, dass aueh 

ist, da ja (x, 2) mit (2, x) identiseh ist. Al]gemein, wenn r ~' irgend- 
we]ehe Combinationen gegebener Permutationen sind, i s t  

(to, ~') = H ( x ,  x'), 
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wobei sieh das Product erstreekf fiber alle Elemente z yon o~ und z' von tot 
Ferner ist offenbar stets 

(0,7.) = = 

wenn o wieder das Zeichen fiir die identische Permutation bedeufet. 

Eine zweite Folgerung ist die, dass die identische Permutat ion o die 

einzige ist, die sich zu allen andern syzygetiseh verhs Denn ist x yon 

o versehieden, so ist der Quotient f~ keine AB~.L'sche Function der Klasse 

und es muss daher ganze Perioden geben, die f~ in - - f ~  fiberffihren. 

2 .  

Es seien z 1 , z~, . . . ,  z~ die Zeichen ffir eine Reihe yon Permutat ionen 

oder halben Perioden. Ffigen wir zu dieser Reihe noeh aUe aus ihnen 
combinirten Permutationen hinzu: xlx2, z,x~, xlx~x~ etc., und ausserdem, 

als Combination 0 ter Ordnung, die Permutat ion 0 oder die ganze Periode, 

so erhalten wir eine Gruppe. Die gegebene Reihe z , ,  x~, . . . ,  z~ soil un- 

abh~ngig heissen, wenn die 2" Combinutionen lauter versehiedene Permu- 

tationen darstellen; n ist dann die Ordnnng der Gruppe, und x~, x2, . . . ,  z~ 

eine Basis. 
Wir  k6nnen so fiir die ganze Gruppe der 4 ~ Permutat ionen eine Basis 

X 1 j Xf~ j �9 �9 . ~ X 2 p  

aufstellen. Wenn  wir dann eine beliebige Permutation 02 nehmen, und 
das Verhalten yon 02 zu den Elementen der Basis feststellen durch die 

Werthe der 2p Vorzeichen 

(to, z~) = z~, (~=1.~ ..... ~p) 

so ist umgekehrt  co eindeutig fixirt dureh die Angabe dieser 2p Vorzeichen. 

Denn ws ~ '  eine zweite Permutation, die derselben Gleichungen geniigt, 
so ws offenbar eo02' syzygetiseh zu allen Elementen der Basis und somit 

zu allen 4 ~ Permutationen iiberhaupt. Dann muss aber naeh dem letzten 

Satz in w x to02' ~ o, d. h. to '~--to seth. Es folgt hieraus, dass auch 
jeder Wahl  der 2p Vorzeichen z immer eine und nut  eine Permutation 02 

entsprechen muss. 



240 F. Schottky 

Nehmen wir jetzt eine unabhiingige Reihe, die aus weniger als 2p 
Elementen besteht: 

x, , x~, . . . ,  x. (n < 2p) .  

Wenn wir dann die n Gleichungen aufstellen: 

(o~,  xo) = ~ ,  c~1 ,~  . . . . . .  

in denen die z beliebig gew~ihlte Vorzeichen bedeuten sollen, so giebt es 
genau 2 :p-" Permutationen, die diesen n Bedingungen genfigen. Denn 
wenn wir die gegebene Reihe durch ttinzuffigung yon 2 p -  n neuen Ele- 
mentea x,+l, . . . ,  x2p zu einer Basis des ganzen Systems vervollst~ndigen, 
so kfnnen wir fiber die 2 p -  n hinzutretenden Vorzeiehen (co, x,)will-  
kfirlich verffigen. 

Speeiell giebt es hiernach genau 2'P-" Permutationen, die sich zur 
Basis einer gegebenen Gruppe n ter Ordnung, und damit zu dieser ganzen 
Gruppe G, syzygetisch verhalten. Diese bilden ihrerseits wieder eine Gruppe 
G', und offenbar steht G zu G' in derselben Beziehung, wie G' zu G. 

Wenn alle Elemente einer Gruppe G sieh gegenseitig syzygetisch ver- 
halten, so nennt man sie eine syzygetische oder G0eEL'sehe Gruppe. Da- 
zu genfigt offenbar, dass die E|emente der Basis sich pm~trweise syzygetisch 
verhalten: 

(x~ ,  x~) = + I .  

Die Ordnung einer solchen Gruppe kann nicht grfsser als p sein. Denn 
wh" haben gesehen: es giebt genau 2:P-" Permutationen, die zu allen Ele- 
menten yon G syzygetiseh sind. Dazu gehfren aber die Elemente yon G 
selbst. Folglieh ist 2"__< 2 ~p-", d. h. n < p .  Wenn n < p  ist, so giebt es 
Permutationen, die zu allen Elementen yon G syzygetiseh sind, ohne in 
dieser Gruppe selbst enthalten zu sein. Folglich l~sst sieh jede G0~EL'sche 
Gruppe yon niedrigerer als der pten Ordnung zu einer Gruppe yon der t0 ten 

Ordnung erg:,inzen. 
Denken wit uns wieder eine beliebige t~eihe yon I~ermutationen: xl, 

x2, . . .  , x, gegeben. Wenn je zwei Glieder dieser Reihe sich syzygetisch 
verhalten, so entspringt hieruus eine GO~EL'sche Gruppe. ~ehmen wir aber 
jetzt im Gegentheil an, class je zwei der Glieder sieh azygetisch verhalten: 

(~o, ~) = - -  ~ (~ X fl), 
dann wollen wir die Reihe eine azygetische nennen. ~ Wit  ffigen noch 



Uber die Moduln der Thetafunctionen. 241 

eine Definition hinzu. Wenn dureh die Zusammensetzung der einzelnen 
Permutationen x i , 7. 2 , . . . ,  x~ die identisehe Permutation entsteht, also 
x~x2. . ,  x~-= o ist, soll die Reihe eine geschlossene heissen. 

Fragen wir uns zungehst, ob. eine azygetische Reihe x~, x2, . . . ,  x, 
zugleieh eine gesehlossene sein kann. Dann muss 

X n ~ X I X 2 . . .  X n _ l  

und deshMb 

sein. Nun ist abet (x,, x , ) =  i, w~hrend alle Faktoren der reehten Seite 
gleieh - - I  sind. ins ergiebt sieh also: 

= ( -  i) ' 

d. h.: n muss eine ungerade Zahl sein. Umgekehr t . i s t  leieht zu sehen, 
dass solehe gesehlossene Reihen wirklieh existiren. Denn nehmen wir an 
dass eine gerade Zahl yon Permutationen: x l ,  x~, . . . ,  z~_, gegeben isf, 
die sieh gegenseitig azygetiseh verhMten. Fi~gen wit der Reihe hinzn: 
x,--= xlz~. . .x ,_ , ,  so verMlt sieh offenbar x,, azygetiseh zu xl, x2, ..., X,-1- 

ins sei jetzt xl,  x2, . . . ,  x, eine gesehlossene azygetisehe Reihe, und 
to eine beliebige Permutation. Da s~x2... ~ = o ist, so ist 

(gO, XI)(to , Z2)""" (to, Xn) = I. 

D a n  eine ungerMe gahl ist, so kSnnen nieht alle Faetoren der linken 
Seite - - i  sein; es giebt demnaeh, keine Permutation to, die sieh gleieh- 
zeitig" zu x~, x 2 , . . . ,  x. azygetiseh verhSlt. Mit andern Worten:  Eine 
gesehlossene azygetisehe Reihe kann nieht erweitert werden. Es folgt hier- 
aus weifer, dass eine nieht gesehlossene azygetisehe Reihe nothwendig nn- 
abhfingig ist. Denn ware das nicht der Fall, so mfisste sieh aus einer 
Anzahl ihrer Glieder eine gesehlossene Reihe bilden lassen, und dies ist 
unm6glieh, weft eine gesehlossene azygetisehe Reihe nieht erweitert werden 
k a n n .  

iNine nieht gesehlossene azygetisehe Reihe kann dagegen stets erweitert 
werden. Wenn n = 2p ist, kann allerdings nut noeh das Glied 

~ 2 p + l  ~ X 1 Z 2 "  �9 �9 Z2p 

hinzugefiig't werden, wodureh sie zu einer gesehlossenen azygetisehen Reihe 
Acla ,nutlhemat~a. 27. Imprim~ le 9 janvier  1903. ~1 
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erggnzt wird. Ist aber n < 2fl, so giebt es ~>-n Permutationen w, die 

zu z 1 , z 2 , . . . ,  z,, azygetisch stud, also mindestens 2, und somit aueh sicher 

eine, die yon x : z 2 . . ,  xn verschieden ist. 
Man kann demnaeh azygetische Reihen aufstellen, die aus 2p Gliedern 

bestehen, und die eine Basis bilden ftir die gauze Gruppe der 4 p Permu- 
tationen. Jede solche Reihe F, isst sich dureh Hinzufflgung clues letzten 

Gliedes noch zu einer geschlossem;n azvgetischen lleihe ergSnzcn. Jede 
beliebige Permutation wird dann dureh zwei complement~ire Combinationen 

der Elemente z: ,  x~, . . . ,  x~? +: darg'estellt. 

Denken wit uns wieder eine beliebige unabh:,ingige Reihe z~ ,z~ , . . . ,  x,, 
gegeben und bilden die I~eihe der Thetafunkiionen, die aus einer, 0,~, 

durch die Reihe dieser Permutationen hervorgehn: 

0~, 0,~,, . . . ,  0~o, 

so gilt zuniichst der Satz: Die Function #, kann so /ewiihlt  werden, dass 
alle Glieder dieser Reihe gleichartige, d. h. entwcder siimmtlich ~'erade 

oder s:immtlich ungerade Functionen sind. 
Denn nehmen wir an, die Glieder seien nieht /Mchar t ig .  Wir  ver- 

stehen dann unter s~ den -Werth -t- I oder ~ i, j e  nachdem die Func- 
tion mit dem Index ax., gleichartig oder ungleichartig ist mit 8,., und be- 

stimmen eine Permutation w, die den n Bedinguno'cn 

@ ,  x~) = s., ( . ,=:,~ ..... ,,) 

gentigt. Alsdann ist der Quotient 

gerade oder ungerade, jenaehdem s., gleich + i o d e r -  I ist. 1)eshalb 

muss 0~,o~., in jedem Falle denselben Chm'akter haben wie 0,,,. 

[st zz, x~, . . . ,  x~ eine ,aesehlossene Reihe yon Pcrmutationen, und n 

eine ung'erade Zahl, so nennen wit auch die lleihc dcr ,n + ~  Functionen: 

t~,O,,~,,..., O~. 

eine geschlossene. Sie ist dadureh eharakterisirt, dass der Quotient den 
wit enthalten, wenn wir die lliilfte dieser Functionen als Fakforen in den 

Z:,ittler, die "mdere Hiilfte in den Nenner  aufnehmen, immer eine Am:,L'sche 

Function der Klasse ist. 
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Die Reihe 0,., O~.x, 0,a wird gesehlossen durch 0,.~;., und ebenso geh6rt 
zu jeder ungeraden Anzahl yon Thetafunetionen ein bestimmtes Theta, das 
die Reihe sehliesst. 

Wir  wollen mit 0,~,~;. dasjenige Theta bezeiehnen, das die Reihe 0,., 
0,~, O r schliesst, ebenso mit 04..,; ~ das Schlussglied zu 0,., 0,~, O-,., 0~, 0~, etc. 
Jede Combination ungerader Ordnung yon Theta-Indiees bezeiehnet auf 
diese Weise wieder ein Theta. Dagegen bezeiehnen die geraden Combina- 
tionen dieser Indices PermutMionen. a.fl ist diejenige Permutation, die 0,, 
in l')~ iiberfiihrt, a~i'd die, welehe sieh aus as3 und i-# zusammensetzt, u. s. f. 
Wi t  sagen ferner: die drei ~'unetionen 0~, 8~, 0.,. verhalten sieh syzygetiseh 
oder azygetisch, je naehdem die ABEL'sche Function 

Or 0,..st 

gerade oder ungerade ist, und von einer Anzahl yon Funetionen 

0~, 0~, 0~., 0,~ etc. 

sagen wir, dass sic eine azygetisehe Reihe bilden, wenn je drei Glieder 
sich azygetiseh verhalten. 

Es ist leieht zu sehen, dass, wenn x,  ),, # etc. eine azygetisehe iteihe 
yon Permutationeu ist, dann 

0~., Oc~x, 0~,. , 0~,~ etc. 

eine azygetische Reihe yon Funetionen darstellt. Falls die Reihe nicht 
gesehlossen ist, ist sic aueh unabMngig;  wit k6nnen daher 0~ so wiihlen 
dass alle diese Funetionen denselben Charakter haben. Daraus folgt dass 
sieh die Thetafunctionen des ganzen Systems in folgender Weise anordnen 
l~ssen: Es kann zuniichst eine azygetisehe Reihe yon 2p n t- I gleiehartigen 
Theta aufgestellt werden: 

0 1 , 0 2 , . . . , 0 ~ p + I .  

Alle iibrigen Theta werden dann bezeiehnet dutch die Combinationen un- 
gerader Ordnung der Zahlen I ,  2 , 3 , . . . , 2 p - t -  i. Da 01, 02, 0, sieh 
azygetiseh verhalten, so ist der Quotient 

01 0~ 
08 0123 
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eine ungerads Function; folglich hat 0~_,3 den entgezengesetzten Charaktsr 
F " wis 0~, 0~, 0~ etc. Alle unehonen, die durch dreigliedrige Indices be- 

zeichnet sind, haben demnach unter cinander denselben, aber zu denen dsr 
Hauptrsihe entgsgengesetzten Charakter. Ebenso schliesst man, dass dis 
Theta mit fiinfgliedrigem Index wieder denselben Charakter haben, wie 
die der Hauptrsihe, u. s. f. Am grSssten ist die Anzahl der Combina- 
tionen yon der mittleren Ordnung-.. ,o oder p d- I. Diese miissen gerade 
Functionsn bszeiehnen, da die Anzahl der geraden i~bsrwisgt; demnach 
sind gsrade alle Functionen 0,,, bei denen dis Ordnun~ der Combination 
m congruent p oder p-4- x rood. 4 ist, ungerade die i~brigen. 

Die Functionen der Hauptreihe sind gerade, wenn I - - p  oder 
p-4- I rood. 4 ist, d. h. fiir p ~ o und ~ I mod. 4; in den andern 

Fiillsn sind sis ungerade. 

Start der nicht geschlossenen azygetischen Reihe ka.nn man auch die 
gsschlossens Rsihe der Bezeiehnung zu Grunde legen, die man erhglt., 
wenn man der Hauptreihe noeh als letztes Glied die Function 

02p+2 : Ol,lSk..ypk. 1 

hinzufiigt. Jades Theta wird dann durch zwei complementSre Combina- 
tionen der Zahlen I , 2, . . . ,  2p -4- 2 bezeichnet. Indess kann hier insofern 
sine Unregehnfissi~keit eintreten, als 0.#,+., nicht nothwsndig yon derselben 
Art ist, ~vie 03 , 0~, . . . ,  0~p+~. Weun p gerade ist, so haben alle 2p -4- 2 
denselben Charakter, well dann 2p -4- I ~ I mod. 4 ist; wenn aber p u n r  
gerads ist, so ist 8.,p~_.~ von entgegengesetzter Art.. 

Es kann allsrdings auch in diessm letzteren Falle dig rolls Symmetris 
in Bezug anf die Indices I , 2, . . . ,  2p-4- 2 gewahrt werden, wenn man 
eine lsichte Modification der Bezsichnung eintreten liisst. Durch dis Reihe 
81, 8~, . . . ,  0~p+_~ ist die Bezeichnung der Permutationen festgelegt; jeder 
Permutation entsprechen zwei complementiire Combinationsn gerader Ord- 
nung der Zahlen t ,  2, . . . ,  ,p-4- z. >Tun b,vorzugen wir dis Function 
0.:o+~, indsm wit sie ohne Index lassen, und alien iibrigen gsben wir den 
Index derjenigen Permutation, durch die sis aus 0 hsrvorgehen. Dann 
ist ]eicht zu sehen, dass Combinationen derselben Ordnung aueh wisder 
Functionsn yon gleichem Charakter bezeichnen. Nehmsn wir z. B. p = I. 
Die geradeu elliptischen Theta w~rden bei dieser Festsstzung zu bezeichnen 
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sein als 8~ oder 0a4 , 01a oder 0~4 , eta., wi'~hrend 0 -0r.,s4 das ungerade 
Theta ist. Far  p = 3 warden 

012 , 01'2, . - , ,  078 

die 28 ungeraden, 0 und 8~:a4 = 8~sTs etc. die geraden Funetionen sein. 
Die Existenz der gleichartigen azygetischen Reihen war schon RIEMANN 

bekannt. Es ist noeh ein Punkt  zu besprechen, der far unsere algebraisehe 
Untersuchung yon grosser Wichtigkeit  ist, und auf den NOETHEa und FJ~O- 
BENIUS aufmerksam gemacht haben. Nehmen wir eine Gi~l'EL'sche Gruppe 
G, und bilden die Produkte 

vo = H 

jedes dieser Produkte erstreekt fiber die 2 n Elemente yon G. Die Mehr- 
zahl dieser Produkte enth~lt gerad e und ungerade Faktoren gemiseht, und 
zwar sind dann jedesmal soviel gerade wie ungerade Faktoren vorhanden. 
Denn nehmen wit an, dass ein Faktor 0~,.,.. existirt, der yon entgegenge- 
setzter Art  ist wie 8~., dann miissen, wenn 0~.~ irgend einen andern Faktor 
bedeutet, aueh 0~ und 0~.~, von entgegengesetzter Art  sein, weil der Quotient 

eine gerade Function ist. Die Faktoren yon P ,  lassen sich also paarweise 
zusammenfassen, sodass immer der eine gerade, der andere ungerade ist. 

Wgren nur solehe Produkte vorhanden, so wiire die Anzahl der ge- 
raden Theta gleieh der der ungeraden, was nieht der Fall ist. 

Besehrgnken wit nns jetzt auf diejenigen P~, welehe nut  gleiehartige 
Faktoren enthalten, so haben wir ein System, das, was die Gruppierung an- 
betrifft, genau analog ist dam System der Thetafunetionen yon p -  n = 
Variabeln. 

Geh6rt x der Gruppe G an, so ist P~  = P~.. Eine solehe Permuta- 
tion ist demnaeh fiir unser System als identisehe anzusehen. 

Damit Poa, ebenso wie P~, ein Produkt gleiehartiger Faktoren sei, ist 
offenbar nothwendig und hinreiehend, dass 2 sieh zur ganzen Gruppe G 
syzygetiseh verh~lt. Dieser Bedingung geniigt eine Gruppe yon 2 ~e-n Per- 
mutationen, unter denen abet die der Gruppe G mit enthalten sind. Wi t  
k6nnen Mso eine zweite Gruppe g' definiren, yon tier Ordnung 2 p -  2n---= 2a, 
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in dcr Weise, dass jedc zur Gruppe G syzygetische I'crmutation sich dar- 
stellt in der Form x2, wo x tier Gruppe G, 2 der t~ruppe G' angch6rt. 

Die Permutationen der Gruppe G sind dann die einzigcn, welche sy- 
zygetisch sind zu beiden Gruppen G und G'. Fol~'lich giebt cs in der 
Gruppe G' ausscr der Permutation o keinc andere, die zu allen Elcmcntcn 
yon G' syzygctisch wSre. 

I)amit sind fiir das System dcrjenigcn 1',~, die Produktc yon lauter 
g'leichartig'en Theta sind, dicsclbcn Grundlagen aufg'cstellt, yon denen wir 
ausgegangen sind bei der Gruppierung der 4 p Functionen Theta. Die An- 
zahl der P~ betrSgt 4 ~, und es giebt zwei Arten der t)~: Produkte gerader, 
und Produkte ungerader Theta. Wir k6nnen sagcn, (]ass drei Produkte t)(,., 
Pz, Pr sich syzygetisch oder azygetisch verhalten, jenachdem der Quotient 

o~ o~ 
0-+ O..sr 

gcrade oder ungcradc ist. Wit kSnncn dann gcschh,sscnc azygctischc l~mhcl 
dcr 1' aufstellcn, die immcr aus tinct geradcn Anzahl yon Gliedcrn be- 
stchen, und speziell fiir die Bezeichnung der P einc Itauptreihe 

/ ' , ,  & ,  . . . ,  

zu Grundc legcn, die aus P-Functionen der glcichcn Art bcstcht, wiihrend 

P,, , ,  etc. 

yon der entgegengesetzten Art sind wie die Functionen dcr Hauptrcihe. 
~chmen wir z. B. n = p - - I ,  also ~ =  i, so bcsteht das System 

der P aus vier GrSssen: P~, P2, Pa und PI~; die drei ersten sind Pro- 
dukte gerader, das letzte ein Produkt ungerader Thefa. 

Fflr n = ,o - -  2 existiren x6 Functionen P.  Die sechs Produkte un- 
gerader Theta bilden eine geschlossene azygetischc Rcilw: 

P , ,  . . . ,  

die Produkte gerader sind dann" 

: = e t c .  

Filr n = p reduzirt sich das System der P a u f  cine eiuzige Function, 
"und diese ist ein Produkt gerader Theta. 
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3. 

Die Aufstellung der quadratisehen Relationen unter den Thetafunc- 
tionen beruht auf sehr einfaehen S~ttzen. 

Erstens" Von den Quadraten der Theta sind nur 2 .0 linear-unabh:,ingig. 
Zweitens: Auch von den Produkten 

die zu einer bestimmten Permutation oder halben Periode x gehSren, sind 
nur 2 .0 linear-unabhgngig. Diese Produkte sind aber theils gerade, theils 
ungerade Funetionen. Besehrgnk~ man sich auf die geraden, so sind nur 
2 p-~ unabhSngig; dasselbe gilt yon den ungeraden. 

Drittens: Jede der Gleiehungen, die sieh hiernach zwischen den Theta- 
funetionen ergiebt, bleibt richtig, abgesehen yon den Vorzeiehen der ein- 
zelnen Glieder, bei sSmmtlichen 4 p Permutationen des Systems. Aus 

folgt demnaeh 

und aus" 

X ( .<  o~) = o 

Z(+_ A~oL) = o, 

Z ( & P o )  = o, 

Z ( +  &f<<,) = o. 

Auf die Vorzeichen wollen wir im folgenden wenig Riicksicht nehmen , um 
die Untcrsuehung nieht zu complieieren. 

Wit  bezeichnen durchweg mit c~ den constanten Werth, den eine 
gerade Function 0~ fiir u = o annimmt, and wenn 0o. ungerade ist, mit 
st,,. ihr lineares Anfangsglied. 

Fangen wir an mit dem Falle p = x. Hier exist.ieren drei gerade 
Theta: 01, 0.~, 0 a. Sic bilden eine azygetisehe Reihe, die gesehlossen 
wird dureh Hinzufiigung des ungeraden Theta. Letzteres kann ohne Index 
bleiben. 
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Zwischen den Quadraten yon je drei der Theta besteht eine lineare 

Relation, deren Coeffieieuten sieh~ leicht best immen lassen. Nehmen  wh' z. B .  

A, 0~ + A~ 0~ + ~:, 0] = o. 

Dies ~wird (lurch die Permuta t ion  r2 iibergeftihrt in" 

A, 0.] + A~ S~ + A~ 0 ~ =:: o. 

I)araus folgt, wenn man u - =  o setzt" 

A,c~ = + A,c~. 

Hiernaeh erhiil~ die Gleiehung zwischen 0~, 0~, 8 3 die Form 

(~) X (+_ CoX) = o, 
a . = l  

und daraus wiederum er~iebt sieh fin" u :-: o die, bekannte Constanten- 

relation" 
.2 

(2) X (+  c'o) ~ o. 
~t:=l 

Fi'lr fl = 2 haben wit 6 un~'crade / l I ld IO gerade Theta. In  den 6 

un~'eraden : 
0,  , 0~ , . . . ,  0~ 

liegt eine geschlossene azy,e'etisehe l~eihe vor. 0~a ~ 8~5~, etc. sind die I o 

.~eraden Funct ionen.  
Die flbri~'en seehsgliedrigen azygetisehen Reihen gehen aus der Reihe 

der ungeraden hervor dutch  die 1 5 Permuta t ionen I2 ,  1 3 , . . .  , 5 6 . Sic 

enthal~en jedesmal vier .~erade und zwei ungerade Funet ionen;  z. B. '  

0 j ~  , O~c , 8 ~  , 0~c;  8~ , 0~.  

Aus den geraden Theta  allein lassen sieh demnaeh 15 versehiedene vier- 

gliedrig'e azygetisehe l teihen bilden. 
" Ihe ta{unehonen  besteht eine Zw~schen den Quadraten von je ffmf ~' " " 

lineare Gleiehung'. Is t  aber eins dieser fiinf Theta ,~erade, die tibrigen 

ungerade, so muss offenbar der Coefficient des geraden Theta gleieh o sein. 

Es besteht also z. B. eine {,lemhun~: 

4 

T,< o:) i a ~ - - = O .  
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Wende~ man hier die Permutation 34 = 1256 an, und setzt dann u = o, 
so fo]gt: 

lC25~ "4- A ~ c 1 ~  6 . 

Hiernach bestimmen sicll die Coeffieienten A~; es ergiebt sich" 

4 

E ( +  ~ ~- Co0~ 8 5  = o.  

Wir kSnnen sagen, dass hiermit die Relation gegeben isL die zwisehen vier 
ungeraden Theta besteht, oder auch, allgemeiner, zwisehen irgend vier 
Theta, die eine azygetisehe Reihe bilden; sie ha~ die Form 

2: (+  eL o~) = o, 

wo x diejenige Permutation bedeutet, dureh die alle vier Theta in gerade 
i~bergefiihrt werden. 

Nehmen wit speciell die vier Funetionen als gerade an, so haben wir: 

2 2 (3) Z(_+ eooo) = o, 

und far u = o :  

(4) ~ ( •  c~) = o. 

Diese viergliedrige Gleichung stellt ein System yon 15 verschiedenen Re- 
]ationen zwischen den Anfangsgliedern der I o geraden Theta dar, da sieh 
aus den geraden Theta 15 versehiedene viergliedrige azygetisehe Reihen 
bilden lassen. 

Gehen wir jetzt i~ber zu den Produkten 

P ~ =  0, O~x, 

die zu einer der 15 hMben Perioden gehSren. Unter diesen acht Pro- 
dukten giebt es vier, deren Faktoren gleichartig sind, und zwar drei Pro- 
dukte gerader, ein Produkt ungerader Theta. Zwisehen je drei dieser vier 
Functionen besteht eine lineare Gleichung; alle vier bilden eine geschlossene 
azygetisehe Reihe. Nennen wir, allerdings abweichend von der zuerst 
gew~hlten Bezeiehmmg der Theta, /)1, P2, /)3 die drei Produkte erster 
Art, so kSnnen wir, da die Verh~fltnisse genau so liegen, wie bei den 

Acla mathematica. 27. Imprim6 le 10 janvier 190'L 39 



250 F. Schottky. 

Quadraten der Thetafunctionen yon einer Variab(~h~, die boiden Formeln 
anfste|len : 

3 

(5) E ( •  v, po) = o, 
a : l  

(6) = o, 
a = l  

wo p,,. den Werth  yon P~ fiir u--=- o bedeutef. 
Kehren wit zuriick zur ursprfmglichen BezeMmunR" und withlen etwa 

fiir x die Permutation 56. Es sind dann 

die drei zugehSrigen Produkte gerader Theta. Somit bestehen die Rela- 
tionen" 

3 

8 

O. 

Aus der ersten dieser beiden Gleichungen ziehn wit ('ine weitere Folgerung. 
Wit  wenden (tie Permutation 46 -m, wodurch (-~,~,, in ('L, 0,,,~, in 0,,.6 iiber- 
gefiihrt wird, und beschrSnken uns auf die Anfan~'sglicder. So er~'iebt sich" 

3 

Wir kSnnen dieser Gleichung auch die Form geben' 

x, 2 und x2 bedeuten hier diejenigen drei Permutationen, die gleichzeitig 
0~, 0.2, 0~ in gerade Functionen tiberhihren. 1)~ 0~, 0~ und 0:, irgend 
drei der sechs ungeraden Functionen sein k6nnen, so ist hierndt allgemcin 
die Beziehung zwischen den Anfangsgliedern drcier un/eraden Theta dar- 
gestellt. 

Bilden wir jetzt die entsprechenden Gleichungen fiir p = 3. ZunSchst 
kann man sagen, dass zwischen den Quadraten yon noun Thetafunctionen 
immer eine linearo Gleichun/  b,~stehen muss. Es ~'ilt ab(~'r d~w Satz, dass 
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sehon seehs Theta dureh eine solehe Gleiehung verbunden sind, falls sie 
eine gesehlossene azygetisehe Reihe bilden. Wenn dies zugleieh lauter 
gerade Funetionen sind, so hat die Relation die einfache Form: 

6 

(8) ~ ( +  ~1o1) = o. 

Um dies zu beweisen, denken wir uns zun:aehs~ fiir die Bezeiehnung 
der 64 ~l?heta eine azygetisehe lleihe O1, 0o, . . . .  Or yon lauter ungeraden 
Theta zu Grunde gelegt. Die Funetionen Q~r sind dann gerade, O~r~; 
wiederum ungerads, der Combination I 2 . . .  7 ent.sprieht eine gerade Func- 
tion. Wit  f~|gen diese letztere, als 8., der Hauptreihe hinzu. Nine drei- 
gliedrige Combination, die das Elemen~ 8 enthiilt, bezeiehnet dann nieht 
eine gerade, sondern eine ungerade Function. 

Nehmen wit nun die aeht Funetionen der I-Iauptreihe und ausserdem 
irgend sine andere Function, etwa 0GTs. ~'Vir kSnnen dann die Gleichung 
aufstellen: 

$ 

A o ~  = ox (~ o1). 

Da 08 die einzige gerade Function ist, die in dieser Gleiehung vorkommB, 
so muss der Coefficient As gleieh o sein. Dasselbe gilt yon A6 und At; 
denn dureh die Permutationen 68, 7 8 gehen alle Funetionen in ungerade 
abel  ausgenommen das eine Mal 86, das andre Mal 07. Demnaeh lautet 
die Gleiehung so: 

<78 = x ,  (Ao oi). 

Wendet man die Permutation 18 an, und setzt dann u ~ o, so ergiebt sieh: 

Ac~sr = +__ Alc~. 

Hiernaeh bestimmen sieh die Coeffieienten folgendermassen" 

5 

c~ 0~ ( +  = co67 0~), 

t �9 und dies isg in {}bereinstinmmng mit dem aufgsstellten Satze. Denn 0~, 
0 ~ , . . . ,  0, und 0~TS = 81:a~ bilden eine gesehlossene azygetisshe t{eihe, 
und 6 7 is~ diejenigen Permutation, die alle seehs Funetionen in gerade 
tiberfiihrt. 
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Der Satz ist damit auch allgemein bewiesen. ])enn nehmen wir an, 
es liege eine geschlossene azyo'etische Reihe yon sachs Theta vor. Wenn  
wir das letzte Glied fortlassen, so k6nnen die fiinf iibrigen zu einer sieben- 
gliedrigen azygetischen Reihe ergSnzt werden, und es giebt eine Permuta- 
tion, die diese siebeu Theta in lauter ungerade iiberfiihrt. 

Gehen wir zu den Produkten 

iiber, die einem bestimmten y. entspreehen. Unter dicscn sind I6 gerade 
Functionen, davon 6 Produkte ungerader Theta. Die letzteren bilden 
wieder eine geschlossene azygetische Reihe. Ausserdem sind yon den I6 
P :  nut  2P-~-- - 4 linear-unabh~ingig. Hiernaeh ist klar, class zwisehen ihnen 
genau dieselben Relationen bestehen wie zwisehen den Quadraten der I6 
Thetafunetionen von zwei Variabeh~. Sind speeiell P1 , P : ,  P~, P4 vier 
der 16 Funetionen, die eine nieht gesehlossene azygetische Reihe bilden, 
so muss 

4 

(9) X (+ pa Po) = o 
a = l  

sein, wobei 2 diejenige Permutation bedeutet, die alle vier Functionen in 
Produkte gerader Theta iiberfiihrt. Pax bedeutet, wie friiher, den Werth 
von Pax fiir u = o. 

Nehmen wit jetzt eine G01)EL'sche Gruppe zweiter Ordnung: (o, z, ),, z2), 
und bilden die Produkte 

Qa = OaOa~Oa~Oa~.. 

Es existieren drei solehe Produkte --- nennen wit ~ie (2~, <2~, (2;~ .... , die 
aus ]auter geraden Faktoren bestehen, und ein Produkt un2'erader Fak- 
toren, Q~2~. Die Wel~he der drei ersteren flit ~' : o 1)ezeichnen wir mit 
ql ,  q2, q.~" 

So geh6rt zu jeder G0rm:'sehen Gruppe zweiter ()rdnung" ein System 
yon drei Constanten. Diese sind jedesmal dutch eine Gleichung 

3 

( io) X (_+ qo) = o 
( z = l  

verbunden, welehe entspricht der Glcichung 
$ 

Z (+  = o 
a = l  
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fflr p - - 0 - ,  und der Gleichung 

3 

E (_+ c~o) = o 
o+=1 

fiir p = I. Die Formel ist leich~ zu beweisen, wenn man die Produkte 
Q,. auflsst in P~.Po.).. 1)1, P~, Ps sind dann drei Produkte gerader Theta, 
und sic verhalten sieh azyge~iseh; man kann noeh ein vim4es Produkt 
gcrader Theta P4 hinzufiigen, sodass /)1, P : ,  Ps,  P4 eine nich~ gesehlos- 
scne azygetische Reihe bilden. Alsdann besteh~ die Gleiehung: 

4 

Z (+ p o p ~ ) =  o, 
a = l  

und aus ihr folgt: 
4 

Nun kann Q4 nich~ aus lauter geraden Faktoren bestehen; P4x vcrschwindet 
demnaeh fiir u = o, und wir erhal~en: 

3 

T1 (+- PAP~ = o, 

oder: 
3 

Z (+_ qo) = o. 
a = l  

Die Anfangsglieder u~ der ungeraden Theta sind homogene lineare 
Funetionen yon drei unabh~ingigen Veri{nderliehen und es muss deshalb 
zwisehen je vier dieser Gr6ssen u~ eine lineare Gleiehung bestehen. In 
einfaeher Form lassen sieh diese linearen Gleiehungen nur dann dars~ellen, 
wenn die vier entspreehenden Fune{ionen eine azygetisehe Reihe bilden. 
Abet diese speeiellen linearen Relationen, die man azygetisehe nennen k6nnte, 
geniigen volls{gndig, um samm{liehe 28 u~ dutch drei unter ihnen aus- 
zudriieken. 

Nehmen wit demnaeh irgend vier ungerade The{a an: 01,82, Oa, 04, 
die sieh gegenseitig azygetiseh verhalten. Wit  k6nnen dann diese Reihe 
durch Hinzufiigung dreier neuen ungeraden Functionen: 8~, 0~, 8~ zu 
einer Hauptreihe erg~nzen. 
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Stellen wit die Ausdriicke auf 

~z~c,  Oa~7 �9 ('~ ~ 1, '2, ;~, 4) 

Dies sind Produkte gerader ~i'heta, geh6rig zur l 'crmutation z ~ 67. Es 
bes~eh~ Mso zwisehen ihnen die Gleiehung: 

4 

tZ~ l 

welehe durch die Permutation 56 iibergefiihrt wird i n  

4 

und hieraus folgt, wenn wir uns auf die Anfangsglicder beschrZ, inken: 

4 

Z (~_ ev.5(;c~,57e,,67~a) - -  o .  a = |  

Die Gleiehung ha~ die Form: 

4 

( I  I )  Z ( +_+ CaxCa) Cv.z) U,,) - -  O, 
a = l  

we x , ) ,  ,rod x), die Permufa~ionen 56, 5 7 , 6 7  hcdc~tten, die gleiehzeitig 
alle vier ungeraden Funetionen 0 , ,  O~, 03 und 04 in g'erade iiberfiihren. 
Es sind (lies nieht die einzigen Permutationen welche diese Eigensehaft 
haben; es geh6rt dazu aueh noeh die Permutation ~234. Wit  massen 
daher sagen: Zwisehen den Anfangsgliedern yon -qer uno'eraden Theta, 
die sieh zu einander azygefiseh verlmlten, besteht (lie Gleiehung" (I I), in 
der x, ), und x2 die drei yon I234 versehiedenen Permutationen bedeuten, 
die 01, 02, 0.~ und 04 in o'erade Funetionen iiberfiihren. 

Alles dies sind Identifiiten. Es giebt aber, sehon fiLr , o=  3, Sysfeme 
yon nieht-idenfisehen Gleiehungen, (tie auf der ]'~Jl:~,~xx'sehen Theorie 
beruhn und doeh in sehr enger Beziehung zu den hier entwickelten iden- 
ti~{iten stehn. 

Betraehten wir einen .~ugenbliek. ~ die Am.:t,'s,.:h,.~n !,'t,n:tionen yon p 
Variabeln in dcr RH,::.tA.xx'schen Theorie. Sic werden ausg'cdriickt als ra- 
tionale symmefrisehe Funetionen yon p Werthepaar(,n 



]Jber die ~foduln der Thetafunctionen. 255 

die alle derselben Gleiehung G ( z , y ) = o  vom Range oder Gesehleehte p 
~'eni~gen; ihre Klasse ist identiseh mit der Gesammtheit dieser rationalen 
Funetionen. Die Variabeln und damit aueh die Anfangsglieder u,. der 
ungeraden Theta warden, gleiehfalls symmetriseh, ausgedriiekt dureh Inte- 
grale erster Gattung, und zwar in der Form: 

v = l  

Offenbar mflssen die I[~. denselben linearen Gleiehungen geniigen wie die 
%, ausserdem abet einer Anzahl nieht-linearer Gleiehungen, da sie alge- 
braisehe !~unetionen einer Variabeln sind. 

Setzt man speeieller: 

u~ = f t L ( x ,  y)dx,  
X'~ y' 

indem man beide Grenzen als variabel ansieht, so gehen die ABEL'sehen 
Funetionen iiber in rationale Funetionen yon (x, y) und (x', y'), die ge- 
raden in symmetrisehe, die ungeraden in alternirende. Der Quotient zweier 
ungeraden Theta aber wird ein Produkt zweier Faktoren, von denen der 
eine nur yon (x, y) abhg~gt, der anaere aieselbe Funetion von @', y') ist. 
Die Faktoren bestimmen sieh, indein man beide Punkte zusammenfallen 
liisst; man finder leieht: 

- -  t -  
O , , ( ~ )  v tb  ( . ,  v) ~/u~ (~,'. v') 

Daraus geht hervor, dass man im Geltungsbereieh der RI~MaNN'sehen 
Theorie - -  die aber, wenn p > 3 ist, nieht die allgemeinen ABEL'sehen 
Funetionen umfasst ~ den Thetarelationen genSgen kann, indem man far 
jedes ungerade Theta setzt: 

o,,. = f .  ~/&(,~, v) ~/Ho(,*~---;7, V'), 

oder, wenn wir die II~,. mit u,. und u: bezeiehnen: 

Zwisehen diesen ~r,. bestehen dieselben linem'en Rdationon wie zwisehen 
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den Anfangsgliedern der ungeraden Theta. Die Aufgabe ist jetzt, die 

nicht-linearen homogenen Glcichung'en zwischen den u, zu iinden. 
Fiir p = 3 existirt im Wcsentlichen nur eine solehe (~leichung', die 

vom vicrten (h'ade ist. Wenn wit sic in t inct  g'rossen Anzahl verschie- 

dener Formen aufstellen, so mfssen aus einer alle i;d)ri~en folg'en, indem 
man die linearen Gleichungen zwischen den u~ und den G. zu Hiilfe nimmf. 

Wir  stiitzen uns auf einen bekannten algebraischen Satz. Sind x,, 
x = , . . . ,  x2,, lineare homogene Functionen yon n Vcriinderlichen, welche 

identiseh einer Gleichung 

Z (v~ = o 
r  

geniigen, und is~ 
n 4  1 

Z ( & x . )  = o 

(lie (~leic'hun~', dureh die x l ,  x~, . . . ,  ~,+l 

wend io, : 

z 'A= ==o. 
a = |  

verbunden sind, so ist noth- 

Ist  ferner 
Z ( K x o )  = o 

die Gleichun~, welehe x I , x , ,  . . . ,  x, und x, ,+2 verbindet, so ist auch 

= o  
~=i \ Y,~ / 

Diesen Satz k6nnen wir anwenden auf die Relationen zwischen den Pro- 
dukten P ~ =  8~6)~. Es giebt seehs P , ,  die Produkio ungerader Theta 

sind; nennen wir sie /)1, P~, " " ,  I~. Durch die Permutation 5 6 werden 
die ersten vier in Produkte gerader Theta i~bero'efiihrt. Es besteht also 

die Gleichung 
4 

Z ( +  p.~,v~) - -  o 

Den Gleiehungen wird geniigt, wenn wir 8~ dureh 0'~ v'G, also P,~ dnreh 

V'w~/wa ersetzon, wo 
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ist, und w', dieselbe Function yon x',  y' bedeutet. Dies giebt: 

4 

257 

~ +  - -  - -7  o- ,_  po00 r  g ~ . )  = o. 

Hieraus folgt, dass die vier Gr6ssen ~ /~ ,  ~/~-~, ~/w-~, ~/~[ durch zwei li- 
neare Gleichungen verbunden sind, und dass, wenn wir 

3 

X (& ~/~) = o 

setzen, nothwendig 
3 2 

sein muss.  

Wir sind offenbar berechtig~, in dieser Gleichung die Combination 56 
auch durch 45 odor 46 zu ersetzen. Somit haben wit drei Gleichungen, 
die mehr als ausreichen, um die VerMltnisse yon A12 , A] und A~ zu be- 
stimmen. Sie werden erfiillt, wenn man A~ proportional 

Pa45 Pa4n 19a~6 (a = 1, ~, 3) 

annimmt;  1 denn es besteht die Gleiehung: 

3 

Z ( +  po ,3po ,0 )=o ,  
a = l  

die zur Kategorie der Formeln ~ ( 4  q~) = o geh6rt. Wir erhalten dcmnach" 

3 

(,~) E (+ r = o. 

sin& 

zeiohen in tier Gleichung 
3 

a = l  

fibereinstimmen mit den drei ersten VorzeMmn der Gleichung 

4 

22 ( + 10~66 P~) = o, 

was leieht zu beweisen ist. 
A e t a  ma, tht,tnati, ea.  27. Imlarlm$ le 10 janvier  1903. 

1 Eigentlich folgt aus unsern :Formeln nur, dass diese Produkte proportional _ A~,. 

Dass A~ = + l~45 2~a46t)~6 gesetzt werden darf, ergiebt sich daraus, dass die Vor- 

33 
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Vergleichen wit dies mit Formel (7). ~Vir sehen dann, <lass <lie P, ela- 
tionen zuisehen den sechs Wurzelfunetionen 

genau dieselben sind wie die, uelche fiir p = 9_ zwisehen den Anfangs- 
S der c,~ / l iedern tier ungeraden Theta bestehen, nur <lass an die , relic die 

Quadratwurzeln 

treten. Aber diese Gr6ssen ~+p~ sind auch ihrerseits dureh dieselben Gleieh- 
ungen verbunden, wie die I O Gr6ssen c,, im Falle /, = 2. 

])a (lie u,~ lineare Funetionen yon drei Variabeln sind, so haben wit 
hier, in verschiedenen irrationalen Formen, die Gleiehuno" einer Curve 
vierten Grades. Die Anzahl der versehiedenen Formen l)etriigt 63 .  20, 
als Coefficienten treten auf die Werthe, welche d,ie geraden Theta nnd 
(lie Ab]eitungen der ungeraden ftir ~t = o annehmen. 

,~4.  

Ftir die ABEL'schen Functionen yon vier Variabeln besteht unsre 
Aufgabe vorlfiufi/ nut darin, diejenigen Gleichungssysfeme aufzustellen, die 
den f~ir # :~ 3 gefundenen genau analog sind. 

Die Relationen zwischen den Quadraten der 7t'heta 5bergehen wir und 
gehen bald zu den Produkten 

fiber. Halten wir x test; dann existiren 64 solche Produkte, welche ge- 
rade Functionen sind, und yon diesen sind nur 2 .~ ~ 8 linear unabh~ngig. 
Hieraus allein folgt schon, (lass zwischen den P, genau dieselben Rela- 
tionen bestehen, wie zwischen den Quadraten der Thetafunctionen yon drei 
Variabeln. Speciell gilt also der Satz: 

Zwisehen je sechs Functionen 1~ die eine ~'eschlossene az)~getisehe 
Reihe bilden, besteht die Gleichung 

6 

3,) Z (+ 12) - o, 
qz= l  
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wo 2 diejenige Permutation bedeutet, die alle 6 Functionen in Produkte 
gerader Theta iiberffihrt. 

Die Beziehungen zwisehen den 136 Constanten c lassen sich in fol- 
gender Weise zusammenfassen. Wir nehmen eine GOrEL'sehe Gruppe 
(o, x, A, x2) und denken uns die Produkte gebildet: 

Es giebt 16 solche Produkte, die lauter gleiehal~ige Faktoren enthaltcn, 
davon IO Produkte gerader Theta. Die Werthe, welche diese letzteren 
annehmen far u = o, bezeichnen wir mit q~. 

Aus diesen io GrSssen q~ lassen sich auf I5 verschiedene Arten vier 
auswghlen, die eine azygetisehe Reihe bilden; diese vier sind jedesmal durch 
eine Gleiehung 

4) 2 : ( +  eo) = o 

verbunden. Es ist dies dasselbe Gleichungssystem welches besteht zwischen 
den IO GrSssen p~ fiir p = 3, und den c~ fiir p ---- 2. 

Der Beweis ist leicht zu fiihren. Sei ql,  q2, q3, q~ eine der 15 azy- 
getlzchen Reihen. Wit  kSnnen 

Q, = P~P~.~ (~=,,o.,.~,4) 

setzen. / 1 ,  P2, Pa, P4 sind dann Produkte gerader Theta, die ebenfalls 
eine azygetisehe Reihe bilden. ErgSnzen wir diese zu einer geschlossenen 
durch I-Iinzufiigung zweier Glieder P~, P~, die auch Produkte gerader Theta 
sein sollen. Dann besteht die Gleiehung: 

und darau's folgt: 

Dies giebt f[lr u = o: 

6 

E ( +  = o, 
a = l  

6 

o:=1 

4 

a = l  
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odor- 

F. Schottky. 

4 

Z (+  q.) = o; 
a = l  

denn Q~ und Q6 k6nnen nicht Produkte yon 4 geraden Theta sein. 
Von jetzt ab machen wh" die Voraussetzung, dass es sich nicht um 

die allgemeinen ABEL'schen Functionen yon vier Variabeln handle, sondern 
um die, welche der RtEMANN'Schen Theorie entsprechen. Wir k6nnen 
dann, genau wie im Falle p -~ 3, sagen: Es muss m6glich sein, den s~immt- 
lichen Thetarelationen zu geniigen, indem man ffir jedes ungerade Theta 
den Ausdruck 

substituirt. ])abei bedeuten die u~ lineare Functionen yon vier Variabeln, 
die, was ihre Coefficienten anbetriff~, iibereinstimmen mit den Anfangs- 
gliedern der entsprechenden Theta. Aber die Variabeln sind nich~ un- 
abh:,~ngig, sondern proportional algebraischen Ftmctionen einer Veriinder- 
lichen x, sodass zwei verschiedene homogene aber nich~ lineare Gleiehungen 
zwischen den u. bestehn. Die u~ sind diesetben Functionen yon einer 
zweiten Variabeln x'. 

An die Stelle yon P. tritt, wenn P.  das Produkt zweier ungeraden 
Theta ist: 

W O  

W a ~ ~ a U a ,  

ist. Nun nehmen wir an, wir h•tten eine seehsgliedrige gesehlossene azy- 
getische Reihe von Produkten ungerader Theta: 

P,, P , , . . . ,  Po. 

2 sei diejenige Permutation, die alle sechs Gr6ssen in Produkte gerader 
Theta verwandelt. Aus der Gleichung 

6 

X ( +  p.~P,) = o 
a = l  

folgt dann: 
6 

Z (+  p.~ ~/~ r = o. 
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Da die w'~ yon einer andern Variabeln abhiingen, als die w~, so miissen 
wir hieraus schliessen, dass je vier der seehs Gr6ssen ~/w-~ durch eine li- 
neare Gleichung verbunden sind. Sctzen wir demnach an" 

4 

X ( ,L = o, 
a=l 

so folgt aus dem algebraischen Hiilfssatz den wir im vorigen Paragraph 
aufgestellt haben, dass die Coeffieienten A~ die Bedingung erfiillen miissen 

a = l  

Wenn ferner Bi ,  B2, B~, B~ die Coefficienten derjenigen Gleichung sind, 
die zwischen ~/~-~,, ~/~, ~/~-7~ und ~/~ besteht, so muss 

sein. 
a = l  ~)a.), / 

Die 64 GrSssen P~ verhalten sich so, wie die Thetafunctionen yon drei 
Argmnenten. Denken wir uns nur P1, P~, P3, P4 gegeben, so kSnnen 
wir diese Reihe dureh Hinzufiigung yon drei neuen Produkten ungerader 
Theta: P~, P~ und imp, zu einer Hauptreihe ergiinzen. Verstehen wir dann 
unter im~ die Function imp, so ist ,~ ~ vp diejenige Permutation, die alle 
sechs Functionen P1, ira:, . . . ,  P6 in Produkte gerader Thet~ iiberfiihrt. 
Ebenso kSnnen wir aber im~ und imp fiir /35 nehmen. Zur Bestimmung der 
Coefficienten in der Relation 

. A l q W  1 -~  . . .  + . A 4 r  4 ~--- 0 

haben wir demnach die drei Gleichungen: 
s 

Diese Gleichungen werden erfiiUt, indem man 

' In Bezug auf die Vorzeiehen gilt bier dasselbe wie in der entsprechenden Be- 
trachtung fiir p -~ 3. 



262 

seize; denn die Formel 

F. Schottky. 

4 

Z (_+ p,,,,, p,...) = o 
eZ~l 

geh6rt in die Kategorie der Gleichungen 

Z ( + _  q,,) = o .  

Die Gleichung zwischen den vier Wurzelgrbssen lautet demnach: 

4 

( ,s)  Z (_+ r .... e~,,,p-;,-~) = o .  q.=l  

Es sind dabei p,~,pp und up diejenigen drei yon I234 verschiedenen Per- 
mutationen, die gleichzeitig t~ ,  t~ ,  /)..3 und /)4 in Produkte gerader Theta 
iiberfiihren. Vergleich~ man dies mi~ der Formel (i I) im vorigen Para- 
graphen, so sieht man" 

Zwisehen den 28 Wurzelgr6ssen ~/w-~--~/~J,v,,~, (lie zu einer halben 
Periode x geh6ren, bestehn genau dieselben linearen Relationen, wie zwischen 
den Anfangsgliedern der 28 ungeraden The~afunctionen yon drei 'an- 
abeln; allerdings mit der Modification, dass an Stelle yon G fiberall v~l,~ zu 
se~zen is~. 

Die Frage ist je~z~: Sind die 36 Gr6ssen ~/~ auch g'enau dureh die- 
selben Gleichungen verbunden, wie die G ffir p ~ 3 ? Dass dies der Fall 
is~, geh~ ebenfalls aus unsern Betraehtungen hervor. 

Denken wir uns eine Hauptreihe gewiihlt: 

/)1, G ,  . . . ,  P~ 

und bezeichnen mit A die Coefficienten der Gleichung, die zwischen Vqv-~-, 
~/~, ~/~ und ~/~[ besteht, mit B die der Gleichung, (lie besteht zwischen 
den drei ersten GrSssen und ~/~. Diese Coefficienten sind uns bekannt: 

Nun isg aber: 

A+ ----- • ~/p~5+p~+Tp.++, 

B.  = + ~/po~+p+~+p~++. 

E ---+ P~+7 / 

( a = l ~ , G 4 )  

(a = 1, ~ 3, b) 
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denn 67 ist diejenige Permutation, welche die geschlossene Reihe 

P , ,  P~,  . . . ,  P0,  P , , , 5  

in Produkte gerader Theta [iberfiihrt. Daher folgt: 

3 

X ( •  W,o,0 p,,,~ l,~.~0 ro~) = o. 

Wenn man hie:" die GrSssen ~/~ durch c ersetzt, so bekommt man eine 

der Relationen ~ ( •  q~) = o, die fi]r p = 3 bestehen. Dass hier die q~ zu 
tier speeielleu syzygetisehen Gruppe (o, 4 5 , 6 7 , 4 5 5 7 )  gehSren, ist un- 
wesentlieh; denn man kann fftr p = 3 dis Hauptreihe 0:,  02, . . . ,  07 so 
wShlen, dass (')~ in 0~, und ebenso t4~ in 07 durch vorgesehriebene Per- 
muiationen ),, # iibergehn, vorausgesetzt nut, dass ,t, # sich syzygetisch 
verhalten. Demnach k5nnen wir sagen dass f~;r p ~ 4 im RIm:A~N'schen 
]?alle zwisehen den GrSssen ~/2:7 genau dieselben Relationen bestehen, wie 
im Falle p = 3 zwisehen den c. 

LSsen wit jetzt dis Produkte p(~ auf in c~c,..., so haben wir folgenden 
Satz" 

Wenn G irgend eine GOPEL'sehe Gruppe drit~er Ordnung ist, so 
existiren drei zugehSrige Produkte 

I~,, = I I  (a,~) <o_,,, ~, 
x 

(ersh'eckfi hber die 8 Elemente x yon g), die lauter gerade Faktoren ent- 
halten, und somit drei Constanten r~ , r~, r3, die Werthe der R, ffir u = o. 
Diese drei Consfanten sind stets (lurch eine Gleichung 

(, G) ~/~E + ~/;; -+ 4,~ = o 

verbunden. 
Wir haben demnaeh ein System yon so vielen Gleiehungen, als ver- 

sehiedene G0:,I,:L'sehe Gruppen drifter Ordnung existiren, d. h. 

( 4 4 -  : ) ( 4 3 -  1)(4' - -  I ) =  24o975. 

Sie sind nieht erftillt bei willkiirliehen Werthen der :o  Periodieitiitsmoduln, 
stellen aber nur eine Beziehung zwisehen ihnen dar, sodass eine einzige 
solehe Gleiehung' mit Nothwendigkeit  alle iibrigen naeh sieh zieht. 
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Diese Gle~chung 

entspricht den Gleichungen 

F. Schottky. 

3 

2:  ( •  v'~)  = o 

3 

E(+__q.)=o ffir p = 3 ,  

3 

E ( + p ~ ) = o  ffir p----2, 
a = l  

3 

Z(__+c~)=o  fiir p =  I. 
a = l  

Wir wollen die vier Gleichungen zusammenfassen. Bezeiehnen wir die 
vierten Potenzen der Moduln durchweg mit C,,. Es sei je~zt, bei belie- 
bigem p, eine GoPEr,'sche Gruppe yon der Ordnung t o - - I  gegeben. 
Wenn wir uns dann die Produkte gebi|det denken 

I I  (o.,) 
x 

erstreekt fiber die 2 p-1 Elemente yon G, so giebt es darunter genau drei, 
die aus lauter geraden Faktoren bestehn. Diesen entsprechen drei Con- 
stanten: 

--"a ----- H ( C a , )  ( a = l , , , 3 )  

und zwischen diesen drei Constanten besteht, ftir p ~-~ I, /o : 2, p :  3, 
und fhr p = 4 im RIEM~S~'schen Falle, die Gleichung: 

3 

or  (+ = o 

~Vir haben gesehen, dass zwisehen den 28 Wurzelfunctionen ~/w-~, die 
zu einem bestimmten z gehSren, genau dieselben Relationen bestehen, wie 
zwischen den Anfangsgliedern der e8 ungeraden Thetafunctionen yon drei 
Variabeln, mit dem Unterschicd, dass an die Stelle yon c, iiberall ~/~ 
triit. Abet diese 36 Gr6ssen ~/~ geniigen ebenfalls genau denselben Gleich- 
ungen wie die c,. 

~ " O" Nun hatten wir ffir p = 3 ein System nicht linearer Glelchun,~en auf- 
gestellt, repriisentirt durch die Formel 

3 

2:  (+ r176 po.o w~) = o .  
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Dies sind 20 .63  Gleichungen, da wir einerseits die Indices I ,  2, . . . ,  6 
beliebig vertausehen k6nnen, andrerseits z eine beliebige yon 6 3 Permuta- 
tionen bedeutet. Aber alle diesen Formeln stellen, wenn wir uns die li- 
nearen Beziehungen zwischen den ua gegeben denken, im Wesentlichen 
nut eine hinzutretende neue Beziehung dar; eine einzige zieht alle iibrigen 
mit Nothwendigkeit nach sich. 

Stellen wir nun die enfsprechende Formel auf fiir p----4. Wir w~hlen 
eine Permutation 2, die zu x syzygetisch ist, und setzen 

.Pa ~ Ca Cax 

Entsprechend: 

qa --~ Pa Pa;~ ~ Ca tax Cax Caxx. 

W a ---- U a Uaz  

Xa ~ W a  Wait ~ Ua  '~ax ?~ait Uax). ' 

Zur Gruppe (o, x, 2, z,~) geh6ren 16 Produkte gleichartiger Theta, 
wovon 6 lauter ungerade, I o lauter gerade Theta enthalten. Die 6 ersteren 
mSgen durch Q1, Q~, . . . ,  Q6 bezeiehnet werden. Wenn wir dana die Gleich- 
ung aufstellen: 

3 

a = l  :~ 

und damit zugleich alle die ins Auge fassen, die aus ihr entstehen ein mal 
durch Vertauschung der Indices I ,  2, . . . ,  6, zweitens dadurch, dass wir 
zwar z festhalten, abet 2 variiren, dann kSnnen wir sagen, dass eine dieser 
Gleichungen alle fibrigen nach sich zieht. Da nun der Ausdruck links 
vSllig symmetrisch yon z und 2 abh~ngt, so muss fiir die Variation yon 
z dasselbe gelten. Wenn wit demnaeh das Gleichungssystem (17) gelten 
lassen fiir jede G(~eEL'sehe Gruppe (o, ~, 2, x2), so tritt  damit zu den 
beiden Gleichungen zwischen den Variabeln u ,  u', u", u'", die durch die 
Relationen zwischen den Wurzelfunctionen defiairt werden, nut eiae neue 
Gleichung hinzu. Allerdings sind die Ua dann nicht mehr lineare Func- 
tionen yon vier unabh~ngigen GrSssen, und aueh nicht mehr algebraische 
Functionen einer Ver~nderlichen, sondern Constanten. Wir haben damit 
auch jedem ungeraden Theta eine bestimmte Constante, us, zugeordnet. 

Aela mathemalif~a. 27. Imprim~ le 10 janvier 1903. 34  
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Bezeiehnen wir diese constanten GrSssen der Gleichm~issigkeit wegen 
ebenfalls mit ca, so nimmt die Gleiehung (x 7) die Form an: 

3 

Z (+  "; ~ qa qai.~ qa46 qa~6) = O. 

Da jedes q ein Produkt yon vier GrSssen c ist, so haben wir hier eine 
Relation yon der Gestalt" 

~/.:, _+ ~ + ~/~ = o. 

Die drei s sind Produkte yon je 16 Faktoren, die zu einer und der- 
selben Gruppe mit der Basis 

(z, 2 , 4 5 ,  46 ) 

geh6ren. Diese Gruppe ist nicht rein syzygetisch, da die Permutationen 
45 , 46 sich azygetisch verhalten. 

Die Anzahl dieser Gleichungen betrfigt" 

( 4 ' - -  I ) ( 4 ' - -  I). 2o = 321300. 

w  

Ehe wir zur AuflSsung der Modulgleichungen iibergehen, wollen wir 
einen Satz aufstellen, aus dem sich die MSglichkeit einer vereinfachenden 
Transformation ergiebt. 

Wenn wir irgend eine der Thetafunctionen ins Auge fassen, so lassen 
sich die Permutationen scheiden in solche, die den Charakter der Func- 
tion 5ndern, und solche, die ihn nicht ~indern; yon den ersteren sagen 
wir, dass sie kritisch sind fiir das betreffende Theta Hiernach giebt es 
ffir jede ungerade Thetafunction yon p Argumenten 

I (4 .o + 2,), 

fiir jede gerade 

kritisehe Permutationen. 

' - (4 ' - -  ~') 
2 
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Es sei nun G eine beliebige Gruppe. Wir  bilden das Produkt 

Po= 

267 

erstreckt fiber alle Elemente yon G. Durch eine Permutation ~o geht P,  
fiber in 

Po,  = H (o_). 
x 

Wenn oJ sich syzygetiseh verhfilt zur ganzen Gruppe G, so ist ~o krifisch 
ffir alle Faktoren yon P~ oder fiir keinen. Denn der Quotient 

o.x 0~  

ist dunn eine gerade Function; wenn also 0,. und 0,~ entgegengesetzten 
Charakter haben, so muss yon 0., and 0,,~ dasselbe gelten. 

Wenn sich abet w nicht zu allen Elementen yon G syzygetisch verhiilt, 
so ist m kritisch genau {fir die Hiilf~e der Faktoren yon P, .  Denn an- 
genommen, z sei ein Element yon G, das sich zu ~o azygefisch verhiilt. 
Alsdann ist der Quotient ~ eine ungerade Function. Daraus folgt, dass 
~o krifisch ist ffir einen der beiden Faktoren 0,,, 0(,~, ffir den andern nicht, 
und dasselbe gilt offenbar ffir je zwei Faktoren yon P~, die durch die 
Permutation 7. in einander iibergeffihrt werden. 

Davon machen wir folgeude Anwendung. Es sei ein System yon 4 p 
GrSssen C gegeben, die den einzelnen Thetafunctionen zugeordnet sind. 
Mit diesen setzen wir in Verbindung ein zweii~s System yon 4 p - - I  
GrSssen e, die den einzelnen Permutationen entsprechen, und einen Faktor 
r ,  indem wir setzen 

co, = ,. I I  
# 

])as Produkt sell erstreckfi werden fiber alle Permutationen p,  die fiir 0~ 
kritiseh sind. Wir haben so ein System yon 4 e Gleichungen; die Faktoren 
e sind nicht rational dutch die C bestimmt. Wenn wir uns abet nieht 
nur die C, sondern auch die Werthe ihrer Logarithmen gegeben denken, 
so kSnnen wir das Gleiehungssystem dutch ein lineares zwisehen den Lo- 
garithmen ersetzen und auf diese Weise die e eindeutig bestimmen. 

Bilden wir jetzt das Produkt 

= I I  ( c . , . )  
x 
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erstreckt fiber die Elemente x einer Gruppe n t~ Ordnung, und denken uns 
ffir jedes Cm~ seinen Ausdruck eingesetzt, z,, wird dann zuns den 
Faktor r in tier 2"ten Potenz enthalten. Wenn ferner/L eine Permutation 
ist, die nicht zur ganzen Gruppe syzygetisch ist, so ist /L genau ffir die 
Hs der 2 n Functionen 0 ~  kritisch; infolge dessen wird der Faktor e~ 
2 "-~ mal in rr,, vorkommen. Ist endlieh/~ syzygetisch fiir die ganze Gruppe, 
so ist p kritisch ffir alle Functionen 8,,~ oder fi'lr keine" im ersten Fall 
kommt ez vor in der Potenz 2", im zweiten gar nicht. Das Resultat ist 

demnaeh : 
o,,  2 ~l-1 " 2n  

, , - , ,  - - :  , 

wo das eine Produkt sich erstreckt fiber alle Permutationen v ,  die nich$ 
zur ganzen Gruppe syzygetisch sind, das andre fiber die Permutationen #, 
die zu allen 2" Functionen 0~x kritisch sind. 

Indem wir 
r ~///(~) = R 

setzen, kSnnen wir das Resultat so darstellen: 

Rn(e.). 

Der Faktor R hs zwar ab yon der Wahl der Gruppe, aber nieht 
von dem speciellen Index m; er fiillt also fort bei homogenen Relationen 
zwisehen den 7:,,~, die zu derselben Gruppe gehSrt. Das Produkt II(ez) 
enths um so weniger Faktoren, je grSsser die Ordnung der Gruppe ist. 

Damit ist zugleich die Aufl6sung des Gleichungssystems gewonnen. 
Es sei e~ irgend einer der Faktoren e. Wir wShlen zuniichst zwei Fune- 
tionen 0~, 0, in der Weise, dass # kritisch ist fiir 0n, nicht kritisch ffir 

0,.  Dann bilden wir die Produkte: 

: 

erstreckt fiber die Gruppe derjenigen Permutationen z, die zu # syzygetisch 
sin& Diese Gruppe ist yon der 0 rdnung 2 p -  i. Kritisch fiir s~mmt- 
liche Functionen 0rex oder s~immfliche 0,,, kann nut eine Permutation sein, 
die zm" ganzen Gruppe syzygetisch ist, also nur /t; nun ist /L kritisch ffir 
0=, aber nicht ffir 0.; folglich erhalten wir: 

22p--l j - -  2gp-~ / - -  
V~m = pe~, Vm, ~ P,  
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w  

Wir wollen die elliptisehen Funetionen nieht iibergehen. Unter c~, 
c2, c 3 verstehen wir wie friiher die Anfangswerthe tier geraden Theta; der 
ungeraden Function 0 ordnen wir gleichfalls eine Constante c zu, die will- 
kiirlich gew~hlt sein kann. Die Faktoren e~ definiren wir dann durch die 
Gleichungen: 

c~ ~ = re~, c~ re3~, c~ re12, 

C 4 ~___ ~'e12 el3 e2s. 

In  der letzten Formel kommen drei Faktoren e vor, well fiir das ungerade 
Theta alle drei Permutationen kritiseh sind. 

4 Die Gleiehung c~ + c~ + c3 = o geht dadureh fiber in 

e23 ~ eal ~+ e12 ~ o .  

Dies zeigt, dass man 
Werthe e~, e~, e~ : 

fiir die e~, substituiren kann die Differenzen dreier 

= + ( e l  - -  e t c .  

el ,  e2, e 3 selbst diir[en als unabh~ngige Werthe angesehen werden. 
Sondert man yon den Thetafunctionen die Constanten c ab, indem man 

O~ -~- C~. a ~  0 ~ C. o 

setzt, so nehmen die Relationen zwisehen den Quadraten der a die ein- 
faehe Form an: 

(e2 - -  e3)a~ + (e3 - -  e , )a~  + (e7 - -  e : )a~ = o ,  

Schiirfer treten diese VerMltnisse hervor im Falle p = 2. Zehn Con- 
stanten, die Anfangswerthe der geraden Theta, sind unmittelbar gegeben; 
den sechs ungeraden Functionen 01, 8 .~ , . . . ,  OG ordnen wir ebenfalls be- 
stimmte Cons~anfen cl, c 2 , . . . ,  c6 zu, und zwar sollen dies die Werthe der 
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linearen Anfangsglieder sein fiir irgend welche beliebig gew~ihlte constante 
Werthe  Uo, u'o der beiden Variabeln u ,  u'. 

W i t  haben dann ein System yon 1 6 Constanten c; diese sind dutch  

ein System yon 2o Gleichungen verbunden, das repr~sentirt wird durch 

die Formel:  
3 

E ( +  ca c~,~ co,~ c.~) = o. 

Diesen I6 Constanten c stellen wir 1 5 Faktoren e,, gegentiber, die den 

I5 Permutat ionen I 2,  i 3 ,  . . . ,  5 5 en~spreehen, indem wit allgemein setzen: 

c;, =- ,.n(e, ) t ) 

wobei das P roduk t  zu erstrecken ist fiber die fiir 0,,, krit ischen Permuta-  

tionen. Danach ist z. B. 
4 cl -~ re~3 e2a �9 �9 �9 eaG, 

4 4 
C~3 = C4~6 ----- ~'el~ e13 e~3 e4~ e46 e~6. 

Dadurch verwandelt  sich die Gleichung zwischen den c in die viel ein- 

fachere: 
e~a -t- e31 ~ e12 ~ o. 

Denn 2 3 ist offenbar die einzige Permutat ion,  welche fiir die vier Fak- 

toren des Produkts  

kritisch ist. 

Die Bedeutung  der Relation zwischen den e~3 ist ohne weiteres klar: 

sie sagt aus, dass die e~ nichts andres sind als die 1 5 Differenzen yon 

sechs Gr6ssen e~, e2, �9 �9 eG: 

e,z----- • (e, - -  e,). 

Es ist bekunnt  dass sich auch hier die Thetarelat ionen sehr verein- 

fachen, wenn man yon den einzelnen Funct ionen die entsprechenden Fak- 

toren c absonderr Setzen wir allgemein 

Die Gleichung zwischen vier ungeraden Theta:  

4 

5:  (_+ c ~  o~) = o 
a = l  
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oder: 
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4 

Ca5 6 Ca ITa) ~ 0 

e2~ e2, e~, a~ __+. . .  + e,~ e,3 e.~3 ~ : o ,  

da 2 3 , 2 4 ,  34 und 56 die einzigen Penuutationen sind, die gleichzeitig 
ffir 8 ~  und 81 kritisch sin& 

In  5hnlicher Weise geht die Gleiehung" 

iiber in: 

3 

e~ al a15e • e~l a~ ~.n~ --+ e~  et~ ~3~G ~ o ;  

denn kritiseh fiir die vier Functionen 

Om , 0146 , 0,56,01 

ist nur die Permutation 2 3. 
Endlich geh~ die Gleichung zwischen vier geraden und zwei ungeraden 

Functionen : 

C145 6146 ~245 ~246 - -  C245 C246 ~145 ~146 ~ ~ C345 C346 ~5 ~6 

fiber in: 
~r~4 ~ er~4 G - -  al4 ~ ~rj4 ~ ~ -b el2 e3~ ~r~ ~r e 

wie ebenfulls ohne jede Rechnung zu erkennen ist. 
Ffir p ~ 3 tritt die Schwierigkeit ein, dass man zun~ichs~ im Zweifel 

ist, welches System yon Constanten man den ungeraden Theta zuordnen 
soll. Wit  beschrSnken uns zun~chst auf die Relationen zwischen den An- 
fangswerthen der geraden Theta. 

Legen wir eine Hauptreihe 

0 1 , 0 2 ,  . . . ,  87 

der Bezeichuung zu Grunde. ~Vir mSssen dann eigentlieh die flbrigen 
Theta bezeichnen dureh die Combinationen drifter, ffinfter und siebenter 
Ordnung der Zahlen I ,  2 , . . . ,  7. Start dessen lassen wir die Thetafunc- 
tion, die eigentlieh der Combination aller sieben Zahlen entspricht, ohne 
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Index und ersetzen jede Combination yon hSherer als tier dritten Ordnung 
durch die complementiire. Es sind dann 0,,  0~,... ,  07, 0~2... 0~ die 28 
ungemden Functionen; die iibrigen: 0n3. . .  0~6r und 0 sind gerade. Die 
Indices tier Theta kSnnen wit auch zur Bezeichnung der Permutationen 
verwenden; die Permutation m i s t  diejenige, welche 0 in 0 ,  iiberftihr~. 

Die RelaHonen zwisehen den 36 GrSssen c sind gegeben durch den 
Satz: Zu jeder GOPEL'sehen Gruppe (o, x, ~i, x2) gehSren drei Produkte 

die aus lauter geraden Faktoren bestehen; die Werthe dieser Produkte fiir 
u = o geniigen der Gleichung: 

Z ( +  qo) = o.  

Nehmen wir speeiell die Gruppe (o, 56, 7 ,567)  �9 
sind hier: 

C145 C146 C235 C236 ) 

Die drei Constanten q 

C245 C246 C $15C316) 

C345 C346 C|25 C126. 

Die Summe dieser Produkte ist also gleieh o. Wir kSnnen der Gleichung 
eine einfachere Form geben, n{imlich: 

D~37 D,,7 +__ D: .  D~47 +_. D ~  Ds47 = o, 

wenn wir die Bezeichnung: 

einfiihren; a, fl, ~', 3 sollen hierbei irgend vier der Zahlen 1 , 2, . . . ,  7 oe- 
deuten, z, ~, p die drei iibrigen. 

Die Gleichung zwisehen den GrSssen D sagt offenbar aus, dass sic 
sich als Determinanten darstellen lassen miissen. Wir kSnnen sieben Werth- 
systeme (As, B~, Ca) aufstellen, sodass allgemein: 

A, B, c, 
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ist. Damit  w i r e s  nur mit unabh~ngigen GrSssen zu thun haben, sondern 
wir yon jedem Werthsystem (A~., B~, C~) einen Faktor l, ab und schreiben 
demnach : 

a~ b~ c~ 

D ~ , - ~ •  a~ bx ca 

a, b, c, 

Wir  stellen uns die Aufgabe, sSmmtliche GrSssen c auszudrficken uls Func- 
tionen der Werthsysteme (a, b, c), die wir als homogene Coordinaten yon 
sieben Punkten der Ebene ~uffassen kSnnen. 

a~ b~ C~ 

__+ a~ b~ c~ 

a~ b, c~ 

bezeichnen wir mit f~I~, sodass 

c,z r c,z~ c~r,~ cB~ = l~ l~ 1, 

ist. Wir  stellen zunSchst eine Gleichung auf, bei der die Faktoren l eli- 
minirt  sind : 

c14.~ci46c~.~5 c~s8 _ _  f14v f~s7 

%45 c~46 cls5 cls6 f~47 flat 

Beriicksichtigt man, dass die Zahlen i , 2 , . . . ,  7 beliebig unter einander 
vertauscht werden kSnnen, so is~ damit ein Gleichungssystem gegeben zur 
Bestimmung der GrSssen c. Allerdings sind die c dadurch allein noch 
nicht vSllig bestimmt. Wenn wir allgemein 

c~ r durch r~ r~ r~ c~ r 

ersetzen, wo r l ,  r ~ , . . . ,  r7 beliebig gewShlte Faktoren bedeuten, so bleiben 
die Gleiehungen bestehn. Dies ist aber die einzige Unbestimmtheit,  welche 
iibrig bleibt. 

Die LSsung des Gleiehungssystems liegt nahe, wenn man die Indices 
der GrSssen C und f beriicksichtigt, die auf beiden Seiten vorkommen. 
I4 7 und 2 37 sind Permutationen, welehe kritisch sind fiir die Faktoren 
des Produkts 

014b 01~6 02~ 028~. 
Acta mathema2iza. 27. Imprim~ le 12 ~a~a~ier 1903. 35 

Die Determinante 
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Dasselbe kann man sngen yon den Permutationen 14 und 23, abet yon 
keiner andern. Daraus allein folgt, dass die Gleichungen erffdlt werden, 
wenn man setzt: 

C~ = rII(ez), 

(]as Produkt erstreckt fiber die far 0 ,  kritischen Permutationen /l, und 
dabei unter el, den Ausdruck f-,;v versteht wenn I~ eine dreigliedrige Com- 
bination a/~ T ist, dagegen den ~Verth ~, wenn p ein zweigliedriger Index 
a/~ ist. Die Werthe tier e mit eingliedrigem Index: el, e2, . . . ,  er, sind 
vorliiufig willktirlich. Darin ist die allgemeine LSsung des Gleichungs- 
system enthalten, und es bleiben nur el, e~, . . . ,  er als Functionen der 
Werthsysteme a,  b, c zu bestimmen. 

W[r kSnnen die Gleichung 

c,4,, = rll(el, ) 

auch gelten lassen fiir den Anfangswerth e der Function ohne Index, da 
wir die GrSssen ea, e~, . . . ,  e7 noch mit einem Faktor multiplieiren kSnnen. 
Sic lautet ffir diesen Fall offenbar: 

C 4 = ~ ' .  e x e i  . . .  e 7 .  

Fassen wir jetzt allgemein die Gleiehung 

3 

Z ( +  qo) = o 

ins Auge, die zu einer beliebigen GOPEL'schen Gruppe (0, x, 2, x2)geh6rt. 
Die drei GrSssen q~, q~, q3 entsprechen drei Produkten gerader Theta: 
Q~, Q~, Q3" Zu derselben Gruppe gehSrt noch ein Produk~ ungerader 
Theta: dieses ist Q~3" Kritisch fiir die Faktoren yon Q~ sind nur die- 
jenigen Permutationen, die Q~ in Q123, oder, was dasselbe ist, die Q~ in 
Q3 fiberfiihren. Die Gleiehung erh~lt demnach durch Einfiihrung der Fak- 
toren e die Gestalt- 

A n - B + _ _  C------ o, 

wo A ,  B ,  C Produkte yon je vier Gr6ssen e sind. Eine Vereinfaehung 
tritt insofern ein, als ein Theil der Faktoren e den Werth i hat. 

:Nehmen wir jetzt die specielle Gruppe: 

(o, 45, 67, x23). 
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Die zugehSrigen Produkte gerader Theta sind: 

Oa.46 0a56 0a47 0457. (a = ], 2, 3) 

Die Permutationen die das zweite Produkt in das dritte iiberfahren sind: 

23,  2345 --  I67 ,  2367 ---- I45 ,  I. 

Da e~3 : i ist, so erhalten wit: 

8 

E (+ fo. fooO = o. 

:Nehmen wiz- ferner die Gruppe" 

(o,  I27 ,  347,  567), 

oder: 
(o, 3456,  x256 , I234). 

Die drei Functionen Q sind: 

01~ 01~e 0~6 0~4~, 

0~3~ O~4e 0136 014~, 

0 01~ 70~0~G 7. 

Dami~ sind auch ohne weiteres die Permu~tionen gegeben, welche die drel 
Produkte in einander iiberfiihren. Wenn wir beriicksichtigen, dass e12, e~4 
und e~G gleich x sin(l, so kSnnen wir die Formel hinschreiben: 

oder: 
= + f,  fl,6 

Diese Gleichung definlrt die Fakt6ren e l ,  e . z , . . .  , e 7 als Fanctionen der 
Werthsysteme (a, b, c); offenbar ist e~ diejenige quadratische Determinante, 
welche verschwindet, wenn die sechs yon (a) verschiedenen Punkte auf 
einem Kegelschnitt liegen. 

Damit sind jetzt die GrSssen c und c,z~ dargestellt als Functionen 
unabh~ngiger Parameter. Abgesehen vom Faktor r, sind die vierten Po- 
tenzen der c ganze homogene Functionen der sieben Werthsysteme as, b~, c~. 
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Ordnen wir jetzt auch jeder ungeraden Function 0m eine Co, stante 

ca zu, indcm wir die Formel 

c~ = r l l  (e~) 

auch ffir diesen Fall gelten lassen. Wenn  wir an Stelle der Theta wieder 

a-Functionen einfiihren, indem wit setzen 

0. ,  ----- c~ am, 

so treten in den a-Relationen nur die Faktoren f,,z~, und e~ als Coefficienten 
auf. Wir  wollen uns aber darauf beschr~inken, die Relationen zwischen 

den Anfangsgliedern der ungeraden Sigma, und (lie zwischen den Wurzel- 

functionen aufzustellen. 
Zwischen den Anfangsgliedern yon vier ungeraden Theta hatten wir 

die Gleiehung aufgestellt: 

4 
Z ( +  co. c o7 uo) = o. 

Voraussetzung war dabei, dass 01 , 0~, 03 , 04 eine azygetische Reihe bilden, 

und dass 0~, Or,, 07 diese Reihe erg~nzen. Wi t  setzen 

u~ ~ c~. v~, 

sodass jetzt v, das Anfangsglied einer Sigmafunction ist. Um die ent- 

sprechende Gleichung zwischen v I , v~, v 3 , v 4 in ihrer reducirten Form dar- 
zustellen, handelt es sich nut  darum, die kritischen Permutationen der 

Produkte 
01 0156 0157 0167' etc. 

festzustellen. Krit isch fiir das hingeschriebne Produkt  sind nur diese: 

I , : 3 ,  : 4 ,  34 ,  234 und 567. 

Da wh" den Faktor eb~ 7 fortlassen k6imen, so erhalten wit als Coefficienten 

v o n  V 1 : 
e~ e23 eu4 e34 e~34. 

Entsprechende Werthe haben die Coefficienten yon v~, v 3 , v~. Es bleibt 
nur noch die Bcdeutung der einze]nen Indices festzustellen. 

23 ,  24 und 34 sind die Permutat ionen die die drei Functionen 0~, 
0~, O 4 in einander iiberfiihren. I und 234 sind diejenigen, welche 0, in 
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0 und in 0~67 flberfiiln-en. In welcher Beziehung stehen 0 und ~ zu 
der Reihe 0~ , 02 , 0~, 04 ? Es sind dies die einzigen geraden Functionen, 
die der Reihe hinzugefiig~ werden k6nnen, ohne dass sie ihren azygetischen 
Charakter verliert, und sie ergSnzen die Reihe zu einer geschlossenen. Dem- 
nach kSnnen wir sagen: 

Um die Relation zwischen den Anfangsgliedern yon vier ungcraden 
Sigmafunctionen: a~., a~, at, a,~, die eine azygetische Reihe bilden, aufzu- 
stellen, erg~nze man diese Reihe zu einer geschlossenen durch Hinzufiigung 
zweier geraden Functionea 6~, a~. Die gesuchte Relation lautet alsdann: 

% eB,~ e.~,~ e~ e~.~ % + . . .  + e~z e~ e,~.~ e,~ e~ v,~ = o.  

Es ist bei dieser Formel durehaus nieht n6thig, dass die vier Funetionen 
der Hauptreihe angeh6ren. Wenn dies aber der Fall ist, so vereinfacht 
sie sich bedeutend. Die Faktoren e,,~, e~r , . . . ,  er~ erhalten den Werth I. 
Ferner sind 0 und 0~Br~ die beiden Funetionen 0, und 0~. Wit erhalten 
daher in diesem Falle: 

e~f~..~v, 4-_ . . .  + e~f~.~v,~ = o. 

Diese Gleichung sagt folgendes aus: 
Durch eine lineare Transformation der Variabeln u ,  u', u" kann man 

bewirken, dass 
e~% --'-- a~u + b~u' + c~u" (,~=1,~ ..... 7) 

wird. 

Nehmen wir start 0~, 02 ,03,  0~ die folgende Reihe 

01, 02, 03 und 045. 

In  diesem Falle sind 04~ G und 04~ 7 die beiden geraden Functionen, durch 
welehe die Reihe ergSnzt werden kann. Demnach ergiebt sic]a: 

eoe, = +-f23o5 7 54o , vl + . . .  +f12o f, 7 f ,of ,o 

Aus diesen Formela geht die Richtigkeit unsrer friiheren Behauptung 
deutlich hervor, dass,, die azygetischen Relationen zwischen den 2 8 Anfangs- 
gliedern ausreichen, um alle dureh drei unter ihnen auszudr[leken. 

Viel einfacher gestalten sieh die Relationen zwisehen den Wurzel- 
functionen. Wir hatten diese zun~chst so dargestellt: Zu jedem z geh6ren 



278 F. Schottky. 

sechs Wurzelfunctionen ~/~---~ ~ / u , ~ ;  je drei unter ihnen sind durch eine 

Gleichung: 
a ~  + A ~ / ~  + a ,~ /~  = o 

verbunden, und die Coeffieienten haben die Werthe:  

A,. = + @.~,p~a,V.~, etc., 

wenn 2, p ,  v die Indices der drei iibrigen Wurzelfunctionen sind. 

Ersetzt man u~ durch c, %, so tritt  zu A~ noch der Faktor ~/p-~ = VJCac,~ 
hinzu. Die Gleiehung nimm~ dann die Form an: 

gr~ ,o ,~, + ~/~ ~ , ~  + gV~ ~ , ~  = o, 

wo die r Produkte bedeuten aus je 8 GrSssen c, gehSrig zu der Gruppe 

mit der Basis (x, 2#, 2v). 
getzt ist es leicht, die Coefficienten dutch die GrSssen e auszudrficken. 

Kritiseh fiir die Faktoren yon r~ sind nut  die Permutationen, die O~O~ 

in Or0r, fiberffihren, also fit und flTx. Daher ergiebt sich: 

% e m ~/va v~----~ + . . .  + e,~ e~. ~ v ,  = o. 

Speciell werden diese Relationen zum Theft ~usserst cinfach. Nehmen 

wir z. ]3. die drei Wurzelfunctionen 

die zu x = 1234 gehSren. Hier  sind alle Coefficienten gleich • I. Denn 
es geht z. ]3. die zweite in die dritte fiber durch die Permutationen 23 

und I4;  es ist aber e2s =e~4 ~ i.  
A_hnlich sind in der Gleichung zwisehen 

die Coefficienten einfaeh: e 1 , e 2 und e~. Denn die zweite geht in die dritte 

fiber durch die Permutation I und 23. 
Zwischen 

besteht die Gleichung" 
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Endlich: zwischen den WurzelgrSssen, die z =  I234 gehSren: 

k5nnen wit die Relation aufstellen" 

Denn die zweite geht in die dritte fiber dutch die Permutationen : 5 5 und 
I45 , die erste abet in die zweite dutch die Permutatione'n 12 und 54; 
es sind abet e~ und e34 gleich i. 

An die beiden letzten Formeln kniipf~ sich die Bemerkung, dass man 
die Gr5ssen ~/~ oder ~/~ selbst in ~hnlieher Weise darstellen kann, wie 
die Constanten ca. Indem man 

Vl Y~ " �9 �9 ~7 --~ ~, 

~ Tr?)a3 

setzt, kann man die erste Gleichung so schreiben: 

f237-~17 "~" ~17F27  "~- f127F37 = O, 

die zweite aber in die beiden Fo'rmen setzen: 

G67 ~--- -{- 
f~5 f~5 f2~5 f~,5 

__+1 G13 G24 G2~ G14 
//0 F07 I f~85 f,4~ f2~ f~,  

Die erste Gleiehung zeigt, dass man: 

I 
x y z 

F ~ + _ _  aa ba ca 

ap bp cp 
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setzen kann, wonach F,,~ ausgedriickt ist als lineare Function von drei 
GrSssen x ,  y ,  z .  F~,~ = o ist die Bedingung, dass der Punkt  x ,  y,  z auf 
der Geraden liegt, die durch (a) und (fl) hindurchgeht. 

Die zweite sagt aus, dass G,z diejenige quadratische Function yon 
x ,  y , z  ist, welche in allen sieben Punkten ausser (a) und (/~) verschwindet. 
Die dritte endlich definirt H, als kubische Function, die in allen sieben 
Punkten verschwindet, und zwar im Punkte (~) yon der zweiten Ordnung. 

x ,  y ,  z sind selbst durch eine Gleichung sechsten Grades L ~ o ver- 
bunden. Diese kann man in sehr vielen Formen darstellen, z. B.: 

F ~  F.~ G w G~ - -  ~ .  s G~ V~.,~ : o. 

Dies ergiebt sieh unmittelbar, wenn man beriicksichti~, dass 

F,,~ vav~ 

ist. Es ist leicht zu sehen, dass diese verschiedenen Gleiehungen auf die 
eine geometrische Bedingung hinaus kommen: Die Curve L-----o ist der 
geometrische Oft der Doppelpunkte aller Curven dritten Grades, die durch 
sieben feste Punkte hindurchgehn und einen Doppelpunkt besitzen. 

Ffir p = 4 sind analoge Resultate noch nicht bekannt, ausser in dem 
speciellen Falle, wo eins der c gleich o ist. 

87. 
Wir versuchen jetzt auch bei den ABEL'Schen Functionen yon vier 

Variabeln die 136 Constanten c in Beziehung zu setzen mit einem Punkt- 
system der Geometrie. Den allgemeinen Fall, wo i o unabhiingige Para- 
meter vorhanden sind, miissen wir allerdings beiseite lassen; es handelt 
sich nur um den RIEMhS~'schen Specialfall, der durch die Gleichung 

r _+ r + r = o 

charakterisirt ist. Wir gehen aber nicht yon diesem Gleichungssystem aus, 
S w 4 auf~estellt war: sondern yon dora, das am , chluss y o n  



Uber die Moduln der Thetafunctionen. 281 

Zu jeder GOPnL'sehen Gruppe zweiter Ordnung gehSrten 20 solche 
Gleichungen. Wenn man zun~chst die Reihe der Functionen Q aufstellt: 

Q1,Q~, . . . ,QG, 

die Produkte ungemder Thetu sind, so sind 

QI~ --:- Q~0, Q ~  - -  Q~0, etc. 

die IO Produkte gerader Theta, die zu der gegebenen Gr~uppe gehSren. 
Jeder der 255 Functionen 0 entsprieht eine bestimmte Co~staate c, jeder 
Function Q somit ein const~nter Werth q, und die 20 Gleichungen, welche 
zwischen den I 6 Constanten 

ql,  q~, " " ,  q~, q123 etc. 

bestehen, kSnnen dm'ch die eine Formel 

3 

X (+  r qo,~ q~,0 qo~) = o 
a ~ l  

repr~sentirt werden. 
Da hier jedem Theta eine bestimmte Constante zugeordnet ist, so 

k6nnen wir nuch der Methode yon w 5 verfahren. Den vierten Potenzen 
der c,, - -  als den GrSssen C~ - -  stellen wir ein System yon Faktoren 
el, gegenfiber, die den Permutationen entsprechen und die mit den c ver- 
bunden sind durch die G!eichungen 

' = r n ( e ~ ) ,  era 

wo sieh das Produkt erstreckt fiber alle f fir O,,, kritischen Permutationen/~. 
Alsdann geht unsre Gleichung fiber in: 

E1 + E , + E ~  = o ,  

wo E~ wiederum ein Produkt ll(e~) bedeutet, aber nur erstreekt fiber die- 
jenigen Permutationen I~, die ffir siimmtliehe i6 Faktoren des Ausdrueks 

Qo qo,0 Qo,0 Qo~0 

kritisch sind. Eine solehe Permutation muss Q~. in ein Produkt gerader 
Theta, Q~4s, Q~46 und Q~.~c in Produkte ungerader Theta fiberfiihren. Die 
einzigen Permutationen, welche diese Eigensehaft haben, sind I~T und die 

Aeta mathemati~a. 27. Imprim~i le 12 jangler 1903. 36 
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welche aus fit entstehen durch Hinzufiigung eiucs Elements der ~egebenen 
(16PEL'so, hen Grupl)e. I)as Ilesultat ist demnaeh 

"";~. • E,~ + ~',,,~ ----- o, 

W 0 

,,-,, = H (e.x) 
x 

ist, dam Produkt erstreckt fiber die vier Elemente der gegebeuen Gruppe. 
Naehdem soweit die Untersuchung allgemcin o'cfiihrt ist, legen wir 

yon jetzt ab fiir die Bezeichnmlg der Theta eine o'es,:hloss~,ne azyo'etische 

Reihe yon io .gleichartigen Functionen: 

0 l ,  0 2 ,  . . . ,  0.~ und O 0 

zu Grunde. Alle Combinationen ungerader Ordnung der Zahlen l ,  2 , . . . ,  
9, o bezeiehnen Funetionen, die yon gerader Ordnung dagegen Permuta- 
tionen. Da zwei eomplementiire Combinationen jcdesmal dasselbe Theta 
oder dieselbe Permutation bezeiehnen, so ki;nnen wit uns fiir die The~a 
auf die Combinationen erster, drifter und fiinfter Ordnung' besehffmken, 
ffir die Permuta~ionen auf die Combinationen zweiter nnd vier~er Ordnung. 
Die Funetionen 0~ der Hauptreihe sind gerade, 0,~,~;. ist eine ungerade, 
Oo..s.,.,:~ wiederum eine gerade Function. l)as System der e:, zerf:Allt in ( l ie  

Gr6ssen eo.,~ und e~,~.,;. 
Wit haben hier nieht mehr die volle Symmetric der Voraussetzungen, 

da IO Funetionen vor den iibrigen bevorzugt sind. Abet es muss jede 
( ~  " O . ~lmehung die wir zwisehen den e~3 und e,~,~..,~ aufstellen, riehtig bleiben, 
wenn wir die Zahlen I ,  2 , 3  etc. beliebig unter einander vertausehen. 
Deshalb genfigt es, einzelne Typen aufzustellen. Die Anzahl dieser Tvpen 

"t �9 o "  betr~igt seehs, und da sic ohne Zweifel ein interessantes (xlelehun~ssys~em 
bilden, so wollen wir diese Typen vollstiindi~" ano2eben. 

Zun~ichs~ is~ leieh~ zu sehen, dass es nut (h'ei Typen giebt f/it die 
GOPnL'sehe Gruppe zweiier Ordnung. Es dfirfen niimlieh zwei Combina- 
tionen, die in der Gruppe vorkommen, immer nut eine gerade Anzahl yon 
Elemen~en gemeinsam haben. Diese drei Typen sin(t: 

I. (o ,  78 ,  9 o ,  789o), 

II.  (o ,  ~234, 5678 , 9o), 

III .  (o ,  5678 , 569 ~ , 7890). 
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Fib" jade der definirten Gruppen huben wit eine Reihe yon 6 Funs- 
tionsn Q aufzustellen, die Produkte ungsrader Theta sind. 

Dies sind fiir die erste Gruppe: 

Q179 ' Q279, Q379 , Q479' Q~79, Qfi79 ; 

fi'lr die zweite" 

fiir die dritte: 

Q~,o, Q~o, Q34o ; Q~so, Qoso, Q~so; 

Bei der ersten Gruppe ist es gleichgiiltig, welche der drei Glieder 
wit ausw~hlen. Nehmen wir die drei ersten: 

Q 7o. 
Q~:, geh~ iii Qa7~, hber durch die Permutationen: 

23 , 2378 , 239o,  237890 ---_ I456. 

Wit  habsn demnach dis GMchung: 

(a) ~ ( •  e~3e~37se~390e14~G ) = o. 1,2,3 

Dis Summe auf der linken Seite bssteht aus drei Gliedern; das zweite 
und dritte sntstshen aus dem hingeschriebenen durch Vertauschung der 
Zahlen 1 , 2 , 3 .  

Bei der zweitsn Gruppe sind zwei Typen aufzustellen. Wir kSnnen 
entweder ausw~hlen: 

Q ,o, Q ,o , Q ,o. 

Q=4o geh~ in Q34o fiber durch die Psrmu~ationen: 

z3,  I 4 ,  939o, I49o. 

Dies fiihrt zu der GIeiehung: 

(b) Z (+_e~3el~e~3,~oe~4,o) -~ o. 1,2,3 

Oder wir kSnnen w:,ihlen: 

Q ,o, Q,,o, Q, o. 
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Da O~4o in QTso iibergeht durch die Permutationen 

2356, 2378, I456,  I478, 

so erhalten wit eine Gleiehung, der wir die Form g'eben kSnnen: 

(e) [ e145se1478 e13"6e137s [ : + e~Ge237s 

Die dritte Gruppe liefert drei verschiedne Typen, je naehdem wir aus der 
Reihe der sechs Functionen Q auswiihlen: 

oder: 

oder endlieh. 

Q156 I Q570 ~ q670" 

Diese drei Gleiehungen sind: 

(d) ~_, (+._+_ e~3 e14~c e , , , se , ,90  ) = o, 1,2,3 

(e) 6'12 (2..j4a6 e3 vls e3 490 ~ 1,~2(-1- e1679el~89e1570e1680), 

(f) 

Von den 
wichtigste. Sie 
einftihrt" 

I e1~79 ej,so 
e~6e78eooe1234 : _++] 

I elG79 el6sO 

Formeln dieses Systems ist 
l~sst sieh noch vereinfachen. 

el~89e157o [. 

e1689 ~1670 

zunfichst die zweite, (b), die 
Wenn man start tier e~r , 

e~peare~ ear ep, er, eaar, = D,,ar~, 
so geht sie tiber in: 

(+D2390 D,,,o ) = o, 1,2,3 

und dies zeigt, dass die D~.,~ Determinanten sind. 
Werthsysteme 

(A~,B,,, Ca,D,,) 

oder besser: 

Es mtissen sich zehn 

(a=l~2,..., 0) 
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angeben lassen, sodass allgemein" 

D~zra = +__ 1,, l,~ l r la 

a~. b~ c~. d, 

aa be c~ da 
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ist. Die Io Werthsysteme (an, b~, e~, do.) fassen wir auf als die Coor- 
dinaten yon Io Punkten im Raume, und setzen jetzt: 

e~,~ e ~  . . . e . ,  eoa;.,: = 1~ la l.; ta L B , .  

f~Bra ist dann diejenige lineare Determinante, deren Versehwinden ausdriickt, 
dass f ier  der IO Punkte in einer Ebene liegen. 

Man kann nun in sgmmtliehen Gleichungen die Faktoren e~#=a dutch 
die neu eingeffihrten Grbssen f~,*re ausdriicken. Die Gleichungen en~halten 
dann ausser den f noch die Grbssen e~.~ und l~.. Es ist vortheilhaft, aueh 
diese durch andere zu ersetzen. 

Wir ffihren zun~ichst folgende Abkfirzungen ein: 
Mit e soll das Produkt aller 45 Grbssen e,# bezeichne{ werden; 
mi~ e~ das Produkt  derjenigen neun, deren Index die Zahl a enthtilt 

(sodass z. B. e 0 ----- eoleo=...eo9 ist); 
endlieh mit  1 das Produk~ der l o Grbssen l~, 12, . . .  , 1 o. 
Wir  setzen dann: 

~a  ~ ~ ' ( a l l , 2  ..... 9,0) 
ea  

3 8 l e,~ ep 
f~fl = e 17 1712 (a ,#~1,2 , . . . ,9 ,0 ;  a ~ / 9 )  

~a ~ ~a~ 

Am leiehtesten lassen sich diese Substitutionen durchffihren bei den 
Gleichungen (a) und (d). Sie gehen fiber, wie man ohne Miihe erkennt, in: 

(~') 

und" 

Z (+_ .q f .  & & f=~ &,9 f,.~) = o 
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Die letztere Gleichung is~ leieht zu deuten. ~Vir k6nnen sic zunSchst 
so sehreiben: 

a .~ l t 2~  . . . ,  0 

indem wir ber~icksiehtigen, dass f~),, cine lineare Function dcr Coordina~cn 
des Punktes (a) isL welehe verschwindet, wenn dieser Punkt mit (x), (2) 
oder (r zusammenfiillt. Alle diese Gleiehungen haben die Form: 

x ( +  - -  o, 

wo H ( x ,  y ,  z ,  t) eine Function dritten Grades bedeutef, die im Punkte (x) 
yon der dritfen Ordnung versehwindet. Es ist leieht zu sehen, dass diese 
Formel gelten muss, welehe besondere derartige Function wir aueh far H 
nehmen m6g'en. Denken wir uns nun, t 1 =  o sei die Gleichung" einer 
Kegelfl:,iehe dritten Grades, deren Spitze im Punkte (z) liegt und die durch 
8 der iibrigen Grundpunkte hindurchgeht; dann zcig't die Formel, dass 
aueh der letzte Punkt auf diesem Kegel lie fft. Wir k6nnen daher unser 
System von IO Punkten in folgender Weise geometriseh charakterisiren: 

Zieht man yon irgend einem der I O Punkte aus Strahlen nach den 
neun iibrigen, so bilden diese neun Geraden immer den vollst/indigen 
Durehschnitt zweier Kegel dritten Grades. 

Es giebt auch eine geometrische Relation, welche die o'egenseitige Lage 
yon acht der zelm Punkte eharakterisirt. Nehmen wit die Gleichung (f) 
unsres Systems und driieken aueh in dieser die Gr6ssen %r,~ und e~,~ dureh 
f,,sr,~, f~.z und die r aus. Nach einer kleiner Rechnung ergiebt sich" 

(f') 

Der Ausdruek links ist hier niehts andres als diejenige aus den Werth- 
systemen (a, b, c, d) gebildete quadratische 1)etern6nantc, deren Verschwinden 
anzeigt, dass ein Kegel zweiten Grades existi~, mit der Spigze im Punkt 
(I), der durch die Punkte 5 , 6 ,  7 , 8 , 9 ,  o hindurehgeht. Fiir diese Func- 
tion w~hlen wir die Bezeichnung 

ff234,1" 

(2), (3) und (4) sind diejenigen Punkte, deren Coordinaten in dem 
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Ausdruck nieht vorkommen. Wir haben dann die eigenthiimliche Re- 
lation : 

welche natiirlich bestehen bleibt bei jeder Vertauschung der Io Zahlen. 
Durch sic ist ein Mittel gegeben, aueh die Faktoren f~a und $, aus- 

zudrticken als Funetionen der Werthsysteme (a, b, c, d). Aber sie giebt 
zugleich die MSgliehkeit, eine Relation zwischeu je acht der IO Punkte 
aufzustellen. Diese Relation ist: 

g~ 4.~, 2 g24~, 3,q345,1 ~ g'~45, lg34~, ~g145, 3. 

In ihr kommen die Coordinaten der Punkte (4) und (5) nich~ vor, und 
man sieht ohne weiteres, dass sie richtig ist, wenn man verm6ge der obigen 
Formel g~.,~.,,~ dutch f,,~;.,~ ausdriickt. 

Es ist dies eine Relation zwischen aeht Pnnkten, die ibh sehon in 
einer friiheren Arbeit (CKELLES Journa l ,  Bd. lO5, S. 273) besprochen 
babe; sie sagt aus, dass, eine Flgche vierten Grades existirt, welche die 
acht Punkte zu Doppelpunkten hat. Eine solche Flgche kann noch zwei 
weitere.~Doppelpunkte besitzen; dies miissen offenbar die beiden iibrigen 
Punkte sein. Daher lgsst sich das System der zehn Punkte charakterisiren 
als das der zehn Doppelpunkte einer Flgche vierten Grades. 

Es hat vielleicht noch ein gewisses Interesse, die Gleiehungen 

i , - :  -+ I F  + = o 

umzusetzen in Relationen zwisehen den e oder den f. 
Es ist klar, dass fiir die Faktoren yon r I nur die Permutationen 

kritiseh sind, die r~ in r 3 iiberffihren. Die Gleichung geht daher fiber in 

~23 --+ r'3 ~ --+ 7:,, 2 = o, 

we r:,~ ein Produkt yon acht Faktoren e bedeutet, nSmlich: 

= ' 

es erstreckt sieh iiber alle Elemente z der GOeEL'sehen Gruppe drifter 
Ordnung, die der Gleiehung zu Grunde liegt. 

Demnaeh sind diese Gleichungen zwisehen den e weniger einfach als 
die vorhin betrachtefen. Erleiehtert wird Mlerdings ihre Anfstellung da- 
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durch, dass fSr die (~0PEL'sche Gruppe drifter Ordnung nur zwei Typen 
existieren, niimlich : 

(o, 56, 78 , 90, .5678, 5690, 789 ~ , t 234), 

l ind:  
(o, I234,  I256,  I 278 ,3456  , 3478 , 5678, 90). 

Ffir die erste der beiden Gruppen sind 

0t45r , 0 2 ~ ;  9 , 0~4~79 

drei gerade Theta, die gerade bleiben bei den siimmtlichen Permutationen 
der Gruppe; far die zweite haben 

dieselbe Eigenschaft. Dies ffihl~ zu den beiden Gleichungen: 

E (+ e23e14e~a~e14~e2aTsel~;se~a,~oel~:,o) : o, 
1,9,3 

und: 

el ~ e34 e5r e78 e~ ~0 (?:~ 4.~ 0 e~690 eTago 
[ e1~7 C-4c; e l~s  ela6s 

++ 
I 
] e~3~7 e~67C~46s e~368 

! 

e1457 e1367 el 358 el 468 I 

I 
@ 

e2457 e2367 e~368 e~468 

' 
C m 

bleiben, wenn man jeden Faktor e durch das entsprechende f er- 
Wir k6nnen die Gleichungeu aufstellen: 

alle 120 Permutationen/~, die 
4 Damit sind die Gr6ssen cm aus- 

deren Haupttheil durch die li- 

riehtig 
setzt. 

= nn(fi ); 

das Produkt erstreckt sieh jedesmal fiber 
(9,~ in eine ungerade Function iiberfiihren. 
gedriickt durch Produkte yon F~ktoren, 
nearen Determinanten [,,~.: gebildet wird. 

Wenn man nun in diesen beiden Gleichungen die Faktoren e~,~ und e~,v, ~ 
ausdriickt (lurch die entsprechenden Gr6ssen f,,~ und fo.~.,.,;, so ergiebt sich das 
Resultat dass fiir die f genau dieselben Gleichungen bestehen, wie ffir die e. 

Daraus ist der Schluss zu zichen, dass die Ausdriicke fiir die Anfangs- 
wcrthe der I36 geraden Theta 


