235

UBER DIE MODULN DER THETAFUNCTIONEN

VON

F. SCHOTTKY
in MARBURG.

Die Aprr’schen Functionen von p Variabeln, welche durch die Theta-
functionen definirt werden, hingen ausser von den Variabeln ab von

%p(p 4+ 1) Parametern, den Periodicititsmoduln. Die Agper’schen Func-

tionen der RieMANN'schen Theorie enthalten nur 30 — 3 wesentliche Para-
meter. Sie sind demnach, sobald p den Werth 3 iibersteigt, specieller
Natur, und damit der RiemaNN’sche Fall eintritt, miissen zwischen den
Periodicititsmoduln eine Anzahl von Gleichungen stattfinden.

Fiar p = 4 besteht eine solche Relation. Diese habe ich in einer
fritheren Arbeit aufgestellt (CRELLE’s Journal, Bd. 102). Auf einem andern
Wege ist Herr PoiNcARE zu ihr gelangt (Journal de Math., (5) I), so-
dass fiir die merkwiirdige Formel zwei Beweise vorliegen. Es ist natiir-
lich eine transcendente Relation zwischen den 10 Periodicititsmoduln, aber
sie erscheint als algebraische Gleichung zwischen den Anfangswerthen von
24 geraden Thetafunctionen. Da diese 24 Functionen auf sehr ver-
schiedene Arten gewihlt werden kénnen, so ist damit ein System von sehr
vielen Gleichungen zwischen den Anfangswerthen der geraden Theta ge-
geben, charakteristisch fiir den Riemany’schen Fall der ABgr’schen Func-
tionen von vier Variabeln.

Zunichst erwartete ich, nach der Analogie der Fille p =2 und p=3,
dass sich dieses Gleichungssystem wiirde auflésen lassen, dass sich fiir die
einzelnen Moduln algebraische Ausdriicke aufstellen lassen wiirden, die das

System identisch befriedigen. Diese Erwartung wurde nicht ohne weiteres
Acta mathematia, 27. Imprimé le 10 janvier 1903.
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erfilll. Um das Problem nicht ungelést zulassen, war ich gendthigt, die
Anzahl der unbestimmten Grossen zu vermehren, und nicht nur jedem ge-
raden 6, eine bestimmte Constante ¢, zuzuordnen — das Anfangsglied in
der Entwickelung von 6, nach homogenen Functionen der Variabeln —,
sondern ebenso auch jedem ungeraden Theta eine Constante u,. Diese
Constante u, ist gleichfalls das Anfangsglied in der Entwickelung der un-
geraden Function 6,, aber es ist der Werth dieser linearen Function fiir
specielle Werthe der vier Variabeln. Diese vier Werthe lassen sich so
withlen, dass zwischen den c¢ einerseits und den % andrerseits ein Gleichungs-
system besteht, scheinbar complicirter als das, welches die ¢ allein unter
sich verbindet, fiir das sich aber eine algebraische Losung ungezwungen
darbietet. Allerdings werden die # und die ¢ nicht durch unabhingige
Hilfsgrossen ausgedriickt, aber sie werden in Verbindung gesetzt mit einem
System von zehn Punkten im Raume, die durch eine geometrisch iiber-
sichtliche Bedingung verkniipft sind.

Es zeigen sich bei diesen Betrachtungen so viele Analogien mit den
ABEL’schen Functionen von zwei und drei Variabeln, sogar mit den ellip-
tischen, dass ich es firr richtig halte, die ganze Untersuchung im vollen
Zusammenhange mit den Theorien der Functionen von weniger als vier
Variabeln zu fithren, auch wenn ich dadurch vielfach auf bekanntes Gebiet
komme.

§ 1.

Fiir das System der geraden und ungeraden Theta, die einer Klasse
AsEL’'scher Functionen zugeordnet sind, ist charakteristisch, dass in den
Hilften der Perioden zugleich eine Gruppe von Permutationen der Gréssen
des Systems gegeben ist. Vermehrt man das Argument # — ich verstehe
darunter das System der p Variabeln — um eine ganze Periode 2w, so
geht jede Thetafunction in sich selbst tiber, multiplicirt mit einem Ex-
ponentialfactor. Vermehrt man aber % nur eine halbe Periode w, so entsteht
eine Permutation. Da bei einer Addition mehrerer halben Perioden die Rei.
henfolge gleichgiiltic ist, da ferner die Addition zweier gleichen halben Pe-
rioden eine ganze Periode hervorbringt, so ist auch bei der Zusammensetzung
der Permutationen die Reihenfolge gleichgiltig, und die Wiederholung der-
selben Permutation fithrt zur urspriinglichen Gruppirung zurick.
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Wir miissen mit diesen Permutationen so rechnen, als ob es Grossen
wiren. Die Grundgesetze sind sehr einfach. Es ist xA= Ax, ferner xx=o,
wenn mit dem Symbol o bezeichnet wird, dass keine Anderung eintritt.
Ist xAp = o, s0 ist x = Au, A = xu, etc. Wenn wir die Permutation »o>»
mit einrechnen, so ist die Anzahl der Permutationen ebenso gross, wie
die der Theta.

Nun findet aber eine Complication statt, die daher riihrt, dass die
Thetafunctionen theils gerade theils ungerade sind. Es werde, wenn x
das Zeichen fiir eine beliebige Permutation, und 6, irgend eins der 4°
Theta ist, mit 6, dasjenige Theta bezeichnet, das aus 6, durch die Per-
mutation x hervorgeht. Der Quotient

6&1

E - f a
ist dann eine gerade oder ungerade Function von #, aber keine ABEL'sche
Function der Klasse — abgesehen natiirlich von dem Falle » = 0. Da-
gegen gehort, wenn A eine neue Permutation bedeutet, und man

But __

Bal — la

bildet, der Quotient beider f:

— j_'i — 9ax eal
fpa f ak 9:1 gax).

zu den Functionen der Klasse. Ob diese ABEL’sche Function ¢, gerade
oder ungerade ist, hingt ab von den beiden Permutationen x, A, aber nicht
von der gewihlten Function #,. Denn bildet man ebenso:

_ 856a
e = 65 O’

so entspringt ¢, aus ¢, durch Vermehrung des Arguments um eine halbe
Periode. Es geht aber offenbar durch Vermehrung von # um eine halbe
Periode eine gerade Function wieder in eine gerade iiber, und eine un-
gerade in eine ungerade.

Zwei Permutationen koénnen sich demnach verschieden zu einander
verhalten; wir fithren das Zeichen

(Z’A) = (A,X)
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ein, welches + 1 oder — 1 sein soll, jenachdem die oben gebildeten
Quotienten ¢,, ¢; gerade oder ungerade Functionen sind, und nennen im
ersten Falle, mit FroBeNIUs, die Permutationen x, A syzygetisch, im andern
azygetisch.

Das Zeichen (x, A) entscheidet noch eine andre Frage. FEs sei o die
halbe Periode, die der Permutation A entspricht. Es ist dann, bis auf
einen constanten Faktor, f,, mit /,(# + ) identisch. Aus der Gleichung

pal—u) = (x, Yp.(v)
folgt demnach:

fa('— u) . /;z(u)
fl—u + @) (x, A)fa(u + o)’

Da andrerseits offenbar

fa(— ) _ fa(nt)
fa(—u’ + w) fa(u__w)

ist, so ergiebt sich:
fo(u + 20) = (x, Nf,(u).

Dies sagt aus: Bei der Vermehrung um eine ganze Periode bleibt der

Quotient
911
6.

ungeiindert oder er wechselt sein Zeichen, je nachdem die Hilfte dieser

ganzen Periode, oder die entsprechende Permutation, sich syzygetisch oder

azygetisch zar Permutation x verhilt. Hieraus ziehen wir zwei Folgerungen:
Erstens dass, wenn x, A, u drei Permutationen sind,

(x, )R, p) = (xA, p)
ist. Wir konnen hinzufiigen, dass auch
(x, )(x, p) = (x, A

ist, da ja (x,A) mit (A, x) identisch ist. Allgemein, wenn w, @’ irgend-
welche Combinationen gegebener Permutationen sind, ist:

(0, o) = I, x),
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wobel sich das Product erstreckt iiber alle Elemente x von @ und »' von o'.
Ferner ist offenbar stets

(07’{):1; (X,X)"—"I,

wenn O wieder das Zeichen fiir die identische Permutation bedeutet.

Eine zweite Folgerung ist die, dass die identische Permutation o die
einzige ist, die sich zu allen andern syzygetisch verhilt. Denn ist » von
o verschieden, so ist der Quotient f, keine ABEL’sche Function der Klasse
und es muss daher ganze Perioden geben, die f, in — 7, tberfithren.

§ 2.

Es selen x,, #,, ..., %, die Zeichen fir eine Reihe von Permutationen
oder halben Perioden. Ifiigen wir zu dieser Reihe noch alle aus ihnen
combinirten Permutationen hinzu: xx,, xx,, x,x,x, etc., und ausserdem,
als Combination o*" Ordnung, die Permutation o oder die ganze Periode,
so erhalten wir eine Gruppe. Die gegebene Reihe x,, x,, ..., %, soll un-
abhiingig heissen, wenn die 2" Combinationen lauter verschiedene Permu-
tationen darstellen; # ist dann die Ordnung der Gruppe, und x,, x
eine Basis.

Wir kénnen so fir die ganze (truppe der 4 Permutationen eine Basis

gy ooy Xy

z]sxnx "‘)xﬂp

aufstellen. Wenn wir dann eine beliebige Permutation  nehmen, und
das Verhalten von @ zu den Elementen der Basis feststellen durch die
Werthe der 20 Vorzeichen

(w ) xa) = €4, (@=1,2,...,2p)

so ist umgekehrt o eindeutig fixirt durch die Angabe dieser 2p Vorzeichen.
Denn wiire ' eine zweite Permutation, die derselben Gleichungen geniigt,
so wire offenbar we’ syzygetisch zu allen Elementen der Basis und somit
zu allen 4° Permutationen iiberhaupt. Dann muss aber nach dem letzten
Satz in § 1 wew' =0, d. h. © = w sein. Es folgt hieraus, dass auch
jeder Wahl der 2p Vorzeichen ¢ immer eine und nur eine Permutation w
entsprechen muss.
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Nehmen wir jetzt eine unabhiingige Reihe, die aus weniger als 2p
Elementen besteht:
Xy Xy y ey Xy (n < 2p).

Wenn wir dann die n Gleichungen aufstellen:
((1) 3 xa) = Eq, ‘ (@a=1,2,..,n)

in denen die & beliebig gewihlte Vorzeichen bedeuten sollen, so giebt es
genau 2% Permutationen, die diesen # Bedingungen geniigen. Denn
wenn wir die gegebene Reihe durch Hinzufiigung von 2p —n neuen Ele-
menten x,.,, ..., %, zu einer Basis des ganzen Systems vervollstindigen,
so konnen wir iiber die 2p — » hinzutretenden Vorzeichen (w, x,) will-
kiirlich verfiigen.

Speciell giebt es hiernach genau 2%~ Permutationen, die sich zur
Basis einer gegebenen Gruppe 7' Ordnung, und damit zu dieser ganzen
Gruppe G, syzygetisch verhalten. Diese bilden ihrerseits wieder eine Gruppe
&', und offenbar steht G zu G’ in derselben Beziehung, wie G’ zu G.

Wenn alle Elemente einer Gruppe & sich gegenseitig syzygetisch ver-
halten, so nennt man sie eine syzygetische oder Goprr’sche Gruppe. Da-
zu geniigt offenbar, dass die Elemente der Basis sich paarweise syzygetisch
verhalten:

(%, 25) = + 1.

Die Ordnung einer solchen Gruppe kann nicht grésser als p sein. Denn
wir haben gesehen: es giebt genau 2°~" Permutationen, die zu allen Ele-
menten von G syzygetisch sind. Dazu gehéren aber die Elemente von G
selbst. Folglich ist 2" < 2%~ d. h. n<p. Wenn n<p ist, so giebt es
Permutationen, die zu allen Elementen von G syzygetisch sind, ohne in
dieser Gruppe selbst enthalten zu sein. Folglich lisst sich jede GorPEL’sche
Gruppe von niedrigerer als der p'" Ordnung zu einer Gruppe von der p**
Ordnung ergiinzen.

Denken wir uns wieder eine beliebige Reihe von Permutationen: x,,
Xyy ..y %, gegeben. Wenn je zwei Glieder dieser Reihe sich syzygetisch
verhalten, so entspringt hieraus eine GoPEL'sche Gruppe. Nehmen wir aber
jetzt im Gegentheil an, dass je zwei der Glieder sich azygetisch verhalten:

(za’ xﬁ) =—1 (a§ﬂ)’

dann wollen wir die Reihe eine azygetische nennen. — Wir fiigen noch
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eine Definition hinzu. Wenn durch die Zusammensetzung der einzelnen
Permutationen x,, x,, ..., », die identische Permutation entsteht, also
%%, ...%, = O ist, soll die Reihe eine geschlossene heissen.

Fragen wir uns zunichst, ob eine azygetische Reihe x,, »,, ..., %,
zugleich eine geschlossene sein kann. Dann muss

Zn - X1Z2 e J.’n__l

und deshalb
(Xn) X,,) - (Xl, Zn)(xg, X,,) e (x,,_l ) Zn)

sein. Nun ist aber (x,,x,) = 1, wihrend alle Faktoren der rechten Seite
gleich — 1 sind. Es ergiebt sich also:

f=(— 1,

d. h.: » muss eine ungerade Zahl sein. Umgekehrt .ist leicht zu sehen,
dass solche geschlossene Reihen wirklich existiren. Denn nehmen wir an
dass eine gerade Zahl von Permutationen: Xy Ky, oeoy %oy gegeben ist,
die sich gegenseitig azygefisch verhalten. Figen wir der Reihe hinzu:
X, == 2%, ...%,_,, 0 verhilt sich offenbar x, azygetisch zu x , #,, ..., %,_;.

Es sei jetzt x,,x,, ..., x, eine geschlossene azygetische Reihe, und
@ eine beliebige Permutation. Da x,x,...x, = o ist, so ist

(0, )@, ) ... (0,x,) =1
Da » eine ungerade Zahl ist, so konnen nicht alle Factoren der linken
Seite — 1 sein; es giebt demnach: keine Permutation , die sich gleich-
zeitig zu x , %,, ..., x, azygetisch verhilt. Mit andern Worten: Kine

geschlossene azygetische Reihe kann nicht erweitert werden. s folgt hier-
aus weiter, dass eine nicht geschlossene azygetische Reihe nothwendig un-
abhingig ist. Denn wiire das nicht der Fall, so miisste sich aus einer
Anzahl jhrer Glieder eine geschlossene Reihe bilden lassen, und dies ist
unméglich, weil eine geschlossene azygetische Reihe nicht erweitert werden
kann.

Eine nicht geschlossene azygetische Reihe kann dagegen stets erweitert
werden. Wenn # = 2p ist, kann allerdings nur noch das Glied

XQP.H == XIZZ .. .Xg,,

hinzugefiigt werden, wodurch sie zu einer geschlossenen azygetischen Reihe
Acta mathematica. 27. Imprimé le 9 janvier 1903. 31
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erginzt wird. Ist aber m < 20, so giebt es 27" Permutationen w, die
0 K, Ay, .
eine, die von xx,...x, verschieden ist.

Man kann demnach azygetische Reihen aufstellen, die aus 2p Gliedern
bestehen, und die eine Basis bilden fiir die ganze Gruppe der 4° Permu-

tationen. Jede solche Reihe ldsst sich durch Hinzufiigung cines letzten

., %, azygetisch sind, also mindestens 2, und somit auch sicher

]

Gliedes mnoch zu einer geschlossenen azvgetischen Reihe ergiinzen. Jede
beliebige Permutation wird dann durch zwei complementiire Combinationen
der Elemente x , x,, ..., x,,, dargestellt.

Denken wir uns wieder cine beliebige unabhiingige Reihe z,,z%,,..., %,
gegeben und bilden die Reihe der Thetafunktionen, die aus einer, 6,
durch die Reihe dieser Permutationen hervorgehn:

9(1) 9//,11) tety HIan)

so gilt zunichst der Satz: Die Function #, kann so gewiihlt werden, dass
alle Glieder dieser Reihe gleichartige, d. h. entweder simmtlich gerade
oder simmtlich ungerade Functionen sind.

Denn nehmen wir an, die Glieder seien nicht gleichartig.  Wir ver-
stehen dann unter s, den Werth -+ 1 oder — 1, je nachdem dic Func-
tion mit dem Index ax, gleichartic oder ungleichartig ist mit 6,, und be-
stimmen eine Permutation w, die den # Bedingungen

(w, ) =-¢, (=1,2 .0y

geniigt. Alsdann ist der Quotient
8{1 Q(I}fv

de Qawx,

gerade oder ungerade, jemachdem =, gleich 4+ 1 oder — 1 ist. Deshall

muss 6,,, in jedem Falle denselben Charakter haben wie 6,,.

aw:(,
Ist »,, %,, ..., x, eine geschlossene Reihe von Permutationen, und »
eine ungerade Zahl, so nennen wir auch die Reihe der #-4 1 Functionen:

Hll) 81/,7.’]) ety 9&1,.

eine geschlossenc. Sie ist dadurch charakterisirt, dass der Quotient den
wir enthalten, wenn wir die Hilfte dieser Functionen als Faktoren in den
Zihler, die andere Hiilfte in den Nenner aufnehmen; immer eine ApelL'sche

Function der Klasse ist.
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Die Reihe 6,, 6,,, 6,, wird geschlossen durch 6,,,, und ebenso gehort
zu jeder ungeraden Anzahl von Thetafunctionen ein bestimmtes Theta, das
die Reihe schliesst. ‘

Wir wollen mit 6,; dasjenige Theta bezeichnen, das die Reihe 6,
6;, 6, schliesst, ebenso mit 6,;,. das Schlussglied zu 6,, 8, 6,, 6,, 6., etc.
Jede Combination ungerader Ordnung von Theta-Indices bezeichnet auf
diese Weise wieder ein Theta. Dagegen bezeichnen die geraden Combina-
tionen dieser Indices Permutationen. of ist diejenige Permutation, die 6,
in 6; tberfihrt, afyd die, welche sich aus 2 und yé zusammensetzt, u. s. 1.
Wir sagen ferner: die drei Functionen 6,, 8;, 6, verhalten sich syzygetisch
oder azygetisch, je nachdem die ABEL’sche Function

6,65
e s 90-.37

gerade oder ungerade ist, und von einer Anzahl von Functionen

6,, 0

&

) ("’)7, (9‘; ete.

sagen wir, dass sie eine azygetische Reihe bilden, wenn je drei Glieder
sich azygetisch verhalten.

Es ist leicht zu sehen, dass, wenn x, A, g etc. eine azygetische Reihe
von Permutationen ist, dann

80.’ qu ) 641. ) Galu. etc~

eine azygetische Reihe von Functionen darstellt. Falls die Reihe nicht

geschlossen ist, ist sie auch unabhiingig; wir kénnen daher 6, so wihlen

dass alle diese Functionen denselben Charakter haben. Daraus folgt dass

sich die Thetafunctionen des ganzen Systems in folgender Weise anordnen

lassen: Es kann zunfichst eine azygetische Reihe von 2p 4 1 gleichartigen

Theta aufgestellt werden: '
6,,6,,...,6,,.

Alle iibrigen Theta werden dann bezeichnet durch die Combinationen un-
gerader Ordnung der Zahlen 1,2,3,...,20+1. Da 8,86, 6, sich
azygetisch verhalten, so ist der Quotient

6, 6,
036123
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eine ungerade Function; folglich hat 6,,, den entcegengesetzten Charakter
wie 6,,6,,0, ete. Alle Functionen, die durch dreigliedrige Tndices be-
zeichnet sind, haben demnach unter cinander denselben, aber zu denen der
Hauptreihe entgegengesetzten Charakter. Ebenso schliesst man, dass die
Theta mit fiinfgliedrigem Index wieder denselben Charakter haben, wie
die der Hauptreihe, u. s. f. Am grossten ist die Anzahl der Combina-
tionen von der mittleren Ordnung: o oder p 4 1. Diese miissen gerade
Functionen bezeichnen, da die Anzahl der geraden fiberwiegt; demnach
sind gerade alle Functionen #,, bei denen die Ordnung der Combination
m congruent p oder p 4 1 mod. 4 ist, ungerade die iibrigen.

Die TFunctionen der Hauptreihe sind gerade, wenn 1 = p oder
=p+ 1 mod. 4 ist, d. h. fir p = 0 und = 1 mod. 4; in den andern
Fillen sind sie ungerade.

Statt der nicht geschlossenen azygetischen Reihe kann man auch die
geschlossene Reihe der Bezeichnung zu Grunde legen, die man erhilt,
wenn man der Hauptreihe noch als letztes Glied die Function

82p+2 = 8123...7;» +1

hinzufiigt. Jedes Theta wird dann durch zwei complementire Combina-
tionen der Zahlen 1,2,..., 20 + 2 bezeichnet. TIndess kann hier insofern
eine Unregelmiissigkeit eintreten, als 6,,,» nicht nothwendig von derselben
Art ist, wie 6,,6,,..., 6,,,,. Wenn p gerade ist, so haben alle 2p + 2
denselben Charakter, weil dann 2p + 1 = 1 mod. 4 ist; wenn aber o un-
gerade ist, so ist #,,,, von entgegengesetzter Art.

Es kann allerdings auch in diesem letzteren Falle die volle Symmetrie
in Bezug auf die Indices 1,2,..., 2p + 2 gewahrt werden, wenn man
eine leichte Modification der Bezeichnung eintreten lisst. Durch die Reihe
6,,6,,..., 6y, 1st die Bezeichnung der Permutationen festgelegt; jeder
Permutation entsprechen zwei complementire Combinationen gerader Ord-
nung der Zahlen 1,2,...,2p+4 2. Nun bevorzugen wir die Function
0,49, indem wir sie ohne Index lassen, und allen iibrigen geben wir den
Index derjenigen Permutation, durch die sie aus @ hervorgehen. Dann
ist leicht zu sehen, dass Combinationen derselben Ordnung auch wieder
Functionen von gleichem Charakter bezeichnen. Nehmen wir z. B. p = 1.
Die geraden elliptischen Theta wiirden bei dieser Festsetzung zu bezeichnen
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sein als 6, oder 6,,, 6,, oder 0,,, etc., wihrend 6 == 6,,,, das ungerade

24)
Theta ist. Fir p = 3 wiirden
t912) 61‘2; cety 818

die 28 ungeraden, 6 und 8, = 6, etc. die geraden Functionen sein.

Die Existenz der gleichartigen azygetischen Reihen war schon RiumMANN
bekannt. Es ist noch ein Punkt zu besprechen, der fiir unsere algebraische
Untersuchung von grosser Wichtigkeit ist, und auf den NoeTHER und Fro-
BENIUS aufmerksam gemacht haben. Nehmen wir eine GopEL'sche Gruppe
G, und bilden die Produkte

p, =1I(6.),

jedes dieser Produkte erstreckt iéiber die 2" Elemente von &. Die Mehr-
zahl dieser Produkte enthilt gerade und ungerade Faktoren gemischt, und
zwar sind dann jedesmal soviel gerade wie ungerade Faktoren vorhanden.

Denn nehmen wir an; dass ein Faktor 6, existirt, der von entgegenge-

ax'

setzter Art ist wie 6,, dann miissen, wenn 6, irgend einen andern Faktor
bedeutet, auch 6,, und 6,,, von entgegengesetzter Art sein, weil der Quotient

gax 9&2'
941 9axx'

eine gerade Function ist. Die Faktoren von P, lassen sich also paarweise
zusammenfassen, sodass immer der eine gerade, der andere ungerade ist.

Wiren nur solche Produkte vorhanden, so wire die Anzahl der ge-
raden Theta gleich der der ungeraden, was nicht der Fall ist.

Beschriinken wir uns jetzt auf diejenigen P,, welche nur gleichartige
Faktoren enthalten, so haben wir ein System, das, was die Gruppierung an-
betrifft, genau analog ist dem System der Thetafunctionen von p—n =g
Variabeln. '

Gehort x der Gruppe G an, so ist P, = P,. FEine solche Permuta-
~tion ist demnach fiir unser System als identische anzusehen.

Damit P,;, ebenso wie P,, ein Produkt gleichartiger Faktoren sei, ist
offenbar nothwendig und hinreichend, dass A sich zur ganzen Gruppe G
syzygetisch verhillt. Dieser Bedingung geniigt eine Gruppe von 27" Per-
mutationen, unter denen aber die der Gruppe G mit enthalten sind. Wir
kdnnen also eine zweite Gruppe ¢’ definiren, von der Ordnung 20 — 20 = 20,
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in der Weise, dass jede zur Gruppe G syzygetische Permutation sich dar-
stellt in der Form xA, wo x der Gruppe G, A der Gruppe G' angchort.

Die Permutationen der Gruppe G sind dann die ecinzigen, welche sy-
zygetisch sind zu beiden Gruppen G und G'. Folglich giebt es in der
Gruppe (' ausser der Permutation o keine andere, dic zu allen Klementen
von (' syzygetisch wiire.

Damit sind fiir das System derjenigen I, dic Produkte von lauter
gleichartigen Theta sind, dicselben Grundlagen aufgestellt, von denen wir
ausgegangen sind bei der Gruppierung der 4° Functionen Theta. Die An-
zahl der P, betriigt 47, und es giebt zwei Arten der P,: Produkte gerader,
und Produkte ungerader Theta. Wir kinnen sagen, dass drei Produkte 2,
P;, P, sich syzygetisch oder azygetisch verhalten, jenachdem der Quotient

6,65
6, 6,5

gerade oder ungerade ist.  Wir konnen dann geschlossene azyvgetische Reihen
der I’ aufstellen, die immer aus ciner geraden Anzahl von Gliedern be-
stchen, und speziell fiir die Bezeichnung der P eine Hauptreihe

P, P, .., Py,
zu Grunde legen, die aus P-Functionen der gleichen Art besteht, withrend
Pray, Py, ete.

von der entgegengesetzten Art sind wie die Functionen der Hauptreihe.
Nehmen wir z. B. n=p— 1, also o= 1, so besteht das System
der P aus vier Grossen: P,, P,, P, und P,,,; die drei ersten sind Pro-
dukte gerader, das letzte ein Produkt ungerader Theta.
Fiir n = p — 2 existiren 16 Functionen P. Die sechs Produkte un-
gerader Theta bilden eine geschlossene azvgetische Reihe:

P P, .., P
die Produkte gerader sind dann:
Pys = Py, Py = Py, cte.

Fiir n = p reduzirt sich das System der P auf ecine einzige Function,
‘und diese ist ein Produkt gerader Theta.
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§ 3

Die Aufstellung der quadratischen Relationen unter den Thetafunc-
tionen beruht auf sehr einfachen Sitzen.

Erstens: Von den Quadraten der Theta sind nur 2° linear-unabhiingig.

Zweitens: Auch von den Produkten
'Pll - 0a 0&1)

die zu einer bestimmten Permutation oder halben Periode » gehéren, sind
nur 2” linear-unabhiingig. Diese Produkte sind aber theils gerade, theils
ungerade Functionen. Beschrinkt man sich auf die geraden, so sind nur
2#~! unabhingig; dasselbe gilt von den ungeraden.

Drittens: Jede der Gleichungen, die sich hiernach zwischen den Theta-
functionen ergiebt, bleibt richtig, abgeschen von den Vorzeichen der ein-
zelnen Glieder, bei simmtlichen 4 Permutationen des Systems. Aus

Z(AM 6 = o
folgt demnach
Z(+ 4.6,) = o,
und aus*
2(4,P)=o
2(+ A4,P,) = o.

Auf die Vorzeichen wollen wir im folgenden wenig Riicksicht nehmen, um
die Untersuchung nicht zu complicieren.

Wir bezeichnen durchweg mit ¢, den constanten Werth, den eine
gerade Iunction 6, fir » = o annimmt, und wenn 6, ungerade ist, mit
u, ihr lineares Anfangsglied. ‘

Fangen wir an mit dem Falle p == 1. Hier existieren drei gerade
Theta: 6,,6,,6, Sie bilden eine azygetische Reihe, die geschlossen
wird durch Hinzufiigung des ungeraden Theta. Ietzteres kann ohne Index
bleiben.
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Zwischen den Quadraten von je drei der Theta besteht eine lineare
Relation, deren Coefficienten sicht leicht bestimmen lassen. Nehmen wir z. B.:

A6+ 4,0+ 4,6, = o.
Dies wird dureh die Permutation 12 iibergefiihrt in:
A8 + A, 0 + A, 6% — o.
Darauns folgt, wenn man « —= o setzt:
A ¢; = + A,ci.

Hiernach erhilt die Gleichung zwischen 6, , 6,, 6, die Form

3

(1) 2 (+ i) = o,
a=1
und daraus wiederum ergieht sich fiir # -— o die bekannte Constanten-
relation
3
(2) 2 (+¢) —o.
a-=1
Fir p — 2 haben wir 6 ungerade und 10 gerade Theta. In den 6
ungeraden:
6,6,,...,6

3

liegt eine geschlossene azygetische Reihe vor. 6, = 6,4, ete. sind die 10
geraden Functionen.

Die iibrigen sechsgliedrigen azygetischen Reihen gehen aus der Reihe
der ungeraden hervor durch die 15 Permutationen 12,13, ..., 56. Sie
enthalten jedesmal vier gerade und zwei ungerade Functionen; z. B.:

Bis6 5 Buses Osicr Buse; Os 5 b

Aus den geraden Theta allein lassen sich demmach 15 verschiedene vier-
oliedrige azygetische Reihen bilden.

Zwischen den Quadraten von je fiinf Thetafunctionen besteht eine
lineare Gleichung. Ist aber eins dieser fiinf Theta gerade, die iibrigen
ungerade, so muss offenbar der Coefficient des geraden Theta gleich o semn.
Es besteht also z B. eine Gleichung:

4
2. (4,86 =o.

a=1
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Wendet man hier die Permutation 34 — 1256 an, und setzt dann # = o,
so folgt:
Ay = + Ayl

Hiernach bestimmen sich die Coefficienten A,; es ergiebt sich:

4
z_:l(:': Cass B2) = O.

Wir konnen sagen, dass hiermit die Relation gegeben ist, die zwischen vier
ungeraden Theta besteht, oder auch, allgemeiner, zwischen irgend vier
Theta, die eine azygetische Reihe bilden; sie hat die Form

Z(+c,8)=o,

wo z diejenige Permutation bedeutet, durch die alle vier Theta in gerade
ibergefiithrt werden.

Nehmen wir speciell die vier Functionen als gerade an, so haben wir:
(3) 2(+c6)) = o,
und fir » = o:
(4) 2(+¢f) =o.

Diese viergliedrige Gleichung stellt ein System von 15 verschiedenen Re-
lationen zwischen den Anfangsgliedern der 10 geraden Theta dar, da sich
aus den geraden Theta 15 verschiedene viergliedrige azygetische Reihen
bilden lassen.

Gehen wir jetzt iiber zu den Produkten

Pa. = 6118&){’

die zu einer der 15 halben Perioden gehoren. Unter diesen acht Pro-
dukten giebt es vier, deren Faktoren gleichartig sind, und zwar drei Pro-
dukte gerader, ein Produkt ungerader Theta. Zwischen je drei dieser vier
Functionen besteht eine lineare Gleichung; alle vier bilden eine geschlossene
azygetische Reihe. Nennen wir, allerdings abweichend von der zuerst
gewiihlten Bezeichnung der Theta, P,, P,, P, die drei Produkte erster

Art, so kénnen wir, da die Verhiltnisse genau so liegen, wie bei den

Acta mathematica, 27. Imprimé le 10 janvier 1903. 32
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Quadraten der Thetafunctionen von einer Variabeln, die beiden Formeln
aufstellen:

(5) S (4 pl)=o,
) (e —o,

wo p, den Werth von P, fiir » = o bedeutet.
Kehren wir zuriick zur urspriinglichen Bezeichnung und wiihlen etwa
fiir x die Permutation 5§6. Es sind dann

8145 8]46 b 8'.’45 9246 p) 0345 9346

die drei zugehorigen Produkte gerader Theta. Somit bestehen die Rela-
tionen:

3
El(i Cui5Cuss 9a45 81/.46) = 0,

3
agl(j' Chis C‘Zm) == 0.

Aus der ersten dieser beiden Gleichungen ziehn wir cine weitere Folgerung.
Wir wenden die Permutation 46 an, wodurch 6, in 6,, 6, in 6§, iiber-
gefithrt wird, und beschriinken uns auf die Anfangsglicder. So ergiebt sich:

3
(7) a§1<i Ca4scg4scasﬁua) = 0.

Wir konnen dieser Gleichung auch die Form geben:

3
Z (i Caxna}.caxlu’u) == O*

u=1

%, 4 und xA bedeuten hier diejenigen drei Permutationen, die gleichzeitig
6,,0,,0, in gerade Functionen iiberfilhren. Da 6,, 6, und 6, irgend
drei der sechs ungeraden Functionen sein kénnen, so ist hiermit allgemein
die Beziehung zwischen den Anunfangsgliedern dreier ungeraden Theta dar-
gestellt.

Bilden wir jetzt die entsprechenden Gleichungen fiir p = 3. Zunichst
kann man sagen, dass zwischen den Quadraten von neun Thetafunctionen
mamer eine lineare Gleichung bestehen muss. s gilt aber der Satz, dass
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schon sechs Theta durch eine solche Gleichung verbunden sind, falls sie
cine geschlossene azygetische Reihe bilden. Wenn dies zugleich lauter
gerade Functionen sind, so hat die Relation die einfache Form:

w2

®) Sae=o

Um dies zu beweisen, denken wir uns zuniichst fir die Bezeichnung
der 64 Theta eine azygetische Reihe 6, A., .... 6; von lauter ungeraden
Theta zu Grunde gelegt. Die Tunctionen 6, sind dann gerade, 6,,.
wiederum ungerade, der Combination 12...7 entspricht eine gerade Func-
tion. Wir figen diese letztere, als #,, der Hauptreihe hinzu. FEine drei-
gliedrige Combination, die das Element 8 enthilt, bezeichnet dann nicht
eine gerade, sondern eine ungerade Function.

Nehmen wir nun die acht Functionen der Hauptreihe und ausserdem
irgend eine andere Function, etwa ;.. Wir konnen dann die Gleichung
aufstellen:

8
Aggm - a§=:l (Aa 82)

Da 6, die einzige gerade Function ist, die in dieser Gleichung vorkommt,
so muss der Coefficient 4, gleich o sein. Dasselbe gilt von 4, und 4;;
denn durch die Permutationen 68, 78 gehen alle Functionen in ungerade
iiber, ausgenommen das eine Mal 6,, das andre Mal 6;. Demnach lautet
die Gleichung so:

5
A6 = ; (4,62).
Wendet man die Permutation 18 an, und setzt dann =0, so ergiebt sich:
Aciy; = + Ac;.

Hiernach bestimmen sich die Coefficienten folgendermassen:

5
cs 05 = az=:1 (+ Coer 92);

und dies ist in Ubereinstimmung mit dem aufgestellten Satze. Denn 6,
0,,...,0; und Oz = B4, bilden eine geschlossene azygetische Reihe,
und 67 ist diejenigen Permutation, die alle sechs Functionen in gerade
itberfithrt.
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Der Satz ist damit auch allgemein bewiesen. Denn nehmen wir an,
es liege eine geschlossene azygetische Reihe von sechs Theta vor. Wenn
wir das letzte Glied fortlassen, so kénnen die fiinf iibrigen zu einer sieben-
gliedrigen azygetischen Reihe ergiinzt werden, und es giebt eine Permuta-
tion, die dicse sieben Theta in lauter ungerade iiberfithrt.

Gehen wir zu den Produkten

Pa = Oaga.x

iiber, dic einem bestimmten x entsprechen. Unter dicsen sind 16 gerade
Functionen, davon 6 Produkte ungerader Theta. Die letzteren bilden
wieder eine geschlossene azygetische Reihe. Ausserdem sind von den 16
P, nur 27'=4 linear-unabhingig. Hiernach ist klar, dass zwischen ihnen
genau dieselben Relationen bestehen wie zwischen den Quadraten der 16
Thetafunctionen von zwei Variabeln. Sind speciell I | P, P, , P,
der 16 Functionen, die eine nicht geschlossene azygetische Reihe bilden,
SO muss

(9) El(i pal,) = o0

vier

sein, wobei A diejenige Permutation bedeutet, die alle vier Functionen in
Produkte gerader Theta uberfithrt. p, bedeutet, wie frither, den Werth
von P, fir u = o.
Nehmen wir jetzt eine GoreL’'sche Gruppe zweiter Ordnung: (0, x, 4, xA),
und bilden die Produkte
Q= 60,6000, 800-

Es existieren drei solche Produkte — nennen wir sic W, ¢,, ¢, —, die
aus lauter geraden Faktoren bestchen, und ein Produkt ungerader Fak-
toren, @,,,. Die Werthe der drei crsteren fiir # == o bezeichnen wir mit
G595 95-

So gehort zu jeder GOPEL'schen Gruppe zweiter Ordnung ein System
von drei Constanten. Diese sind jedesmal durch eine Gleichung

n
3

(10) | 2 (+q)=o0

a=1

verbunden, welche entspricht der Gleichung

é(i po) = o
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fir p = 2, und der Gleichung

L) —o

fiir o = 1. Die Formel ist leicht zu beweisen, wenn man die Produkte
Q, auflost in P, P,. P, P,, P, sind dann drei Produkte gerader Theta,
und sie verhalten sich azygetisch; man kann noch ein viertes Produkt
gerader Theta P, hinzufiigen, sodass P, , P,, P,, P, eine nicht geschlos-
sene azygetische Reihe bilden. Alsdann besteht die Gleichung:

4
2 (+ p.P,) = o,

a=1

und aus ihr folgt:

M»s

(j'_ po.Pzzl) = O.

—

a=

Nun kann ¢, nicht aus lauter geraden Faktoren bestehen; P,, verschwindet
demnach fiir # = 0, und wir erhalten:

3

2 (4 pupu) = O,

a=1"""

oder:
3
Z (£ 4)=o.

Die Anfangsglieder w, der ungeraden Theta sind homogene lincare
Functionen von drei unabhiingigen Veriinderlichen und es muss deshalb
zwischen je vier dieser Grdssen w, eine lineare Gleichung bestehen. In
einfacher Form lassen sich diese linearen (Hleichungen nur dann darstellen,
wenn die vier entsprechenden Functionen eine azygetische Reihe bilden.
Aber diese speciellen linearen Relationen, die man azygetische nennen konnte,
geniigen vollstindig, um simmtliche 28 #, durch drei unter ihnen aus-
zudriicken.

Nehmen wir demnach irgend vier ungerade Theta an: 6,,6,,6,,86,,
die sich gegenseitig azygetisch verhalten. Wir konnen dann diese Reihe
durch Hinzufiigung dreier neuen ungeraden Functionen: 6;, 6, 8, zu
einer Hauptreihe ergiinzen.



254 F. Schottky.
Stellen wir die Ausariicke auf
9//.-56 9(1-37 : (r=1.2,3,4)

Dies sind Produkte gerader Theta, gehérig zuwr Permutation » = 67.  Es
besteht also zwischen ithnen die Gleichung:

4

Z (-t Cuz6Casi 90.56 Hu_.}?) == 0,

Z 7
=1

welche duarch die Permutation 56 iibergefithrt wird in:

4
az_-::l (i caGG Ca;-; 90_ 9a67> — O)

und hieraus folgt, wenn wir uns auf die Anfangsglieder beschriinken:

4
21 <j—.. ca-’;(‘-(la.s‘i Cu.S? u'a) = 0.
a=

Die Gleichung hat die Form:

4
(I I) az=:1 (-_’—- Caxca}.cd.x).uﬂ.) - O’

wo x,A und xi die Permutationen 356, 57,67 ledeuten, die gleichzeitig
alle vier ungeraden Functionen 6,,6,, 8, und #, in gerade iiberfithren.
Es sind dies nicht die einzigen Permutationen welche diese Eigenschaft
haben; es gehort dazu auch noch die Permutation 1234. Wir miissen
daher sagen: Zwischen den Anfangsgliedern von vier ungeraden Theta,
die sich zu einander azygetisch verhalten, besteht die Gleichung (11), in
der x,2 und x4 die drei von 1234 verschiedenen Permutationen bedeuten,
die 6,, 0,, 8, und 6, in gerade Functionen iiherfithren.

Alles dies sind TIdentititen. Es giebt aber, schon fir o = 3, Systeme
von nicht-identischen Gleichungen, die auf der Ricaraxx’schen Theoric
beruhn und doch in sehr enger Beziehung zu den hier entwickelten Iden-
titiiten stchn.

Betrachten wir einen Augenblick die AprLschen Functionen von p
Variabeln in der Rrgmaxy’schen Theorie.  Sie werden ausgedriickt als ra-
tionale symmetrische Functionen von p Werthepaaren

(xa ) ya)y (a=1,2,...,p)
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dic alle derselben Gleichung G'(z,y) = o0 vom Range oder Geschlechte p
geniigen; ihre Klasse ist identisch mit der Gesammtheit dieser rationalen
Functionen. Die Variabeln und damit auch die Anfangsglieder u, der
ungeraden Theta werden, gleichfalls symmetrisch, ausgedriickt durch Inte-
orale erster Gattung, und zwar in der Form:

M

U, = Z:' / H,(x,y)dx.

Offenbar miissen die I, denselben linearen Gleichungen geniigen wie die
u,, ausserdem aber einer Anzahl nicht-linearer Gleichungen, da sie alge-
braische Functionen einer Variabeln sind.

Setzt man specieller:

Y
U, = fﬂa(x,y)dx,
z,y

indem man beide Grenzen als variabel ansieht, so gehen die ABEL’schen
TFunctionen ttber in rationale Functionen von (z,y) und (2, y’), die ge-
raden in symmetrische, die ungeraden in alternirende. Der Quotient zweier
ungeraden Theta aber wird ein Produkt zweier Faktoren, von denen der
cine nur von (r,y) abhingt, der andere dieselbe Function von (2',y’) ist.
Die Faktoren bestimmen sich, indem man beide Punkte zusammenfallen
lisst; man findet leicht:

Oa(u) o VH, (2, ) VH.(2', y) )
Os(n)  Hi(e, y) VHs &, )

Daraus geht hervor, dass man im Geltungsbereich der RieMANN'schen
Theorie — die aber, wenn p > 3 ist, nicht die allgemeinen ABEL’schen
Functionen umfasst — den Thetarelationen geniigen kann, indem man fir
jedes ungerade Theta setzt:

0!/- =¢. \/Ha(”” ) \/Ha("’”) ¥
oder, wenn wir die f/, mit «, und u, bezeichnen:
6, = ¢ . \ju, \Ju,.

Ziwischen  diesen u, Dbestehen dieselben linearen Relationen wie zwischen
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den Anfangsgliedern der ungeraden Theta. Dic Aufgabe ist jetzt, die
nicht-linearen homogenen Gleichungen zwischen den w, zu finden.

Fir p — 3 existirt im Wesentlichen nur eine solche Gleichung, die
vom vierten Grade ist. Wenn wir sie in einer grossen Anzahl verschie-
dener Formen aufstellen, so miissen aus einer alle iibrigen folgen, indem
man die linearen Gleichungen zwischen den %, und den ¢, zu Hiilfe nimmt.

Wir stitzen uns auf einen bekannten algebraischen Satz. Sind z,,

z ., ¥, lineare homogene Functionen von 7 Verinderlichen, welche

2y *°

identisch einer Gleichung
2n

2 (g.x%) — o0

geniigen, und ist

n41

2 (d,x,) =0

a=1
die Gleichung, durch die =, ,#,, ..., #,;, verbunden sind, so ist noth-
wendig:

n+1l 2

=\ Y,
Ist ferner

2 (B,x)=o0

C gy Ty .
die Gleichung, welehe z,, z,, ..., z, und 2,,, verbindet, so ist auch

Diesen Satz konnen wir anwenden auf die Relationen zwischen den Pro-
dukten P,— 8,6,,. Es gicht sechs P,, die Produkte ungerader Theta
sind; nennen wir sie P,, P,, ..., P,. Durch die Permutation 56 werden
die ersten vier in Produkte gerader Theta iibergefithrt. FEs besteht also
die Gleichung

4
)—' (.__t pascl)a) = 0.
a=1
Den Gleichungen wird geniigt, wenn wir 8, durch yu, ya;, also P, durch

Vwayw, ersetzen, wo
W, = i,y
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ist, und w, dieselbe Function von #', y' bedeutet. Dies giebt:

4
El Tt Pass \/;; \/JVZ) =0.

" ‘ D _ - = -
Hieraus folgt, dass die vier Gréssen w, , yw, , yw, , yw, durch zwei li
neare Gleichungen verbunden sind, und dass, wenn wir

3

2 (4w =0

a=1

setzen, nothwendig
3

A
Z <i Pa56> =

a=1

sein muss.

Wir sind offenbar berechtigt, in dieser Gleichung die Combination 56
anch durch 45 oder 46 zu ersetzen. Somit haben wir drei Gleichungen,
die mehr als ausreichen, um die Verhiltnisse von 47, 42 und A} zu be-
stimmen. Sie werden erfiilll, wenn man A} proportional

Dass Dose Pase (@=1,2,8)

annimmt; ' denn es besteht die Gleichung:

3
El (i pa45 pa46) == O’

die zur Kategorie der Formeln 2 (+¢,) = o gehort. Wir erhalten demnach:

3

(I 2) 2 (i VPats Pats Pass Wa) = O.

a=1

! Eigentlich folgt aus unsern Formeln nur, dass diese Produkte proportional + A2

sind. Dass Az = 4 Pass Pass Pase gesetzt werden darf, ergiebt sich daraus, dass die Vor-
zeichen in der Gleichung

Mu

(* Pass pa46) =0

a=1

]

iibereinstimmen mit den drei ersten Vorzeichen der Gleichung

~

h (i Passpa)=0,

a=1
wasg leicht zu beweisen ist.
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Vergleichen wir dies mit Formel (7). Wir sehen dann, dass die Rela-
tionen zwischen den sechs Wurzelfunctionen

\/Wa = \/'"'a Uax

genau dieselben sind wie die, welche fiir p = 2 zwischen den Anfangs-
gliedern der ungeraden Theta bestehen, nur dass an die Stelle der ¢, die
Quadratwurzeln

VPa = Veu Cux
treten. Aber diese Grossen \/p, sind auch ihrerseits durch dieselben Gleich-
ungen verbunden, wie die 10 Grissen ¢, im Falle p = 2.

Da die wu, lineare Functionen von drei Variabeln sind, so haben wir
hier, in verschiedenen irrationalen Formen, die Gileichung einer Curve
vierten Grades. Die Anzah]l der verschiedenen Formen betrigt 63 . 20,
als Coefficienten treten auf die Werthe, welche die geraden Theta und
die Ableitungen der ungeraden fiir # = o annehmen.

§ 4
Fir die Aper'schen Functionen von vier Variabeln hesteht unsre
Aufgabe vorliufig nur darin, diejenigen Gleichungssysteme aufzustellen, die
den fiir p = 3 gefundenen genau analog sind.
Die Relationen zwischen den Quadraten der Theta iibergehen wir und
eehen bald zu den Produkten

Pa = 8a0a1

ither. Halten wir x fest; dann existiren 64 solche Produkte, welche ge-
rade Functionen sind, und von diesen sind nur 2°~' = 8 Jinear unabhiingig.
Hieraus allein folgt schon, dass zwischen den P, genau dieselben Rela-
tionen bestehen, wie zwischen den Quadraten der TI'hetafunctionen von drei
Variabeln. Speciell gilt also der Satz:

Zwischen je sechs Functionen P, die eine geschlossene azygetische

Reihe bilden, besteht die Gleichung

6
(13») z (-*_— 7’4/.7‘ ,)u) = O)

u=1
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wo A diejenige Permutation bedeutet, die alle 6 Functionen in Produkte
gerader Theta uberfithrt.

Die Beziehungen zwischen den 136 Constanten ¢ 1assen sich in fol-
gender Weise zusammenfassen. Wir nehmen eine GOPEL’sche Gruppe
(0, x,2, xA) und denken uns die Produkte gebildet:

Qa = 80: 8(/,;: Gal Gaxl .

Es giebt 16 solche Produkte, die lauter gleichartige Faktoren enthalten,
davon 10 Produkte gerader Theta. Die Werthe, welche diese letzteren
annehmen fiir # = o, bezeichnen wir mit ¢,.

Aus diesen 10 Grissen ¢, lassen sich auf 15 verschiedene Arten vier
auswithlen, die eine azygetische Reihe bilden; diese vier sind jedesmal durch
eine Gleichung *

(14) Z(+q)=o0

verbunden. Bs ist dies dasselbe Gleichungssystem welches besteht zwischen
den 10 Grossen p) fir p = 3, und den ¢} fir p = 2.

Der Beweis ist leicht zu fithren. Sei ¢,, ¢, , ¢,, ¢, eine der 15 azy-
getizchen Reihen. Wir konnen

Qa = PaPo.l (a=1,2,3,4)

setzen. P,, P,, P,, P, sind dann Produkte gerader Theta, die ebenfalls
eine azygetische Reihe bilden. FErgiinzen wir diese zu einer geschlossenen

durch Hinzufiigung zweier Glieder P;, P, die auch Produkte gerader Theta
sein sollen. Dann besteht die Gleichung:

Z(:tpo )——'O)

8

und daraus folgt:

Ma;

(-—-t paPal) = 0.

a=1

I

Dies giebt fir v = o:

4
El (."_'. papa&) = 0,
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oder:
4

2 (+q,)=o0;

a=1

denn ¢; und ¢); kénnen nicht Produkte von 4 geraden Theta sein.

Von jetzt ab machen wir die Voraussetzung, dass es sich nicht um
die allgemeinen ABEL’'schen Functionen von vier Variabeln handle, sondern
um die, welche der RiEMann’schen Theorie entsprechen. Wir kénnen
dann, genau wie im Falle p= 3, sagen: Es muss méglich sein, den simmt-
lichen Thetarelationen zu geniigen, indem man fiir jedes ungerade Theta
den Ausdruck

6. = ¢ - Vuau,

substituirt. Dabei bedeuten die u, lineare Functionen von vier Variabeln,
die, was ihre Coefficienten anbetrifft, iibereinstimmen mit den Anfangs-
gliedern der entsprechenden Theta. Aber die Variabeln sind nicht un-
abhiingig, sondern proportional algebraischen Functiouen einer Veriinder-
lichen z, sodass zwei verschiedene homogene aber nicht lineare Gleichungen
zwischen den wu, bestehn. Die #, sind dieselben Functionen von einer
zwelten Variabeln ',

An die Stelle von P, tritt, wenn P, das Produkt zweier ungeraden
Theta ist:

P a = ’02' \/V_V: J‘T'Z:
wo
Wo = U Uy

ist. Nun nehmen wir an, wir hiitten eine sechsgliedrige geschlossene azy-
getische Reihe von Produkten ungerader Theta:

P,P,..., P,

A sel diejenige Permutation, die alle sechs Gréssen in Produkte gerader
Theta verwandelt. Aus der Gleichung

6
agl (i .palPa) =0
folgt dann:
]
El (% Pur Ve yWa) = O.
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Da die w, von einer andern Variabeln abhiingen, als die w,, so miissen
wir hieraus schliessen, dass je vier der sechs Grossen /w, durch eine li-
neare Gleichung verbunden sind. Sectzen wir demnach an:

aél (Aa \/E) =0,

so folgt aus dem algebraischen Hiulfssatz den wir im vorigen Paragraph
aufgestellt haben, dass die Coefficienten 4, die Bedingung erfiillen miissen
4 2
5(e )
a=1 Par;

Wenn ferner B,, B,, B,, B, die Coefficienten derjenigen Gleichung sind,
die zwischen (w , yw,,yw, und yw, besteht, so muss

3

4, B,
Z<i Poa >:O

a=1

sein.

Die 64 Grossen P, verhalten sich so, wie die Thetafunctionen von drei
Argumenten. Denken' wir uns nur P,, P,, P;, P, gegeben, so konnen
wir diese Reihe durch Hinzufiigung von drei neuen Produkten ungerader
Theta: P,, P, und P,, zu einer Hauptreihe ergéinzen. Verstehen wir dann
unter P; die Function P,, so ist A = yp diejenige Permutation, die alle
sechs Functionen P, P,,..., Py in Produkte gerader Theta iiberfithrt.
Ebenso kénnen wir aber P, und P, fir P, nechmen. Zur Bestimmung der

Coefficienten in der Relation

Ao+ Ay =0
haben wir demnach die drei Gleichungen:

¥

4

4
Z (j—_ —“) = O, (h=pv, 0, vp)
» aA

a=1 s

Diese Gleichungen werden erfullt, indem man

2 __ 1
Aa - pap.vpapppavp

! In Bezug auf die Vorzeichen gilt hier dasselbe wie in der entsprechenden Be-
trachtung fiir p = 3.
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setzt; denn die Formel
4
!E»l <i 2)“.'1,0 Z)aup) =0

gehort in die Kategorie der Gleichungen

2(+¢q,)=o.

Die Gleichung zwischen den vier Wurzelgrossen lautet demnach:

4
(I 5) 0§l (i \/pa‘uv Papp Pavp ‘Va> = 0.

Es sind dabei gy, pgo und yp diejenigen drei von 1234 verschiedenen Per-
mutationen, die gleichzeitig P, , P,, P, und P, in Produkte gerader Theta
iiberfiilhren. Vergleicht man dies mit der Formel (11) im vorigen Para-
graphen, so sicht man:

Zwischen den 28 Wurzelgrossen (/w, = \u,u,., dic zu einer halben
Periode x gehoren, bestehn genau dieselben linearen Relationen, wie zwischen
den Anfangsgliedern der 28 ungeraden Thetafunctionen von drei Vari-
abeln; allerdings mit der Modification, dass an Stelle von c, tiberall yp, zu
setzen ist.

Die Frage ist jetzt: Sind die 36 Grossen /p, auch genau durch die-
selben Gleichungen verbunden, wie die ¢, fiir p == 3? Dass dies der Fall
ist, geht ebenfalls aus unsern Betrachtungen hervor.

Denken wir uns eine Hauptreihe gewihlt:

-PI;P2;~'-)P7

und bezeichnen mit 4 die Coefficienten der Gleichung, die zwischen \/w,,
VW, Vw, und i, besteht, mit B die der Gleichung, die besteht zwischen
den drei ersten Grossen und yw,. Diese Coefficienten sind uns bekannt:

Aa = * V Pas6 Dast Pas?y (a=1,2,3,4)
Ba =+ \/Z’aw P41 Pas? - (¢=1,2,3,5)

Nun ist aber:
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denn 67 ist diejenige Permutation, welche dic geschlossene Reihe
D
Pl)PiH -'-,Ps)Imm

in Produkte gerader Theta iiberfithrt. Daher folgt:

3
(?::1 (i \/ Pats Past Puse 2’a5_7) = 0.

Wenn man hier die Grossen jp durch ¢ ersetzt, so bekommt man eine
der Relationen 2 (+ ¢,) = o, die fiir p = 3 bestehen. Dass hier die ¢, zu
der speciellen syzygetischen Gruppe (0, 45,67,4567) gehdren, ist un-
wesentlich; denn man kann fir p = 3 die Hauptreihe 8,, 6,,..., 6; so
wiihlen, dass 6, in 6;, und ebenso #; in O, durch vorgeschriebene Per-
mutationen A, 1 iibergehn, vorausgesetzt nur, dass A, g sich syzygetisch
verhalten. Demnach kénnen wir sagen dass fiir p = 4 im Riemanx’schen
Falle zwischen den Grossen ,/p genau dieselben Relationen bestehen, wie
im Talle p = 3 zwischen den c.

Losen wir jetzt die Produkte p, auf in ¢,c,,, so haben wir folgenden
Satz:

Wenn G irgend eine GOPEL’sche Gruppe dritter Ordnung ist, so
existiren drei zugehorige Produkte

B‘a = IXI (Huz) («=1,2.3)

(erstreckt iiber die 8 Elemente x von ), die lauter gerade Faktoren ent-
halten, und somit drei Constanten r, , r,, r,, die Werthe der R, fiir u=o.
Diese drei Constanten sind stets durch eine Gleichung

(16) Vr £ yr, k£, =0

verbunden.
Wir haben demnach ein System von so vielen Gleichungen, als ver-
schiedene GorrL'sche Gruppen dritter Ordnung existiren, d. h.

(¢4*—1)4* —1)4* — 1) = 240975.

Sie sind nicht erfiillt bei willkiirlichen Werthen der 10 Periodicititsmoduln,
stellen aber nur eine Beziehung zwischen ihnen dar, sodass eine einzige
solche Gleichung mit Nothwendigkeit alle tibrigen nach sich zieht.
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Diese Gleichung

T () —o

entspricht den Gleichungen

w

l(i g)=o0 fir p=3,

R
I

3
S (tp)—o0 fir p—2,

3
2(te)=o0 fir p=1

Wir wollen die vier Gleichungen zusammenfassen. Bezeichnen wir die
vierten Potenzen der Moduln durchweg mit C,. Es sei jetzt, bei belie-
bigem p, eine GOreL'sche Gruppe von der Ordnung p— 1 gegeben.
Wenn wir uns dann die Produkte gebildet denken

11 (6.)

erstreckt iiber die 27! Elemente von @, so giebt es darunter genau drei,
die aus lauter geraden Faktoren bestehn. Diesen entsprechen drei Con-
stanten :

7T, = II(CM) (a=1,2,3)

und zwischen diesen drei Constanten besteht, fir p =1, p=2, p =3,
und fiir g =4 im RiemMaNN’schen Falle, die Gleichung:

= (x " R) =o

Wir haben gesechen, dass zwischen den 28 Wurzelfunctionen /v, die
zu einem bestimmten x gehioren, genau dieselben Relationen bestehen, wie
zwischen den Anfangsgliedern der 28 ungeraden Thetafunctionen von drei
Variabeln, mit dem Unterschied, dass an die Stelle von ¢, iberall /p,
tritt. Aber diese 36 Grossen \/p, geniigen ebenfalls genau denselben Gleich-
ungen wie die c,.

Nun hatten wir fiir p = 3 ein System nicht linearer (Xleichungen auf-
gestellt, repriisentirt durch die Formel

3

4§1 (i \/Pa«ﬁ Pasé Pass Wa) = 0.
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Dies sind 20.63 Gleichungen, da wir einerseits die Indices 1,2,...,6
beliebig vertauschen konnen, andrerseits x eine beliebige von 63 Permuta-
tionen bedeutet. Aber alle diesen Formeln stellen, wenn wir uns die li-
nearen Beziechungen zwischen den wu, gegeben denken, im Wesentlichen
nur eine hinzutretende neue Beziehung dar; eine einzige zieht alle fibrigen
mit Nothwendigkeit nach sich. |

Stellen wir nun die entsprechende Formel auf fir p=4. Wir wilhlen
eine Permutation A, die zu x syzygetisch ist, und setzen

Do = €4 Cux,
e = pa Dor = €4 Cpx Car Coxr

Entsprechend :

Wa = ua utzx 2

Lo = WoWor == Uy Upyy Ugp Uy, -

Zur Gruppe (o, x,2,xA) gehoren 16 Produkte gleichartiger Theta,
wovon 6 lauter ungerade, 10 lauter gerade Theta enthalten. Die 6 ersteren
mogen durch @, @,, ..., @, bezeichnet werden. Wenn wir dann die Gleich-
ung aufstellen:

3
(I 7) El (.‘t t/Qa45 G a6 Gas6 ;) = 0’
und damit zugleich alle die ins Auge fassen, die aus ihr entstehen ein mal
durch Vertauschung der Indices 1,2,...,6, zweitens dadurch, dass wir
zwar x festhalten, aber A variiren, dann kénnen wir sagen, dass eine dieser
Gleichungen alle iibrigen nach sich zieht. Da nun der Ausdruck links
vollig symmetrisch von x und 4 abhéingt, so muss fiir die Variation von
x dasselbe gelten. Wenn wir demnach das Gleichungssystem (17) gelten
lassen fiir jede GOPEL'sche Gruppe (0, x, 2, x), so tritt damit zu den
beiden Gleichungen zwischen den Variabeln #, «', u”, %', die durch die
Relationen zwischen den Wurzelfunctionen definirt werden, nur eine neue
Gleichung hinzu. Allerdings sind die #, dann nicht mehr lineare Func-
tionen von vier unabhiingigen Grossen, und auch nicht mehr algebraische
Functionen einer Veréinderlichen, sondern Constanten. Wir haben damit

auch jedem ungeraden Theta eine bestimmte Constante, w,, zugeordnet.
Acta, mathematica. 27. Imprimé le 10 janvier 1903. 34
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Bezeichnen wir diese constanten Grossen der Gleichmissigkeit wegen
ebenfalls mit ¢,, so nimmt die Gleichung (17) die Form an:

3

> (+ t’/qa Gas5 Gas6 {Iasﬁ) = 0.

a=1

Da jedes ¢ ein Produkt von vier Grossen ¢ ist, so haben wir hier eine
Relation von der Gestalt

5 £ 4 & U = o,
Die drei s sind Produkte von je 16 Faktoren, die zu einer und der-
selben Gruppe mit der Basis
(x, 4,45, 46)

gehoren. Diese Gruppe ist nicht rein syzygetisch, da die Permutationen
45, 46 sich azygetisch verhalten.
Die Anzahl dieser Gleichungen betrigt:

(4* — 1)(4*— 1).20 = 321300.

55

Ehe wir zur Auflésung der Modulgleichungen iibergehen, wollen wir
einen Satz aufstellen, aus dem sich die Méglichkeit einer vereinfachenden
Transformation ergiebt.

Wenn wir irgend eine der Thetafunctionen ins Auge fassen, so lassen
sich die Permutationen scheiden in solche, die den Charakter der Funec-
tion findern, und solche, die ihn nicht &ndern; von den ersteren sagen
wir, dass sie kritisch sind fiir das betreffende Theta. Hiernach giebt es
fiir jede ungerade Thetafunction von p Argumenten

S(a” + 29,

tiir jede gerade
1
5 (4-" —_— 2:”)

kritische Permutationen.
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Es sei nun G eine beliebige Gruppe. Wir bilden das Produkt
r,=11(s,)

erstreckt iiber alle Elemente von G'. Durch eine Permutation « geht P,
ither in '

P,, = 11(8,.)-

Wenn @ sich syzygetisch verhilt zur ganzen Gruppe @, so ist @ kritisch
fur alle Faktoren von P, oder fiir keinen. Denn der Quotient

a

vglAX gaw —

04 04x0

ist dann eine gerade Function; wenn also 6, und 6,, entgegengesetzten
Charakter haben, so muss von 6, und 6, dasselbe gelten.

Wenn sich aber o nicht zu allen Elementen von G syzygetisch verhilt,
so ist @ kritisch genau fiir die Hilfte der Faktoren von P,. Denn an-
genommen, x sei ein KElement von ¢, das sich zu @ azygetisch verhilt.
Alsdann ist der Quotient ¢ eine ungerade Function. Daraus folgt, dass
o kritisch ist fir einen der beiden Faktoren 6, , 8,,, fiir den andern nicht,
und dasselbe gilt offenbar fir je zwei Faktoren von P,, die durch die
Permutation x in einander iibergefithrt werden.

Davon machen wir folgende Anwendung. Es sei ein System von 4°
Grossen C gegeben, die den einzelnen Thetafunctionen zugeordnet sind.
Mit diesen setzen wir in Verbindung ein zweites System von 47 — 1
Grossen e, die den einzelnen Permutationen entsprechen, und einen Faktor
7, indem wir setzen

C,=rIl(e).
”

Das Produkt soll erstreckt werden iiber alle Permutationen x, die fiir 6,

kritisch sind. Wir haben so ein System von 4° Gleichungen; die Faktoren

e sind nicht rational durch die C bestimmt. Wenn wir uns aber nicht

nur die C, sondern auch die Werthe ihrer Logarithmen gegeben denken,

so konnen wir das Gleichungssystem durch ein lineares zwischen den Lo-

garithmen ersetzen und auf diese Weise die e eindeutig bestimmen.
Bilden wir jetzt das Produkt

Ton = 1:‘[ (O'mx)
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erstreckt iiber die Elemente x einer Gruppe »n** Ordnung, und denken uns
fir jedes C,, seinen Ausdruck eingesetzt. m, wird dann zunichst den
Faktor r in der 2"ten Potenz enthalten. Wenn ferner u eine Permutation
ist, die nicht zur ganzen Gruppe syzygetisch ist, so ist u genau fiir die
Hilfte der 2" Functionen #,, kritisch; infolge dessen wird der Faktor e,
2" mal in 7, vorkommen. Ist endlich p syzygetisch fiir die ganze Gruppe,
so ist g kritisch fir alle Functionen 6,, oder fiir keine: im ersten Fall
kommt e, vor in der Potenz 2", im zweiten gar nicht. Das Resultat ist
demnach :

7 = 1) ()],
wo das eine Produkt sich erstreckt iiber alle Permutationen v, die nicht
zur ganzen Gruppe syzygetisch sind, das andre iiber die Permutationen s,
die zu allen 2" Functionen g,, kritisch sind.

Indem wir

ryT) = R

setzen, konnen wir das Resultat so darstellen:

2;/;[; = RII (e,‘).

Der Faktor R hiingt zwar ab von der Wahl der Gruppe, aber nicht
von dem speciellen Index m; er fiillt also fort bei homogenen Relationen
zwischen den 7,, die zu derselben Gruppe gehort. Das Produkt I(e,)
enthilt um so weniger Faktoren, je grosser die Ordnung der Gruppe ist.

Damit ist zugleich die Auflosung des Gleichungssystems gewonnen.
Es sei ¢, irgend einer der Faktoren e. Wir wiihlen zuniichst zwel Func-
tionen 6,,, 8, in der Weise, dass g kritisch ist fiir 6,, nicht kritisch fur
#,. Dann bilden wir die Produkte:

o ”(me), Ty, = ”(Cnx))

erstreckt iiber die Gruppe derjenigen Permutationen x, die zu yu syzygetisch
sind. Diese Gruppe ist von der Ordnung 2p — 1. Kiritisch fir simmt-
liche Functionen #,, oder simmtliche 6,, kann nur eine Permutation sein,

die zur ganzen Gruppe syzygetisch ist, also nur y; nun ist p kritisch fir
6., aber nicht fiir 6,; folglich erhalten wir:

92p—1— 03p—1,—

Vitm = p,, Tw =0,
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oder:
P

e, — —
~ T

g 6.

Wir wollen die elliptischen Functionen nicht ibergehen. Unter ¢,
¢,, ¢, verstehen wir wie frither die Anfangswerthe der geraden Theta; der
ungeraden Function 6 ordnen wir gleichfalls eine Constante ¢ zu, die will-
kiirlich gewihlt sein kann. Die Faktoren ¢, definiren wir dann durch die
Gleichungen:

4 4 4

C) = ¥y, Cy == 1€y, €3 = 1€y,
4 a

€ == 1€;3€15€y3.

In der letzten Formel kommen drei Faktoren e vor, weil firr das nngerade
Theta alle drei Permutationen kritisch sind.
Die Gleichung ¢} + ¢; 4 ¢; = o geht dadurch iiber in

€+ €5 F € = O.

Dies zeigt, dass man fiir die e, substituiren kann die Differenzen dreier
Werthe ¢, ¢,, ¢

23 73"

e =+ (e, —e,), et

e, ,e,, e, selbst durfen als unabhingige Werthe angesehen werden.
Sondert man von den Thetafunctionen die Constanten ¢ ab, indem man

6,=c¢,.0,, 6=c.o

setzt, s0 nehmen die Relationen zwischen den Quadraten der ¢ die ein-
fache Form an:

(e, — e) o] + (es—e)a; + (e'l' — €,)d; = O,
o.— a3+ (e, — e5)a” = 0.

Schiirfer treten diese Verhiiltnisse hervor im Falle p = 2. Zehn Con-
stanten, die Anfangswerthe der geraden Theta, sind unmittelbar gegeben;
den sechs ungeraden Functionen 6, 8,,..., 6, ordnen wir ebenfalls be-
stimmte Constanten ¢, ¢,, ..., ¢; zu, und zwar sollen dies die Werthe der
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linearen Anfangsglieder sein firr irgend welche beliebig gewihlte constante
Werthe u,, u, der beiden Variabeln u, %'

Wir haben dann ein System von 16 Constanten c; diese sind durch
ein System von 20 Gleichungen verbunden, das reprisentirt wird durch
die Formel:

3
2 (3 €4 Cass Cats Cuss) = O-

a=1

Diesen 16 Constanten c¢ stellen wir 15 Faktoren e, gegeniiber, die den
15 Permutationen 12, 13,..., 56 entsprechen, indem wir allgemein setzen:

¢, = rlle,),

wobei das Produkt zu erstrecken ist iiber die fiir €, kritischen Permuta-

tionen. Danach ist z. B.
C} = 1€ €y . . . O,

1 4 .
Cra3 = Cy56 == 1€12 €13 €93 €45 €44 €56 -

Dadurch verwandelt sich die Gleichung zwischen den ¢ in die viel ein-
fachere:
€y + €5 1 €, = 0.

Denn 23 ist offenbar die einzige Permutation, welche fur die vier Fak-
toren des Produkts

91 8]45 8]46 8156
kritisch ist.

Die Bedeutung der Relation zwischen den e,; ist ohne weiteres klar:
sie sagt aus, dass die e, nichts andres sind als die 15 Differenzen von
sechs Gréssen e, e,, ..., &:

eaﬂ = i (ea - eﬂ)'

Es ist bekannt dass sich auch hier die Thetarelationen sehr verein-
fachen, wenn man von den einzelnen Functionen die entsprechenden Kak-
toren ¢ absondert. Setzen wir allgemein

6,=¢,.o,.

Die Gleichung zwischen vier ungeraden Theta:

4
’El (i‘. 0256 9;) =0
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geht iiber in
4
T (+ cudiol) = o

oder:
2 2
€365, 65,01 + ...+ e,e5€50, =0,

da 23,24,34 und 56 die einzigen Permutationen sind, die gleichzeitig
tir 6,;; und 6, kritisch sind.
In ihnlicher Weise geht die Gleichung:

3

2 (i Coas Cats Buse 0,1) =0

a=1

ither in: .
€93 0y G156 & €31 0y Oy56 T €15 05 O350 = O

denn kritisch fiir die vier Functionen

6]45 ’ 8146 3 8156 b 81

ist nur die Permutation 23. ‘
Endlich geht die Gleichung zwischen vier geraden und zwei ungeraden
Functionen:
Cras Crag Baas Boss — Caus Cogp O1as Gris = T Cyy5 €04 85 6;
ither in:
0345 Oags — Oyy5 Oy == + €156, 05 0,

wie ebenfalls ohne jede Rechnung zu erkenmnen ist.

Fiir p = 3 tritt die Schwierigkeit ein, dass man zuniichst im Zweifel
ist, welches System von Constanten man den ungeraden Theta zuordnen
soll.  Wir beschrinken uns zunichst auf die Relationen zwischen den An-
fangswerthen der geraden Theta.

Legen wir eine Hauptreihe

81)827"')8‘1

der Bezeichnung zu Grunde. Wir miissen dann eigentlich die ibrigen
Theta bezeichnen durch die Combinationen dritter, fiinfter und siebenter
Ordnung der Zahlen 1,2,...,7. Statt dessen lassen wir die Thetafunc-
tion, die eigentlich der Combination aller sieben Zahlen entspricht, ohne
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Index und ersetzen jede Combination von hoherer als der dritten Ordnung
durch die complementire. Es sind dann 6,,86,,...,6;, 6,,... 6, die 28
ungeraden Functionen; die iibrigen: 6,y;...8;; und 6 sind gerade. Die
Indices der Theta konnen wir auch zur Bezeichnung der Permutationen
verwenden; die Permutation m ist diejenige, welche @ in 6, iiberfiihrt.
Die Relationen zwischen den 36 Grossen ¢ sind gegeben durch den
Satz: Zu jeder GoPEL’'schen Gruppe (o, x, 4, xA) gehoren drei Produkte

8«1 90.1 80.}. go.xl)

die aus lauter geraden Faktoren bestehen; die Werthe dieser Produkte fiir
# = o geniigen der Gleichung:

2(+q,)=o.

Nehmen wir speciell die Gruppe (0, 56,7, 567). Die drei Constanten ¢
sind hier:

C145 C146 Caas Cage s
Ca45 C246 € 315C316 5
C345 C345 C125 C106 -

Die Summe dieser Produkte ist also gleich o. Wir kénnen der Gleichung
eine einfachere Form geben, némlich:

Dy Dy,; + Dyy; Doy + Dyyy Dy =0,

wenn wir die Bezeichnung:

v
) 011,9:? (/aﬁ C?

afy Aré

=D

p2¥)

einfithren; a, 3, 7, ¢ sollen hierbei irgend vier der Zahlen 1,2,...,7 ve-
deuten, x, A, u die drei ibrigen.

Die Gleichung zwischen den Grossen D sagt offenbar aus, dass sie
sich als Determinanten darstellen lassen miissen. Wir konnen sieben Werth-
systeme (4,, B,, C,) aufstellen, sodass allgemein:

4, B, C,
.D ; — Al B)_ CA
4, B, G,

1'
|
|
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ist. Damit wir es nur mit unabhingigen Grdssen zu thun haben, sondern
wir von jedem Werthsystem (4,, B,, C,) einen Faktor I, ab und schreiben
demnach :

ax bx cx
Duﬂ =+LLLa b c
a, b, ¢,

Wir stellen uns die Aufgabe, simmtliche Grossen ¢ auszudriicken als Func-
tionen der Werthsysteme (a4, b, ¢), die wir als homogene Coordinaten von
sieben Punkten der Ebene auffassen konnen.

Die Determinante

bezeichnen wir mit f,,,, sodass

caﬁr co.,?(')‘ cay«) cﬂyﬁ = lx l/l lp ﬂl[l.

ist. 'Wir stellen zuniichst eine Gleichung auf, bei der die Faktoren [ eli-
minirt sind:
0235 6236 —_ f;47 f;m

245 6246 c135 6186 f241 f131

Cia5Cias
C

Beriicksichtigt man, dass die Zahlen 1,2,...,7 beliebig unter einander
vertauscht werden konnen, so ist damit ein Gleichungssystem gegeben zur
Bestimmung der Grdssen ¢. Allerdings sind die ¢ dadurch allein noch
nicht vollig bestimmt. Wenn wir allgemein

C.pp durch 7,757,¢,

ersetzen, wo 7, 7,, ..., r; beliebig gewihlte Faktoren bedeuten, so bleiben
die Gleichungen bestehn. Dies ist aber die einzige Unbestimmtheit, welche
iibrig bleibt.

Die Losung des Gleichungssystems liegt nahe, wenn man die Indices
der Grossen C wund [ beriicksichtigt, die auf beiden Seiten vorkommen.
147 und 237 sind Permutationen, welche kritisch sind fiir die KFaktoren
des Produkts

8145 0146 9235 9236 .

Acta, mathematica. 27. Imprimé le 12 janvier 1903, 35
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Dasselbe kann man sagen von den Permutationen 14 und 23, aber von
keiner andern. Daraus allein folgt, dass die Gleichungen erfiillt werden,

wenn man setzt:
14
Ci. = rll(e,),

das Produkt erstreckt iiber die fiir @, kritischen Permutationen g, und
dabei unter e, den Ausdruck f,. versteht wenn p eine dreigliedrige Com-
bination afy ist, dagegen den Werth 1, wenn y ein zweigliedriger Index
af ist. Die Werthe der e mit eingliedrigem Index: e, e,,...,¢;, sind
vorliufig willkiirlich. Darin ist die allgemeine Losung des Gleichungs-
system enthalten, und es bleiben nur e,e,,...,¢; als Functionen der
Werthsysteme a, b, ¢ zu bestimmen.
Wir koénnen die Gleichung

ey, = rll(e,)

auch gelten lassen fir den Anfangswerth ¢ der Function ohne Index, da
wir die Gréssen e, e,, ..., e, noch mit einem Faktor multipliciren kénnen.
Sie lautet fiir diesen Fall offenbar:

C4=’I'.Ble,...87.

Fassen wir jetzt allgemein die Gleichung

é(i g.) = O

ins Auge, die zu einer beliebigen GOPEL'schen Gruppe (0, x, A, xA) gehort.
Die drei Grossen g¢,,q,,q, entsprechen drei Produkten gerader Theta:
Q,,@Q,,@Q, Zu derselben Gruppe gehort noch ein Produkt ungerader
Theta: dieses ist @,,,. Kritisch fiir die Faktoren von ¢, sind nur die-
jenigen Permutationen, die @, in @,,,, oder, was dasselbe ist, die ¢, in
@, tberfiihren. Die Gleichung erhilt demnach durch Einfihrung der Fak-

toren e die Gestalt:
' A+ B+ C=o,

wo A, B, C Produkte von je vier Grossen e sind. Eine Vereinfachung
tritt insofern ein, als ein Theil der Faktoren e den Werth 1 hat.
Nehmen wir jetzt die specielle Gruppe:

(0)45) 67) 123)‘
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Die zugehorigen Produkte gerader Theta sind:
8«46 9a56 9a47 9a57 . (2=1,2,3)
Die Permutationen die das zweite Produkt in das dritte iiberfahren sind:

23, 2345 =167, 2367 = 145, L
Da e

;3 = 1 ist, so erhalten wir:

z (+ eaﬁzﬁf;m) == 0.

a=1"""_

Nehmen wir ferner die Gruppe:

(0, 127, 347, 567),

oder:
(0, 3456, 1256, 1234).

Die drei Functionen ¢ sind:

81356146 82 68245’

0235 9246 0136 0145’
8 81278347 8567'

Damit sind auch ohne weiteres die Permutationen gegeben, welche die dre
Produkte in einander iiberfithren. Wenn wir beriicksichtigen, dass e, , ¢,,
und e, gleich 1 sind, so koénnen wir die Formel hinschreiben:

+ fl35f146f236f245 + fﬁ35f246f136fl45 = &,

oder:
e — f;35f;,46 fl36f;45
7 T - .
f235f246 f?36f245
Diese Gleichung definirt die Faktoren e ,e,,...,e, als Fanctionen der

Werthsysteme (@, b, ¢); offenbar ist e, diejenige quadratische Determinante,
welche verschwindet, wenn die sechs von (a) verschiedenen Punkte auf
einem Kegelschnitt liegen.

Damit sind jetzt die Grossen ¢ und c,; dargestellt als Functionen
unabhéingiger Parameter. Abgesehen vom Faktor », sind die vierten Po-
tenzen der ¢ ganze homogene Functionen der sieben Werthsysteme a,, b,, c,.
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Ordnen wir jetzt auch jeder ungeraden Function 6, eine Constante
Cn 24, indem wir die Formel

Cn = r”(eﬂ)

auch fiir diesen Fall gelten lassen. Wenn wir an Stelle der Theta wieder
o-Functionen einfithren, indem wir setzen

0,,, =Cp Op,

so treten in den o-Relationen nur die Faktoren 7, und e, als Coefficienten
auf. Wir wollen uns aber darauf beschrinken, die Relationen zwischen
den Anfangsgliedern der ungeraden Sigma, und die zwischen den Wurzel-
functionen aufzustellen.

Zwischen den Anfangsgliedern von vier ungeraden Theta hatten wir
die Gleichung aufgestellt:

4
El (i Cas6 Cas Cagy Ug) = O-

Voraussetzung war dabei, dass 8, , #,, 6, 8, eine azygetische Reihe bilden,
und dass 6, 6,, 8, diese Reihe erginzen. Wir setzen

ua = ca',uar

sodass jetzt v, das Anfangsglied einer Sigmafunction ist. Um die ent-
sprechende Gleichung zwischen v, , v,, v,, v, in ihrer reducirten Form dar-
zustellen, handelt es sich nur darum, die kritischen Permutationen der
Produkte

81 8]5661578167’ etc'

festzustellen. Kritisch fir das hingeschriebne Produkt sind nur diese:

1,23,24, 34,234 und 567

Da wir den Faktor e, , fortlassen konnen, so erhalten wir als Coefficienten
von v, :

el 6238246348234'

Entsprechende Werthe haben die Coefficienten von v,, v,,v,. Bs bleibt
nur noch die Bedeutung der einzelnen Indices festzustellen.

23,24 und 34 sind die Permutationen die die drei Functionen 8,,
6,, 6, in einander iberfihren. 1 und 234 sind diejenigen, welche 6, in
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6 und in @,,, iberfithren. In welcher Bezichung stehen € und 6, zu
der Reihe 6,,6,,6,,6,? Es sind dies die einzigen geraden Functionen,
die der Reihe hinzugefiigt werden konnen, ohne dass sie ihren azygetischen
Charakter verliert, und sie ergiinzen die Reihe zu einer geschlossenen. Dem-
nach kénnen wir sagen:

Um die Relation zwischen den Anfangsgliedern von vier ungeraden
Sigmafunctionen: o,, g, 0,, 0;, die eine azygetische Reihe bilden, aufzu-
stellen, ergéinze man diese Reihe zu einer geschlossenen durch Hinzufiigung
zweler geraden Kunctionen o,, 5,. Die gesuchte Relation lautet alsdann:

eﬁr eﬂr? s €ux €ar Uy +... + Cus Cop €3, €y eaV; = O.

Es ist bei dieser Formel durchaus nicht néthig, dass die vier Functionen
der Hauptreihe angehoren. Wenn dies aber der Fall ist, so vereinfacht
sie sich bedeutend. Die Faktoren ¢,,e,,...,¢, erhalten den Werth 1.
Ferner sind 6 und 6,,,; die beiden Functionen 6, und 6,. Wir erhalten
daher in diesem Falle:

e lopVat ...+ €150 =0,

Diese Gleichung sagt folgendes aus:
Durch eine lineare Transformation der Variabeln %, «', %’ kann man
bewirken, dass
eV, =a,u -+ b,u + c,u" (2=1,2,..1)
wird.
Nehmen wir statt 6, , 6,, 6,, 8, die folgende Reihe

6, 82) 8, und 845'

In diesem Falle sind 6,,, und 6,,. die beiden geraden Functionen, durch
welche die Reihe ergiinzt werden kann. Demnach ergiebt sich:

86671)45 = ifaas fﬂ:’ﬂ f245 f:%45 7)1 —-*—- st —-I—-flﬂﬁ f1?7 f;45 f?45 /03'

Aus diesen Formeln geht die Richtigkeit unsrer fritheren Behauptung
deutlich hervor, dass-die azygetischen Relationen zwischen den 28 Anfangs-
gliedern ausreichen, um alle durch drei unter thnen auszudriicken.

Viel einfacher gestalten sich die Relationen zwischen den Wurzel-
functionen. Wir hatten diese zunfichst so dargestellt: Zu jedem x gehoren
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sechs Wurzelfunctionen /w, = \/u, u,; je drei unter ihnen sind durch eine

Gleichung:
Aanw, + As\wp + 4, \w, = 0

verbunden, und die Coefficienten haben die Werthe:

Aa = + \/palp. Parv Papy etC.,

wenn A, g, v die Indices der drei iibrigen Wurzelfunctionen sind.
Ersetzt man w, durch ¢, v,, so tritt zu 4, noch der Faktor \/p, = yecotur
hinzu. Die Gleichung nimmt dann die Form an:

Vrava Vax + Vrsvs v T V70,05 = O,

wo die r Produkte bedeuten aus je 8 Grossen ¢, gehorig zu der Gruppe
mit der Basis (x, Az, ).

Jetzt ist es leicht, die Coefficienten durch die Griossen ¢ auszudriicken.
Kritisch fiir die Faktoren von 7, sind nur die Permutationen, die 6;6,,
in 8,6, uberfihren, also Sy und frx. Daher ergiebt sich:

€5y Corx \[VaVex T+ . . T €ugose\Jvy vy, = O.

Speciell werden diese Relationen zum Theil dusserst einfach. Nehmen
wir z. B. die drei Wurzelfunctionen

VUHQ),S ) \/'vu”sl 4 \/Uat Vyso

die zu x = 1234 gehoren. Hier sind alle Coefficienten gleich + 1. Denn
es geht z. B. die zweite in die dritte iiber durch die Permutationen 23
und 14; es ist aber ¢,, =e¢,, =1I.

Ahnlich sind in der Gleichung zwischen

\/vxvss ’ \/v:vn 4 \/vavxz

die Coefficienten einfach: e , e, und e,. Denn die zweite geht in die dritte
iber durch die Permutation 1 und 23.
Zwischen

\/Ul Vi7 s \/vzvn ) \/1)3’031

besteht diec Gleichung:

f237 \/ 1”17 —t f;;n \”Uz U“ —-t /;27 \/vsvsv = 0.
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Endlich: zwischen den Wurzelgrossen, die x = 1234 gehdren:

; .
\//U\s'vu ) \/veavu ) \/'Usvez

kénnen wir die Relation aufstellen:

j-— f?sﬁ fl45 \/”ls Vas i f135 f?45 \/”as Uy = \/1}5’067 ‘

Denn die zweite geht in die dritte iiber durch die Permutationen 235 und
145, die erste aber in die zweite durch die Permutationen 12 und 34;
es sind aber e, und ¢, gleich 1.

An die beiden letzten Formeln kniipft sich die Bemerkung, dass man
die Grossen u, oder /v, selbst in iihnlicher Weise darstellen kann, wie
die Constanten ¢,. Indem man ‘

VY, ...V =T,

\/”a'v,@vaﬂ:Fa )

TVas
\/ = Gaﬁ 5
Vo Vg

\/77-' Vg = Ha

setzt, kann man die erste Gleichung so schreiben:
f237F17 + 1. For £ 14 F5p =0,

die zweite aber in die beiden Formen setzen:

F . F, F,F
G, —+ 1324 23 Y14 ,
fissfoss  TassFius
q,aq 4, G
HF, —+ 18 Ta4 23 T14
fissfaes  TassFius

Die erste Gleichung zeigt, dass man:
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setzen kann, wonach F,; ausgedriickt ist als lineare Function von drei
Grossen z,y,2. F,;=o0 ist die Bedingung, dass der Punkt z,y, 2 auf
der Geraden liegt, die durch (a) und (4) hindurchgeht.

Die zweite sagt aus, dass G,; diejenige quadratische Function von
x,y,# ist, welche in allen sieben Punkten ausser (a) und (3) verschwindet.
Die dritte endlich definirt H, als kubische Function, die in allen sieben
Punkten verschwindet, und zwar im Punkte (a) von der zweiten Ordnung.

z,y, 2 sind selbst durch eine Gleichung sechsten Grades L = o ver-
bunden. Diese kann man in sehr vielen Formen darstellen, z. B.:

F, a3 F 7 Ga;' Gﬁa — F ay F, 46 Ga,? G;'a = 0.
Dies ergiebt sich unmittelbar, wenn man beriicksichtigt, dass

Faﬁ Va Vg

Gas |z

ist. Es ist leicht zu sehen, dass diese verschiedenen Gleichungen auf die
eine geometrische Bedingung hinaus kommen: Die Curve L = o ist der
geometrische Ort der Doppelpunkte aller Curven dritten Grades, die durch
sieben feste Punkte hindurchgehn und einen Doppelpunkt besitzen.

Fiir p = 4 sind analoge Resultate noch nicht bekannt, ausser in dem
speciellen Falle, wo eins der ¢ gleich o ist.

§ 7
Wir versuchen jetzt auch bei den ABEL'schen Functionen von vier
Variabeln die 136 Constanten ¢ in Beziehung zu setzen mit einem Punkt-
system der Geometrie. Den allgemeinen Fall, wo 10 unabhingige Para-
meter vorhanden sind, miissen wir allerdings beiseite lassen; es handelt
sich nur um den RiemANN’schen Specialfall, der durch die Gleichung

Vr 2 yr, tyr, =0

charakterisirt ist. Wir gehen aber nicht von diesem Gleichungssystem aus,
sondern von dem, das am Schluss von § 4 aunfgestellt war:

Ve, Ve, £ Ve, =0.
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Zu jeder GOPEL’schen Gruppe zweiter Ordnung gehérten 20 solche
Gleichungen. Wenn man zunichst die Reihe der Functionen ¢ aufstellt:

Qly Qe) AR /3]
die Produkte ungerader Theta sind, so sind

Q123 = Q456’ Ql24 = stc’ ete.

die 10 Produkte gerader Theta, die zu der gegebenen Gruppe gehéren.
Jeder der 256 Functionen 6 entspricht eine bestimmte Coistante ¢, jeder
Function ¢ somit ein constanter Werth ¢, und die 20 Gleichungen, welche’
zwischen den 16 Constanten

A AN 3

bestehen, konnen durch die eine Formel

3
El (i an 945 Gase (la;s) =0
reprisentirt werden. ,

Da hier jedem Theta eine bestimmte Constante zugeordnmet ist, so
konnen wir nach der Methode von § 5 verfahren. Den vierten Potenzen
der ¢, — als den Grossen C, — stellen wir ein System von Faktoren
e, gegeniber, die den Permutationen entsprechen und die mit den ¢ ver-
bunden sind durch die Gleichungen

¢ =rll{e,),

wo sich das Produkt erstreckt iiber alle fiir 8
Alsdann geht unsre Gleichung iiber in:

kritischen Permutationen p.

m

E +E,+ E, =o,

wo E, wiederum ein Produkt /7(e,) bedeutet, aber nur erstreckt iiber die-
jenigen Permutationen p, die fir simmtliche 16 Faktoren des Ausdrucks

Qo. Qa45 QOAG Qasﬁ

kritisch sind. Eine solche Permutation muss ¢, in ein Produkt gerader
Theta, Q. , Qe und @, in Produkte ungerader Theta iiberfithren. Die

einzigen Permutationen, welche diese Eigenschaft haben, sind Sy und die
Aeta mathematica. 27. Imprimé le 12 janvier 1903, 36



282 F. Schottky.

welche aus 5y entstehen durch Hinzufigung eines Elements der gegehenen
Gorer’schen Grappe.  Das Resultat ist demnach

Ty -h 7“;'11 + 7ra,? = 0,

Ar —
wo

7, = 1l (e,

ist, das Produkt erstreckt iiber die vier Elemente der gegebenen Gruppe.

Nachdem soweit die Untersuchung allgemein gefithrt ist, legen wir
von jetzt ab fiir die Bezeichnung der Theta eine geschlossene azygetische
Reihe von 10 gleichartigen Functionen:

6,,6,,...,6, und @

0

zu Grunde. Alle Combinationen ungerader Ordnung der Zahlen 1,2, ...,
9,0 bezeichnen Functionen, die von gerader Ordnung dagegen Permuta-
tionen. Da zwei complementire Combinationen jedesmal dasselbe Theta
oder dieselbe Permutation bezeichnen, so konnen wir uns fiir die Theta
auf die Combinationen erster, dritter und fiinfter Ordnung beschriinken,
fir die Permutationen auf die Combinationen zweiter und vierter Ordnung.
Die Functionen 6, der Hauptreihe sind gerade, 6, ist eine ungerade,
6,54. wiederum eine gerade Iunction. Das System der e, zerfillt in die
Grossen e,; und €,.,.

Wir haben hier nicht mehr die volle Symmetrie der Voraussetzungen,
da 10 Functionen vor den iibrizen bevorzugt sind. Aber es muss jede
Yleichung die wir zwischen den e, und e,;; aufstellen, richtig bleiben,
wenn wir die Zahlen 1,2,3 etc. beliebig unter einander vertauschen.

Deshalb geniigt es, einzelne Typen aufzustellen. Die Anzahl dieser Typen
betriigt sechs, und da sie ohne Zweifel ein intcressantes (ileichungssystem

’

bilden, so wollen wir diese Typen vollstindig angeben.

Zuniichst ist leicht zu sehen, dass es nur drei Tvpen giebt fiir die
GopeL'sche Gruppe zweiter Ordoung. Es dirfen niimlich zwei Combina-
tionen, die in der Gruppe vorkommen, immer nur eine gerade Anzahl von
Elementen gemeinsam haben. Diese drei Typen sind:

L (o, 78, 90, 7890),
IT. (o, 1234, 5678, 90),
III. (o, 5678, 5690, 7890).
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Fir jede der definirten Gruppen haben wir eine Reihe von 6 Fune-
tionen @ aufzustellen, die Produkte ungerader Theta sind.
Dies sind fiir die erste Gruppe:

0179 ) Q?TS ) Q:WE) 3 Q479 ) Q{;TU ) QGH);

fir die zweite:

@40 > @40 > @540 5 @550 » Yoso > L/

fir die dritte:
QI.EG ’ Q?SG ) Q356 ) Q456 ; Q&TO ) 670°

Bei der ersten Gruppe ist es gleichgiiltig, welche der drei Glieder
wir auswithlen. Nehmen wir die drei ersten:

Qiry > Qarg > Yoy
.., geht in @,,, Gber durch die Permutationen:
23, 2378, 2390, 237890 = 1436.
Wir haben demnach die Gleichung:
(a) 2 (e

1,2,3

€ 4

2390 1456) = O.

€,

23 72378

Die Summe auf der linken Seite besteht aus drei Gliedern; das zweite
und dritte entstehen aus dem hingeschriebenen durch Vertauschung der
‘Zahlen 1,2, 3.

Bei der zweiten Gruppe sind zwei Typen aufzustellen. Wir konnen
entweder auswéhlen:

Q140 b Q240 ) Q340'

@,,, geht in @,,, iiber durch die Permutationen:

23, 14, 2390, 1490.

Dies fithrt zu der Gleichung:
(b)

Oder wir kénnen wihlen;:

1,%3 (i €35C143390 61490) = 0.

Q140 ) Q'240 ) Q780'
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Da @,,, in @,,, iibergeht durch die Permutationen

2356, 2378, 1456, 1478,
so erhalten wir eine Gleichung, der wir die Form geben kénnen:

14561418 €
(c)

=+ 6,;6,€,,0%90-

8245662478 8?35662375

Die dritte Gruppe liefert drei verschiedne Typen, je nachdem wir aus der
Reihe der sechs Functionen ¢ auswihlen:

QHH ) 0266 4 Q366’

oder:

QISG ) Q‘)56 4 Q570’

oder endlich:

Q156 ) (1)570 * Q670'

Diese drei Gleichungen sind:

(d) ]§3 (i 823814566141881490) == 0,
(e) €12%456€3478 3400 = E(i 81679e15896157061680)’
é € € [
1579 %1580 1589 “1570
(f) €56 €15€10C1334 —
€610 €680  CressCreto

Von den Formeln dieses Systems ist zuniichst die zweite, (b), die
wichtigste. Sie lisst sich noch vereinfachen. Wenn man statt der e,
einfithrt:

€5 Cay €ui €5y €85 €13 Capys = apyrss

so geht sie iber in:
> (iDnssoDuso) =0,

1,2,3

und dies zeigt, dass die D,;, Determinanten sind. Es miissen sich zehn

Werthsysteme

. %70)

(Aa) Ba ’ Ca ) Da) @=1,2,.,0)

oder besser:

(la ad ) lﬂ ba 3 lacl b lada)
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angeben lassen, sodass allgemein:
. b ¢ d,
a; by c¢; dg

., b d

7 7 7

Daﬂru‘“ = i Zﬂ, lﬁ lr l(?

a; bi)‘ Cs d{?

ist. Die 10 Werthsysteme (a,,0b,,¢,, d,) fassen wir auf als die Coor-
dinaten von 10 Punkten im Raume, und setzen jetat:

€18 €3 Cusn =L lgl Uy frgs.

f.s» 18t dann diejenige lineare Determinante, deren Verschwinden ausdriickt,
dass vier der 10 Punkte in einer Ebene liegen.

Man kann nun in simmtlichen Gleichungen die Faktoren e, durch
die neu eingefithrten Grossen f,,, ausdriicken. Die Gleichungen enthalten
dann ausser den f noch die Gréssen e, und I,. Es ist vortheilhaft, auch
diese durch andere zu ersetzen.

Wir fithren zunichst folgende Abkiirzungen ein:

Mit e soll das Produkt aller 45 Grossen e,; bezeichnet werden;

mit e, das Produkt derjenigen neun, deren Index die Zahl a enthilt

(sodass z. B. e, = ¢, ¢,...¢,, ist);
endlich mit ! das Produkt der 10 Grossen I ,1,, ..., 1.
Wir setzen dann:
l7
g, = —‘2-‘ s (2=1,2,...,9,0)
€q
I ehep

faﬂ

=% : (@ 8=1,2,..,9,0; a=<p)
el lgls =

Am leichtesten lassen sich diese Substitutionen durchfithren bei den
Gleichungen (a) und (d). Sie gehen iiber, wie man ohne Miihe erkennt, in:

(a) 2z (+ &1 fiatfis e Fasis Fasso rass) = O

1,2,3 7

@) 2 (F &2 fia Frazs Frazs Fraso) = O-

1,2,8
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Die letztere Gleichung ist leicht zu deuten. Wir kénnen sie zunichst

so schreiben:
iz (F &l Lt Loy o) = O

indem wir beriicksichtigen, dass f,,,, cine lineare Function der Coordinaten
des Punktes (a) ist, welche verschwindet, wenn dieser Punkt mit (x), (A)
oder (g) zusammenfillt. Alle diese Gleichungen haben die Form:
(4 & Hln,, b, 0, d)) = o)
wo H(x,y,z,t) eine Function dritten Grades bedeutet, die im Punkte (x)
von der dritten Ordnung verschwindet. Es ist leicht zu sehen, dass diese
Formel gelten muss, welche besondere derartige Function wir auch fir H
nehmen mogen. Denken wir uns nun, H = o seci die Gleichung einer
Kegelffiiche dritten Grades, deren Spitze im Punkte (x) licgt und die durch
8 der iibrigen Grundpunkte hindurchgeht; dann zeigt die Formel, dass
auch der letzte Punkt auf diesem Kegel liegt. Wir konnen daher unser
System von 10 Punkten in folgender Weise geometrisch charakterisiren:

Zieht man von irgend einem der 10 Punkte aus Strahlen nach den
neun itbrigen, so bilden diese neun Geraden immer den vollstindigen
Durchschnitt zweier Kegel dritten Grades.

Es giebt auch eine geometrische Relation, welche dic gegenseitige Lage
von acht der zehn Punkte charakterisirt. Nehmen wir die Gleichung (f)
unsres Systems und driicken auch in dieser die Gréssen e, ; und e,; durch

0370

fusrs > o5 und die &, aus. Nach einer kleiner Rechnung ergiebt sich:

. f1579 f1580 f]589 f157o £ 88 .
(t) :?5—55—;‘_]‘17f;3f14ﬂ?34'
liets flGSO flsss feto TeTerTIERIRO

Der Ausdruck links ist hier nichts andres als diejenige aus den Werth-
systemen (@, b, ¢, d) gebildete quadratische Determinante, deren Verschwinden
anzeigt, dass ein Kegel zweiten Grades existirt, mit der Spitze im Punkt
(1), der durch die Punkte 5,6, 7,8, 9, 0 hindurchgeht. Fiir diese Func-
tion wihlen wir die Bezeichnung

Y31+

(2), (3) und (4) sind diejenigen DPunkte, deren Coordinaten in dem
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‘Ausdruck nicht vorkommen. Wir haben dann die eigenthiimliche Re-
lation: v

T §16 65 fas [1s f1a from ,

T £,6,6.6:65

welche natiirlich bestehen bleibt bei jeder Vertauschung der 1o Zahlen.

Durch sie ist ein Mittel gegeben, auch die Faktoren f,; und &, aus-
zudriicken als Functionen der Werthsysteme (a, b, ¢, d). Aber sie giebt
zugleich die Moglichkeit, eine Relation zwischen je acht der 10 Punkte
aufzustellen. Diese Relation ist:

J145,2025,39345.1 = G245,19 345,29 145,3 -

In ihr kommen die Coordinaten der Punkte (4) und (5) nicht vor, und
man sieht ohne weiteres, dass sie richtig ist, wenn man vermége der obigen
Formel g,,,, durch £, ausdritckt.

Bs ist dies eine Relation zwischen acht Punkten, die ich schon in
einer fritheren Arbeit (CreLLE’s Journal, Bd. 105, S. 273) besprochen
habe; sie sagt aus, dass. eine Fliche vierten Grades existirt, welche die
acht Punkte zu Doppelpunkten hat. KEine solche Fliche kann noch zwei
weitere “Doppelpunkte besitzen; dies miissen offenbar die beiden iibrigen
Punkte sein. Daher lisst sich das System der zehn Punkte charakterisiren
als das der zehn Doppelpunkte einer Fliche vierten Grades.

Es hat vielleicht noch ein gewisses Interesse, die Gleichungen

Vrokyr, £y, =o0
umzusetzen in Relationen zwischen den e oder den f.

Es ist klar, dass fiir die Faktoren von 1 nur die Permutationen
kritisch sind, die r, in 7, tberfithren. Die Gleichung geht daher iber in

Tyy kT k7T, = 0,

wo 7,; ein Produkt von acht Faktoren e bedeutet, niimlich:
ﬂaﬁ = g(eaﬂx); !
es erstreckt sich iiber alle Elemente x der GopeL’'schen Gruppe dritter
Ordnung, die der (leichung zu Grunde liegt.
Demnach sind diese Gleichungen zwischen den e weniger einfach als
die vorhin betrachteten. Erleichtert wird allerdings ihre Aufstellung da-
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durch, dass fiir die GOPEL’sche Gruppe dritter Ordnung nur zwei Typen
existieren, niimlich:

(0,56,78, 90,3678, 5690, 7890, 1234),

und ;
(0,1234, 1256, 1278, 3456, 3478, 5678, 90).

Fiir die erste der beiden Gruppen sind

814579 ) 624579 ) 034""9

LX)

drei gerade Theta, die gerade bleihen bei den simmtlichen Permutationen
der Gruppe; fiir die zweite haben

09 ’ 913579 4 8‘)3579
dieselbe Eigenschaft. Dies fihrt zu den beiden Gleichungen:

1?3 (—'t €336 4035 eusc32373014786239061490) =0,
H ’
und:
Crs557C 46161155 Cracs CrastCrser Crsss Cises
) ——
81263405667861‘190('34906569067890 - i
,
162357 Cascr Casss Cascs  Caust €asei Casss Cases

Wenn man nun in diesen beiden Gleichungen die Faktoren e¢,; und e,;;
ausdriickt durch die entsprechenden Grissen f,; und f,;,;, so ergiebt sich das
Resultat dass fiir die 7 genau dieselben Gleichungen hestehen, wie fiir die e.

Daraus ist der Schluss zu ziehen, dass die Ausdriicke fiir die Anfangs-
werthe der 136 geraden Theta

¢ = 11l(e,)

richtig bleiben, wenn man jeden Faktor e durch das entsprechende f er-
setzt. Wir konnen die Gleichungen aufstellen:

¢ ~= RI(f,);

das Produkt erstreckt sich jedesmal iiber alle 120 Permutationen g, die
6,, in eine ungerade Function iiberfithren. Damit sind die Grossen c,, aus-
gedriickt durch Produkte von Faktoren, deren Haupttheil durch die Li-
nearen Determinanten f,; . gebildet wird.

5




