
305 

SUR UNE FORMULE SOMM/kTOIRE 61~NI~RALE 

P A R  

ERNST LINDELOF 
H E L S I N O F O R S .  

I. Darts son M6moire: Solution de quelques problkmes d l'aide d' int# 
grales d~finies, dat6 de 1823, ABeL a ~tabli la formule suivante 1: 

ao 

(1) = f r  + 2 I " 
tJ  2~  - -  I 

0 

oh ~ ( x )  ddsigne ~l'intdgr~le finie, de la fonetion ~(x) ,  c'est ~ dire la 
solution de l'6quation fouctiounelle: f ( x +  I ) - - f ( x ) =  ~(x).  Apr~s y 4ire 
arriv6, ABeL continue en ces termes: ,>Cette expression de l'int6grale finie 
d'une fonetion quelconque me paralt tr~s remarquable, et je ne crois pas 
qu'elle air 6t6 trouvde auparavant.,) ~ En fair, l'expression en question 
avait ddj~ 6td trouvde par PI,ANA en 182o 3 

En 1825 ABEL est revenu sur la formule (i) et en a donn6 une 
nouvelle ddmonstration, dans un Mdmoire intitul6: Z'intdgrale finie ~ , ~ ( x )  
exprim~e par une intdgrale ddfinie simple 3. Mais cette d6monstration n'in- 
dique pas, non plus que la premiere, les conditions dans lesquelles est 
applicable la formule dont il s'agit. 

I1 est assez curieux que le remarquable rgsultat ddeouvert par PLANA 
et ABeL air dfi a t tendre  une d6monstration rigoureuse jusqu'en 1889, date 

x Oeuvres completes d'Abd (~dition SrLOW-LIE), t. I, p. 23. 
Voir ibid., ~. II, p. 29o. 

3 Ibid., t. I, p. 35. 
Aeta math~nativa, 27. Imprim~ le 13 janvier 1903. 39 
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h laquelle a paru le Mdmoire de ]~RONECKER: Bemerkungen iiber die Dar- 

stellun 9 yon Reiken durch Inteqrale 1, off la formule (x) se trouve enfin rat- 
tachde h la thdorie des rdsidus de CAUCHY qui en constitue l 'origine naturelle. 
Plus tard M. J. PETERSEN ~ a fair connaitre quelques applications intdressantes 
de cette mSme formule. 

Dans un Mdmoire, intitul6: Quelques applications d'une formule som- 

matoire gdndrale, qui sera insdr6 dans le tome X X X I  des Acta societatis scien- 

tiarum Fennicce, nous avons ddvelopp6 quelques applications nouvelles de 
la formule (I), ~ laquelle nous avions d'ailleurs dt6 conduit inddpendamment 
des travaux mentionn6s ci-dessus. Sur l 'invitation de 3~. MITTAG-L~Fr'LF, R, 
nous indiquerons bri~vement ici quelques-uns des r6sultats auxquels nous 
sommes arrivds, renvoyant pour los ddmonstrations et pour los ddveloppe- 
ments ult6rieurs au Mdmoixe cit6. 

2. Parmi los applications que comporte la formule (x), il y e n  a une 
qui nous parait particuli~rement intdressante et qui concerne le prolongement 
analytique des sdries de TAYLOa 

oh ~ est une fonction analyCique de son argument. 
Posons x ~- re '~ z ---- r q- it = p a l  ,~, ~(r__+ it) = p(v ,  t) +__ iq(r , O, et ad- 

mettons relativement h la fonction ~(z) les hypotheses suivantes: 

I ~ ~(z) est holomorphe pour toute valeur z telle que r > o .  
2 ~ le nombre positif ~ dtant donnd arbitrairement petit, on pout trouver 

un autre hombre positif  R tel que, pour ~ - <  r < ~, p > R ,  on ait 
2 = l  = 2  

Ces conditions supposdcs remplios, la fonction 
sous la forme 

I 
F ( x )  ---- -2~(o) -1- H ( x )  q- J(x) ,  

' Journal  de Crelle, t. Io5,  pp. 3 4 5 - - 3 5 4 -  
2 Vorlesunge~t iiber Funktionel~theorie (C,:,penhague 1398 ). 

F(x)  peut se mettre 
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~ d t  
= - -  : f {p(o, t ) s in( t  log x) + q(o,  t )cos(t  log x)} e:,t - ~, 

0 

r 

= 

0 

et de ces expressions on 1)eut tirer successivement les conclusions suivantes" 

(a) La fonction H(x)  est holomorphe pour ~ 2~r < 0 < 2~-, r > o. 

(b) La fonction J(x)  reste holomorphe dans tout le plan, exceptd l'ori- 

gine, tt condition que le point x ne vienne pas traverser le segment i . . .  cx9 

du rayon d'argument 0 ~ o, ni se confondre avec un point de ce segment. 

(c) La  fonction F ( x )  est holomorphe d l'intdrieur du domaine T,  formd 

du plan entier oit l'on aura trac~ la coupure + i . . .  + cx9 suivant l'axe rdel. 

Ce r6sultat avait d6jh 6i6 gtabli par M. L~ RoY ~, mais par une vole beau- 
coup moins directe. 

(d) La fonction F ( x )  tend vers zdro lorsque le point x tend vers l'infini 

avec un argument ddterming, en restant intdrieur au domaine T .  

(e) La  diffdrence entre une branche quelconque de la fonction F(x)  et 

sa branche principale (celle dont  il est question dans le thdor~me (c)) peut 

s'exprimer par la somme d'un hombre fini de termes dont chacun est un 

multiple entier, positif ou ndgatif, d'une branche de la fonclion J (x ) .  Les 

singularitds de F(x )  sont donc toutes comprises parmi celles de J (x ) .  

1N'ous allons citer encore un 
plusieurs applications int6ressantes, 
unes dans notre Mdmoire. 

thdor~me assez g6ndral et comportant  
dont  nous avons d6velopp6 quelques- 

Supposons vdrifides les hypotheses suivantes: 

I ~ 9(z) est holomorphe pour toute valeur z telle que r~_>o; 
2 ~ quelque grand que soit l'angle r on peut trouver un hombre positif 

1~ tel que ~(z) soit holomorphe pour ~ ~l,o < r < ~o, P > tt  (sauf peut-~tre 

d l'infini); 

1 Sur les sdries divergentes et les fonctions ddfinies par un ddveloppement de Taylor 
(Annales de la Facultd des Sciences de Toulouse, z e S6rie, Tome II, 19oo ). 
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3 ~ quelque grand que soit ~bo et quelque petit que soit ~, ou a 

d~s que p d@assera une eertaine limite. 
Dans ces conditions, on peut affirmer que la /bnction F(x)  ne peut ad- 

mettre d'autres points singuliers que o ,  t et oo (le point o dtant en gdndral 
point singulier pour toute branche de F(x)  autre que la branche principale). 

. 

formule (I) ~ la fonction g ( s ) d e  R IEMANS. 
cette formule enfralne l'dgahtd 

I I + 2 f (: + t') 
0 

et~ par une petite modificatrion, on en d~duit 

Nous dirons en second lieu quelques roots sur l'application de la 
Comme consdquence immddiate, 

$ 
dt 

' sin (s arctg t) e~, __ z '  

or $ 

2'--1 f ( i  ) ,  de 
- -  s - -  i 2 4 + t= sin (sarctg 2t)d ~ + : 

0 

Ces expressions d6finissent la fonetion r dans tout le plan e t c n  met- 

tent  en gvidence plusieurs propridtgs in~ressantes. 

Par une autre modification de la formule (z), on arrive h l'dgalit5 

~'(s) = 2 sin e"* - - I '  

0 

d'oh rdsulte immddiatement le thdor~me fondamental de RIEMANN suivant 

lequel l'expression 
$ 

ne change pas de valeur lorsqu'on y substitue I - - s  h s. 

:Nous insisterons un peu plus sur l'~galitd 

I I I n 1 - s  

r  = I + ~ + . . .  + ( n - -  I)  ~ "~- 28 ---'~ "~- S ~  

__s  

+ a n - '  z + ~ )  sm sarctg e = ~ - t '  

0 
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qui se d6duit 6galement de Ia formule (i). En ddveloppant le dernier 
i 

terme suivant les puissances de - on trouve 
n '  

I I I _ j r _ _ _  
(3) ~(s) = i + ~ + . . .  + (~ _ I), + ~--~ 

k it 1---s 
+ E ~'~ + J~ ,  

8 - -  I 1 

~ u  

( -  / - - -  
2'~ I . 2 . . .  ( 2 v -  I )  " n s+ ' ' '~ - I  

B, d&ignant, comme d'ordinaire, le ,~mo nombre de B~R~'OULLL On voi~ 
que cette derni6re expression de ~(s) est prdcisdment celle que fournit la 
formule sommatoire d'EvLER, & le reste Rk peut doric se pr&enter p. ex. 
sous la forme 

R k _ _  8(8 ~t_ I ) , . .  (8 "4- 2k "4- I )  F P 2 k - b 2 ( T ) _ 7  
] . 2 (2k + 2) j z~+~k+ ~ a t ,  

n 

P~k+~(r) d6signant la fonetion p6riodique h la p6riode I qui, pour o < r < ~ ,  
se confond avee le polynbme de BER~OUI,LI: 

G~+~(r) = r~+~- -  (k +. ~)r ~+~ + c ~+~ n ,  ..~ _ cc~+~ B~ .~-~ + . . . .  

En tenant compte des propri&6s bien connues de ce polynSme, et en posant 
s ~ x " 4 - i y ,  on peut tirer de l'expression ci-dessus, pour le module du reste 
R~, la limite sup6rieure suivante: 

(4) ( ')lrk+,l I q _ ~  . 
I R k l < l s +  2 k +  i I ; +  2k+ I 

La formule (3) est int6ressante sous plusieurs rapports, et surtout 
parce qu'elle fournit le seul moyen vraiment pratique pour le calcul 
num6rique des valeurs de la fonction ~'(s). En particulier, on peut s'en 
servir pour chercher les zgros de ~'(s) qui sont eompris sur la droite D 

parall61e h l'axe imaginaire et passant par le point s ~ ~, et ~ cet effet on 

peut profiter de la remarque tr6s simple que voici: 
Du thdor~me de RIEMANN, on pent eonclure que la fonction Z(S), dd- 

finie par l'expression (2), prend des valeurs rdelles sur la droite D. Pour 
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un point quelconque s de cette droite, le reste suivant le module 2~ de 
la quantitd 

(;) ~2 = arg ~-  ~ + arg Y' + arg ~(s) 

est done 6gal h o on h z, suivant que Z(s )  est positif ou ndgatif. Comme 
Z(s )  ne change dvidemment de signe qu'en s'annulant, et comme cette 
fonetion, d'autre part, prdsente sur la droite cn question prdcisdment lcs 
m~mes z6ros que r on volt d~'s lors que, pour s@arer les zdros de la 
fonction ~(s) compris sur un segment donnd de l~ droite D, on n'aura 

qu'h calculer, avec une errear  moimlre  que ~ la valeur de la quantitd t2 
9 ~ 

pour une suite de points suffisamment rapprochds de ce segment. 
Nous nous permettrons de publier ici les rdsultats numdriques 1 que 

nous avait fournis un calcu] de quelques jours entrepris au commencement 
de l'annde, rdsultats qui sent certes beaucoup moins 1)rdcis que ceux qu'a 
f l i t  connaltre derni~rement M. GRA~t 2, mats qui suffisent cependant pour 
illustrer la mdthode que nous venons d'esquisser. 

Dans le tableau qui suit, ~(y) et ~(y) ddsignent respcctivement les 

rdelle et imaginaire de la quantitd : (~  q - i y ) ,  et  w ddsigne le reste parties 

suivant le module 2,-r (eonverti en degrds) de la valeur approchde qu'a 
fournie notre caleul pour la quantit6 g2. Les valeurs de ~(y) et de ~(y) 
ont 6t6 ealeul6es h l'aide de la formule (3), en y faisant n = i o ,  k = i et 
en ndgligeant le reste. 

1 Nous avions communiqu6 ces r6sultats "~ ]~I. MITTAG-LEFFLER dans une lettre 
dat6e du 22 janvier I9O2. 

2 Note sur les zdros de la fonction ~(s) de Riemann (pr6sent6e It l'Acad6mie des 
Sciences de Copenhague le 7 fdvrier 19oz; r~imprim6e ci-dessus, p. z89). 
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y ~(y) 72(y) g2 y ~(y) rt(y ) $2 

I2  

I3  

I4  

I4.~5 

I5  

iS 

20 

22 

24 

26 

28 

3 ~ 

I . o i 6  

o .  444 

o .  021 

- -  0 . 012 

o .  148 

2 .  331 

o .  427 

o .  718 

o .  958 

o .  504 

2 . 7 1 3  

- - o .  I 24  

- -  o 744 

- -  o 656 

- - o  xo 4 

o 092 

o 706 

- -  o I87  

- -  I 062 

o 665 

- -  o 585 

344 

- -  o .  679 

- -  o .  598 

180 ~ 

180 ~ 

179 ~ 
o o 

_ _  o 0 

o ~ 
_ _  o 0 

179 ~ 

1 8  o ~ 
_ _  o 0 

_ _  o 0 

_ _  o 0 

1' 32 

3 '  34 

x9' 36 

47 '  38 
I t 40  

2'  42 

7' 44 

53'  46 

o '  47 

2'  48 

2'  49 

3'  5 0  

o .  86 

o .  5 2  

2 . 3 5  

o . 4 7  

o 83 

i 02 

- - o  o~ 

3 29 

o 24 

o 07 

o 65 

- - o  16 

-- O. 2:0 

I . 62 

- - l .  X9 

o .  56 

- -  t . 0 3  

o . 4 2  

1 . 3 7  

- - I . 4 6  

- - I . 9 5  

0 . 0 5  

- - o . 3 1  

0 . 4 2  

t 80 ~ 

0 ~  

- -  00.4 

177~ 

181~ 

20.8 

182~ 

179~ 

177~ 

(-- 5~ 
- -  8~ 

186~ 

A l'aide de l'in6galit6 (4), on s'assure faeilement que la valeur exaete 
de la quantit6 d6sign~e pal" ~2, pour l 'un quelconque des arguments y in- 
diqu6s dans le tableau (except6 y = 48), est bien 6gale h celle des quantitds 
o ~ et i8o  ~ qui s'6earte le moins de la valeur calculde de co. Par suite, 

r  
les chiffres qm pr6e~dent nous permettent d'6noncer ce rdsultat que 
le segment de la droite D qui correspond d l'intervalle i 2 - - 5 o  de l'ordonnde 
y, renferme certainement dix zdros de la fonction ~(s) dont les ordonnges sont 
respectivement comprises entre les limites: 

I4--I4.25,  20- -22 ,  24- -26 ,  3oM32,  32- -34 ,  

36 - -38 ,  40 - -42  , 42 - -44 ,  47 - -49 ,  49 - -50 .  

Les z6ros une fois s@ar6s, on pourra les calculer avee telle approxi- 
mation qu'on dgsire, en prenant duns la formule (3)l 'entier n suffisamment 
grand, et en ehoisissant convenablement l 'entier k. 


