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SUR LES P~RIODES DES INT~GRALES ABELIENNES ET SUR UN 

g0UVEAU PROBLI~ME TRI~S GI~Nt~RAL 

P A R  

E/~ILE BOREL 
P A R I S .  

I. Beaueoup de probl~mes d'Analyse peuvent ~tre ramen6s au pro- 
blame de la d6termination des relations lin6aires h coefficients entiers qui 
peuvent exister entre des n0mbres transcendants; par exemple entre les 
p6riodes de certaines int6grales elliptiques ou ab61iennes. C'est ainsi que 
M. P~INLEV~ a ramen6 plusieurs probl~mes de la th6orie des 6quations 
diffgrentielles au suivant: reconna~tre si une certaine int6grale ab61ienne 
n'a que deux p6riodes. I 

Je ne pr6tends pas indiquer ici une solution ~ cette difficile question, 
qui restera sans doute longtemps encore au dessus des moyens de l'analyse; 
je voudrais seulement chercher h attirer l'attention des g6om~tres sur quel- 
ques r6fiexions simples qui sont peut ~tre de nature h sugg6rer une 
m6thode nouvelle pour aborder route une classe de probl~mes comprenant 
celui-ci comme cas tr~s particulier. 

2. Faisons d'abord quelques remarques g6n6rales. I1 est 6videmment 
n6cessaire que les coefficients constants dont d6pendent les p6riodes con- 
sid6r6es soient d6finis d'une mani~re pr6cise et non pas connus seulement 
avec quelque approximation. Or, les seuls hombres connus primitivement 
d'une mani~re pr6cise sont les hombres entiers; par une infinit6 de pro- 
c6d6s de nature alg6brique ou transcendante, on peut, h l'aide des hombres 

1 Voi r  pa r  exemple  ses Lemons de Stockholm. 
Acta matl~mat~a. 27. Imprim6 le 18 Janvier 1903. 40 
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entiers, ddfinir une infinitd d'autres nombres, qui seront, eux aussi connus 
d'une mani~re prdcise. ~ Nous supposerons que l'on a fait un choix entre 

ces divers proedd6s, c'est h dire que l'on en a conservd un hombre limit6 

h l'exclusion des autres. De plus, nous supposerons que l'on a choisi un 
nombre entier N auquel on supposera inf6rieurs tous les hombres entiers 

introduits duns les calculs, et tel de plus que le nombre des opdrations 

d'une nature quelconque que l'on suppose effectudes sur ces hombres entiers, 
soit infdrieur h N.  Par exemple, si l'on veut introduirc un hombre algd- 
brique, les coefficients et le degr6 de l'6quation qui le ddfinit, seront in- 

fdrieurs ~t N,  etc. 

3- I1 est clair que l'on ddfinit ainsi un nombre limitd de nombres; 
avec ces nombres choisis comme coefficients, on peut former un hombre 

limit6 d'intdgrales elliptiques de premiSre espbce 

,i ~/a.x ~ + 4a~x :~ + 6a~x* + 4a~x + a, ' 

et chacune de ces intdgrales a seulement deux pdriodes pr inc ipa les ,  c'est 

h dire pdriodes primitives de module minimum. ~ Supposons qu'entre 

plusieurs de ces pdriodes convenablement choisies, % ,  w2, . . .  , eOq, il v 

air des relations lindaires h coefficients entiers de lu forme: 

( I )  m,, , , ,  + + + . . .  + --= o .  

:Nous pouvons toujours supposer que, parmi les relations lindaires off 
figurent effectivement % , to=, . . . ,  % la relation (I) est celle pour laquelle 
la somme 

u lu plus petite valeur. I1 y aura ainsi au plus autant de valeurs pour 

A qu'il y a de mani~res d'ussocier les pdl~odes q it q, q grant arbitraire. 

1 Par exemple, on peut d6finir les nombres e et z: par les relations 

2 - ~ ;  
I - - X  

0 1 

Nous donnons ces exemples simplement ~ titre d'indication. 
' Voir, pal- exemple, JORDAN, Cours d 'Analyse,  2 m~ ~dition, tome II, p. 338. 
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I)~s lors il est clair, que le hombre 1g dtant donnd il y a un hombre 

limitd de valeurs pour A;  nous designerons la plus grande d'entre elles 
par F(N);  on aura ainsi 

(:) A < r  

Si la fonction 9 (N)  6fair connue, le probl~me qui consiste ~ reconnaitre 
s'il peut exister une relation telle que (I) entre des pdriodes ~o~, oJ2,. . . ,w q 

se trouverai~ d4compos6 en un hombre limitd de probl~mes plus simples: 
reconnaitre si la relation (i) est v~rifide, les hombres entiers nh,  m 2 , . . .  , mq 

dtant donnds, et les hombres oJ~, w~, . . .  i a~q dtant d~finis par des conditions 

transcendantes. 

4. Si, en calenlant avec approximation le premier membre de la 
relation (I) on ~rouve que sa valeur est sflrement diffdrente de zdro, on 
est certain que la relation (I) n'a pus lieu; il n'y a donte que si Fen 
trouve une valeur de plus en plus voisine de zero h mesure que l 'on 
pousse plus loin l'approximation. 

I1 est bien certain que, si la quantit6 

(3) + . . "  + mq% 

est diffdrente de zero, on s'en apercevra sfirement au bout d'un hombre 
l '  " ' P  * " �9 1mite d'operations; mais ce nombre hmlte ne peut pus 8tre fix6 d avance. 

Voici ee que l'on peut dire ~t ce sujet; considdrons toujours les 
quantites w, en hombre hmitd, que nous" avons definies, et choisissons de 
toutes les manibres possibles les entiers positifs ou ndgatifs m,, tels que 
A soit infdrieur h ~(N);  nous definissons ainsi un hombre limit6 de 
qu~ntites (3); si hens dgsignons par r  le module de la plus petite 
d'entre elles, en exeluant celles qui sent nulles, on aura sflrement 

+ . . .  + >__ r  

duns le cas oh la relation (I) n'est pus satisfaite. Done la connaissance 

des de,tx [bnctions ~ (N)  et r  permettrait de r~soudre sCtrement le pro- 

bldme qui nous occupe, par un hombre limitd d'opgrations, fixd d'avance. 

5. Je  ne suis malheureusement pus en ~tat de proposer une methode 
qui permette d'obtenir ces deux fonetions; de sorte que les remarques 
prdcddentes substituent simplement • un probl~me tr~s difficile un autre 



316 Emile Borel. 

probl~me qui ne par'nlt pas moins difficile. Mais ce nouveau probl~me 
me paralt prdsenter un trbs grand intdr~t en lui m~me et avoir une portdc 
tr~s gdndrale; c'est ce que je voudrais indiquer ici trbs bri~vement, en 
omettant les gdndralisations pour ainsi dire illimifdes quc l'on pourrait 
ajouter aux considdrations prdcddentes. 

6. Lorsque l'on ddfinit un hombre entier ddtcrmind au moyen de 
nombres entiers en hombre fini et d'opdrations arithmdtiques, il est toujours 
possible de fixer d'avance une limite supdrieure du nombre ddfini en fonc- 
tion de ceux qui servent h le ddfinir; on peut exprimer ce fair en disant 
que la puissance des opdrations arithmdtiques est connue et limit@. 

I1 en est de mdme pour certains procddds algdbriques de nattu'e bien 
plus compliqude; par exemple si un nombre entier cst ddfini comme 6tant 
le quotient incomplet de rang ddtermind du ddveloppement en fraction 
continue d'un nombre algdbrique donnd, on salt limiter ce nombre au 

p moyen des donnees; h savoir: les coefficients de l'dquation qui ddfinit le 
nombre algdbrique, le degrd de cette dquation et le rang du quotient 
incomplet. 

Ceci peut ~tre dtendu, comme je rai montrd, au cas on l'on adjoint 
le hombre e au domaine de rationalitd. ~ 

Dans ces divers cas, il est d'ailleurs dvident que 1'on doit toujours 
s'arranger pour d~finir un hombre unique ou tout au moins des nombres 
en nombre limit6; peu importe, d'ailleurs, le procddd plus ou moins arti- 
ficiel par lequel cette limitation est obtenue. 

Le principe gdn~ral sur lequel je voudrais attirer l 'attention et qui 
est dvident dlapr~s les considdrations prdcddentes, c'est que les divers pro- 
cddds transcendants par lesquels on peut ddfinir des nombres entiers ont 
aussi une puissance limitde; c'est ainsi que ron peut traduire le fair de 
l'existence de la fonction ~(N);  il faudrait ddterminer cette fonetion pour 
limiter effectivement cette puissance; e'est lh le probl~'me que je tenais h 
signaler h cause de son caractbre trbs gdndral et de l'importanee qu'il me 
paralt avoir au point de vue des principes. 

Paris, janvier I9o2. 

Comptes rendus,  t. CXXVIII, p. 596 (6 mars I899). 


