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SUR L ' Ib lT I~GRATION DES D I F F I ~ R E N T I E L L E S  B I N O M E S  

P A R  

W. KAPTEYN 
k U T R E C H T ,  

En ddsignant par y une fonction alg~brique de la variable x, d6finie 
par l'dquation alg6brique irr~duei~ible 

(x ,  y) = o 

ABEL a d6montr6 que, si l'int6grale fydx est elle-mgme une fonction 

alg~brique de x, elle es~ exprimable par une fonetion enti~re en y dont 
les coefficients sont des fouctions rationnelles de x. Dans les pages sui- 
vantes nous nous proposons de faire une application de ce thdor~me re- 
marquable qui compte avec quelques autres th6or~mes de l 'dminent mathd- 
maticien Norw6gien, parmi les sources les plus fertiles du calcul int6gral. 

I. Supposons que l'6quation ~(x,  y ) =  o se r6duise ~ la forme 

(I) y~= F(~) 

q grant un hombre entier et F (x )  une fonction rationnelle de x; dans ce 

cas le th6or~me cit6 nous apprend que, si l'intdgrale fydx est une fonction 

algdbrique, on aura 

(:) f ydz = yf(z) + cons t .  

off f(x) reprdsente une fonction rationnelle de x. ]~videmment l 'dquation 
(2) ne .sera pas remplie si l 'on choisit pour F(x) la fonction rationnelle 
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lu plus ggngrule. Cherchons done la forme la plus ~o'dndrale de F(x) qui 
s'uccorde uvec la condition (2). Pour y parvenir, diffdrentions les dqua- 

dy 
Lions (I) et (2) eL eliminons dxx" De ceV~e muni6re on obtient 

d:~ ] ,tx 
(3) f(x) = V (,---,: j 

O U  

(39 
I I ( l  , q , 

f ( z ) -  ~ld~ l'r F(x)] .  

Posons, duns cette 6quation pour f ( x )qF(x)  la fonction raLionnelle la plus 
g6n6rale 

i = l  

= II  
i = 1  

on B ,  %, a2, . . ,  az repr6sentent des constantes arbitraires ct %, %, . . ,  at 
des nombres entiers positifs ou ndgatifs. En subsLiLuant cette valeur dans 
l '6quation (3) celle-ci se rdduira h 

i = l  i=? 

~ - -  0 i ,'g - -  ( t  ; f(*) q .= ~: 

qui fera connaltre la forme la plus gdndrale de f ( x )  s'accordant avec la 
forme adoptde pour f (x)qF(x) .  Cela pos6, l'6quation (3) donne la forme 
eherchde de la fonction F(x) .  

En effet, on aura 

i = l  i ~ l  

i = l  i=1 

ou, par int, d~'ration 

F ( x ) = C  q 

~ (x - . , ) . ' ,  

C q ddsignanL une constante arbitraire. 
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De cctte discussion il rgsulte que si y satisfait h une 6quation de la 

forme (i) et si lu fonction f y d x  es~ algdbrique, y dolt admettre la forme 

i = t  i = l  

At II (x-- a~) ~' (4) Y---- (2" ~ _ , x _ _ a ,  ,= 1 
i = l  

oh qAi repr6sente un nombre entier. 
Cette condition ndcessaire est aussi suffisante, cur s i y  admet la forme 

prdcddente, on aura 
i = l  

(5) f vdx = C l I  (~--~,y'. 
i = I  

2. D'apr~s les considgrations prdcddentcs, pour savoir si l'intdgrale 

f y d x ,  oh y satisfait ~ une 6quation (I), est alg6brique, on n'a qu'h exa- 

miner si y est rdduc~ible h la forme (4) ou non. 
C'est ce que nous altons faire pour l'expression binbme 

(6) Y = ( x - -  aF(f l  + r* + . .  + ~,xn), 

en supposant 
I ~ que l'dquation 

(7) fl + rx  + . .  + ~x ~ = o 

n'admet que des racines indgales a l ,  a 2 , . .  , a,,; 
2 ~ qne a e s t  une constante diffgrente de ces racines; 
3 ~ que m e t  n sont  des hombres entiers, dont le dernier est positif; 
4 ~ que p est un hombre fractionnaire, dont le ddnominateur est le 

hombre en{ier q. 
D'apr~s ces suppositions on volt que l'expression (6) satisfait g une 

6quation de la forme (I). 

Comme les quantit6s at dans la formule (4) sont routes diffdren{es, 
supposons qu'ils contiennent les racines de l'6quation (7) eL encore une 
sgrie a~+~ , a,+~ , . . ,  a~ d'autres. 

En idcntifiant maintenant ta fonction (6) avec 

C ~ A, + . . +  A~_t A.+, + " + ~ - - a ,  
([1 2~ - -  a 2 ~, - -  a n  �9 ~ a n + l  

x (~ - -  a , y ,  (~ - -  a , ) - ' ~ . .  (~ - -  ,~,,)"-(x - -  , , , + , ) " ' + ' . .  (x - -  ~ , ) " '  
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il est dvident que eette expression doit  rester invariable quand on permute  

les racines a~, a~, . . ,  a~ de routes les mani~res possibles. 

I1 s 'ensuit  qu 'on  doit avoir 

Or, parce que 
A 1 = A~ . . . .  A. .  

t9 + yx + . .  + )tx" = )t(x - -  al)(x - -  a , ) . .  (x - -  a.) 

on aura 

I I I 
4 F - . + - -  �9 ~ a  1 x - - a  2 ~ - - a ~  

_ d lg(,8 + rx + . .  + rx"); 

par suite la forme prdc6dente se rdduira 

C A l r + e 3 z + . .  +~) , z  "-1 A , + ~  + . . _ ~  ~e-~at 
)a; fl + rz + ..  + ),z" + z - - a , , + 1  

~--§ ( ~ - -  ~,,).~,. X (fl + r x, + .. + ~,z") ~ ' ( z -  a . + ,  .. 

Cette forme ne saurait gtre identique avec la fonction (6) ~ moins que 

A 1 = I  + p .  

En  effet, on voit  d 'abord que A 1 doit gtre diff6rent de z6ro, parce que 

darts le cas contraire les deux membres  de l ' identitd supposde ne prd- 

senteraient pas les m~mes points  critiques. On trouvera donc 

( x - -  ~)" = ~ ,  A, 
?" + 23Z + .. + n),,1~ n-1 A,,+1 

,8 + ~'z + . . + 2z" + z --  a,,+l 
a , ]  

X (fl + Tx + . .  + 2x")A ' -P- ' (x- -  a.+,) ~"+'.. (x - -  a,) A'. 

Remarquons  ensuite, que le premier membre de cette dquation est indd- 

pendant  de a l ,  a 2 , . .  , a,;  il faut donc que l 'ordre A l - p -  I des zdros 

ou des poles a l ,  a 2 , . .  , a, du second membre soit aussi zdro. En  intro- 

duisant cette ~galit6, l '6quation pr~c6dente s'6erit 

c [  r+2,~+..+,,~,e,-, A.+, +.  + A, ] 
( x - - ~ ) ' - - ~ , ,  ( i + p ) .  P + r ~ +  .+,~'" +~--",,+1 " ,~--a----~ 

X (# + rx + . .  + x~" ) (x - -  a ,+ ,p '+ ' . .  (x - -  a,/'. 
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Le premier membre 6rant ici une fonction rationnelle, les quantit6s 
A , + I , . . ,  Az doivent reprdsenter des nombres enfiers; et comme le premier 
membre admet un z6ro ou un pble d'ordre m, selon que m est un nombre 
positif ou ndgatif, il fau$ que le second membre prdsente le m~me caraet~re. 

Posons, pour satisfaire ~ la dernigre condition 

et 

a . + l ~  

An+l =4= O. 

Dans ce t~  supposi~on on aura 

A.+ 1 -  I ---- m. 

Si, au contraire A.+1 = o, le second membre ne saurait adme~tre le point 
a colnme pble, tandis qu'un z6ro d'ordre m ne serait pas impossible. I1 
faut donc distinguer deux cas et examiner sous quelles conditions les iden- 
ti~6s suivantes peuvent exister. 

X (/~ + yx + . .  + 2 x " ) ( x -  a ) ( x -  a.+2)~'~-~.. ( x -  a,) ~' 

et 

C [ r + 23z + .. + n,tx "-~ A .§  
(n) (x--~)-,-~,+,[(, +p) ~+r~+..+~" +~-o.+~ 

A~ 
- - + + ~ - o , 1  

• (fl + rz + . .  + ~x")(x-- a.+~)~'.. (x - -  a,) ~' 

m dtant un nombre posifif dans la derni~re de ces 6quations. Comme les 
premiers membres de ces 6quations ne pr6sentent plus de z6ros ou de 
p61es dans les points a,+2: . . ,  a,, il fau~ que l'ordre des z6ros ou des p61es 
a.+2, . . , az  dans les seconds membres soit aussi z6ro. 

Par suite 
A, ,+2--I  =. .~---A~_ 1-~o .  

Si donc on pose 

(X--  a.+2).. ( x - - a , )  = x ~-]- A,x ' - '  + . . + A ~  
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les 6quations (I) et (II) se rdduisent ~ux suivanfes 

(s) C [(  r + 2&~ + . .  + '11,),~ "-I I "4- ~ 
~=),+~ i + p )  ~?+r,/u .+:,~" + ~ -  

et 

x (iv + r,~ + .. + ; ~ ' ) ( x - -  ~)(x' + A,x ' - '  + .. + A,) 

f 

(9) ( x - - a ) ' =  C [ ~ (~ +p) T + 23x + . .  + ~2,~ "-1 

f l  + T x + . . +  2,~ ~ 

i,~ ~-~ + ( i -  I )A~x ~-~ + . .  + i l i ]  

• (fl + rz + . .  + )s ')(z '  + A, .d  --~ + .. + A,). 

La discussion pr6e6dente suppose que le polynbme x ~ + A~x ~-~ + . .  + Ar 
n'admet que des racines simples a,,+2,.., a~ diff6rentes de a~, a~, . . ,  a~ et 
a. Or, l'6quation (8) ne saurait ~tre remplie par un polyn6me 

x~+  A~x i-~ + .. + Ai 

racines multiples. En effet pour une telle racine ce polynSme et sa d6- 
riv~e s'~vanouissant simultan6ment, le second membre se rdduir,~it h z~ro ce 
qui serait absurde. 

De m~me ce polyn6me ne s,~urait admettre une racine simple a~, as, .., a,,. 
Quant ~ l'6quation (9) il est dga]ement impossible que le polynSme ad- 
mettrait une racine multiple diff6rente de a, ou les racines simples al, as, .., a, 

On conclura done que l'intggrale f y d x  6tant alg6brique, il doit ~tre 

possible de satisfaire ~ une des ~quations (8) ou (9) par un polyn6me 
x i +  A ~ x i - l + . .  + .,4 i ne contenant point de racine a. 

Rgciproquement, si la condition (8) est v6rifi6e, l'int6grale s'derit 

d'apr~s (5) 

(,o) fyd. = c 
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et, si la condition (9) est remplie 

C 

,) fyd  = ~ (/~ "-{- "t" 2c + . . "-{- ~'X')I+P(X i "+ A l  x i - '  "-1-. .  "+ A i ) .  
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3. En appliquant la m6thode prdcddente au cas ordinaire 

y = x ~ (a + bx~) p 

on obtiendra ais6ment les rgsultats suiwnts.  

L'intdgrale f y d x  seru seulement alg6brique dans les deux cas suivunts 

I ~ s i  

m + I  
n "91- p : - -  I - - r  ( r=o, l ,  2, ..) 

et alors 

f Y x l + m  I ~ 2n rn b r Xn r 
d x  ~--- ( i  +,tn)~ (r -71- ~)Xn) I+p m-~- i -{- r~l.'m + I + ( r - - I ) r b ' m  + I-~-~z6b" 

@ m + I + ( x - -  I )n"  m + I + ~1, a r - ~  2[_ . . __1_ I 

2 ~ si 

et alors 

m + I  
- -  I - ~ - r  (r=O, 1,2~,.) 

+ 

i [ 
dx  = n(I  + p + r)b (a + bx~) '+~' x "~ __  P +r r" ba x(,,_~), , 

r - -  I r a ~ x(,._~) ~ ),. I 2 r ar 1 
v Y V -  I ' p Y r b  ~ - - . . + ( - - i  . . 

4. En  supposant 

y = x~(a + bx ~ + cz~n) ~ 

on trouveru que l'intdgrale est seulement algdbrique en trois cas. Les 

rdsultats sont ici plus compliquds et se prdsentent sous les formes suivantes. 
I ~ Si 

m + I  
- -  -Jr- 2p  = ~ 2 - - r  (r=1,~,3,..) 
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et  si les r + x 6quat ions  l in6aires ~ r i neonnues  

ncA. + (I + p) nb ---- o, 

2ncA2. + (2 + p ) n b A . - - ( I  + m + rn)a ~- o, 

3ncA,. + (3 + p)nbA2. - -  [I  + 'm + (f - -  i )n]aA.  ------ o, 

rncA.~ + (r + p)nbA(._,). - -  (I + m + 2n)aA(._~)~ = o, 

(I + r + p ) n b A ~ - - ( I  + m + n)aA(~_~)~ ~ o 

s on t  compat ibles ,  on  aura  

r (a + bx ~ + cx~')~+Px'+~(x ~ + A . x  ('-')~ + .. + A..). j dx - -  0 + m)aA~n 

2 ~ S i  
m + !  

- -  - -  2 - ~ - r  (~=1,~,3,..) 
~t 

et si les r +  x dquat ions  l indaires h r inconnues  

( 2 p + r +  x)cA. + ( p + r +  I ) b = o ,  

(2p + r)cA:. -[- (p + r)bA. + ra = o, 

(2p + r - -  ,)cA,.  + (p + r - -  x)bA~. + ( , ' - -  , )aA.  ~- o, 

(2p + 2)cAr. -]- (p + 2)bA(r_l). + 2aA(r_~). ~ o, 

(p + I )bA~. + aA(._,). = 0 

sont  compatibles ,  on aura  

i (a + bx" + cx~')'+P(x "" + A,,x (''-1)" + .. + A,,). 
f y d x  ~ (2t~ + r + 2)~ 

3 ~ Si 
2 k +  

P ~  2 ' 
(k= 1j2,3~.,) 

m ---~ k 1 n - -  i ,  (~, = ~, -~,.., ~) 

r - ~ - 2 k - - I  



o n  a u r a  

f ydx 

off les quantit6s 

n~aires, dont tous 

- - c A n + r - b =  o, 
2 

Sur l'int~gration des diff6rentielles binSmes. 337 

= ~ ( a  + bx ~ + cx~")t+t(x " + A,z  (r-l)" + . .  + A,~) 

0 
~ ,  A . ,  A~., . . ,  A~. saL-isfont aux r + I dquations li- 

les seconds membres h l'exception d 'un seul, sont zfiro 

--3CAs  + + (r-- I)aA. o~ 

cl-l-p 
- - ( r - - k l  + 2)C.A(r-kl+2)n "31- ( - - ~  -Jr-k 1 - - i ) b A ( r _ , , + l ) ,  + kla~(r_kl)a = - ~ ,  

--~'cArn-4- (2--r -Jffi)bA(,_l)n + 2aA(r_~),----o, 

r bA,~ -I- aA(r_1). = o. 
2 

Pour plus de d6tails nous renverrons ~ notre mgmoire sur ce sujet, insfir6 
dans les C o m p t e s  R e n d u s  de l ' A e a d ~ m i e  des  s c i e n c e s  d ' A m s t e r -  
dam, 2 ~ sgrie, t. I7, p. 92. 
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