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SUR UN POINT DE LA THEORIE DES FONCTIONS GI~blI~RATRICES D'ABEL 

PAR 

M. LERCH 
& F R I B O U R G  (SUISSE). 

Dans les Sitzungsberiehte de l'Acad6mie de Berlin pour l'ann6e I88 5 
W~I~.RSTRASS a d~mon~r6 un thdor~me auquel on attribue une grande im- 
portance, h savoir que route fonction continue d'une variable rdelle peut, 
pour routes les valeurs de cette variable contenues dans un intervalle fini, 
~tre repr6sent6e par une sdrie uniform6ment convergenfe dent les termes 
sent des fonctions entlcr'" es. 

Prdsent6 sous sa forme la plus simple ce thdor~me n'a apport~ rien 
de nouveau ~ ceux qui avaient accept~ sans critique la mdthode d'inter- 
polation pour les fonctions arbitraires. Mais cette derni~re m6thode n'6tant 
pas ~tablie avec une rigueur suffisante, le thdor~me de W~IERSTRASS signifie 
un grand progr~s dans la th~orie de la repr6sentation analytique des fonc- 
tions, malgr6 la circonstance que sa mdthode paralt dchapper ~ la pratique. 

Dans deux notes qui ont paru dans les m~moires de l'Acad6mie de 
Prague ~ j 'ai fair usage du th~orbme de WEI~RSTRASS pour 6tablir un 
th~or~me fondamental de la thdorie des fone~ions g6n6ratriees d'ABEL, dd- 
finies par les in~grales de la forme 

oo 

JCa) = f 
0 

t R o z p r a v y  ~ e s k ~  A k a d e m i e ,  2 ~ classe,  T. I,  n ~ 33 (I892) et T. II ,  n ~ 9 

0893). 
-~-a~ 't~C~/IC~at/ear,. ~F/, Im]primqt le 22 janvier 1903, 
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la fonction (ddterminante) 9 ( x )  dtant supposde inddpendante de la quantitd a. 
Dans son mdmoire posthume ~ le grand gdom~tre ne s'est pas bornd h cette 
forme spdciale des fonctions gdndratrices, mais c'est cependant elle qui avait 
surtout attird l'attention des gdom~tres, l~ous verrons qu'h une fonction 
gdndratrice donnde ne corresponde pas toujours une fonction ddterminante, 
mais notre attenVion est eonsaerde surtout ~ la question si, lorsque la dd- 
ferminante existe, elle soit unique. C'est en effet cette question qui paralt 
la plus importante pour les applications et nous avons ddmontrd, dans les 
notes citdes, que la rdponse est affirmative. 

Mais l'dquation en question 

0 0 

revenant ~ la suivante 

0 

off ~ ( x ) = ~ ( x ) - - ~ 2 ( x ) ,  nous sommes amends ~ la question quand l'in- 
tdgrale J ( a )  s'annule. Nous verrons que si l'dquation J ( a ) =  o est satis- 
faite par une infinitd de valeurs positives de a qui forment une suite 
arithmdtique a = b + k m  (m = o ,  ~ , 2 ,  . . . ) ,  on aura en gdndral ~(x) = o,  
une exception ne pouvant se prdsenter que pour des vateurs de x qui 
constituent un certain ensemble intdgrable. C'est de ce thdor~me gdndml 
que rdsulte l'impossibilit6 de mettre sous la forme (I) les fonctions 

(k > o) sin ka  , cos ka , I'(b - -  ka) ' 

car elles poss~dent une infinitd de zdros positifs qui forment des sdries 
arithmdtiques. 

1 O e u v r e s ,  6dition SrLow et Liz ,  p. 67 et suiv. 
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I t .  

Je commence l'exposition des r6saltats annonc~s par une d~monstration 
6ldmentaire du thdor~me de W~IEaSTRASS. Celle que j'avais adoptde en 1892 
consiste en ce qu'on inserit h la courbe qui reprfisente gdomgtriquement 
la fonction y ~ f ( x )  une ligne brisde polygonale h des arrdtes suffisamment 
petites et qu'on ddveloppe la fonction ddfinie par l'ordonnde de cette ligne 
polygonale d'apr~s le thdor~me de FOURIER. Mais le point de rue sous lequel 
je me place attjourdhui est que le th6or~me de WEIERSTRASS est d'une nature 
plus ~lgmentaire que les raisonnements elassiques par lesquels L~c, uNE- 
DIRICHLET avait 6tabli le dgveloppement de FOURIER et que, dans un enseigne- 
ment eonvenablement arrang6, on peut pour les applications analytiques les 
plus dlggantes substituer au thdor~me de Foulura un autre plus particulier et 
plus facile h 6tablir. L'espaee me manque pour en parler davantage et je 
me borne h indiquer suecinctement la ddmonstration que j 'ai on rue. 

Au moyen des formules 

I ~sinz,uxrc ( O < X <  I), - - - - . X  ~ 
2 p= ' /t=l 

et 

x ~ cos zf~xrr , 

on vdrifie aisdment que sous les hypothbses o < x~ < x2 < x  
suivante 

l'expression 

(3) L ( z  Xl~2~ ~ I 
YIY~/  z (x2-- Xl)(Yt -1- y~) q-  

~ y, sin 2 ~ z ( x  - -  x , )  - -  y ,  sin 2~r(x - -  x~) 

y=l 

repr~sen~e la fonc~ion lin~aire 

yl + Y ' -  z,) 
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lorsque la variable x est intdrieure '~ l'intervalle (x, . . .  x,), tandis qu'elle se 
rdduit ~ zdro pour les points qui lui son~ ex~rieurs en restant intdrieurs 
l'intervalle ( o . . .  ~). La reprdsentation gdomfitrique de la fone~ion (3) se 
compose done du segment de droite M,M~ qui joint les points M~(x~, y,) et 
M~(x2, Y2) et de deux segments de l'axe des abscisses ( o . . .  x~) et (x2.. .  I). 

Cela 6tant, soient xo, x~, x2, . . . ,  x, des quantitds r~elles qui satisfont 
aux indgalitds 

o < x o < x ~ < x ~ < . . . < x . _ ~ < x , <  I, 

et faisons-leur correspondre des quantif~s rdelles choisies h volonf~ Y0, Y~, 
Y 2 , . . . , Y , .  On aura de la sorte dans le plan n-4- I points M~ aux co- 
ordonndes respectives x~ et y, (a-----o, i , 2 , . . . ,  n ) ,  lesquels ddfinissent 
une ligne bris6e polygonale MoM~.M2... M. que je d6signe par L .  La 
somme suivante des quanfitds telles que (3) 

y = Z ~  
a~C t X XaXa'4"l~ 

YaY,+~ / 

est, en gdndral, dgale h l'ordonn6e du point de la ligne L correspondant 
h l'abscisse x. Une exception pourra avoir lieu pour les points des inter- 
valles (o . . .x0)  et ( x , . . .  I) 
MoM1.. .  M,, de la ligne /~. 

Je ddsigne par 

off la quantitd y s'annule, et aux sommets 

t E L X x ~  " ' "  x .  

Yo Yl Y,/ 

cette quantit6 y e t  j'observe que l'on a 

k XoX 1 . . .  X . )  I ~-1 
YoYl Y. 2 .=oZ (Y~ + Yo+I)(Xo+I - -  X~) 

Vml 
sin 2~Tr(x - -  ~o) - -  Y .  s in  2lrlr(Z - -  X . )  

+ i' ~ I  x.§247 ---- x. y" [cos 2 ~ ( x  - -  x.§ - -  cos 2 ~ ( x  - -  x.)]. 



Sur un point de la th6orie des fonctions g6n~ratrices d'Abel. 343 

Ici ~videmment le second membre reste continu rant que xo < x < x. ,  d'oh 
/ . ) �9 ~ I ~  n il suit que la quantit~ L | ~  donne l'ordonn~e de la ligne L mgme 
\ [Yo Y. 

aux points M1M~ . . .  M~_I. Sous l'hypoth~se x0 < x < x~ on peut effectuer 
la sommation de la premiere sgrie et il vient 

\ t YoYl Y. 

+ ~ Z (y~ + yo§ - -  x~) 
a~O 

+ ~ ~=, ~ = ~+,Y~ --_ ~oY~ [cos 2 ~ ( z  - -  xo+~) - -  cos 2 ~ ( x  - -  z~)]. 

Je  prendrai ddsormais x0 = o ,  x , - - - - I ,  de sorte clue la ligne L recouvre 
tout l'intervalle ( o . . .  I) et j'observe que le second membre reste continu 
dans tout cet intervalle sans exception. Cette expression (4) sera alors 
partout ~gale ~ l'ordonnde de la ligne L. 

Ce point dtabli, la ddmonstration du th6or~me de WrI~RSTRASS s'ach~ve 
eomme darts ma note de I892. Soit en effet f (x )  uae fonction continue, 
dgfinie dans l ' in terval le  ( o . . .  I), choisissons sur la ligne qni repr6sente 
cette fonction un hombre assez grand de points suffisamment approchgs 
M~M2 .. �9 M,_I et soient x~ < x~ < . . .  < x,_~ leurs abscisses, en supposant 

x~ > o ,  x~_~ < I.  En  prenant encore ~0 = o e t  x. = I et posant y~ = f(x,) ,  

la quantit6 (4) formde au moyen de ces valeurs-lh sera telle que la diffdrence 

f ( x ) - - L  z z o x , . . .  
YoYl Y~ 

sera en valeur absolue plus petite qu'une quantit6 3 donnge d'avance. 
3 

Cela ~tant, arr~tons ]a s6rie infinie qui figure au second membre de (4) et 
qui est uuiformdment convergente, h u n  nombre fini k de termes, dont on 
dispose de la sorte que le reste de la sgrie qu'on obtient ainsi soit en valeur 

3 
absolue plus petit que ~;  en dgsignant par /J,(x) la quantit6 qui r~sulte 

de (4) en supprimant le reste en question, on aura done 
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et l'in6galif~ pr~c&len~ 

permet de conclure 

If(x)-- L.(x)I < 22. 
3 

La quantitd Lk(x) est une expression finie de la forme 

k 

L.(x) = (f(o)--f(i))(I=--x) + A. + ~ (A~eos :l~x~" "4- B~ sin :l~x.) 

e~ on a par cons~quen~ ce ~h6or~me que louse fonetion continue dans 
l'intervalle (o . . .  I) peut g~re repr~sentde, avec l'approxima~on donn~e, par 
une expression f~lle que L,(x). Sans m'arrg~er ~ des applications qui ont 
quelque importance md~odique je me borne ~ observer que Lk(x) 6~ant 
une fonction transcendante enti~re, on pourra arrgter son d~veloppement 
par la sdrie de MAC LAURIN ~ un certain nombre de termes de la sorf~ 

3 
que le reste sera, pour o < x < i ,  plus petit en valeur absolue que ~ . 

La fonetion L,(x) sera ainsi remplacde par la fonction rationnelle enti~re 
G(x) telle que 

I o(x)l 3 

et il s,ensuit 
] f ( x ) - - G ( x ) l < # .  

Done, f(x) ~fant continue dans f~ut l'in~rvalle ( o . . .  i), on pourra prendre, 
le long de cet inf~rvalle, G(x) comme la valeur approehde de f(x), l'erreur 
~fant dans f~ut cet inf~rvalle plus petite que ~, c'est h dire qu'une 
quantif~ donn~e d'avance. C'est le th~or~me de WmrRSTRASS SOUS sa forme 
la plus simple. 

1 J e  me r6serve de revenir  sur  le rSle que jouit  la fonction L(x[XO/I . . .  x,}\ dans 
\ / Y. Y~ / 

la th~orie de la representat ion des fonctions discontinues. 
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II. 
Soit maintenant 9(x) une fonction r6elle de la variable r6elle x, d& 

finie dans tout l'intervalle ( o . . .  cxv) et telle que l'intdgrale 

(s) 
~o 

J(a) = f ~-'~(~)d~ 

existe pour une certaine valeur a ~ c. Je  vdrifie d'abord qu'elle existe 
alors pour route valeur de a plus grande que c. En effet, J(a) est la 
limite pour w infini de la quantitd 

0 

, / t r  et en posant a : c + a ,  > o ,  puis 

x 

r = f~-~ 
0 

r  sera finie et continue et la liraite pour x infini est, par hypoth~se, 
une quantit6 bien d&erminde J(c). On en conclut en intdgrant par parties 
l 'dquation 

J(a, w)--- r -'''~ + a' f r 
0 

d'ofi pour w infini 

(s ~ ) J(~) = (a--c) f e-r162 
0 

ce qui ddmon~e l'existence de J(a). 
Si la fonction J(a) s'dvanouit pour une infinitd de valeurs positives 

formant une suite arithm&ique a = b +/~a  (~ = i ,  2 ,3 , . . . ) ,  il r~sulte 
de (5 ~ que l'intdgrale 

0 

Aeta mathamat~za. 27. Imprlm~ le 26 j anv ie r  1903. 4 4  
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s'dvanouira pour les valeurs a' ~-- b -  c + #a dgalement en suite arithmdtique 
et l 'on aura 

o 
0*=1,~,3,...) 

6quation qui apr~s la substitution e - ~ ' - -  z prend la forme 

1 

(6) = o ,  

o 

en posant pour abr~ger 

b - - c  

Z(z)-----ea log . 

(~= 1,~,3,...) 

Cette fonction est 6videmment finie et continue dans l'intervalle ( o . . .  I) 
pmsqu'elle est infiniment petite avec z, c'est h dire pour x infini, si l 'on 
suppose, ce qui est permis, que b > c. 

Cela 6taut, choisissons une constante 3 d'une petitesse arbitraire et 
formons la fonction rationnelle enti5re G(z) dont l'existence a 6t6 dtablie 
plus haut, c'est h dire telle que l 'on air 

G( )I 
posant 

G(z) --- ao + a,z + a~z 2 + . . .  + a,,z", 

6crivons l'indgalitd prdc6dente sous la forme 

(7) G ( z )  = Z ( 2 ~ ) - - ~ ,  ( - -  I < 0 <  I ) ,  

off 0 est 6videmment une fouction continue. 
Cela 6tant, on tire de l'6quation (6) en y faisant suceessivement 

#---- I ,  2 , . . . ,  m + I et ajoutant apr~s avoir multiplid par ao, at, a2 , . . . ,  a,~, 
l 'dquation suivante 

1 

o 

Faisant usage de la valeur (7), j 'en tire 

1 | 

o o 
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1 1 

f < f lz( )ld . 
0 0 

Cette indgalit6 devient impossible, si Z(Z) n'6tant pas identiquement nulle, 
on prend pour 3 une quantit6 plus petite que le quotient 

1 1 

0 0 

I1 faut done que l'on air partout Z(z) ----- o, ce qui donne r  o, c'est 
h dire 

x 

0 

pour chaque valeur positive de x. Cela exige que l'on air, tout au plus '~ 
l'exception d'un certain ensemble intdgrable, partout g ( x ) =  o. 

On vient de ddmontrer le thdor~me d'importance capitale annoncd plus 
haut, et qui s'exprime: 

))Si l 'intdgrale ddfinie 

GO 

J(a) = f 
0 

correspondant h une fonction d6terminante F(x) intdgrable, continue 
ou discontinue, existe pour une certaine valeur de a, elle existera 
pour route valeur plus grande. Elle ne peut pas s'annuler pour une 
infinitd de valeurs positives de a qui forment une suite arithmdtique 
sans que l'on air identiquement J(a)---o et, en gdn~ral, F(x) ---- 0.7) 

Soit maintenant f(a) une fonetion de la variable r6elle et positive a, 
qui h partir d'une certaine limite reste finie pour chaque valeur finie de a 
sans ~tre identiquement nulle. Alors les produits 

f(a)sinka, f(a)coska f(a) 
' _ l ' (b  - -  k a ) '  

formds ~ l'aide d'une constante positive k, ne pourront p&s ~tre mis sous 
la forme de l'intdgrale (5) pour a variable et illimit6, car ces fonctions de 
a poss~dent une infinitd de zdros formant une suite arithmdtique. 
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Soit maintenant J(a) l'intdgralo (5), je dis que si l'dquation 

(a + r)SJ(a) = k 

peut ~tre satisfai~e pour une infinit6 de valeurs de a formant une suite 
arithmdtique, k,  r ,  s 6rant des cons~ntes dont la derni~re soit positive, on 

aura ndeessairement 
k 

r  = r ~ e - ~ x  ' -~  . 

Car en effet notre dquation s'dcrit 

zo k f ~-~ - -  . ~ 7 ,  t ~ e - < ~  ' - '  d z  

et le rcste de la ddmonstration est dvident. 
11 y a des propositions analogues au sujet des expressions 

(a' + b~)J(a) , (a + ! )J(a)  

et plusi~ures autres. 

III. 

Les applications du thdor~me fondamental qu'on vient d'dtablir sont 
nombreuses, mais l'espace manquant, je me borne h nne seule, de veux 
obtenir la valeur de l'intdgrale 

O(u, s) = sin + eux) ~ ~ ,  
0 

pour s == • i ,  u dtant rdel et positif, tandis que s peut 6tre complexe, mais 
sa pattie rdelle restant positive et ne ddpassant pas deux. 

Pour ce but je consid~re la fonctyion gdn6ratrice 

oe 

0 
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qui a pour valeur, eomme cela se volt ais6ment, l'intdgrale ddfinie suivante 

s ~ r /  x'dx . s~ F x ' - l d x  
J ~- z cos ~ (a: + x')(~ + x') -b a sin ~- , / i a  , -b x')(I -b x')" 

~) 0 

En faisant usage de l'identit~ 

I 

(a' + z'XI + x') 
I ( I I ) 

a '  I I + X s a I + X ~ ' 

puis employant les formules 

' ? x ' d x  X s-1 dx r~c s-2 T:O s - I  

c" + x ~ ~ ' / e "  + x'  s~ 
2 sin - -  2 cos - -  

0 2 0 2 

pour c = a et pour c = I ~ nous aurons 

g 7~ i 
2 " a 2 - - I  [(a "31- $) - -  (I At- $ )a  s-l]  

ou bien 

~_. . . . .  aS-1 
2 a $ a ~ -  I 

Duns le cas off x------i on a 

j ~ i ~ /  
__ __ e-au e-u  dl~ , 

2 a . - } -  I 
o 

ce qui ddmontre la formule de CAucnr 

c~ 

(8) sin ux z" - -  ' i +  2 
0 

(u > o). 

Le deuxi~me cas, off z = I ,  donne le r6sultat un peu plus compliq@ 

I as_l 
J~----~-2 a !  I 2 ~ - - - ' ~ )  

c a  
I ~ I 

�9 ~ ~ . 4  a~vq " 1 - 8  2 a - - I  
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et il 

eitd plus haut  

=c 

(9) sin + u x  ~ ~ - -  

0 

M. Lerch. 

s'ensuit la formule que nous avons obtenue dans le second mdmoire 

l t 2 , , __s  

r" e" ~ r~ I " ( 2 ,~ -~  i - -  ~ ) " 
2 y=l 

E n  ajoutant  et re~ranchant avec la formule prdcddente on obt ient  

�9 8Tt [" COS # ~  

2 sm ~- j , 7 + ~ 5  x '-~ d x  = ~" cos hyp  a - -  ~rS 

0 

s,'r / ' s i n  ux 
a cos 2 . ] 7 + z  ~ x ' - I  d x  ----- ~ sin hyp  tt - -  u S  

0 

~ 0  U2v+2--s 
S = / ' ( 2~  + 3 -  s)" 

En  prenant  les ddrivdes par rapport  ~ s des deux membres  dans les 

dquations prdcddentes et en posant s = I ou s = 2, on obtient  les formules 

que SCnLOrMH,CU a donndes au sujet du logar i thme intdgral. 

En  inerrant  a au lieu de 2 ~ s  et faisant pour un m o m e n t  

on aura dvidenunent  

Uv 

(a) ----- v(~ 4 ; + , ) '  

s = -' u~ + r  ; 
2 

cela 6 t a n t ,  la fonction ~(u)  peut  se t ransformer  au moven de la formule 

d'EULER plusieurs fois retrouvde 

d'ofi l 'on tire 

x .s 1?u ~ 

tt N 

, uf f S - -  21,-(a)[e e - * x " - ~ d x  + e - ~ .  e * x " - ~ d x ] .  
0 0 
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Changeant  donc s en s - b  I nos formules deviendront  

(io) 

ST~ f X: COS UX d 2 c o s  - -  7/" c o s  u 2 ~ ~ x ---- hyp  

o 

u 

f f 2F(x - -  s) [e" e - * x - ' d x  + e - "  e * x - ' d x ] ,  
o o 

2 sin s~? 
2 

0 

X s sin UX . 
+-- . ~  a x  : - -  zv sin hyp  u 

I 

u 

0 0 


