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SUR LA METHODE D’ABEL POUR L’INVERSION DE LA PREMIERE
INTEGRALE ELLIPTIQUE, DANS LE CAS 0U LE MODULE A UNE
VALEUR IMAGINAIRE COMPLEXE

PAR

P. MANSION

A GAND.

1. Olbjet de cette Note. Ia méthode d’ABEL pour opérer l'inversion
de la premidre intégrale elliptique de LEGENDRE et établir les propriétés
fondamentales de la fonction inverse est, croyons-nous, I'une des plus simples
et des plus naturelles qui aient été proposées dans ce but.

En général, ABeL n'a considéré dans ses Mémoires que des intégrales
ou des fonctions elliptiques de module réel. Mais il a fait remarquer que
les résultats auxquels il arrive s'appliquent le plus souvent au cas ol le
module est imaginaire. »>Ce théoréme, dit-il, en parlant de la double péri-
odicité, a lieu généralement quelles que soient les quantités e et ¢, réelles
ou imaginaires. Je I'ai démontré pour le cas ou € est négatif et ¢’ posi-
tif dans le mémoire précédent. Les quantités @, @' sont toujours dans un
rapport imaginaire> (Oeuvres, tome I, premiére édition, p. 254; 2° édition,
p. 404—405). Ailleurs »Les formules présentées dans ce qui précede ont
lieu, avec quelques restrictions, le module ¢ étant quelconque, réel ou imagi-
naire» ([bid., premiére édition, p. 335; 2° édition, p. 528).°

! Les derniers éditeurs d’ABEL disent & ce propos: »Nous avons cherché en vain,
dans les manuscrits d’ABEL une indication de la méthode dont il comptait se servir
pour étendre ses résultats aux modules imaginairess (Oeuwvres, t. II, p. 319).
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354 P. Mansion.

Nous nous proposons de montrer, dans cette Note', que l'on peut
étendre, d'une manidre naturelle, la méthode d’exposition des principes de
la théorie des fonctions elliptiques d’ABEL au cas ott le module est une
quantité imaginaire complexe. Pour abréger, nous supposerons le module
k' de la forme pe®, p étant positif et a« compris entre o et 7. Si a était
compris entre 7 et 27. le module complémentaire i =1 —/%" serait de la
forme o'¢*’) o' étant positif et @’ compris entre o0 ¢t ©. On peut donc
faire, par rapport a k”, tous les raisonnements que nous allons faire par
rapport a A*) dans les intégrales dont il est question dans les n® 2 et
On trouve, en offet, en posant ¢, > (1 + 8%,

4 s
f_*h_d‘w__ I R
Vi— 1 — &2 / VI + stV + it
0 0

t?

et, de méme, en faisant S?:I 5

f\/1+s’v\/1+k’ & / Vi— 18 \/I -k

Nous n’employons, dans les démonstrations qui suivent, que des prin-
cipes tous connus (’ABEL et démontrés dans le Cowrs d’analyse de Cauvcny
(1821) ou, pour le théoréme du n° 6, V, dans le Mémoire sur les inté-
grales définies prises entre des limites imaginaires (Paris, De Bure, 1825)
du méme géomdotre.

2. Théoréme 1. La courbe représentée, en coordonnées vectangulaires,
par léquation ‘

=)

X l: T
Tty / \/I—t*\/I—k"t"

0

! Nous avons donne une esquisse dn present travall (n° 2 et 3, premiers almeae et les
remarques du n°® 4) daus les Annales de la société scientifique de Bruxelles, 1898, t. XXI,
1% partie, pp. g0—QI, mais sans prouver que sn, cn, dn sont des fonctions bien dé-
terminées. — Dans le méme recueil, 1900, t. XXIII, 1% partie, pp. 55—57, nous
avons traité le cas ol %’ est réel, mais non compris entre o et 1. — Nous avons annoncé
les résultats établis ici dans les théses 16, 17 et 18 annexées & mnotre dissertation in-
augurale: Théorie de la wmultiplication et de la transformation des fonctions elliptiques (Paris,
Gauthier-Villars, 1870).
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o K == pe*, p étant positif, a compris entre o et x, t variant de o & l'unité
en restant réel et les radicaux ayant Uunité powr valewr initiale, est comprise

I ’ . 2 » .
dans Uangle 5(71-— a) compté & partir de Uaxe des x et wa aucun point double.
I/argument de %* et, par suite, celui de A*#* étant o, celui de — &*#
sera — 7 4+ a; celui de 1 —/’¢® sera compris entre o et — = 4 a. Llargu-
e . I I N
ment de /1 — k%* sera compris. entre o et — 37 + 2% ou entre ces mémes

quantitées augmentées de 7; mais on devra choisir la premiere valeur, car
pour ¢ tendant vers zéro, l'argument de /1 — k*;* doit tendre vers l'argu-

I

ment de 1; or, dans la seconde hypothése, 'argument de /i — %*#* tendrait

vers 7, cest-a-dire vers l'argument de — 1. IL'argument de /1 —%*:* étant
: 1 I : - ,

compris entre o0 et — -7+ _a, celui de (1 :,/1 —%%¢") est compris entre
I I

oet -r—-a.
2 2

L’intégrale x + yi est la limite de la somme d’expressions (1 :\1—%%#%),

. Y ‘ . . I I
ef, par suite, de l'intégrale est donc aussi compris entre o et -7z -—-a.

. .\ 1 ‘s
La courbe est donc comprise toute entiere dans l'angle (7 —a) compté a

partir de l'axe des z.

Posons z + yi = re”, r étant positif. Je dis que et r croissent en méme
temps que ¢. En effet, la valeur absolue de l'argument de 1 —£%*# croit
de 0 & 7—a quand ¢ varie de 0 & ©co, comme on le voit en construisant
le paralllogramme ayant pour cotés 1 et —£k°f*; la valeur absolue de
I'argument de 1 — i*¢* ou la valeur de l'argument de (1:1 —%%? croit

L1 I . .
de o a ~7m— a, quand ¢ varie de 0 & co. IL’argument de la somme des

éléments de lintégrale et, par suite, celui de l'intégrale elle-méme croit
donc avec f.

La valeur de r» va aussi en croissant avec ¢, parce que le module de
la somme de deux ou plusieurs quantités complexes dont les arguments

différent de moins de ;72' est supérieure au module de chacune d’elles. A

mesure que 'on considére un plus grand nombre d’éléments de l'intégrale,
le module de leur somme et, par suite, celui de l'intégrale augmente.
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Soit
VI— &t =m ~+ ni ou 1 — pt’cosa— ipt*sin a = m’ — n* + 2mni,

d'olt il résulte que

2mn == £’ sina m_ ol sin
- P ’ n_ 2n
On aura
t
. * m— n dx . d1 m-—nt
:E—{—yl:——-/ e - [/l, —+JJ=T’
J A1 — 8 (m® 4+ n?) dt i JT—t*(m* + nY)
0
de m __ pt’sina
dy n  2nt

Donc z croit en méme que y = rsinf, quand ¢ croit de o a 1.
La courbe x + yi = re” est donc telle que =,y,r, 3 croissent avec ¢
et cette courbs n'a aucun point double quand ¢ varie de zéro a l'unité.

3. Théoréme II. La courbe représentée en coordonnées rectangulaires
par Uéquation

s

. . . ds
T b= | e
Ty f\,’l + s*y1 + kis*’

0

o k' = pe™, p étant positif, a compris entre o et m, s variant de 0 a 4 O
en restant réel et les radicawxr ayant Uunité powr valeur initiale, est comprise

dans Uangle ;a compté a partir de Uaxe des y, dans U'angle des x et des y

positifs, et wa aucun point double.

L’argument de %* et, par suite, celui de k’s’ étant a, celui de 1 4 4*s’
. . — . 1
est compris entre o et a; celui de /1 + i*s* est compris entre O et 5%

ou entre ces quantités augmentées de 7; mais on doit choisir la premiere
valeur, parce que, pour s tendant vers zéro, l'argument de /1 + k’s* doit
tendre vers l'argument de 1; or, dans la seconde hypothese, I'argument de
ce radical tendrait vers 7, c'est-a-dire vers l'argument de — 1. L’argument

— s . 1 : , S
de |1 + k*s* étant compris entre o et ~a, celui de (1:y/1 + 4*s*) est com-

. I . PP 1 1 1
pris entre 0 et — —a et celui de (i:y1 + k*s?) entre 57 et ST— 5%
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Liintégrale o’ + y'i est la limite de la somme d’expressions (i: /1 + & s?)

multipliées par des quantités positives (ds: 1 + s?); l'argument de la somme
. . . . . . I

et, par suite, celui de l'intégrale sera donc aussi compris entre 57 et

1 1 . . 1
37—, La courbe est donc comprise toute entitre dans l'angle 5

compté a partir de P'axe des y.

Posons &' + y'i = r'e”*, v btant positif. Je dis que B décroit et que +’
croit quand s croit. En effet, l'argument de 1 -4 %*s* croit de o & a,
celuli de /1 + #%s* de O & %a quand s varie de 0 a ©co, comme on le voit
en construisant le paralllogramme ayant pour cotés 1 et k*s’; la valeur
de Vargument de (i:y1 + #?s?) décroit donc de ;ﬂ‘ a ;77.'-—2(1 dans les

mémes circonstances. Il en résulte immédiatement que Vargument de la
somme des éléments de l'intégrale et, par suite, celui de lintégrale elle-
méme décroit quand s croit.

La valeur de 7' va en croissant avec s, parce que le module de
la somme de deux ou plusieurs quantités complexes dont les arguments

. . 1 L.
différent de moing de 57 est supérieur au module de chacune d'elles. A

mesure que l'on considére un plus grand nombre d’éléments de l'intégrale,
le module de leur somme et, par suite, celui de l'intégrale augmente.

Soit
VI + i2s2=m 4 n'i ou 1 + ps’cosa + tps’sina = m'* —w"* 4+ 2m'n'i,

d’ol il résulte que

m  ps’sina

Panl 2 o
2m'n’ = ps’sina, D

n o 2n
On aura
s
, .. . m — n't dx’ .dy m't 0
4 yi=i| ————ds, - i = T —,
VI 4+ s2(m'? +n'?) ds ds VI 4+ s2m'? 4 n'?)
0

dy' m’ s?sin a
4w _preina
dr n 2n'?

Donc y' croit en méme temps que 2’ = 7' cos #/ quand s croit de o a co.
La courbe %' 4 y'i = r'¢” est donc telle que #',y', ', — ' croissent
avec s et cette courbe n’a aucun point double quand s varie de o a l'infini.
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4. Théoréme III. Si lon tuit glisser parallélement a elle-méme la pre-
miére courbe (r,y) de maniére que son point initial (0, o) décrive la seconde
(', '), ou, inversement, la seconde (¥, y') de maniére que son point initial (o, O)
décrive la premiere (x,y), chacune des deux courbes, dans som mouvement,
balayera la surface dum parallélogramme curviligne, en ne passant qu'une
seule fois par chacun de ses points.

Posons

@
%)

dt ds
K“_; ['_,‘ AU Kl == l / TS T
. \/I—tz\/l-/.‘2t2) v1+9-\1+kzs‘
0

Draprés la définition du parallélogramme curviligne, ses points s'ob-
tiennent en faisant varier # de o 2 1, s de o a oo, de maniere que x - yi

Ki _JH I

K

varie de 0 a K, #' 4+ y't de o & K'i, z,y, ",y allant d'ailleurs sans cesse
en croissant, comme on I'a vu dans les théorémes I et II. Un point quelconque
de ce parallélogramme sera donc représenté par = -+ yi + @' + y'i.

Je dis qu'il est impossible que le méme point soit représenté parwne
expression de méme forme X 4 Yi+ X' + Y'i, X 4 Yi étant un point de
la premieére courbe correspondant a une valeur 1" de la limite supérieure
de la premiére intégrale, X' + Y'i étant un point de la seconde courbe

correspondant A une valeur S de la limite supérieure de la seconde intégrale.
En effet, 1'égalité

g4yi+a Lyi=X+Yi+ X + Vi,
ou

t : h4

dt . . ds
P —— ‘,+ T — [ —— o ,,,‘) + Z e
V1~t2\/1 kg2 \/I+52\I+k's— \/I-tz\/l ki \/1+s?\/1+k2s2
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peut s'écrire

r F3
f dt —if ds
Vi—eJi—ee ) J1+s2\J1+ k2s?
11 8 !

Or cette derniére égalité est impossible; car, on a vu, dans I'étude des deux
courbes, que, a 7 preés, I'argument de la premiére intégrale est compris entre

1 I . - . 1 1 I
0 et ~7—-a, celui de la seconde multipliée par ¢, entre -7 — -a et ~7.
2 2 : 2 2 2

Remarques. 1. Il n’est pas sans intérét d'observer que si l'on pose

K=Re®,  Ki=Re*,

on a
I I 1
-a>B>-r—-a>B>o0
2 2 2

et, par suite,

§7r>B'-—B>o.

Il en résulte que

Ki _Bypp B p p oo
= p¢ ——Rcos(B B)-{—stm(B B).

Le coefficient de ¢, dans la valeur de (K'é: K), est donc positif.
II. Dans le cas ol a est compris entre 7 et 2z, ef, par suite, o
entre 0 et 7, on trouve aisément que l'on a '
I ’ I 7 I ’ I i’
O>B>—-5a, 57r<B <z—d, §7z'<B—-B<7r

et le coefficient de ¢ est encore positif.

5. Imversion. 1. Posons, dans l'intégrale dun® 2, {=sing, s =x 1 yi.
Nous aurons

14
2 = —:::'ili:_‘—.:.
Vi—#?sin?g
]
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St nous écrivons, comme dans le cas ol %* est positif et inférieur a 1,

g =amz,!=sinp =sinamz=snz, /1 — {2 = COS¢ = cOSamM 2 = CN 2,

Vi— 2= \1 —i?sin’p = Ap = Aamz=dng,

les fonctions snz, cnz, dnz seront des fonctions bien déterminées de z,
puisque la courbe (r,y) n'a pas de point double, et cela, pour toutes les

LI
valeurs de ¢, de o & 57

Mais rien n'empéche de faire croitre ¢ indéfiniment ou de lui donner
des valeurs négatives, le radical \/i — i de lintégrale primitive ayant tou-
jours le signe de cos¢. La variable z prendra des valeurs bien déterminées
de 0 & K d'abord, puis de K i 2K, de 2K & 3K, etc. et de méme de
0 & —nK, n étant aussi grand qu’on le veut; la courbe (z,y) correspon-
dante s'étendra jusqu'a I'infini dans les deux sens, sans avoir de point double.

Nous tirons immédiatement de 13, comme dans le cas ot * est positif
et inférieur a l'unité, les propriétés fondamentales de sn, cn, dn, quand sn
est réel, mais non le théoréme de l'addition:

(1) sn’z2 4 en’z =1, kKsn’z 4 dn*z = 1;

(2) Dsngz=cnzdnz, Dcnz=—-—-snzdnz, Ddnz= —/i’snzcnz;
(3) sn(—z = —sne, en(—2) =cnz, dn{—2) =dnez;
(4) sn 0 = o, ecno=r1, dn o =1;

(5) snK=r1, en K=o, dn K =k,

(7) sn(z4 2K)=—snz, en(z+4 2K)=—cnz, dn(z+4 2K)=dnz.

IL. Si l'on fait ¢ =si, dans la premiére intégrale, elle se transforme
dans la seconde, considérée an n° 3, savoir:

14

f dt —
VI— 21—k

]

Dans celle-ci on peut faire varier sans inconvénient s de o

E ]
>

/ ds o
J AT+ 21+ ket

0

e
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Posons
u?

di=a + vy, 8 =1 #=sind¢,

il viendra

$ u ¢
i ds — du _ l/‘ dg
VI+ 21 4 k2s? VI —u\J1 —I?u? Ji—k?sin?g
0 0 0

On a immédiatement, d’aprés 5, I, en mettant le module %' en évidence,

sin¢ == sn (¢, ), cos¢ =cn (¢, k'), Vi —kZsinzg = dn (2, k).

On a aussi

1

(8) t = si = itang ¢, Vi—e=y1+s 2"—&}}?}

I — k2sin?¢
\/I — k242 == \/I + Ji2s% = L__7_~g
cos ¢
les signes des expressions en ¢ étant déterminées par la valeur initiale des
radicaux. Si 'on pose

t=sn(#i, k), (i—B=cn(i, k), |i—F=dn (s, k),

les fonctions sn(2'i, k), en (¢'¢, k), dn (¢, k) seront des fonctions bien déter-
minées de 24, puisque la courbe («',%’) n’a pas de point double, pour

N

R 1
toutes les valeurs de s de 0 & co, oude ¢ de o & 7

Les relations (8) donneront d'ailleurs, comme dans le cas ol k* est
positif et inférieur & 1'unité, les formules de la transformation imaginaire
d’ABEL et de JacosI:

k Ve
(9) sn (21, k)——z:zg k';’ cn(zz,k)=€n—(;,7,—),
. dn(%', k'
dn(ﬁ’@,k) =E:—%;;’—7?%

Rien n’empéche de faire croitre ¢ indéfiniment ou de lui donner des
valeurs négatives, les radicaux /i —i2, /1 — 42/ ayant toujours le signe
de cos¢. La variable 2% prendra des valeurs bien déterminées de o & A4
d’abord, de K'i a 2K'i, de 2/K'i & 3K'i, ete., et, de méme, de zéro & —nK'i,
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n étant aussi grand qu’on le veut; la courbe correspondante (', y') s’étendra
de o a oo, dans les deux sens, sans avoir de point double.
Nous tirons sans peine de ce qui précede, pour la variable z'i, les

propriétés fondamentales exprimées par les équations (1), (2), (3) et, de
plus, les suivantes:

(10) sn K't =1.00, cn K't = o0, dn K'i =k . o0;

(11) sn (2t + 2K') = snz'i, en (27 4 2K') = —en2'i,
dn (2i 4 2A"i) = —dn 2'i.

Dans ces formules, snz'c est purement imaginaire.

III.  Soit & =2+ #'i, # étant une valeur quelconque considérée au
n® 5, I, 27 une valeur quelconque considérée au n° 5, II. Par définition,
nous poserons (comme ABEL l'a fait dans le cas ol A° est positif et inférieur
a l'unité),

snzcnxitdnz’s + sna'tenx dnx

(r2) sn &

I

1 —Lk?sn?zsn?a’s ’

enzcenzit—snzsnxidony dn &'t
CnE=——-—~—-———— — e

1 —k%?sn?zsn®as !

dn & dnzdnzs —k?snxsnxienxcns’
né&—

1 —k?sn?xsn?a's

On déduit de la, comme dans le cas ol %* est positif et inférieur
a 1, powr la variable générale £, les propriétés (1), (2), (3), (7), (11), (9);
de plus, les suivantes:

(13) s+ K=, en(K+Ki)=—ir, dn(K+Ki)=o.

(14) sn(é+ 2K+ 2K'i)=—sné, cn(§+ 2K 4+ 2K4'i) =cné,
dn (6 4 2K + 2K'%) = —dn§¢,

et beaucoup d'autres, en particulier, celles-ci:

1 A |
ksnu’

(15) sn(Ki—u)=—

dn (K — u) = K

dnu
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Lia variable & considérée ici est quelconque. D’aprés sa définition méme,
on peut la mettre sous la forme 2pK + 2p'K'i+ & , p et p étant des
nombres entiers positifs oun négatifs; & = z, + 2/¢ correspond & un point
du parallélogramme curviligne du n° 4, dont les coordonnées sont #, + i,
Y+ y1, siz =, +y,i représente un point de la premidre courbe, 21 = 2] + ¥4
un point de la seconde. Puisque & ne peut étre égal a une somme de la
forme 2, 4 27 que d’une maniére (n° 4), les fonctions sné&,cné, dné sont
bien déterminées.

6. Infinis, zéros, périodes de sn, cn, dn; théoréme de Uaddition; sn peut
prendre toute valeur.

L. Des formules (1) et (12), il résulte (comme ABEL I'a montré, quand
k* est positif et inférieur a l'unité), que sné&,cné, dné ne sont infinis que
sl sng==0,snz%= 0o, ce qui donne 2pK + (2p’ -4 1)Kt pour les infinis
de ces fonctions, p et p' étant des nombres entiers positifs ou négatifs.

II. D’aprés les formules (15), pour que sn (A4 —u), en (K + K'i — u),
dn(K—u) s’annulent, il faut et il suffit que w=2pK 4 (2p’ + 1) K'i.
Cette remarque donne immédiatement les zéros des fonctionssné&, ené, dné.

IIT. Ces fonctions, par suite, ne peuvent avoir pour périodes que
2K, 2/t ou leurs multiples; car si elles en avaient d’autres, elles auraient
d'autres zéros et d’autres infinis que ceux que nous venons de déterminer.

IV. Le théoréme de l'addition peut s'établir, dans le cas actuel,
comme l'a fait ABEL, quand A* est positif et inférieur a l'unité. Mais il
peut aussi étre démontré algébriquement comme il suit: Quand % est
positif et inférieur a l'unité, on a identiquement, si S=a+ g4y + d,

sn S — sn(a+BHen(y+Ndn(y + 0 +sn(y + Nen(a + Hdn(a + H)
1—k®sn?(a + B)sn?(y + 0)
- sn(@+ PDen(B+ Hdn(B+ 8) +sn(Bf + Sen(ae + dn(e + 7)
1 —k?sn?(a + p)sn?(F + 0)
et de méme pour e¢nS,dn S, pourvu que l'on exprime les deux fractions
au moyen des fonctions sn,en,dn de a, 3,7 et . Les mémes identités
algébriques subsistent si %’ est imaginaire complexe, quand a et # sont
des expressions de la forme 2 considérées au n° 5, I, 7 et ¢ des expressions
de la forme 2'¢ considérée au n° 5, II. Ces identités expriment évidem-
ment alors le théoréme de I'addition pour sn (&,+&,), cn (&, + &), dn (§,+ &),
st §=a+7,6=pF40. :
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V. Enfin, la fonction sné peut prendre une valeur quelcongue A+pi.

En effet, posons
Adpi

I dt
VI — 81 — e
0

I'intégrale étant prise le long d'une courbe continue qui ne passe par aucun
1 I
I 5 B
de l'intégrale par une expression £ de la forme # 4 2'i, 2 variant de o a

L=2pK+7Z 6 i de oa 2pK'i+ Z{i, p et p étant des entiers positifs

des points + 1, — On pourra représenter chacune des valeurs

ou négatifs, Z, correspondant a un point de la courbe du n°® 2, Zli a un
point de la courbe du n° 3. — On a identiquement, ¢n posant sné = ¢,

I

sa
I
dsn & dt
_l= d 3 —_——a & e e————————— )
Ofé fcnfdnc f\/x——ﬁ\/x——k'-’t‘-’
0

0

Les deux intégrales en ¢, l'une de o a A+ pui, lautre de 0 a snJ, sont
égales quelque rapproché que l'on suppose A+ i de o; autrement dit,
I'intégrale de l'expression en ¢, le long d'un chemin convenable, de A 4 ui
a snl est nulle quelque rapproché que A pi soit de o. Cela suppose
que l'on ait A+ pi=sné&, dans le voisinage de zéro, puis partout, de
proche en proche, comme il est aisé de le voir.



