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SUR LA MI~THODE D'ABEL POUR L'INVERSION DE LA PREMII~RE 

INTI~GRALE ELLIPTIOUE, DANS LE CAS 01J LE MODULE A UNE 

VALEUR IMAGINAIRE COMPLEXE 

PAR 

P. MANSION 
h GRAND. 

I. Objet de cette Note. La m6thode d'ABEL pour op6rer l'inversion 
de la premiere int6grale elliptique de LEGENDRE et 6tablir les propri6t6s 
fondamentales de la fonction inverse est, croyons-nous, l 'une des plus simples 
et des plus naturelles qui aient 6t6 propos6es dans ce but. 

En g6ndral, ABEL n'a consid6r6 clans ses Mdmoires que des int6grales 
ou des fonctions elliptiques de module r6el. Mais il a fair remarquer que 
les r6sultats auxquels il arrive s'appliquent le plus souvent au cas off le 
module est imaginaire. , ,Ce th6or~me, dit-il, en parlant de la double p6ri- 
odicit6, a lieu g6ndralement quelles que soient les quantitds e et c, r6elles 
ou imaginaires. Je l'ai d6montr6 pour le cas off e ~ es~ n6gatif et c ~ posi- 
ti[ dans le m6moire pr6c6dent. Les quantit6s co, o~' sont toujours dans un 
rappor~ imaginaire,, (Oeuvres, tome I, premiere 6dition, p. 254; 2 ~ 6diiion, 
p. 404- -405) .  Ailleurs ,,Les formules prdsent6es dans ee qui prdc~de ont 
lieu, avec quelques restrictions, le module c dtant quelconque, r6el ou imagi- 
naire, (Ibid., premiere 6dition, p. 335; 2e 6di~ion, p. 528). ~ 

1 Les derniers 6diteurs d'ABEL disent ~ ce propos: >>Nous avons cherch6 en vain, 
dans les manuscrits d'AB~L une indication de la m6thode dont il comptait se servir 
pour 6tendre ses r6sultats aux modules imaginaires~ (Oeuvres, t. II, p. 319). 
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354 P. Mansion. 

Nous  nous proposons de montrer ,  dans cette No te  ~, que l 'on peu t  

dtendre, d 'une mani~re nattu'elle, la m6thode d'exposition des principes de 

la thdorie des fonct ions elliptiques d'ABEL au cas oh le module est une 

quantit6 imaginaire complexe. Pour  abr~ger, nous supposerons le module  

/,;2 de la forme pe a~, p dtant posit if  et a compris  entre 0 et ~. Si a dtait 

compris entre z: et 27r. le module compldmentaire /y,2= i ~ k  s serait de la 

forme p 'e  <''~,// dtant positif  e t a '  compris entre 0 et z.  On peut  donc 

faire, par rapport  h k '~, tons les raisonnements que nous allons faire par 

rappor t  h k 2, dans les int~grales dont  il est quest ion dans les n ~ 2 et 3- 

On trouve,  en effet, en posant  t_~ = / y ' ( I  + s~)], 
t s 

r  - - t t ~ I  - -  k ' t '  I "~- .~u~/I "~" ];"8" '  
0 0 

t ~ 
et, de m~me, en faisant s ~ - - _ _ t , ,  

s t 

0 0 

Nous  n 'employons,  dans les d6monstrat ions qui suivent, que des prin- 

S eipes tous eonnus d 'AsvL et d6montr6s (lans le (_,'ours d anal?~, e de CAUCHY 

(182I )  OU, pour  le th6or~me d u n  ~ 6, V, dans le M~moire sur les intd- 

grales d~finies prises entre des limites imaginaires (Paris, De Bure, 1825) , 

du m~me ~6ombtre. 

2. Th4or~me I. La eourbe repr:sentde, en coordonndes rectangulaires , 

par l'dquation 

j " d t  

.~ + y i =  V 'I - - t ~ v ' I - - k ' t '  , 
0 

Nous avons donn+ une esquisse du pr+sent travail (n ~ 2 et 3, premiers alin~as et les 
remarques (tll n ~ 4) dans les Annales de la soeidtd scientifique de Bruxelles, 1898 , t. XXI, 
I ~re partie, pp. 9o--91, mais sans prouver que sn, en, dn sont des fonctions bien d~- 
t e rmin+es . -  Dans le m~me recueil, I9OO , t. XXIYI, x ~r~ partie, pp. 55--57, nous 
avons trait~ le eas off k* est r~el, mais non compris entre o et ~ . -  Nous avons annone~ 
les r4sultats ~tablis ici dans les theses 16, 17 et 18 annex~es s notre dissertation in- 
augurale: Th~orie de la multiplication et de la transformation des fonctions elliptiques (Paris, 
Gauthier-ViUars, i87o ). 
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oi~ k ~ = pe ~', p ~tant positif, ~ compris entre o et ~r, t variant de o i~ l'unit~ 

en restant rdel et les radicaux ayant l'unitd pour valeur initiale, est comprise 
i 

dans l'angle ~ (~v--a) comptd (~ part ir  de l'axe des x et n'a aucun point double. 

L'argument de k ~ et, par suite, celui de k:t: dtant a, celui d e - - k 2 t  ~ 

ser~ m ~r ~- a; celui de ~ m k 2t ~ sera compris entre o e t  ~ ~ ~- ~. L'urgu- 
I I 

m e n t  de ~ / ] - ~ k ~  sera compris entre o e t - - 2 ~ +  ~a, ou entre cesm~mes 

quantitges augmentges de ~r i mais on devra choisir lu premiere vuleur, car 
pour t tendant vers zdro, l 'argumcnt de ~/~ : - )~ t '  doit tendre vers l'argu- 
ment  de I; or, dans la seconde hypoth~se, l 'urgument de ~/i ~ tendrait 
vers ~, c'est-h-dire vcrs l 'argument de - - - I .  L'argument de ~/]---k~t ~ 6tant 

I I 
compris entre o et - - ~ T r +  2a '  celui de (i "~ / i - - /~ t  ~) est compris entre 

I t 
o e t  r r - - - a .  

2 2 

L'intdgrale x ~ yi est la limite de la somme d'expressions (t �9 v / ~ ) ,  
multipliges par des quantitds positives (dr" ~ / i -  t~); l 'argument de cette somme 

I I 
et, par suite, de l'int~grale est donc aussi compris entre o et ~ ~r- -~  a. 

I 
La courbe est donc comprise route enti~re dans l'angle ~ (~r--a) eompt6 

partir de 1'axe des x. 
l~osons x ~- yi -~ re ~,  r dtant positif. J e dis que fl ct r croissent en m~me 

temps que t. En effet, la valeur absolue de l 'argument de ~- -k~ t  ~ crolt 
de o h ~ r - - a  quand t varie de o h cxv, comme on le voit en construisant 
le paralldlogramme ayant pour cbtds ~ e t - - k ~ t : ;  la valeur absolue de 
l 'argument de ~/] m-)~'~i ~ ou la valeur de l 'argument de ( ~ ' ~ / i - - k ~ )  erolt 

I I 
de o ~ ~ r - - ~ a ~  quand t varie de o ~ cxv. L'argument de l a s o m m e d e s  

dldments de l'intdgrale et, par suite, celui de l'intdgrale elle-m~me crolt 

donc avec t. 
La valeur de r va aussi en croissant avec t, parce que le module de 

la somme de deux ou plusieurs quantitds complexes dont les arguments 

est supdrieure au module de chacune d'elles. A different de moins de ~ ~r 

mesure que l 'on consid~re un plus grand hombre d'~ldments de l'intdgrale, 
le module de leur somme et, par suite, celui de l'intdgrale augmente. 



3 5 6  P .  M a n s i o n .  

Soit 

~/i - -  k ' t '  = m + n i  o u  

d'oi~ il rdsulte que 

I - -  pt ~ cos a - -  ipt ~ sin a = m ~ -- n ~ + 2toni, 

2ran -~- - -  pt  : sin a, 
_ _  ~__n == ,ol~ sin a .  

O n  a u r a  
t 

x + yi  [ m - -  ni dr, dx dy 
=-=~ ~ 1 - -  P(m' + n') d-[ + i dt-- -~ 

o 
dx m __ pt ~ sin a 

> 0 .  
dl] ?l 2 ~ 2 

m - -  n i  

~/I - -  t--2(m ' + n') '  

Done x crolt en m~me que y = r sinfl ,  quand t croit de o h I .  

La courbe x + y i - - r e  ~ est done telle que x ,  y ,  r ,  fl croissent avec t 

et cette courb~ n'a aueun point  double quand t varie de zdro h l 'unitd. 

3. Th~or~me II. I ,a  courbe reprdsentde en coordonndes rectangulaires 

par  l'dquation 
$ 

+ y ' i  = i / 
ds X' 

~/1 + s ~ / 1  + k ' ,  f i  r  

0 

o~ k ~ = pe ~~, ,o dtant positif ,  ~ compris entre o e t  ~, s variant  de o h + 

en restant rdel et les radicaux ayant l'unitd pour  valeur hdtiale, est comprise 
r 

dans l'angle ~a comptd it par t i r  de l'axe des y ,  dans l'angle des x et des y 

positifs, et n'a aucun point  double. 

L ' a r g u m e n t  de k 2 et, par suite, celui de k~s ~ 6tant a, celui de ~ + k 2 s  ~ 
I 

est compris entre o et a; celui de vii + k~s ' est compris entre o et ~a ,  

ou entre ces quantit~s augmentdes de ~r; mais on doit choisir la premiere 

vMeur, parce que, pour s t endant  vers zdro, l ' a rgument  de ~/i + k'~s ~ dolt 

tendre vers 1 'argument de I or, dans la seconde hypoth~se, l ' a rgument  de 

ce radical tendrai t  vers z,  c'est-h-dire vers l ' a rgument  d e -  I .  L ' a rgum en t  
I 

de ~/i + k~s ' 6rant compris entre o et ~a ,  celui de ( I ~ / i  d -k ' s  i) est com- 

I 
pris entre o e t  2a  et celui de (i'~/[ + k~s ~) entre i I i - - -  - r t e t  - ~ r - - - a .  

2 2 2 
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L'int~grale x' d- y'i est la limite de la somme d'expressions (i" ~/i--+--k-~s~) 
multiplides par des quantit6s positives (ds '~h  + ~ ) ;  1'argument de la somme 

i e t  et, par suite, celui de l'int6grale sera done aussi compris entre 2~r 

I I I 
-zr a. La courbe est done comprise route enti~re dans l'angle 2 a 2 2 

eompt~ ~ partir de l'axe des y. 

Posons x' d- y'i ~ r'e ~'~, r' 6tant positif. Je dis que ~ dgerolt et que r' 
crolt quand s crolt. En effet, l 'argument de I d - k2s  2 erolt de o h a, 

i 
celui de ~/Y + k2s~ de o h 5a quand s varie de o ~ co,  comme on le voit 

en construisant le parall~logramme ayant pour e6t6s I e t  k2s"~; la valeur 

de ' i ~ i I 1 argument de (i" ~/~-+ k2s2) ddero~t done de ~ zc ~ zr ~ ~ a dans les 

mgmes eirconstanees. I1 en r6sultc imm6diatement que rargument de la 
somme des dldments de l'intdgrale et, par suite, celui de l'int6grale elle- 
mgme d6crolt quand s crolt. 

La valeur de r' va en croissant avec s, parce que le module de 
la somme de deux ou plusieurs quantitds complexes dont les arguments 

different de moins de i , .  -zv est supeneur au module de chaeune d'elles. A 2 
mesure que l'on eonsid~re un plus grand nombre d'gldments de l'int6grale, 
lc module de leur somme et, par suite, celui de l'int6grale augmente. 

Soit 

~/]-~---k-~-s~ = m' + n'i ou I + ps2coscr d- i p s : s ina  -- - - -m'2--n '~ 4- 2m'n' i ,  

d'ofi il r6sulte que 

O n  a u r a  
$ 

x' + y'i = if 
0 

2 ~ '  ~ '  ~ p S  2 sill ~X, 
m '  _ p s  ~ sin a 
n ~ 2 ? t  ~ 9 

m '  - -  n ' i  ds, dx '  dy '  __  

+ s2(m,2 + n'2 ) �9 d s  + i 

dy'  m '  p s  ~ sin a > 
dx' n '  2 ? $  ' 2  

m ' i  "4- n '  

~/i + s~(m '2 + ,r 

Done y' erolt en m~me temps que x ' =  r' cos ff quand s crolt de o ~ cxv. 
La courbe x ' - 4 - y ' i  = r'e ~'~ est done telle que x', y', r ' ,  - -  fl' eroissent 

avec s et eette courbe n'a aucun point double quand s varie de o h l'infini. 
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4. Th~!orbme III. Si l'on /'air glisser parall~lement h elle.m~me la pre- 
miere courbe (x, y) de .manidre que son point initial (o, o) ddcrive la seconde 
(x', y'), ou, inversement, la seconde (x', y') de manidre que son point initial (o, o) 
ddcrive la premidre (x, y), chacune des deax courbes, dans son mouvement, 
balayera la surface d'un -paralldlo/]ramme curvilijne~ en ne passant ffu'une 
seule this par chacun de ses points. 

Posons  

K : -  ( -  d! ; i (- ...... , "  . . . . . . .  
, ]~ l i -~ i~q~-  " k2t ~' K'i = , !  v ' (+  s-" ~ ~ + k'~s ~" 
o 0 

D'apr~s la d~finition du parallclo~,ramme curvili/ne, ses points s'ob- 
tiennent en faisant varier t de o fi I, s de o h  c,.v, de m a n i ~ r e q u e x g - y i  

0 

I C i  ~ ,,. ~ K + l f ' /  
/" 

varie de o ~ K,  x ' + y ' i  de o k K'i,  x , y , x ' , y '  allant d'ailleurs sans cesse 
en croissant, eomme on l'a vu dans les thdor~mes I e t  II .  Un point quclconque 
de ce paralldlogramme sera done reprdsentd par x 9- yi. 9- x'-J--y'i. 

Je  dis qu'il est impossible que le m~me point soit reprdsentd par~une 
expression de m~me forme X 9 - Y i  9- X ' 9 -  Y'i ,  X 9- Yi  grant un point de 
la premiere courbe correspondant a une valeur 2' de la limite supdrieure 
de la premiere intdgrale, X ' 9 -  Y'i  dtant un point de la seconde courbe 
correspondant h une valeur S de la ]imite supdrieure de la seconde intdgrale. 

En effet, l'dgalitd 

x + y i + x ' + y ' i = X +  Y i + X ' +  Y'i, 
on 

t s T 

r .... .,_ f " 
o O o 

i ds , 
+ f ~ ; . ~ i ~  k~ 

0 
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Or cette derni~re dgalitd est impossible; car, on a vu, dans l'gtude des deux 

courbes, que, h rc prbs, l 'argument de la premiere int6grale est compris entre 
i 

0 et ~ r - - 2 a  , I  i celui de la seeonde multiplide par i, entre 2 ' = ~ 2 I  [ a e t  2-~r. 

R e m a r q u e s .  

O n  a 

I. I1 n'est pas sans intgrgt d'observer que si l 'on pose 

K = .Re B~, K ' i  ----- .R'e B'~, 

I I I 
- :r > B' > - ~ r - - -  a > B > o  
2 2 2 

et, par suite, 

[ ~ - >  B ' - - B >  o .  
2 

II  en r6sulte que 

/ f f i  ~ , �9 
K --  e(B 2), ~R_' /~ cos (B' - -  B) + i ~- sin (B' - -  B) .  

Le coefficient de i, dans la valeur de ( K ' i ' K ) ,  est donc posifif. 
I I .  Dans le cas off a est compris entre ~r et 2rr, et, par suite, a' 

entre o et Iv, on trouve aisgment que l 'on a 

O > _ ~ >  I0t, . . . . .  I B '  ~ ' t n" < B '  - -  B < ~: 
2 ~ 2 ; r  < T t  2 a ~ 2 

et le coefficient de i e s t  encore positif. 

5. Inversion. I. Posons, dans l'int6grale d u n  ~ 2, t ----- sin ~,  z = x + y i .  

N o u s  a u r o n s  

I - -  k ~ sin 3 
Q 
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Si nous ~crivons, comme dans le cas oh k ~ est positif et inf~rieur ~ t ,  

= a m z ,  t = sing---- s i n a m z  = s n z ,  ~/x-- t* = cos F ---- cosamz----  enz ,  

~/I --k~t ~ ~ ~/! - -  k~ sin2~o = A ~  ~ A a m z  = d n z ,  

les fonctions s n z ,  cnz ,  d n z  seront des fonctions bien d6termindes de z, 

puisque la courbe (x, y) n 'a  pas de point  double, et cela, pour toutes  les 

valeurs de r de o h i , - - ~ .  
2 

Mais rien n 'empgehe de faire croitre ~, ind6finiment  ou de lui donner  

des valeurs ndgatives, le radical ~ / I - - t  ~ de l ' intdgrale primitive ayant  tou- 

jours le signe de cos g .  La  variable z prendra des valeurs bien d&ermindes 

de o ~ K d ' a b o r d ,  puis de K h 2K,  de 2K  ~ 3 K,  etc. et de mgme de 

o ~ - - n K ,  n dtant aussi grand qu 'on  le veut;  la courbe (x, y )cor respon-  

dante  s 'dtendra jusqu'~t l'infini darts les deux sens, sans avoir de point  double. 

Nous  tirons imm~dia tement  de lh, comme dans le cas oh k'* est positif 

et infdrieur ~ l'unit6, les propri6tds fondamentales de sn,  cn ,  dn,  quand sn 

est r&l, mais non le th4or~me de l 'addition" 

( I ) sn 2 z + cn 2 z = I , k 2 sn 2 z -4- dn ~ z = I ; 

(2) D s n z = c n z d n z ,  Dcnz---- - - s n z d n z ,  Ddnz - - - - - - - k~snzcnz ;  

(3) sn  ( - -  z) = - -  sn  z,  cn  ( - -  z) = cn  z ,  d n  { - -  z) = d u  z;  

(4) sno-=-- o,  cn o = i ,  dn o = I;  

(5) s n K =  I ,  c n K =  o,  d n K =  k'; 

(7) s n ( z +  2K) - - - - - - - snz ,  o n ( z +  2 K ) = - - c n z ,  t i n ( z +  2 K ) = d n z .  

I I .  Si l 'on fait t = si, dans la premiere int6grale, elle se t ransforme 

dans la seconde, considdr6e au n ~ 3, savoir: 

t J 

-- i f ds 
- -  - -  - - -  9 

0 0 

Dans celle-ci on peut  faire varier sans inconvenient  s de o h c-x9. 
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U 2 
z'i = x'  + y' i  s ~ = - - - -  u ~ sin ~, 

' I - - U  '2~ 

il viendra 

_--i = /  
~ ' i  ~ -  ~ + k ~ s  ~ I - -  u ~ - -  k ' ~ u  ~ ~/I  - -  k '~ sin ~ 0 

0 0 0 
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On a imm~diatement, d'aprSs 5, I, en mettant  le module k' en dvidence, 

s i n r  cosr  = cn (z', k'), ~/x k ' 2 s i n 2 r  

On a aussi 

(8) 
I 

COS ~ ~ 

COS 

les signes des expressions en r 6rant d6termin6es par la valeur initiale des 
radicaux. Si l'on pose 

t = sn (z'i, k), ~/I - -  t ~ ----- cn (z'i,  k), ~/x - -  k ~t ~ = d n  (z'i, k), 

les fonctions sn (z'i, k), en (z'i,  k ) ,  dn (z'i, k) seront des fonctions bien d6ter- 
min~es de z'i ,  puisque la courbe (x', y') n'a pas de point double, pour 

routes les valeurs de s de o ~ ax~ ou de F de o ~ i ~ ' o  
' 2 

Les relations (8) donneront d'ailleurs, comme darts le eas oh k ~ est 
positif et inf6rieur ~ l'unit6, les formules de la transformation imaginaire 
d'ABEL et de JAcoBI: 

(9) sn (z'i, k) = i - -  
sn (x', k') I 

k')' c n  (z' i ,  k) = k'------)' 

dn (z'i, k) dn (z', k') 
cn (z ' ,  k')" 

Rien n'emp~che de faire croitre r ind6finiment ou de lui donner des 
valeurs nggatives, les radicaux ~fi--t~,  ~ / i -  k~t~ ayant toujours le signe 
de cos r  La variable z'i prendra des valeurs bien d~termin~es de o h iY'i 
d'abord, de K' i  h 2K ' i ,  de 2I f ' i  h 3K ' i ,  etc., et, de m~me, de z6ro ~ r a n K ' i ,  

Aeta matt~mat~lza. 27. Imprim4 lo 30 mars 1903. 46 
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n grant aussi grand qu'on le veut; la eourbe eorrespondante (x', y') s'6tendra 
de o h cx~, dans les deux sens, sans avoir de point double�9 

Nous tirons sans peine de ee qui prdcbde, pour la variable z'i, les 
propridtds fondamentales exprim~es par les 6quations (I), (2), (3) et, de 
plus, les suivantes: 

(xo) s n K ' i = i . c x 3 ,  enK' i  ---- oz,  d n K ' i = k . o o ;  

(I 1) sn (z'i + 2K'i) ---- snz ' i ,  en (z'i + 2/f'i) = ~ c n z ' i ,  

dn (z'i n t- :It"i) ---- - -  d n  z ' i .  

Dans ces formules, snz ' i  est purement i.maginaire. 

I I L  Soit $ ~ z -4-z ' i ,  z 6rant une valeur quelconque considdrde au 
n~ 5, I, z'i une valeur quelconque considdrde au n ~ 5, [[. Par ddfinition, 
nous poserons (comme ABE1, l'a f a r  dans le eas off k "~ est positif et infdrieur 
h l'unit6), 

( I 2 )  s n ~ S n x c n x ' i d n z ' i +  s n s  

I - -  k ~ s n  -~ z s n  2 z ' i  

c n  ~ c n  z ' i  - -  s n  x s n  z ' i  d n  ~ d n  z,'i 
c n ~  

I - -  k 2 s n  2 ,~ s n  2 ,%'i 

d n  z d n  x ' i  - -  k 2 s n  x s n  z ' i  c n  z c n  x ' i  
dn ~ ~ I - -  k 2 s n  2 z s n  2 z ' i  

�9 P ~ [ 1  On ddduit de 1'~, eomme dans le cas oh k ~ est positif et mferm r 
,1 I ,  pour la variable gdn3rale ~, les propfidtds (I), (2t, (3), (7), ( iI) ,  (9); 
de plus, les suivantes: 

I 

03) s n ( K +  = i ,  cn ( K  n t- K ' i )  = - -  i ~ , dn (K + K'i) = o.  

s n ( ~ +  2 K +  2K'i) = - - s n ~ ,  c n ( ~ +  2 K +  2K'i) = cn$, 

dn ($ + 2 K  + 2 K ' i )  = - -  dn $, 

et beaucoup d'autres, en particulier, celles-ci: 

I 
(tS)  s . ( I r ' i - - u )  = 

�9 k '  ! 
c n  ( K  + K ' i  - -  u) = ~ l ~" en u '  

k t  

dn ( K - -  u) = an u" 
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La variable $ consid4r4e iei est quelconque. D'apr~s sa d6finition mdme, 
on peut la mettre sous la forme 2 p K +  2p 'K ' i+$1 ,  19 et p '  4rant des 
hombres entiers positifs ou n4gatifs; $~ =z~  + z'xi correspond "~ un point 
du parall41ogramme eurviligne du n ~ 4, dent les coordonn4es sent x~ + x'1, 
Yt + Y'I, si z~ = x~ + y~i repr4sente un point de la premiere eourbe, z'~ = x'l + y'li 
un point de la seconde. Puisque $~ ne peut ~tre 6gal s une somme de la 
forme z~ +z ' , i  que d'une mani~re (n ~ 4), les fonctions sn$,  cn~,  dn$  sent 
bien d4termin4es. 

6. Infinis, zdros, 19~riodes de sn,  cn, dn; th4orkme de l'addition; sn l)eut 
l)rendre toute valeur. 

I. Des formules (I) et (I 2), il r4sulte (comme ABEL l'a montr6, quand 
k ~ est positif et inf4rieur h l'tmitg), que sn$,  end ,  dn~ ne sent infinis que 
si snz = o ,  snz'i = c~, ce qui donne 2 p K +  (2/9' + I)K'i pour les infinis 
de ces fonetions, 1o et p' 4rant des hombres entiers positifs ou n4gatifs. 

II .  D'apr~s les formules (I 5), pour que sn (K'i ~ u), cn ( K +  K'i - -  u), 
d n ( K ~ u )  s'unnulent, il faut et il suffit que u ~  219K+ (21~'+ I)K' i .  
Cette remarque donne imm4diatement les z4ros des fonetions sn $, cn $, dn $. 

I I I .  Ces fonetions, par suite, ne peuvent avoir pour p4riodes que 
2K,  2K'i ou leurs multiples; car si elles en avaient d'autres, elles auraient 
d'autres z6ros et d'autres infinis que ceux que nous venons de d4terminer. 

IV. Le tMor~me de l'addition peut s'6tablir, dans le cas actuel, 
eomme l'a fair ABEL, quand k ~ est positif et inf4rieur ~ l'unit6. Mais il 
peut aussi ~tre d4montr4 alg4briquement comme il suit: Quand k ~ est 
positif et inf4rieur s l'unit4, on a identiquement, .si S = a -t- fl + r + 3, 

s n S =  sn(a +/9) c n ( r +  3) dn(?-+ 3) + sn (y+  3) cn(a +fi)  dn(a +~9) 
I - - k  ~sn ~(a+/9) sn ~ ( r +  3) 

- -  k~ sn~ (, + r) sn ~ (P + 3) 

et de m~me pour cn S,  dn S, pourvu que l'on exprime les deux fractions 
au moyen des fonctions sn, cn, dn de a, fl, r et d. Les m~mes identit4s 
alg4briques subsistent si k 2 es~ imaginaire complexe, quand a et fl sent 
des expressions de la forme z eonsid4r6es au n ~ 5, I, r et d des expressions 
de la forme z'i eonsiddr4e au n ~ 5, II.  Ces identit4s expriment 4videm- 
ment alors le th4or~me de l'addition pour sn ($~ + $2), cn ($1 + ~), dn ($~ + $2), 
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V. ]turin, la fonction sn $ pout prendre une valeur quclconque,t-t-#i. 
Nn effet, posons 

I+#i 

I = t ,  et  I - -  V/ !  k 2 t  ~, 

0 

l'intdgrale 6tant prise le long d'une eourbe continue qui ne passe par aueun 

t On pourra reprdsenter chaeune des valeurs des points A- I ,  - -  I, k ' k " 

de l'intdgrale par une expression ~ de la forint z-4-""  ~, z variant de o 
Z - ~ - 2 p K •  Z1, z'i de o h 2p 'K' i •  Z[i, p e t  p' &ant des entiers positifs 
ou ndgatifs, ZI eorrespondant h u n  point de la courbe d u n  ~ 2, Z'~i h un 
point de la courbe d u n  ~ 3. m On a identiquement, en posant sn ~-=-l, 

I st~I 

I f f r  
I = = d s , ,  s _ d t  

cn Sdn$  I - t '  ~/~-- k~t "-'" 0 0 0 

Les deux intdgrales en t, l 'une de o h 2-4-/~i, l'autre de o h s n I ,  sont 
dgales quelque rapproeh6 que l'on suppose ),-t-/~i de o; autrement dit, 
l'intdgrale de l'expression en l, le long d'un ehemin eonvenable, de ~-4-pi 
h s n I  est nulle quelque rapproeh6 que ~ +/. t i  soit de o. Cela suppose 
que l 'on air ) , - bCd~-sn~ ,  dans le voisinage de zdro, puis partout, de 
proche en proehe, eomme il est ais6 de le voir. 


