
UBER DEN DIVERGENZ-CHARAKTER GEWISSER POTENZREIHEN 

AN DER CONVERGENZGRENZE 

VON 

A L F R E D  P R I N G S H E I ~  
In ~r~I3NC HE N. 

Bedeu~e~ ~c~ eine convergente, ~d~ eine divergente Reihe mit beliebigen 
(d. h. complexen) Gliedern yon der Beschaffenheit, dass" 

n m  (/I I = lira 114--71 = 

so besitzen die Potenzreihen ~,c~x ~ , ~,d~x ~ allemal den Convergenz-Radius 
I xl ~ I. Versteht man sodann unter p eine positive Ver~nderliche ~ I, 
so besagt zunKchs~ ein yon ABEL ~ bewiesener Fundamentalsatz, dass: 

ac oo 

(1) lim E c 'P~= Z c.. 
p=l 0 0 

ABeL ha~ aber auch berei~s das Verhalten yon lira ~.~ d,p ~ in den Kreis 
p = l  0 

1 Journ .  f. i~Ia~h., Bd. I (I826), p. 314, Iaehrsatz IV = Oeuvres ,  ]~d. 8yLow- 
Lm, T. I, p. 223. Ich habe schon bei frfiherer Gelegenheit (Miinch. Si~z.-Ber. ,  
Bd. 27 [1897], p. 344) hervorgehoben, dass der betreffonde ABEL'soh0 Beweis, in Wahrheit 
einfacher ist und das Wesen der Saehe deutlioher hervortreten ]iisst, als der auf LIOU- 
VILLE'S Veranlassung yon DIRICHLET (Journ.  de hIath.  (2), T. 7 [1863], P" 253) mit- 
getheilte Beweis. ABEL beweist nfi~nlich nicht nut, wie D I R I C H L E T ~  4i0 Existenz der 
Beziehung (1), also die Stetigkeit der Reihensumme fiir p <  I, sondern geradezu die 
gleichm~ssige Convergenz der Reihe fiir p ~_~ I. 

Aeta matkemat~t .  28. Impr imd le 25 juille~ 1903. 1 
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seiner Betraehtungen gezogen, wie das folgende yon ibm im 2 ten Bande 

des C r e l l e ' s c h e n  J o u r n a l s  (I827) 1 gestellte Problem zeigt: 

,,En supposant la s6rie: 

f ( P )  ~-- ao "4- alp -1- a2p 2 -~ . . . 2  

convergente pour route valour positive moindre que la quantit6 po- 

sitive a, on propose de trouver la limite vers laquelle converge la 

valeur de la fonction f (p )  en faisant converger p vers la limite a. ,  

Da n~mlich der Fall a ~ a ~  c~ durch den Satz (I) schon vollkommen 

erledigt ist, so kann sich das vorliegende Problem nar  noch auf die An- 

nahme a~a ~--- d~ beziehen. ABEL selbst hat dasselbe sp~terhin fiir den 
Fall reeller positiver d~ in soweit erledigt, als er in einer aus seinem ~qach- 

lasse publicierten :Note ~ gezeigt, dass: 

(II) lim ~ d~p ~ ----- ~- eo (d~ > o, zum mindesten ffir ~ ~ n), 
7 

ein Resultat, das sich leicht in folgender Weise verallgemeinern l~sst 4: 
Es ist 

(III)  liml~_~ d~p: = + co, 
i _ _  

p = l |  i 7 

falls die Reihe ~,d~ = ~,(a~ +/gfi) eigentlich, d. h. falls mindestens eine 

der beiden Reihen ~a~ ,  ~ /~  nach -4- eo odor - - e o  divergirt. 
Es entsteht nun bei sch~rferer Auffassung der obigen AsEL'schen 

Fragestellung und im Anschlusse an das in den Gleichungen (II), (III)  
enthaltene Ergebniss die weitere Aufgabe: Wie  ls sieh das Bildungs- 

gesotz tier d~, bezw. die Art  ihres Verhal%ens fiir lim~ = co verwerthen, 

um fiber die Art  des Unendlichwerdens yon l imf (p )  odor, wie ich es be- 
p = l  

zeichnen will, fiber den Divergenz-Charakter yon lira ~ d ~ p  ~ genauere Aus- 
p = l  0 

A. a. 0. p. 286 -~- Oeuvres, T. l, p. 618. 
' Bei ABEL steht z statt p. (Ich schreibe p, urn die nSthige Ubereinstimmung 

rait den sonst bier gew~hlten Bezeichnungen zu erzielen.) 
8 Oeuvres, T. 2, p. 2o 3. 
4 Miineh. Sitz.-Ber.~ Bd. 3 ~ (I900), p. 39. 
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sagen zu machen?  ~ Diese Aufgabe  soll fiir gewisse F~lle u n d  zwar mi t  

einer sogleich noch  n~her anzugebenden,  n ich t  unwesen t l i chen  Verallge- 

m e i n e r u n g  des betreffenden Grenz~berganges  im  fo lgenden  bean twor te t  

werden.  Es wird  sich zeigen, dass un te r  gee igne ten  Vorausse tzungen  

zwischen j enem Divergenz.Charakter und  dem Divergenz-Maasse yon ~:d~, 
n 

d. h. der A r t  des Unend l i chwerdens  yon  ~ d~ far  lira n - -  oo,  ausser- 
0 

ordent l ich  einfache u n d  p raegnan te  Bez iehungen  bestehen.  

i .  Wie  H e r r  STOLZ zuerst  gezeigt  hat ,  ~ l ~ s t  sich der ABEL'sche 

Satz (I) dah in  veral lgemeinern,  dass: 

( I  a )  l i r a  " -  - -  
x = I  0 0 

wird,  auch w e n n  x nicht, wie die Fassung  (I) ver langt ,  auf der reellen 
Axe, sondern  auf  e inem beliebigen, dem I n n e r n  des Einhei tskre ises  ange- 

h6r igen  Strahle, bezw. - -  was im wesent l ichen auf  dasselbe h i n a u s l ~ u f t -  

auf  einer beliebigen, den Kreis nicht tangirenden Curve ~ der Stelle I zusfireb?s; 

oder, noch  etwas anders ausgesprochen,  dass die Reihe  ~c~x ~ gleichm~issig 

1 Eine andere aus der ABEL'schen Fragestelhmg erwachsende und wohl sicherlich 
auch schon yon AmSL (etwa im Anschlusse an das viel citirte, klassische Beispiel: 

Qo 
I 

] i m ~ .  (--I)'~#~ ~ 2) ausdriicklich dabei in's Auge gefasste Aufgabe ist die folgende: 

,Warm existirt im Falle uneigentlicher Divergenz yon ~Ed~ eine bestimmte Zahl lim f(fl) und 
p = l  

wie kann dieselbe als Function der d, dargestollt oder zum mindesten aus den d~ numerisch 
berechnet werden?~ Theilweise LSsungen dieser Aufgabe geben der bekannte Satz yon 
FROBE~IUS (Journ.  f. Math. Bd. 89 [I88o], p. 262) und dessen Verallgemeinerungen 
durch t~OELDER (Math. Ann. Bd. 20 [I882], p. 535), sowie BOREL'S ,limite g~n~ra- 
lis~e~ (Journ.  de Math. (4), T. I2 [I896], p. Io3). 

Ze i t schr .  f. Math. u. Phys. ,  Jahrg. 20 [I875], p. 370; desgl. Jahrg. 29 
(I884), p. I27. 

3 PmARD, Traitd d'Analyse, T. 2 (I893), p. 73. 
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convergirt im lnnern und auf  der Begrenzung jedes durch den Punkt I 
und zwei beliebige Innenpunkte des Einheitskreises gelegten Dreiecks. 1 

Die @rundlage fiir eine demrtige Ver~llgemeinerung des Satzes (I), 

wie auch ~hnlicher auf Reihen der Form ~,d~x ~ beziiglicher Grenzwerth- 
s~itze, wird am zweckmiissigsten durch das folgende Lemma geschaffen: ~ 

Zemma. Setzt man: 
x ' ~  I - - 3 . e  V 

und beschrCinkt 

hat man stets: 

3 auf das Intervall: o < 5 _ < c o s ~ ,  wo: I ~ l =  < ~ o  < ~ ,  so 

( anders geschrieben : 

I~--~'1<~< r 
'-I~'I o o ~ =  

3 

7 

WO : 
2 

- -  _ _  

COS ~o 
, d. h. eine bestimmte positive Zahl. 

Beweis. Man hat" 

also: 

und daher: 

>__ ~. cos 

cos  

, - - I ~ ' <  ~ o ~  

2 2 < - - < -  
cos ~ ~ cos 9o 

(wegen: $ < cos~) 

(w gon: I' 

q . e . d .  

~[iineh. S i t z . - B e r . ,  Bd. 27 (I897), p. 347. 
Vgl. Miineh. S i t z . -Be r . ,  Bd. 31 (x9oI), p. 514 . 
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Der in dem vorstehenden Lemma definirte Bereieh yon Werthen x'  
soll im folgenden stets sehlechthin als der Bereich x----x' oder (x') be- 
zeichnet werden. Geometrisch gesprochen wird derselbe begrenzt durch 
die H~lften der beiden Sehnen, welehe mit der reellen Axe im Punkte I 
den Winkel ~0 bilden, und durch den dazwisehen liegenden Bogen eines 

um den Punkt i mit dem Radius I beschriebenen Kreises. 
2 2 

2. Versucht man jetzt den Satz (II) in analoger Weise zu verallge- 
meinern, so zeigt sieh, dass die Gleichung: 

(IIa) lira E d~x'~ = c-~ 
x ' = l  0 

keineswegs allgemein riehtig ist, selbs~ wenn man sieh, wie bei (II), zu- 
n~ehst auf den Fall redler positiver d~ besehr~nkf. Um dies zu erkennen, 
betraehte man z. ]3. die Potenzreihe: 

- 0 ~ (~ + i ) . ~  

= %(x), 

welche offenbar durchweg positive Coefficienten besitzt. Man hat dann 
zun~chst fiir reelle x = p  : 

lira ~ ( p ) =  lira e ( ~ )  ~ -  - -  + ~ ,  
p=l  p ~ l - - O  

woraus mit Sicherheit folgt, dass die aus lauter positiven Gliedern be- 
stehende Reihe ~(I)  divergiren muss und somit ~(x) in der That dem 

Typus ~,d,x" (d, > o) angehSrt. Sodann ist aber: 

1 

und daher" 

e~. cos 2 9 

2 ' = 1  
~ - - - 0  

f~r: ~------ 
4 

fiir: r .<  
4 ~<~~ <~" 
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Dass es aber andererseits auch Reihen ~dym ~ giebt, welehe jener erweiterten 
Grenzbeziehung (IIa) geniigen, wird unmittelbar ersichtlich, wenn man 
Ungl. (I) fo]gendermassen schreibt: 

o I (2) : - - < - ,  

0 

sodass also hier in der That die Beziehung lira Z Ix' I ' =  cxv ohne weiteres 
x ' = l  0 

auch die folgende nach sich zieht: 

lira x '~ = oo. 
X ' = I  { 0 

Das analoge wird offenbar auf Grund des Satzes (III) allemal dann stafc- 

finden, wenn ~ d ,  eigentlich divergirt und ~d,x '"  der folgenden, Ungl. (2) 
naehgebildeten Bedingung geniigt: 

- { 
Z d~x '~ 

0 ( 4 )  . 

(zum mindesten far alle x' einer gewissen Umgebung der Stelle I ) . ,  
/~s erscheint zweckmiissig, die dureh Ungl. (A) definite Eigenscha~ 

der Reihe ~d~x '~ dt~rch einen besonderen Ausdruek zu bezeichnen, et~wa: 

die t~eihe ~,d,m ~ gehe im Bereiche x- - - -x '  bet x'---- I gloichm~ssig zur Di- 

vergenz iiber, oder kiirzer, wenn auch weniger correct, die Reihe ~,dyx '~ di- 
vergire bei x ' ~  i g/e/chmdss/g. 

Auf Grund dieser Definition ergiebt sich unmittelbar: 

Ist : 

so divergirt ~d ,m '~ bet x'----- I g/e/chmdss/g. 
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3. Solche gleichmdssig divergente Potenzreihen ~d~x  ~ kSnnen ~ls Ver- 
gleichsreihen benfitzt werden, um fiber die Convergenz und den Divergenz- 
Charakter anderer Po~enzreihen bestimmte Aussagen zu machen. Dabei 
will ich reich hier auf die Annahme d, > o besehr~inken. 1 Alsdann gilt 
zun~chst der folgende Satz: 

Is t  

mdssig divergent 

~-,d~ , d. h. ist : 

(3) 

~,d~x ~ (wo d~ > o) fiir Ix] < x convergent, bei x - - - - x ' =  i gleich- 

und besitzt ~,a~ das g-fache Divergenz-Maass der Reihe 

n 

lim o 
n 

0 

- - g  (g eine beliebige complexe Zahl incl. o), 

so convergirt auch ~.a~x ~ fiir Ix] < i und divergirt bei x ~ x'---- i 
mdssig. Dabei ist: 

(4) lim |176 _ g. 
=':o ~ dy~g,v 

0 

gleich- 

Beweis. Setzt man zur Abkfirzung: 

n n 

0 0 

i man kann diese Beschriinkung ohne weiteres fallen lassen, wenn man statt der 
Bedingung (A) die folgende einffihrt: 

~ d~e '~ 

o 2 a > o  

0 

(vgl. E. LASK_ER, ~]ber l~eihen auf der Convergenzgrenze, Lond .  Ph i l .  T r a n s a c t i o n s ,  
u I96 [I9OI ], p. 433). Ubrigens genfigt es selbstverst~ndlich zur Ableitung der im 
Text~ angegebenen Resultate, wenn die Bedingung dv ~ o erst yon einer bestimmten 
Stelle ~ ~ n anfangend erffillt ist, da die Beschaffenheit einer beliebigen endliehen An- 
zahl yon Anfangsgliedern bei der fraglichen Art yon Betrachtungen ohne Belang ist. 
(Vg]. Nr. 6.) 
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so convergir~ zlmiichst gleichzeitig mit der tleihe ~ , d , x  ~ auch die B~ihe 

' ~ d , x ' =  ~ D,x ' ) ,  folglich auf Grund 
0 0 

der Vorausse~zung (3) auch E A ,  z" und somit schliesslich auch ~ , a , x  ~ 

0 0 

Man hat sodann, wenn m eine bellebige natiirliche Zahl bedeutet: 

also: 

Es werde 
I A, I auf die Form: 

I ~ 1  = 
A~ 

so haben, wegen lim~-~= o, 

I x' A~z I ~ "  <1 ~ -  I. ~ ' "  + " 

nun zun~chst angenommen, dass g - ~  o. Bringt man alsdann 

I A' ] 
die s, fgr ~ -= m ,  m + I , . . . in inf. eine 

obere Grenze ~ ,  welche durch Wahl yon m beliebig klein gemacht werden 
kann, und man hat: 

~ a , ~  '~ < l ~ - - x ' [ .  ~ x  '~ + ~  D, . I~ ' I  ~ �9 
0 

Andererseits hat man nach Ungl. (A), sofern man z' auf eine passend ge- 
w~hlte Umgebung der Stelle I einschrRnkt: 

~ a ~ , ~ > _ _ ~ .  d , . l ~ ' r = ~ . ( ~ - - I ~ ' l ) .  D~.I~'I ~ 
0 0 0 

> �9 I ,  - I. ~ D , . I  (~a~h C~gl. (,)) 
Y o 

und daher: 

r < a "  

-1 i / 
0 
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somit -- wegen hm s D,I~'I '  = + ~ "  
x '~ l  0 

~-~ d ~'~ 

d. h., mit  Riicksicht auf die oben fiber ~m gemachte Bemerkung, schliesslich: 

• a~z'~ 

lim ~ 
x '=l  ~ d~z '~ 

0 

womit zun~chst die Behauptung (4) fiir den Fall g- - - -o  bewiesen ist. 
Ist  jetz~ g yon o verschieden mad schreib~ man die Voraussetzung (3) 

folgendermaassen" 
n 

(a~ --  g. &) 
lim o 

~=| s d~ 
0 

so folg~ unmittelbar aus dem eben bewiesenen Sa~ze, dass: 

~ (a~ - -  g .  d,) .  x'~ 

lira o 0 3 
x'=l ~ d~ r 

0 

also : 

(4) 
~ ayx ~v 

lira o 
x '= l  s dv ~gty 

0 
.,tc~ ~ t ~ m a N .  28. Imprim~ le 25 juillet 19t).3. 

m ~ g ~  q . e . d .  
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Zusatz. Naeh dem CAucHr-SToI~z'schen Grenzwer~hsatze x hat man:  

allemal wenn: 

llra ff~ = g, 
l i r a  at~ 

(5) lira ~ = g .  

Ist  also diese letztere (engere) Bedingung erfiillt, so besteht gleichfalls die 
Relation (4) (wie iibrigens aueh ganz analog, wie oben, direct bewiesen 
werden k6nnte): 

4. Um den Satz yon BIr. 3 wirklich anwenden zu kSnnen, lint man 

sieh vet  allem geeignete Vergleichsreihen yon dem dort mit  ]~d~x ~ be- 
zeichneten Typus zu verschaffen. Mit Hfilfe der flit I xl  < x  giiltigen bino- 

mischen Entwiekelung: 
oo 

( i - - x ) - ~  ~ p +  v - -  I L . X ,  
0 

we fiir v ----" o" 
( p - -  I)0 = I 

and fiir v > I- 

(p + v - -  I)~ -----19"(19 + i ) . . . ( p  + v--  x)>  o, wenn 19 > o, 
I . 2 . . , V  

gewinnt man, naeh Analogie yon Ungl. (2), durch Erhebung yon Ungl. (x) 
in die (--p)to Potenz die Beziehung: 

@ + u -  I) ' . ~'~ 

(6) 

0 

Da andererseits: 

n 

0 

t SzoLzl Math. Ann., Bd. 14 (I8y9) ~ p. 232. Vorl. iiber allgem. Arithm. 

Bd. I., p. x73. 
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(wegen: I "J[- Pl ~- (P -~ I)1 u n d  (p + k)~ + (p + k)~+~ = (p + k + I)~+~), so 
erh~lt  m a n  durch  A n w e n d u n g  des Satzes yon  Nr.  3 den  fo lgenden  Sa~z: 

Man hat: 

(7) lira (x - -  x')" . ~  a,x '~ = g, 
x' =I 0 

w e n n :  

n 

(8) ~ : a , ~ ( p + n ) ~ . g  bezw. a,,~(p+n--l),.g.~ 
0 

Mit Beriicksichtigung der bekannten Beziehung: 

lim (p + n). = F(p + I) 
n P  

t l  = r  

k a n n  m a n  dann  die Re la t ionen  (7), (8) auch  durch  die fo lgenden  ersetzen: 

(9) 

Qo 

lim (I - - x ' ) ' .  E a, x ' v =  F(p  + I ) . g ,  wenn: 
x '= l  0 

(IO) l i m ( I - - X ' ) ' . s  wenn:  
X ' = I  0 

I I  

(p 
a.  --~ g n p-~ 

> o). 

Sa~z (IO) fiir reelle positive x" und  av r i ihr t  b e k a n n t h c h  yon  H e r r n  AP- 
PELL her,  ~ 

5. Es werde nun vorl~ufig mit 2v (v = o ,  I , 2 , . . . )  eine unbegrenz4 
for~se~zbare Folge positiver Zuhlen bezeiehnet, welche gleichzei~ig mi~ v mo- 
noton (zum mindes tens  fiir v > n) in's Unend l i che  wachsen und  zwar schhess- 

1 Eine Relation von der Form: 

A~ ~--- g .  B,  
bedeutet: 

A n  lira ~ = g. 
n~r 

(Vergl. Encykl .  tier Math.  Wiss.  Bd. I, p. 75, 61. (13)). 
Comptes  rendus ,  T. 87 (I878), p. 589 . Vgl. im iibrigen: Miinch. Sitz.-  

Ber., Bd. 3I (I9oi), p. 522. 
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lieh langsamer, als (v + I) ~ fiir jedes noeh so kleine s < o. Dies besagt" 
jedem e > o l~sst sich eine gewisse natiirliche Zahl n~ so zuordnen, dass- 

(ii) I ( ~ ( f i ir  v > n , .  

Da man jedenfalls yon vornherein e < I annehmen kann, so hat man also: 

I <~v__l < I +~ 

und daher: 

(x2a)  o < 2 , - - , L - ~  < s . - - <  z . - -  
V V 

fiir jedes positive s < I und u > n~. Dureh Division mit  ~ .  X~_l folg~ 
sodann, dass analog: 

( I  O b )  0 < ),v~_._ll - -  L - 1  < $ . - -  

so(lass man also setzen kann: 

(I3a)  , L - -  = Y 

! y= 

( I  3 b )  --I  ~:-1 
J 

also in der That: 

~- -1  l~ 

Y 

Y - - I  

~ <  L-1 
V U - - I  

Wir wollen nunmehr, von der urspriinglich zur Charakterisirung der 
~t~, eingefiihrten (engeren) Bedingung (I I) absehend, unter ~ (v = o, I, 2 , . . . )  
eine positive Zahlenfolge verstehen, welche der Bedingung (I3a) bezw. 

(13 b) gentigt, mit dem Zusatze, (lass lim ~, cxv und '~y = - ,  zum mindesten 
v=~ 15 

yon einem gewissen Werthe v anfangend, monoton gegen l~ull abnimmt, x 

1 Diese Bedingung ist gleichfalls in der urspriinglichen Bedingung (I I)enthalten. 
Denn darnach h~tte man, zum mindesten yon einem bestimmten v ab: 
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Bedeutet dann r eine stetige positive Ver~nderliehe, so soll unter 2(r) 
eine positive monotone Function verstanden werden, die im fibrigen le- 
diglieh der Bedingung zu geniigen hat: 

= 2 . .  

Substituirt man jetzt in (I3a)  der Reihe nach v = ( n ~ - I ) ,  ( n +  2), . . . , / m  
(wo p eine beliebige natiirhehe Zahl), so folgt dutch Addition: 

pn ~ 
- .  

n-b1 

Die ~ haben fiir ~ -~ (n -t- i ) ,  (n "t- 2), . . .  in inf. eine obere Grenze ~+1, 
welche, wegen lira z~ = o, durch Wahl  yon n bdiebig k le in  gemaeht werden 

y ~ a o  

kann. Man hat nun: 

also- 

p n  

- I < ~-.+1. ~.. l gp  
n + l  

2pn(I - -  r  < 2 . ,  

und, da andererseits 2, < 2p," 

~ < ~  

d. h. sehliesslich: 

I < 
i - - ~ . + l . l g p  ' 

(I4) lira ~ = I. 

Bedeutet dann n die grSsste in r enthaltene ganze Zahl, so hat man" 

< 

anders geschrieben: 

Da aber aus (I3 a) folgt, 

�9 t ~ ,~p, 2(pr) < '~p(.+O 2. 

d a s s  �9 
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so ergiebt sich mi t  Berficksichtigung yon G1. (I4)" 

: ~ ( r )  - -  I .  

Man hat nun ferner: 

T 

l=m ~--($.~ - -  lim " r ' 

sodass mit  Beniitzung yon (]1. (I5) die Beziehung resultirt: 

(x6) l i m ~  = I, 

zungehst fiir jedes rationale k > o und sehliesslich, wegen der Monotonie 
yon 2(kr), fiir ]edes beliebige positive k. 

6. A_ls einfachste divergente Reihe mit  dem Divergenz-Maasse 2~ er- 
giebt sieh vermSge der Identit~t: 

n 

2n = 2.. + 
no+ 1 

die Reihe ~ : ( 2 ~ -  2~_1). Dabei wollen wir im folgenden der Bequemlieh- 
keit halber stets n o = o setzen und zwar in dem Sinne, dass wir den 
Zahlen 2~ schon yon ~ = o ab die Eigensehaft beilegen, positiv zu sein 
und niemals abzunehmen. Sollten etwa die 2~ in Folge ihrer Definition 
durch irgend einen bestimmten arithmetischen Ausdruck (z. B. ~ ~ - l g  2 p) 
jene Eigenschaf~ erst ffir ~ ~ n o besitzen, so mag unter 2~ ffir ~ • n o eben 
nicht jener arithmetische Ausdruek verstanden, sondern etwa 2~ = 2no fiir 

= o ,  I , . . . ,  n o gesetzt werden, Die Allgemeinheit der hier in Frage 
kommenden Resultate erleidet hierdureh offenbar keinerlei Einschr~nkung, 

da es in jeder Relation v o n d e r  Form l imF(x') .  ~ d~x'~-~c ohne weiteres 
x'=O 0 

freisteht, eine beliebige endliche Anzahl yon Anfangsglieflern wegzulassen 
bezw. in beliebiger Weise abzu~ndern. 

In  Folge der Divergenz yon ~:(2~--2~_1) und der aus G1. ( ,3a)  
resultirenden Beziehung: lim ( 2 ~ -  2~_1) = o besitzt die Potenzreihe 

v ~ a o  
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(2,--~_~).  x ~ den Convergenz-Radius I. Um ihr Verhal~n bei x = x ' =  I 
zu unfersuchen, erscheinf es zweckm~ssig, die Substitution: 

zu machen. 

I 
:~ = I - - -  

Y 

Setzt man alsdann: 

so ist die Reihe: 

(x7) 

convergent, wenn: 

ao 

1 

[I ~ . e # [ <  i, 

also:  

i (~s) p . c o s r  - ~(y) > ~ 

Darnach muss cos ~ > o, also 

(we ~(y) den reellen Theil yon y bedeutet). 

sein. Setzt man etwa fest, dass 

]~[ <_~ ~0 < ~, and versteht unter y' diejenigen y, welche der Bedingung 

geniigen: I ! l i [ ~ c o s ~ ,  so ha~ man nach Ungl. ( Ia) :  

(~9) ~ - - ~  < ~ - -  (wo: - =  ~~ 
r 2 

Die Reihe (17) convergirt also rechts yon der parallel zur Ordinaten-Axe 
I 

verlaufenden Goraden ~(y)----~.  Sic geniigt iiberdies der Bedingung (I8) 

in dem Bereiche: 

(so) I v ' l . c o s ~ > i ,  we: ~<~~ 

d. h. im Innern and auf den G'renzhnien desjenigen Ebenenstfickes, welches 
rechts yon der Geraden IR(y') ---- I liegt and ausserdem begrenzt wird yon 
den Schenkeln der beiden Winkel ~ = __+ ~o. Dieser sich in's Unendliehe 
erstreckende Bereich werde als der Bereich y = y' bezeichnet und der 
Grenziibergang lira allemal so versfi~nden, dass y' dem Bereiche (y ' ) an -  

Vsm~ 

~h6r~ und lira [y']= c~. 



16 Alfred Pringsheim. 

7- Dies vorausgeschickt gilt  zun~chst der Satz: 

Es ist : 

(:i) nm ~(Iv'l)-'. F~(v' ) -  , .  y'=Qo 

Beweis. Bezeiehnet man mit  n irgend eine natiirliehe Zahl und sub- 
trahirt die Identit~t: 

n 
~.= ~o + ~ ( ~ -  ~,-~) 

1 

yon der Gleichung: 

so folgt: 

F ( y ) - -  ~ - -  

Fx(y ) = a o --~ ~ ( a , - -  L - l ) .  I - -  9 
o 

I } ;) E (~n--~,--1)" ( I - - ; ) ' - -  I .3t- ~ (~ __  ~,__1)( I __ ' .  
1 -+1 

Man hat nun-  

I - -  - - I  = k v . p . ~ ,  W O :  Ik, I < ~,' 

lqach einem yon G. DAm3oux (Journ. de Math6m. (2), T. 2 [I876], p. 293) 
und P. MAI~SlOl~ (Ann. de la soc. scient,  de Bruxel les ,  1885--86, p. 36) bewiesenen 
S a t z e  hat  man fOr eine differenzirbare Function f(x) der complexen Veriinderlichen ~: 

f ( . )  = f(o) + k. ~. f'(O~). 

WO : 
[ k [ <  I, o < , 9 < 1 .  

H i e r n a c h  erg iebt  s i eh:  

WO : 

= I -- kv �9 pz,  

Ik, l =  I ~ l . l i - - O ~ l  ' 

w e n n  : 

also s ichor,  w e n n :  

I I - -a~ l=<  I, 

II--~,I___< t. 
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und somi~, wenn man noeh G1. (~3 a) beriAcksichtigt' 

17 

n m 2v .~  i ~  v 

Bedeutet jetzt wiederum s,+~ die obere Grenze yon zn+~, s ,+~ , . . .  
so hat man: 

I I 
I v 

II - ~n Z i ~ IF~.(~n- zl <1~ ~ ~~~ + 
1 

in inf., 

und, wenn man jetzt y auf den Bereich (y') einschr~nkt, mit Beriick- 
sichtigung yon Ungl. (I 9) : 

~t,]SO : 

�9 . [ 

< -- " ~uaw + 8n"1"1"9~ " r ' l Y ' ] '  
Y' 1 

n 

Sv Au 
[ F , < / )  ~1 < ~~ ' - ly'l 

Da nach dem CAtrct~Y-SwoLz'schen Satze" 

�9 I ~ , ,  en),n 
hm ~-"  A2 s~i~ = lim 

~--- lira s~ i,, (naeh G1. (I 3 a)) 

n 
I 

so folg~, dass ,~,. ~ r  dutch Wahl einer passenden unteren Schranke 
1 

fiir ~,, beliebiq klein gemach~ werden kann. Dasselbe gilt bezhglieh der 
Zahl ?n+~, sodass man also setzen kann: 

n 

1 

Aeta mathematiea. 28. Impr imd  le 30 jn i l l e t  1903. 

und" s.+~ < s e twa  fiir n>n'. 
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;N"mm~t man .Jetzf ]y'[> ~~' nnd setzt n = [y~ '], wo [y'] die gr6sste in Iv'l 
enfhaltene ganze Zahl bedeufet,  so wird: 

a,lSO " 

und schliesslieh, weg'en: 

~im ),~,,.!j. ~;.(V') = ' 

~im ),(I;/I).~,Z = ~ ,  ,rio. behauptet-  

l i m ) , ( l v ' l ) - l . F ~ ( V  ') : ~. 

3. Setzt man jetz~: 

' , . [ ; ~ , )  = ~,(m) d . h .  ~),(a:) = )~o q- ~ _ _  ( 1}'~ - -  )'~--1/'~!~, 
1 

so n immt  zungmhst die Rela~ion (2I) die Form an: 

( ~ i)- '  (~:) ~m), i ' - - * '  "~"('~')= ' 

Darfms ergiebt sieh speeiell, wenn man  z ' =  [x'[ setzt: 

I 

N u n  is~ aber mi t  Beriicksichfligung von Ungl.  (I)" 

a l so  

I I I I 
, i ~ : 1 > 1 , _ ~ , 1  - r i-,:~,,'l f 

, I \ 
I > x ( i ~ -  ~71, ) > ,)(I.._\y I ..... --! ' . ;e ' l )  

I 
: fi' ( I  -[1 [ii;]) )~(, I - -  ,1 ~' 1) 

und &~her na.eh G1. ( t6) :  

(~4) lira ~ - -  ~' 

', - -  I a~'  

- -  I .  
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Darnaeh l~sst sich aber G1. (23) auch durch die folgende erse~zen: 

lira;,  i ~ - - ~ ' ]  ' ~ " ( [x ' l ) '  
i t ' l l  

sodass in Verbindung mit G1. (22) folg't: 

"~,, f r p "~ 

(e5) i~,(1,'  I) - " 

dl h. (s. N r .  ~, am E M o ) :  

Die Reihe ~,,(x') divergirt bei x ' =  i g/obhmiissig. 

Da anderersei~s ~ , ( i )  alas Divergenz-Maass 2,~ besi:tzt., so gewinnt man 
mi{ Beniitzung des in Nr. 3 angegebenen Vergleiehungs-Princips den fol- 
genden Saf, z: 

Besitzt  die Reihe ~.a,  das ])ive~qe~z-~llaass cj2,,, so coJ~verffirt ~,a~x" [~h" 

Ix] < ~ und diverffi.rt bei .~ - -  oc' = ~ gleichmassiq, dcrart dass : 

(26) lim)~([ I )--1 ~ 
- �9 ( t ~  2 3  ''~ - -  , q .  

a : ' = l  I pjt 1/ O 

Dabei ist die auf  ~.2a~ beziigliche Voraussetzu~w allemal erfiillt, trepan: 

(~6~) <, ~ #(& - -  >,,,-0. 

9- Da: 

1 

oo 

= ( I -  x/. ~,~.~", 
0 

so l~sst sich G1. (: 2) aueh folgendermaassen schreibe~- 

o o 

0 
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W i r  zeigen nun  zun~ichs~, dass die :~ihnlich gebilde-ee li, e i h e  ~ ) , 7  x . S ,  
0 

welche offenbar gleichfalls fiir < ~ c o , w e r g i r t ,  ftir x = i d i v e r f l i r t ,  einer 

ganz analogen Relat ion geni ' tgt Man hat  far  < i 

oo ,o ae 

0 0 0 

wenn gesetzt wird:  

kn = A .  2,7' -4- ).,. 27~, + . . .  + X~_,. ).7' + ),,,. A ' .  

Daraus folgt zungchs~: 

und  daher:  

> ),,? (),0 4- ,L + . - .  + ),,,) 
l <~,, (~o ~ + V  ~ + . .  + t  --~) 

I n 
' . ~ , t ~  

> (n + I).),,, 
lz n o 

n - I -  I n I ~ L-L 
<('1~ "t- I ) .2n  1" 0 

Nach  dem CAucItY-STOLZ'schen Satze is~ aber: 

n *+1 
E X,2 

(2 9) l i r a  i i �9 ,~' ---- l im . ),~ ,= 

I 

----- l im 
n= en  --t- I 

(s. Cj1. (~ 3 a), (~ 3 b)), 

sodass sich ergiebt:  

und  somit nach G1. (, o): 

lira k. - -  - -  I, also" k~---- n,  
n= ~-]U I 

l i r a ( , - - x ' ) ' . E k ,  x "  ----- I . 
~r'=l 0 
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o~ 

Erse[z~ man in dieser Gleichung ).~],'~x" durch das gleiehgeltende Reihen- 
0 

Product (28) und schreib~ die so resultirende Gleiehung folgendermaassen: 

I --I oo I . )--I ~,~, 1 .~ lim. ( I - - x ' ) . ~  [ , _ _  , �9 2,,.~: '~ �9 , - - x ' ) . 2  , - - x '  "'~ "'~ ] ~' 
x = ~  0 0 

so ergiebt sieh mit Beriieksiehtigung yon G1. (27) die gesuehte Relation: 

co 

(3 I )  l i r a  ( I  - -  9g') '~( i  I ) . ~  ~_I. : ;C,~ =.~. I " 
x '=l  " I - -  Xr{ o 

I O. Durch Zusammenfassung der Beziehungen (27) und (3o) ergiebt 
sieh, wenn man noeh des folgenden wegen den unteren Summations-Index 
o dureh I ersetzt: 

oo ( i 
(3I) l im(I  --x').,l {i__z,  . , ~ . x " =  I, wo a _+ I., 

x ' = l  1 

Daraus folgt in's besondere, dass ~),~.x TM bei x'-----I 91eichm(issi9 di- 
vergirt, da: 

I - I ~ ' { > ,  a i--{~'{ (G1. (24)). I I --~'l r und: l i r a (  , ) =  I 

Um nun aus der Beziehung (3I) eine allgemeinere abzuleiten, combiniren 
wir sie mi~ der folgenden (ans G1. (Io) resultirenden): 

c~ 

(3 2) l i m ( l - - x ' ) ' . ~ p P - l . x " ~ - - -  F(io ) ( p > o ) .  
z '= l  1 

Durch Multiplication mi~ G1. (3 I) ergiebt sieh alsdann: 

- -  . h , ~ " + '  - - -  r ( p ) ,  
i = l  I - -  X' { I 

wenn gesetzt wird: 

(34) h. = ~?. n "-1 + ~ .  (~, - -  i) "-1 + . . .  + ~ _ , .  : - 1  + ~ .  ,~-~. 
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Dabei  ist, wie zunSchs~ gezeig~ werden soil: 

( 3 5 )  r . - , ~ P  A n �9 
P 

Dureh  partielle Summat ion  folgt nfimlich aus (34)" 

"a  a.~ p - -1  �9 ~t- (Zn__ l  - -  ) ,n)  ( 2  - O f - . . . ' A i - * I f - - 1 ) - - [ - , ~ , a ~ ( l P - - l ' ~ 2 P - - I - J [ - . . . - J f - ~ f ~ , P - - 1  ) 

und hieraus, da die Differenzen ) ~ ~ ,~_~ - -  2,, gleichg~iltig ob a ---= _+ I, jeden- 

falls gleiches Vorzeiehen haben:  

(36) l ? i  
~ 6 t  - -  . . *  �9 

Sei nun  zunSehst p > ~, also (u -]- ~)v-1 > uv-,, l im u~-' = co. Aus (3 6) 

folgt alsdann: 

(37) 
1 

+ ( ) ~ , ~ - 1 - - ~ a n ) ' ( ~ v t - -  I ) ' ~ b P - - 1  [ 

n :I 
1 

~tP - 1  . 

und dureh D ivMon  mi~ n ~. 2,~: 

Da  aber : 

l im --I . ~v 1 =-I (hath dem CAUC~IY-STOLZ'SChe Satze) 
n = r r 1 2)  

lira i ,~ = ~ ( d e s g l s .  fibrigens G1. (29)), 
. ( z  ~ , " 3  

u = ~ n .  An 1 

so ergiebt sich, wie behaupte t  (G1. (35))' 

hn  I 
lira . . . . . . .  

= ~ ~P .  A n 
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Is{ j e t z t  t) < I, also (u + I) ~'-~ < ~;-~, so ha t  man :  

23 

f/f--1 + ( ~ _ _  l)P--1 + - . .  + ( ~ - - I ~  + I)  p-1 < l~.(n - -  1~) p-1 (~=1,~ ..... (n--l)), 

un d  w e n n  m a n  au f  be iden  Sei ten  den  A u s d r u e k  

addi r t :  

a l so  : 

I~(~P -1 ~t_ (9$ - -  I)  p-1 ~ - . . . - ~ -  ( ~ - -  1~ -~  I)  p - l )  

(p -1- I) .{t~ p-' @ - ( r / , - - I )  p-1 B L . . . - -}-( ,$--P -t- I) p-I}  

< }9{ Tgp-1 "Jl- ( ~ - -  I) p-1 "~1-.-. "JI- (~--I~)P--'}, 

V V +  I 

,~-~p--1 .+ (.,~ __ i)P--I .Jr.... _1_. ( ' t~.-  V) p-1 
< 

D u r e h  success ive A n w e n d u n g  dieser  R e l a t i o n  fiir ~ = I , 2 ,  . . . ,  (n - -  I) 

f inder  man :  

~,v-I ~ z , - ~ + ( , _ _ i ) v - ~  ~, ~ + ( ~ , - - I F  -~ + . . . +  F -~ I @  - -  < < . . .  < - -  _ ~ v  p-1 
I 2 97 - -  97 

1 

sodass m i t  B e n i i t z u n g  dieser  U n g l e i e h u n g e n  aus G1. (3 6) sieh e rg ieb t :  

1 

I 

1 

,. ( ) , i - -  z~) + 2 ( ,~;--,~) + . . .  

+ (n - -  ,) .(< , - -  ~:)I 

( )It '1 I a a 
-~- �9 V p - :  . },,~ ~ n .  ~ , ,  " 

und,  wenn  man  w i e d e r u m  noch  du rch  n p . ),,~ d i v i d i r t  

�9 I f l ) - - I  < ~ , ~ "  I c P - I  ' - - "  ~ 7 - - '  I . 

D a r a u s  fo lg t  dann  sehl iessl ieh wieder  m i t  H i i l f e  von  (39): 

hn I 
l im .,~ 1~ 
n~ ~ r An 



24 Alfred Pringsheim. 

Fiir den noch iibrig bleibendcn Full 1)--= i, fiir welchen nach G1. (34)" 

n 

1 

finder man unmittelbar aus der zweiten Gleiehung (39): 

~ n  
lim - -  I, 

sodass also die Giiltigkeit der Beziehung ( 3 5 ) n u n m e h r  far jedes p > o 

erwiesen ist. 

I I. Beaehtet man noeh, dass G1. (33) offenbar wieder die 91eich- 
m~ssige Divergenz der betreffenden Potenzreihe anzeigt, so ]iefert der Zu- 
satz yon Nr. 3 und das soeben beziiglich der h, gewonnene Resultat die 

folgende Beziehung: 

ao 

(4o)  . 
x ' = l  1 

= I ' ( p +  (p>o, 

und, wenn man den Factor ( I -  x') unter das Smnmenzeichen z i eh t  

(4I) 

a o  

l i m  ( i  _ _  x,)p ~ I . (pp. ~v _ _  (l~ _ _  i )  . ~ _ 1 ) . . ~ , v  = z[,(~0 _~_ i)" 
x ' = l  " [ I - -  ~ : ' 1  1 

Diese unter der Voraussetzung p > o, a = + i abgeleitete Gleichung gilt 

offenbar aueh fiir p >  o, ~ = o, da sie alsdann bereits in G1. (9) ent- 

halten ist; desgl, far p ~ o, a = + t, in welehem Falle sie auf G1. (22) 

fiihr~. ])a andcrerseits G1. (4I) wiedermn die .qleichmCissige Divergenz der 

Potenzreihe bei x ' =  I erkmmen l~isst, und da ausserdem die fiir x ' =  1 
resnltirende Reihe das Divergenz-Maass n v. ,t~ besitzt, so l~isst sich unter 

noehmaliger Anwendnng des Sa~zes yon Nr. 3 das Gesammtresultat dieser 

Untersuehung in folgender Weise formuliren: 

Hauptsatz  (Erste Form). t?esitzt die Reihe ~,a~ das Divewenz-3laass: 

wo: p > o ,  a=-_+_ i oder o, 

gnP'~'~ oder: p - - ~ o ,  a = - { -  I, 
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X t so convergirt die Reihe ~,a~x fi~r Ix l  < i u n d  dive,girt  bei x _  = i 

.qleichmdssig mit  dem Dive~yenz-Charakter: 

i) ~ 
d. h. man hat: 

(42) 

oo 

�9 a~x'~= F(p + I).g. lim~,_~ (~ - -  x')'. a I~ : -  ~'1 o 

Die  Vor a us se t z ung  dieses Satzes, ni imlich:  

t~ 
r p a 

a v ~ f t .  n . ) t , ,  
0 

is~ d a n n  naeh  d e m  CAucHr-SToLz 'schen Satze oder  aueh  d i rec t  im Anseh lusse  

an G1. (4 I) w i e d e r u m  sieher  erftillf,  w e n n :  

(43) a n ~ - f f ( n  p . 2 a  n - -  ( n  - -  I )P .~na  1 ) .  

1st n u n  p > o, so h a t  m a n  fiir a ~-~ + I- 

~ ] S O  " 

up-]. ,~ 

u n d  dahor:  

- -  A n - I  
: 91. I - -  I - -  -q- I - -  .95.  .a 

' An 

, 3  b)) 

n - - I  lira np" "~ --  (n - -  I) p. ~ - ~ - p ,  

anders  geschr ieben:  

(44) n p . ),: - -  (n - -  1) p . )t,~-~ ~ p .n p- '  . 2~, 

eine Formel ,  die offenbar  aueh  im  Fal le  a = o r i eh t ig  bleibt ,  sodass also 

fiir p > o die liar die Gi i l t igke i t  y o n  G1. (42) aus re iehende  B e d i n g u n g  (43) 

auch  d u r e h  die fo lgende  e infaehere  ersetzt  w e r d e n  k a n n :  

(45) a. ~ lo . g .n  r-] .2:. 
Aeta mathematiea. 28. I m p r i m ~  l e  19 aof i t  1903.  4 
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Ist dagegen p = o, so versagt die eben durchgefiihrt'e Transformation, 
sodass es also in diesem Falle bei der Bedingung (43), d. h. (wegen ~ = d- I, 
wenn p = o)" 

sein Bewenden hat' nnd lediglich das schon durch G1. (26), (26 a) aus- 
gesprochene Result at wieder zum Vorschein k o m m t  

Erset'zt man jet'zt' schliesslich noch in G1. ( 4 5 ) g  dutch ~,  sodass 

F ( p  d" ~ ) .Y  auf der rechten Seite yon G1. (42) in F (p ) . g  iibergeht', so 
gewinnt man die folgende 

Zweite Form des Hauptsatzes. E s  ist ~ , a ~ x  ~ f ~ r  ]x I<  I converflent , 

bei x - :  x'  = I gleichm(issiq divergent u n d  yen~:igt der Grenz-Beziel~ung: 

(47)] (a) 

l i m ( ~ - - x ' ) P . ~ (  I X I - - a  X ~ "  ,v 

0 

wenn:  a , , ~ y . ~ z v - ~ . ~  ( p > o ,  a=_+~ odero) 

lim ),(-, I ])--1 ~ 
x'--I I I - - ~ '  " a~x'~ = y '  w e n n :  a,~-~y()~--~,,_l). 

0 

Obschon die a~ hier specidleren Bedingungen gentigen miissen, als 
zuvor fflr die Giiltip4keit yon G1. (42) erforderlieh waren, so besitzt doeh 
tier S ~atz in dieser neuen Formulirung, ja sogar sehon tier in G1. (47a) 
enthaltene Theil desselben in Wahrhei t  keine geringere Tragwei~e, als der 
Hauptsatz I - -  d. 11. man kann yon G1. (47 a) aus aueh wiederum zu G1. 
(42), ja sogar mit noeh e~was erweiterter Gtilfigkeits-Bedingung zuriiek 
gelangen. Ersetz~ man niimlieh in (47 a) a~ dureh s~ and setzt sodann 

n 

21 G ~ G, so ergiebt sieh zunSehst: 
0 

lim (I ~')P" )'( I I --a ,, - -  �9 s~x  = p . y ,  
x ' = l  1 - -  ~ '  0 

n 

wenn X a, ~ .q . n p-~. 2,~ und p > o. 
0 
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Da aber: 

y 8~xrv __ I 
0 0 

so folgt, wenn man noch p- t -  I start p sehreibt: 

(48) Xim(I - -x ' )P .  2([ I [ ) - ~  ,~ ~,=~ i - - . '  �9 a,~z = t ~ ( p  + ~ ) .g ,  
0 

wenn: y a , ~ g . n V . ~ ,  p--}- I > o ,  
0 

in roller [~bereinstimmung mit G1. (42), nut  mit dem Unterschiede, dass 
an die Stelle der Giiltigkeits-Bedingung 1 ) > o  je~zt die fo lgende  p > -  I 
tritt. Dabei ist abet hervorzuheben, dass far p < o und aueh sehon in 
dam (oben ausdrftcklich ausgeschlossenen) Falle: t7 - -o ,  a = -  I die Reihe 

or 

~ a~ nicht mehr divergirt, sondern convergirt and zwar gegen die Smnme 
0 

- ~  

Null, wie ja aueh andererseits der Factor (I - -  x') ~. ~ ] i --  z' [~ dann 

nicht mehr den Grenzwerth o, sondern den Grenzwerth oc besitzt. Die 
Relation (48) maeht also in diesem Falle eine Aussage fiber den Zusam- 

menhang des Convergenz-Charakters der Potenzreihe y a~x," bei x ' =  I nnd 
0 

r 

des Convergenz-Maasses der Reihe ~ a ~ .  Man bemerke noeh, dass alsdann 
0 

die Festhaltun 9 des unteren Summations-Index ~, also bei der hier ge- 
w~hlten l~'ormulirung" ~ =-o,  ftir die Giiltigkeit der Gleichung (48) dureh- 
aus wesentlich ist, w~itn'end derselbe in dem bisher aussehliesslich be- 

traehteten Falle der Divergenz yon ~a , ,  wie bereits oben bemerkt wurde 
(s. Nr. 6), durehaus willkiirlieh bleibt. 

Die zuletzt gemaehten Bemerkungen gelten aueh for die Relation: 

�9 a,x '~ ----- g, wenn: a ~ ) , , - - ~ , _ ~ ,  (49) limx,=l (I ---x')-1.2 t i__x,[  o o 

welehe sieh dureh die eben bentitzte Transformation aus G1. (47 b) er- 
geben wtirde. 
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: 2. Die Funct ion  2(r) war bisher keiner  anderen Beschri inkung unter-  
worfen, als dass sic monoton zunehmen und  der Beziehung 2 ( ~ ) =  ),~ ge- 

niigen sollte. N i m m t  man je~zt ),(r) als stetig und  differenzirbar an, so 
wird an die Stelle dcr Bed ingung  (: 2 a) die folgende t re ten:  

~(r) 
(5 o) Jl'(r) < s . - -  fiir r > r~, 

mi t  dem Zusatze, dass 2(r) und  2'(r) yon einem gewissen r a b  monoton r 
abnehmen.  Alsdann wird niimlich: 

a ( r -  = Z'(r - Oh).h 

< Z ( r ) .  h < s .  . h, ?- 

also speciell: 
),(~) 

P 

i ibereinst immend mi t  Ungl .  (i 2 a). 

Man  erkennt  nun  unmittelbar ,  dass jeder  Ausdruck yon der Form:  

(5 i) A(r) == (lgm?') q. ( lgm+:r)" . . .  (lgm+kf) q', 

WO: m=> I, ~ > O ,  q ~ ( ~ : I , 2 , . . . , k )  beliebig reell, incl. o, 

den soeben in Bezug auf 2 ( r ) ,  2'(r) s tatuir ten Bed ingungen  geniigen, und 
dass sodann, im F~lle q < o, A(r) dem Typus  ~(r) -~ angeh6rt .  

Beachte t  man  noch, dass: 

a l S O  : 

lira lg reVi = lim lg r + f i  
~=~ lg r  r=~ lg r  - -  I 

I I 

lg i - -  x' lg~ I - -  x' 
(5 2) lira - -  : und allgemein:  lira = :,  

~,=: ]g I z'=l lg~ I 
I -x'l I,--x'l  

wobei man etwa, u m  eine eindeutige Festsetzung zu treffen, unter  l g y  
den Hau_pt-Loqarithmus, also unter  lg 2 y ----- lg (lg y) den Haupt-Logarithmus 
vom ttaupt.Logarithmus u. s. f. : e r s t ehen  mag (was im iibrigen fiir die 
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GCfitigkeit yon (52) belanglos ist), so liefer~ der Hauptsatz I fiir ),(r)~-----A(r) 
das folgende Resultat: 

Besitzt die Reihe ~,a~ 

n". A(n) { g .  
x 

so hat man: 

(53) 

das Divergenz-3laass: 

wo: A (n) = (lg,, ,,)~. Og,,+~ n)" . . .  (lg~+~,~)~ 

p > o  und im Falle p - - - - o q > o ,  

lim (I - -  x') p. ,4 ~ �9 a~x'~-= I ' (p  -Jr" i ) . 9 .  
x'=l 0 

~3. Die Substitution ~ ( r ) ~ =  A(r) wiirde unmittelbar ein analoges 
Ergebniss aus der Gleichung (47 a) liefern. Um abet ftir die beiden Rela- 
tionen (47 a), (47 b) eine in Bezug auf die Normirung der a, m6glichst 
einheiffich gestaltete Fassung zu gewinnen, verfahren wir folgendermaassen. 
Es werde gesetzt: 

(54) A(r) = (lg,, r) ~-q. (lg,,+~r)-q'... (lgm+~)-% 

wo q < I, die iibrigen q~ beliebig reell, eventuell auch Null. 
Alsdann wird: 

I - - q  

~:v(~) = A(~) r .  lg7;-. - lg , ,~- -  
also fi~r r = co:  

q, _ } 
r . l g t r . . . l g m + l r  " ' "  ' 

A(r) 
(55) A'(r) ~--- ( I  - -  q ) ' r .  lg ,  r . . .  l g , , r  

I 

= (I  - -  q) Lm_l(r).(lg,~r)q. ( lg ,~* ' r ) r  (lgm+~r) q~' 

WO" 

(56 ) L~(r) -= r . l g l r . . . l g z r  (#>= x) und speciell" L o ( r ) = r .  

Fiihrt man in G1. (47 b) 2(r)-----A(r) ein, so kann die Bedingung" 

mit Hiilfe der Relation: 

A(n) - -  A(n - -  I) = A'(n --  O) ~ A'(n), 
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und falls man schliesslich noch - g I - - q  

ersetzt werden" 

start g schreibt, durch die folgende 

I 

a, ~ "q . A'(n) ---~ g'h.~_,(n).(lg, , ,Oq.(lg, ,+,n)q .. . .  (lg,,+~n) ~ (q < I). I - - q  

Setzt man dann noch die zu G1. (47 a) gehSrige Bedingung in die Form: 

an = 9' �9 - -  

n. ,~-~ 

nP 

-- g"/J,~_,(n).(lgmn)q...(lg,,+kn) q~ (q ~ I), 

so liefern die beiden Beziehungen (47) den folgende Satz "~ 

/st.. 
,~bP 

an L m- l (n). (lg,,~ n)~. (lg,, +i n)~:... (lgm + k n) q~ 
(m> ,), 

so hat man,  falls p > o, q < I 

] im( i__xq.+ '  L / I ']l<.. l i ']q lg.,+,(' I.___I__]q, I I \q~ 

ao 

x r(p).g, 
0 

dagegen fi~r p ~ o, in welchem Fal le  dann  alle~nal q < i sein muss:  

. / i \ q  - ~  . / i \ ~ ,  ( I ~q ~ ~ g 

X'= 1 0 

M i i n c h e n ,  J a n u a r  1 9 0 2 .  

1 Fiir reelle ~' bei E. LASKER, a. a. O. p. 453. 

versagt ffi.r complexe x'. 

2 Ffir q > I~ wiire ja Ga~ convergent. 

Die dort ben/i~zfe )/[ethode 


