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NOTE UBER DIE SYMMETRISCHEN FUNCTIONEN 

DER ZWEI ALGEBRAISCHEN GLEICHUNGEN GEMEINSAMEN WURZELN 

( A u s z u q  a u s  e i n e m  B r i e f e  a n  d e n  H e r a u s g e b e r )  

volg 

LEOPOLD GEGENBAUER 
in  W I E N .  

Unter den kleineren Arbeiten ABEL'S befindet sich ein Aufsatz, der 

dadurch yon besonderem In~eresse is~, dass er, wenigstens fiir einen be- 
sonderen Fall, die Theorie des gr6ssten gemeinsamen Theilers zweier ganzen 

Functionen auf die Theorie der symmetrischen Functionen direct zuriick- 

fiihrt. Es ist dies die im 17. Bande yon GERGONNE'S A n n a l e s  de Ma- 
t h d m a t i q u e s  pures  et app l iqu6es  ersehienene Arbeit Recl~erches de la 
quantit(~ qui satisfait it (teux ~quations al9dbriques donndes, welche lange Zeit 
in Vergessenheit geraten war - -  wurde sie doeh erst in die zweite Aufiage 

yon ABEL'S Oeuvres  complStes  aufgenommen ~ und aueh heute noch 

zu wenig beaehtet zu werden seheint. Daselbst wird fiir eine rationale 
F(~,) 

Function G(x~) der den g~nzen Functionen 

und g(x) gemeinsamen Wurzel x 1 under der Voraussetzung, dass diese 

Functionen nur einfaehe Wurzeln besitzen und dass sie nur diese eine 

Wurzel gemein haben, der Ausdruck 

) ,=n 

h = l  
A=lt 

~2 6(x~)/~9(~),f,(~ ; ~  ) 
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aufgestellt, in welehem O(x) eine beliebige rationale Function yon x ist, 
welche fiir keine der Gr6ssen x~. unendlich und far x~ nicht Null wird, 
R~(~),~(~) die Resultante der Gleichung'en g ( x ) =  o, h ( x ) =  o und 

f ( ~ )  
f~ (z ;  (x~,, % ,  . . . ,  % )  ~-- (~ _ ~,)(~ _ ~ ) . . .  (~ _ % )  

ist. Aus derselben folgt fiir den grSssten gemeinsamen Theiler x ~ x ~  
der beiden Functionen die Darsfellung 

).=1 

O( z~ ) Rg(x), f,(x ; ~) 
) . = 1  

Auf die Bedeutung dieser ABEL'schen Form des grSssten gemeinsamen 
Thei]ers hal KRONECKER in seinen algebraischen Vorlesungen wiederholt 
hingewiesen und zugleich eine Ausdehnung derselben far den Fall gegeben, 
dass dieser Theiler yon einem beiiebigen Grade ist, wobei er allerdings die 
angegebene BeschrSnkung beztiglich dcr Wurzeln der beiden Functionen 
beibehielt. Ffir denselben stellte er den Ausdruck 

J r ,  ~2 . . . . .  L- 

~,, ~ . . ,  ~, R~,(~.), f,. (~; ,~,, x~,~. ..... x~,) 

auf und fiir das Vorhandensein eines gr5ssten gemeinsamen Theiles vom 
Grade r erhielt er als notwendige und hinreiehende Bedingungen die Re- 
lationen 

) , = n  

I ~ g ( x ) , f ( x )  - -  O ~  T~I(1) E - -  0 . . . - -  "L~g(x), f(:c) "~" l"~g(.~), f i ( x  ; z~)  - -  ~ , 
) . = 1  

]tl, ~t~...~.r-I 

B(,) O ~r f /~ .x~  z~ ~z ) g(z), f(~) ~ ~ l ~ 2 1 . . . , ~ r  , i 1' 2 ' " " '  r 

wo die Summationen in der k-fachen Summe beziiglieh der GrSssen ~,  
~2, . . . ,  2~ fiber alle Combinationen k ter Classe der Zahlen I ,  z ,  . . . ,  n 
ohne Wiederholung auszudehnen sind. 
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Ich habe in meiner in der zweiten Abtheilung des 1 lO. Bundes 
der S i t z u n g s b e r i c h t e  der  m a t h e m a t i s c h - n u t u r w i s s e n s c h u f t l i c h e n  
Classe der kais. Akudemie  der W i s s e n s c h a f t e n  in ~Vien enschiene- 
hen Mittheilung {gber die Abel'sche Darstellu~g des grdssten .qemeinsamen 
Theilers zweier ganzen _~tlnctionen gezeigt, dass die KRONECKEI~'schen Be- 
dingungen und seine Darstellung des Theilers unter gewissen Bedingungen 
auch noch beim Vorhandensein mehrfacher Wurzeln bestehen bleiben und 
welters bewiesen, dass die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafiir, dass eine ganze Function f ( x )  yore Grade n genau r=<n unter ein- 
under verschiedene Wurzeln besitzt darin bestehen, dass die ( n - - r  + I) t~ 
yon den symmetrischen Functionen der Wurzeln xl ,  x ~ , . . . ,  x~ yon f ( x )  

= . . . . . . . .  = X 

7l l ~ ~ 

in denen Dh(=) die Diseriminante yon h(x), und sk die k te Potenzsumme 
der GrSssen x~ ist, die ersle nicht versehwindende ist, und dass diese dann 
dies Produkt aus den Ordnungszahlen der unter einander verschiedenen 
Wurzeln yon f ( x )  und der ])iscriminante jener Gleichung (Stammgleichung) 
ist, der diese geniigen. Fiat den grSssten gemeinsumen Theiler von f ( x )  
und f'(x) gab ieh den Ausdruek 

Si+k ] 
(i,k=O,l,2...,n--r) 

an, in welchem mit s(~ ~'''~ ...... ~'"-') die r t~ Potenzsumme der von x~,,, x~,~, ..., x~._, 
verschiedenen r Wurzeln bezeichnet ist. In die Reihe der Gr6ssen x~, x~,..., x, 
ist in den einzelnen Formeln jede Wurzel so oft aufzunehmen, als ikre 
Ordnungszahl angibt. 

Der grSsste gemeinsame Theiler yon zwei ganzen Functionen ist eine 
symmetrische Function der den zwei Functionen gemeinsamen Wurzeln; die 
eben angeffihrten Result~te lassen sich auch, wie man uus meinen a. u. O. 
gegebenen Auseinandersetzungen ersieht, au[ dem yon mir eingescMagenen 
Wege sofort dahia erweitern, dass sie die Darstellung irgend einer ratio- 
nulen symmetrischen Function der r den Gleichungen f ( x ) =  o und g ( x ) ~  o 
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gemeinsamen Wurzeln m~, x.~ . . . .  , xr liefern. Man erh5lt fiir eine solche 

Function S ( x ~ ,  x ~ , . . . ,  x,)  die Darstellung 

-' ]7~(~), fA~ ; x),,, ~,~,.,, ..., z h ) . r )<l, ),~., . . . ,  7.~ 

h t , 7t.~, . . . ,  ~.,.. 

wo S~(x~, ,  x ) < : , . . . ,  xx.) eine beliebige rationale symmetrisehe Function ist, 

wclche fiir keines der in betracht kommenden Wertsysteme unendlich und 

fiir das Wertsystem x~ , ~2, . . ' ,  x, nieht Null  wird. 
Ist  

S@,,  .%, . . . ,  zD . . . . .  

we F ( x ,  , x 2 ,  . . . ,  x~) und G ( x ,  , x2 ,  . . . ,  x . )  ganze symmetrische Fune- 

tionen sind und setzt man 

S,(x),, x~.~, . . . ,  xh.) = G (x~.,, x~.~, . .  . ,  x~..), 

so erhiilt man die Beziehung 

(,) 
S ( X l '  " / ~ 2 ,  ' ' "  ~ r )  = )LI,). . . . . . . .  ) '" ' ' " . . . .  

' ~ .  G ( x ) , , ,  "x>, . . . . . .  Xh.) ti>g(x),fr(z::rh,,xh2 ..... x1.) 
hl, A2, ..+, ),~ 

Far  eine symmetrisehe Function der den Gleichungen f ( x ) ~  o und f ' ( x ) =  o 

gemeinsamen Wurzeln x~, z : ,  . . . ,  xp, ergeben sieh die Darstellungen 

E 
S ( X l ,  x 2 ,  . . .  , 2Cp) = ).l , . t  . . . . . .  hp 

8(z~.,, %,  ..., ~.p)S,(xh,, zh,, .. . ,  xhp)l si+k~ ...... ~o)~ ] 

] 8i4-k I 
( i ,  k =  0 , 1 , 2 ,  . . . ,  p - - l )  

v "  F ( x ~  Xh,~ . . . ,  
S ( x ,  . .  x , )  ...... h, ~ . ~ ~ | ( ) . I , L  ' . (i,k=O,l,~,...,p--1) 

X G ( x ~  l , ~h . . . . . .  x ) . p )  I 8i+k ...... hP) I 
hi, h:, ..., ).p 

Um eine Anwendung dieser allgemeinen Formeln zu liefern, will ich zu- 
n~chst die Bedingungen dafi~r ermitteln, dass die drei ganzen Functionen 

f ( x ) ,  9(x ) ,  D(x)  einen gr6ssten gemeinsamen Theiler vom Grade s < r  be- 
sitzen, wenn die ersten zwei einen solchen vom Grade r besitzen. 



Uber  symmetrische Funktionen gemeinsamer Wurzeln.  

Aus der Formal (~) ergiebt sich unmittelbar die Relation 

~2 R (~) 

)q, 1~, ..., ),r ,ll ~(x), f r(x ; x),,, x,l , ..., x~,) 

is h(x), g(z), f (~)  

E Y) 
~ g(x), fr(X ; X),l, x),~, ..., x),r) 

~-~, )"2, ...~ ;(r 

und daher hat man den Satz: 

Ist  yon den symmetrisehen Funetionen 

]QO) T4(2) 
] ~ g ( x ) , f ( x )  , ~Vg( . v ) , f ( x )  ~ ~ g ( x ) , f ( x )  , " " " 

die (r n L I) t~ und yon den symmetrisehen Functionen 

R~(=),g(=),f(~) ' R~})),~(=),/(~) n(~) 
~%(z ) ,~ (~ ) , f ( z )  ~ . " " 
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einfaeh sind. 

Aus (2) folgt die Relation 

l')l~x)-- x l)  ( . . . .  ) . . . (  . . . .  p)  

( i ,k- -O,  1 , 2 . . . . ~ r - - 1 ; i ,  k l = O , l , 2  , ~ n - - p - - 6 - - 1 )  

wo mit ;9~1 , ~t~2, " ' ' ,  "~"r a [ [ e  den Gleiehungen f ( z ) =  o und f ' ( x ) =  o ge- 
meinsamen Wurzeln bezeiehnet sind, so dass sie also die GrSssen xl, z2, ..., x,., 

jede so oft gesehrieben als ihre Ordnungszahl anzeigt, sind, und mit s~ ''~" ...... ~' .... 

die  r te Potenzsumme der GrSssen x~,,, x~,~, . . . ,  x),,_, bezeiehnet ist. 

Man hat daher den Satz: 

Ist unter den symmetrisehen Functionen der n Wurzeln :~:~, x~, . . . ,  x, 
der Gleiehung f ( j c ) =  o 

die (s n L I) ~e die erste nicht verschwindende, so hat der gr6sste gemein- 

same Theiler der drei ganzen Funetionen f ( ; ) ,  ,q(:r~), h(x) dan Grad s, 

wfihrend die zwei Punetionen f ( x )  und .q(x)  einen solehen vom Grade 
r > s besitzen. 

Als Anwendung der Formel (2) sollen die Bedingungen aufgestellt 
werden, under denen eine ganze Function f(x) yore Grade nr unter ein- 

ander versehiedene Wurzeln Xl, x~ . . . .  , x,. besitzt, yon denen r - - - s  ( s < r )  
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die ( n -  r + I) t~ und unter den symmetrisehen Funetionen 

) , 1 , ) , ~ z , . . . , t ,  , 8il+kl I~i+k [(i,k=O~l,2,...,r--1;il, kl=O,l,~,...,n--p--1 ) 

),,,~,F-" ~~ I s~:~_~;...,~'-" it ~(~,, ~,+~ ...... "~') l(,,~=o,~,~ . . . . . . .  ~;,,,~,=o,~,~ . . . . . . .  , - ~ )  

die ( s +  I) t~ die erste nicht verschwindende, so besitz& f ( x ) r  unter einander 
versehiedene Wurzeln, yon denen r - - s  einfaeh sind. 


