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DIE DIRICHLET'SCHEN REIHEN, DIE ZAHLENTHEORETISCHEN 

FUNKTIONEN UND DIE UNENDLICHEN PRODUKTE 

V0N ENDLICHEM GESCHLECHT 

VON 

IIJ.  M E L L I N  
in H ] ~ L S I N G F  ORS.  

Die yon AB~, in der Abhandlung Solution de qudques probl~mes it 
l'aide d'intdllrales ddfinies entwiekelten reciproken Formeln 

x ~ a  1 

r ( a ) = , s - d t  
- -  Z ( I  - -  ~ ) l - - n  

x=O 0 

haben bekanntlich eine ganze Reihe von bemerkenswerthen Untersuehungen 
veranlasst. Diese Formeln liefern in den F~llen, wo das fragliche Inte- 
gral eine der obigen Formen besitz und die gegebene Function gewisse 
Voraussetzungen erfiillt, die L6sung einer sehr ausdehnbaren Aufgabe,:we]che 
als Umkehrung (Inversion) eines bestimmten Integrals bezeiehnet worden 
ist. Je nach den Voraussetzungen, welehe fiber die Form der Integrale 
und fiber die Eigenschaften der Funetionen gemacht werden, ist man fiir 
die L6sung der Aufgabe im atlgemeinen gezwungen rccht versehiedene 
Wege einzuschlagen. Ein fiir Untersuchungen dieser Art gemeinsames 
Ergebniss ist indess eine bemerkenswerthe Reciprocit~lt zwisehen den jedes- 
real in Betraeht kommenden Funktionsklassen resp, Integralklassen. 

Im Naehstehenden werde ich zunfchst zwei solche reciproke Integral- 
klassen (I) und (II) charakterisiren. In den folgenden Paragraphen be- 

A e t a  m a t h e m a t i e a .  28. Imprim~ le 19 aofit 1903. 
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absicn~lge lcn sodann, den Zusammenhang zwisehen den in der Ubersehrift 
dieser Arbeit erwfihnten Begriffen mit Hfilfe von Integralen der Klasse (I) 
yon einer Seite zu beleuchten, welche bereits in meiner Arbei~ t fiber un- 
endliche Produkte yon endlichem Geschlecht theilweise zur Spraehe ge- 
kommen ist. Als neu dfirften die allgelneinen Formeln angesehen werden 
kSnnen, welche ich ffir summatorisehe Funktionen zahlentheoretiseher Funk- 
tionen erhalte, sowie der innige Zusammenhang, in welchen gewisse der 
genannten Produkte mit der analytisehen Zahlentheorie gebraeht werden. 

Bezeichnet F(z) eine yon z - ~  u + iv  abhfingige Funktion, welehe 
sieh regulSr verh5l~ in der Umgebung jeder endliehen Stelle im Innern 
und auf der Begrenzung eines gewissen, zur imagin~iren Axe parallelen 
Streifens a < u < t )  und fiir unendlich grosse, demselben Streifen an- 
geh6rige Werthe yon z auf die Form 

(I) IF(z)  i = e - ~ f ( u ,  v) 

derart gebraeht werden kann, dass 0 eine yon Null verschiedene positive 
Constante, w~hrend f eine Ver~inderiiche ist, welehe bei waehsendem I vi end- 
lich bleib~ oder wenigstens na, eh 5[ul{iplikation m i t e  -*l~'l diese Eigensehaft 
bekommt, wie klein aueh die positive Constante s angenommen werden 
mag, so eonvergirt das Integral  

a+i~ 

I f F(z)z-'dz < a < (I)  ; ( , ) =  . 
a - - ~ m  

t 

gleiehmiissig in jedem endliehen Theile 2 des dureh die Ungleiehheiten 

definirten Gebietes yon x = i x ] e  ~ und befriedigt daselbst zugleieh die 
fundamentale Ungleiehheit 

(3) i J (x ; ~')1 < C(~,, ~) Ix [ ~ 

wo C eine von .r unabh~ngige Gr6sse ist. 

1 Eine Formel f~r  den Logarithmus transcendeuter Funktionen yon eJ~dlichem Geschlecht. 

Acta Soc. Sc. Fennicae. T. 2 9 . Der Anfang dieser Arbeit ist auch in Bd. 2 5 
dieser Zeitschrift verSffentlicht worden. 

Eine kleine Umgebung der Stelle x ~ 0 ist eventuell auszuschliessen. 
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Das Integral (I) stellt also im Bereiehe (2) eine a.nalytisehe, daselbst 
iiberall (die Punkte x o und x = o,v eventuell ausgesehlossen) regulii.r 
sieh verhaltende Funk t ion  yon x dar. Mit Hiilfe des CAucHY'sehen Satzes 
finder man zugleieh, dass es far alle die Bedingung a < a </~ erftillenden 
Werthe yon a eine und dieselbe analytisehe Function ~l)(z) darstellt. In  
der Ungleiehheit (3) kann hiernaeh 6' bei endlicher Breite des Parallel- 

streifens als eine bloss yon z abhiingige Constante aufgefasst werden. 
Setzt man in (3) das eine Mal a = a, das andere Mal a = f l ,  so er- 

geben sieh die beiden, far den Bereieh (2) giil~igen Formeln 

(4) lim x ~ r ---- o, lim x* (b(x) = o, 
x = O  X = ~  �9 

wo k eine beliebige die Bedingung a < k < f l  erfiillende Constante be- 
deutet. Umgekehrt  kann aueh eine ftir den Bereieh (2)giilt ige Ungleieh- 
heir J~p(x)l < c lml  -~, a < a < /? ,  aus diesen Formeln gefolgel't werden. 

Zur vollst{indigen Kenntniss der Integrale ( 2 ) g e h 6 r t  iiberdies der 
innige Zusammenhang, in welehem sie mit einer anderen allgemeinen 
Gattung yon Integralen der Form 

0 

stehen. Bezeiehnet ngmlieh hier 0'J(x) die dureh das Integral (I)definirte 
Funktion, so zeigt sieh, dass dieses lntegral  (II) fiir jeden innerhalb des 
Streifens (a < u < fl) gelegenen Werth yon z = u + iv nieht nur einen 
bestimmten Sinn besitzt sondern aueh gleieh der urspriingliehen Funktion 
F(z)  ist. Man hat also die beiden Formeln 

(s) 

a + i ~  

a--iao 

= f/" 
0 

- - 0 < O < - 4 - 0 ,  

a < a  < f l ,  

< ~(z )  < f~. 

Soll ~(x) die fuudamentale Ungleichheit (3) befriedigen, so muss x 
im allgemeinen auf den engeren Bereieh (2) besehriinkt werden, wo s e i n e  
zwar beliebig kleine aber eons~ante Gr6sse bezeiehnet. Dies is~ ein wiehtiger, 
bei allen weiteren Speeialisirung zu beaehtender Umstand. 
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Zwischen den Formeln (5) besteht zugleich eine vollst(indige Reciprocitgit, 
d. h. aus der letzteren kann aueh die erstere gefo]gert werden, wenu man 
yon r Folgendes annimmt: In dem durch die Ungleichheiten (2) de- 
finirten Bereieh verhglt sieh r tiberall (die Punkte x -~  o und x =-a,c 
eventuell ausgenommen) regular und besitzt bei beliebiger, innerhalb des- 
selben Bereiehes stattfindender Anngherung yon x an die Stellen x-----o 
und x = ~ die beiden Eigensehaften (4). 

Die aus (5) sieh ergebenden Formeln 

! ? r  x t_ d z ' 
2zi 

a - - i ~  0 

(6) 

F(s) = x~_ 4 d~ F(z)z_~d z 
2 rri 

a - - i ~  
o 

bilden offenbar riir die oben eharakterisirten Funktionen r und F(z) 
das Analogon zur FOUlllER'sehen Integralformel far Funktionen einer reellen 

Ver5nderliehen. Dureh passende Substitutionen ist aueh ein niiherer Zu- 
sammenhang naehweisbar. 

Die bisher in der analytisehen Zahlentheorie verwendeten Integrale, 
welehe ebenfalls die allgemeine Form (I) besitzen, wie z. B. 

a §  

I / ~'(~) x ~ 
27ri ~ ( z ) 

a - - i ~  

- - - d z ,  a >  I 

diirfen mit den oben charakterisirten Integralen (I) jedoch nicht verwechselt 
werden. Aus den weiteren Darlegungen wird sieh ohne Miihe ergeben, 
dass die ersteren aus Integralen der Gattung (I) als Grenzf(ille erhalten 
werden kSnnen. 

Die obigen Beziehungen zwischen den beiden allgemeinen Integralklassen 
(I) und (lI) sind zuerst yore Verfasser in der Arbeit {)bet die fttndamentale 
Wichtigke~ des Satzes yon Cauchy fiir die Theorien der Gamma- und der 
hypergeometrischen Fu~d~'~tionen (w 1 4 und w 29, Ac~a Fenn.  T. 21) ent- 
wickelt worden. Eine vollstiindige Herleitung derselben finder sich aueh 
in w 7 meiner Arbeit Uber den Zusammenhan.q zwischen den linearen Dtffe- 
rential- und Differenzengleichungen (Actu M a t h e m a t i c a  ]3d. -~5), sowie 
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eine Ausdehnung derselben auf Funktionen mehrerer Veriinderliehen in 
Zur  Theorie zweier allgemeinen Klasseu bestimmter Integrale (Aeta F e n n .  
T. 22). 

2 .  

Von den 1)IIIICHLET'seheu Reihen 

ao 

(7) s ( , )  = 
n = l  an 

yon denen die Rede sein wird, wollen wir annchmen, dass die Gr6ssen a,, 

reelle positive mi t  n monoton ins Unendliche wachsende Zahlen sind. Es 
giebt bekanntlieh ~ eine reelle Zahl l, welche dadureh eindeu~ig bestimmt 
ist, dass die Reihe convergirt oder divergirt, je naehdem ~R(z) algebraiseh 
grSsser oder kleiner als l is~. Diese Gr6sse 1 nennen wir den Converqe**z- 

exponenten 2 yon S(z). Herr CariEs zeigt (1. e.), dass die Reihe (7)gleich.- 
massi9 eonvergirt in jedem endliehen Bereiehe, weleher dem Innern der 
Halbebene ~ ( z ) >  1 angeh6rt. In  dieser Halbebene stellt sie mithin eine 
eindeutige analytisehe Funktion yon z dar. Besehriinkt man z auf die 
Halbebene ~ R ( z ) > l  n t- s, unter e eine beliebig kleine positive Zahl ver- 

standen, so bleibt I -I S(z) l unter einer endliehen Grenze. Dies wird 
r i 

v o n  

1 I 
Herrn CAI~n~ nieht ausdriieklieh hervorg'ehoben, geht abet aus w 4 seiner 
Arbeit ohne Miihe hervor. Das Gebiet der unbedingten Convergenz ist 
ebenfalls eine HHalbebene {R(z)>2, welehe in der Halbebene ~R(z)> 1 ent- 
halten ist oder mit dieser zusammenfttllt: l < ,t. Die GrSssen l und = _  

sind, falls sie _>o sin(l, yon Herrn CAH~N folgenderweise bestimmt worden: 

l = lim sup ~ = ~ ~t ----- lira sup ~= 
n = ~o l o g  an ~ n = ~ l o g  a n 

* Cf. CAHE~: Su~ ~ la fonction ~(s) de Riema~,n. Annales de l '~cole norm. 
3 e S4rie. T. 9. I894. 

Die analoge Benennung >)Convergenzexponent eines unendlichen Produktes yon 
endlichem Geschlecht>) kommt schon frfiher vor in tIerrn v. SCHAP~RS Dissertation: 
(;bet die Theorie der Hadamard'schen .Funktionen, GSttingen, I898. 

Aeta mathemati~a. 28. I m p r i m ~  l e  20 ao f i t  1903.  6 
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Man scheint abet bisher nieht bemerkt zu habeu, dass diese GrSsseu, 
falls sic > o sind, aueh so charakterisirt werden k6nnen: l, resp. 2, ist 
gleich der unteren Grenze de~jenigen Werthe yon x,  [iir welche die obere 
Grenze yon 

I " f ( ~ )  I~,  ,:, ~: I r( , ) l  
x , r e s p ,  x , n = i , 2 , , , , , ~ ,  

endlieh ist. Auf den Beweis dieses Satzes muss ich hier verzichten. 
In meiner oben eitirten in A_eta ]~'enn. T. 2 9 publieirten Arbeit 

habe ieh mit Benutzung einer im letzten Paragraphen der vorliegenden 
Arbeit ~nzugebenden Formel naehgewiesen, dass es sehr ausgedehnte Gat- 
tungen DIRICHLET'seher Reihen mit den nachfolgenden Etgensehaften giebt. 
Die dutch eine Reihe der betreffenden Art definirte Funktion S(z) existirt 
in der ganzen z-Ebene, wo sie sich fiberall im Endliehen wie eine rationale 
Funktion verh~lt, und besitzt iiberdies die beiden folgenden Eigenschaften: 
i) in jedem zur imagin~ren Axe parallelen Streifen yon endlicher Breite finder 
sieh h6ehstens nut eine endliche Anzahl Pole yon S(z), 2) in jedem solchen 
Streifen nShert sieh S(z)e --~l~l bei wachsendem ]zi der Null, wie klein auch 
die positive Constante s angenommen werden mug. - -  Die hierdureh cha- 
rakterisirten ])IRICHImT'schen Reihen sollen bei den naehfolgenden Er6rter- 
ungen vorzugsweise beriicksiehtigt werden. Die einfachste unter denselben 
ist die fiir die Zahlenfheorie fundamen~ale Funktion ~(z). 

Die ]3edeutung dieser ]?unktionen bei der Ermittelung yon gewissen 
asymptotischen Formeln soil zuniiehst ang'egeben werden. 

Bezeichnen @(x) und F(z) zwei reeiproke Funktionen der in w I 
angegebenen Art so ergeben sieh mit Benutzung v.on (5) die Formeln 

I 
r = ~ f F(z)S(~)~--=dz, - - o  < o < + o, 

a - - i Q o  

(s) 

F (~ ) s (~ )  = fr 
0 

wo S dureh (7), resp. ~F dureh die Reihe 

(9) 
ao 



Die DirichleFschen l{eihen etc. 43 

definirt ist. Zur Giiltigkeit der Pormeln (8) ist iudess erforderlich, dass 
die in (5) angegebene Parallelstreifen a < ~R(z)</3 und die Halbebene 
N(z) > 1 einen gemeinsamen Theil haben. Auf diesen Theil hat man die 
Veriinderliehe z des zweiten Integrals sowie den Integrationsweg des ersten 
zu beschriinken. Durch die Annahme ~0(x)= e-*, F ( z ) ~  F(z) ergeben 
sieh die gewShnliehsten in (8) enthaltenen Speeialfiille. 

Die erstere Formal (8) ist nun besonders bemerkenzwerth. Ihr  haupt- 
s~iehlichstes Interesse erh~lt sie wegen der iiberaus grossen lV[enge asym- 

totischer Formdn, welehe daraus f/it Reihen tier Form (9) herfliesst. Es 
bezeichne S(z) due D~alCHLm'~sche Reihe der soeben angegebenen Art. 
Verhiflt sieh nun auch die Funktion F(z) in jedem zur imagin~iren Axe 
parallelen Streifen yon endlieher Breite 5hnlieh wie S, wi~hrend sie fiir 
unendlieh grosse, dem betreffenden Streifen angehSrige Werthe z = ,~ + iv 

auf die Form 
F(z)  = e-~ v), 

gebracht werden kann, wo O und f die in w I angegebene Bedeutung 
haben, so kann der Integrationsweg des crsteren Integrals unter Beriiek- 
siehtigung des CAt~cm"sehen Satzes beliebig weir in der negativen Riehtung 
der reellen Axe versehoben werden, ohne dass das Integral aufh6rt, in 
jedem endliehen Theile des dureh die Ungleiehheiten 

- -  ( e  - -  < 0 < + - -  

definirten Bereiehes yon x = [xle i~ gleiehmiissig zu convergiren. Die, Summe 
der zu den passirten Polen des Integranden geh6rigen Residuen stellt als- 
dann die Reihe (9) fiir kleine Werthe yon x asymptotisch dar, wiihrend 
das Integral mit dem neuen Integrationswege das Restglied repriisentirt. 
Das Verhalten dieses Gliedes bei abnehmendem kann auf Grund der 
fundamentalen Ungleiehheit (3) bem-~heil{ werden. 

Im folgenden Paragraphen wird eines der bemerkenswerthesten in (8) 
enthaltenen Integrale besonders erSrtert. 

w 3. 

In diesem und in den Paragraphen 4, 5 und 6 werde ich den Zu- 
sammenhang besprechen, in welehen gewisse tier in w I charakterisirten 
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Integrale mi~ einer der interessantcs~en Aufgaben dcr analytischen Zahlen- 
theorie gebracht werden k6nnen, nli~ dcr Aufgabe, cinen asymptotischen 
Ausdruck fiir die summatorische T u n k t w n  

u(,,) = f(~) + f(:) + . . .  + f(,,) 

einer gegebencn Zahlenthcoretischen Function f ( n )  zu finden. 
]in meiner Arbeit in Acta  Math.  Bd. 2 5 habe ich mi{ Htilfe der 

leicht zu bestiitigenden Formel 
a + i ~  

P X )" ,p "~CV +1 I f ,'7 X z 
- -  - -  dz, (IO) log(I + x ) + . _ ~ ( - - i ) ~  7 ( - - ' )  ~ + ~ + 2 r ,  i u sinr, z z  

a, --i~o 

~ z < O  < + ,-r,  p + l < a < p + 2 ,  

fiir die .Logarithmen unendlicher Produkte von endlichem Geschlecht (p)" 

( , i )  II  V'> n(~)  = , --; 

die folgendc Formel enthMten" 
a + i ~  

7) 

(,2) logH(x)  = ( - -  i ) ' S ( p +  ~) ~+~ + 2 _  ] " 
2 "~ I 27~i . s i n  r,z 

WO 

p + ~ < a < p + 2 ,  

9d z 

- -  S(z) [dz, 

( ,3)  = ( ( n ) .  

n=l ( l n  

Hierbei muss vorausgesetzt werden, dass es sich um solche Produkte II(x) 
handelt, in denen die Gr6ssen a,, = I anle r176 die Bcdingung erfflllen 

(I4) - - T r < - - 0 < 0 , < q - 0 <  + : r  n = 1 , 2 , . . . , e o ,  

unter 0 eine reelle nicht negative Zahl verstanden, welche kleiner als 7~ 
ist. Unter dieser Voraussetzung (i4) stellt alsdann die obige Formel  (I2) 
in dem durch die Ungleichheiten 

charakterisirten Bereiche yon x = ] x l ei~ den .Logarithmus yon I I (x)dar .  
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Setzen wir weiterhin, wie es bei den in der Zahlenthcorie auftreten- 
den Dn~ICnLET'schen Reihen meistens der Fall ist, die GrSssen a,~ als reelle 
positive Zahlen vor~us, so ist 0 ~ o, d. h. der Converge~zbereich des h~te- 
grals ([ 2) wird alsdann dutch die ganze x-Ebe~ze, mit Ausschluss der nega- 
tiven tldlfle tier reellen Axe, geometrisch dargestellt. 

Die Formel (12) vermi~elt nun offenbar einen bemerkenswerthen Zu- 
sammenhang zwischen den DI~ICHLm"schen Reihen (I3) und den unend- 
lichen Produkten yon endlichem Geschleeht (i i). Ihr haupts~chlichstes 
Interesse erh~lt sic ~ 5hnlich wie die erstere Formel (8) - -  wegen der 
unzShligen asymptolischen Formeln, welche daraus erhalten werden k6nnen. 
Geh6rt n~mlieh S(z) der allgemeinen, in w 2 chamkterisirten Gattung 
solcher DIalCHLET'sehen Reihen an, welche ausserhalb ihrer Convergenz- 
bereiche analytiseh fortgesetzt werden k6nnen und die iibrigen in w 2 an- 
gegebenen Eigenschaften besitzen, so kann der Integrationsweg yon (12) 
unter Beriicksiehtigung des CAucHy'sehen Satzes in negativer Richtung be- 
liebig welt verschoben werden. Die Summe der zu den passirten Polen 
des Integranden gehSrigen Residuen stel]t dann den Logarithmus yon II(x) 
ffir grosse Werthe yon x asymptotiseh dar, w:,ihrend das Integral mit dem 
neuen Integrationswege das Restglied repr~sentirt. Das Verhalten dieses 
Gliedes bei waehsendem Ix 1 gieb~ die im Bereiche - -  (Tr~ ~:) < 0 <  -F ( z ~  z) 
giil~ige fundamentale Ungleiehheit 

IJ(x ; b)l < C(N, s ) l x l  b < a 

an, wo J(x;b) das betreffende Integral bedeutet, w~ihrend e eine zwar be- 
liebig kleine abet constants positive GrSsse bezeichnet. Das Verhalten des 
Produktes II(x) im Unendlichen h~ngt also ab yon dem Verhalten der 
Funktion S(z) ausserhalb des Convergenzbereiches der l~eihe (I3). 

Die soeben angegebenen Bedeutung der Formel (I 2) ist sehon in meiner 
friiheren Arbeit (Aeta Math.  Bd. 25; Ae ta  Fenn.  T. 29) umstiindlieh 
besproehen worden. Ieh gehe nunmehr zur zahlentheoretisehen ]3edeutung 
derselben iiber. 

Ieh setze voraus, dass S(z) eine Reihe der oben angegebenen Art 
bezeichnet. Dureh Vcrsehiebung des Integrationsweges in negativer Rieht- 
ung ergiebt sich eine Gleichung der Form 

(I7) log II(x) = B(x) -t- J(x;b), b < a, 
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we R ( x )  die Summe der Residuen bezeichnet, welche zu den zwischen 
den Integrationswegen ~ ( z ) -  a und ~R(z)-~ b gelegenen Polen des Inte- 
granden gehSren. Es verdient besonders beachtet zu werden, dass J(.v;b) 
bei wachsendem Ix Ivon  kleinerer Ordnung ist als die sgramtlichen Glieder 
der Summe R(x). Man finder n5mlich leicht, dass jedes Glied yon t l ( x )  
eine Potenz yon x enthglt, deren Exponent 1 grSsser ist als b; wfihrend 
J ( x ; b )  nach der fundamentalen Ungleichheit (I6) yon kleinerer Ordnung 

ist als J xl 
Die reellen positlven GrSssen a, seien so geordnet, dass a~ < a~+~, 

n ~ i ,  2 , . . . ,  zx~. Substituirt man in (I7) das eine Mal x : p e  ('~-~)~, das 
andere Mal x -~- pe -(~-~)~, so ergiebt sich durch Subtraktion eine Gleichung, 
deren einzelne Theile bei abnehmendem z gegen bestimmte endliche Grenz- 
werthe convergiren. :Nehmen wit nfimlich p zwischen a~ und a,+ 1 an, 
so ist 

, 1-I (pe('~-~)~) ) - -  + r ( : )  + . . .  + 

w~hrend t~(pe( '~-~)i)--R(pe -(~'-~)i) sich cbenfalls einer endlichen Grenze 
n~her~, fiir welche ein mathematischer Ausdruck 27cir(p) stets ohne Miihe 
erhalten werden kann. Hieraus schliessen wir, dass sich auch der Ausdruck 

b+i~ 

f sin(~r--~)z S(z)  g d z  J (Pe(~-~)~) ~ J (Pe-~--=)~) = sin ~z z 

einer bestimmten endlichen Grenze 2zig(p)  ndhern muss. Auf diese Weise 
ergiebt sich dutch Grenziibergang 

(IS) Ef(lJ)  = ~*(p) + g(/O), a n < p < an+l, 

wo r(p)  eine aus Potenzen yon p und log p gebildete endliche Summe 
bedeutef, welche nach der Formel 

(I 9) r(p) = R(Pe~) - -  lt(pe-'~) 
2m 

Diese Exponenten sind reelle Zahlen, falls die Pole von S(z)alle auf der reellen 
Axe liegen, was in der That mit den oben beabsichtigten DmIOHLE~'schen Reihen der 
Fall ist. 
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berechnet werden kann, w~hrend g(fl) bloss als Grenzwerth definirt ist 

b+ico  

f �9 I s i n ( ~ r - -  e)z S ( z )  dz ( 2 0 )  g ( p )  : h m - - .  . 
�9 =0 2m sin m 

b--ir 

Da indess J (x ;b ) ,  wie oben gezeigt wurde, yon geringerer Ordnung als 
R(x)  ist, so wird man zu der ganz natiirlichen Vermutung veranlasst, dass 
auch die Grenzwerthe g(p) und r(p) in derselben Beziehung zu einander 
stehen, dass also g(p) bei wachsendem p wahrscheinlich yon geringerer Ord- 
hung als r(p) ist. ~ Man stSsst indess sehon in einzelnen Fiillen auf 
grosse Sehwierigkeiten, wean man die Richtigkeit dieser Vermutung streng 
zu beweisen versueht. 

Die hier dargelegte heuristische ~ Methode zur Ermittelung eines asym- 
totischen Ausdrueks fiir die summatorisehe Funktion einer gegebenen zahlen- 
theoretisehen Funktion hat vor der verwandten Methode yon HALrItEN 2 
den Vorzug, dass unsere Betrachtungen yon dem Umstande unabhiingig 
sind, ob das Integral 

b+ioo b+ih 

2--~ S (z) = lira S (z dz 
h=oo t /  

b--i~ b--lh 

einen bestimmten Sinn hat oder nieht, w:~ihrend die ErSrterungen yon 
HALPHEN nur dann stiehhaltig sind, wenn dieses Integral einen bestimmten 
Sinn besitzt, was indess ausserhalb des Convergenzbereiehes yon S(z) nur 
ausnahmsweise der Fall sein kunn. Zu Gunsten unserer Methode spricht 
noch die Aussieht, dass die Formel (2o) als Ausgangspunkt fiir weitere, 
die Ordnung yon g(p) betreffende Untersuehungen vielleicht dienen kann. 

1 Siehe BACnMANN, Anal. Zahlenfl~eorie. S. 468. 
2 Comptes Rendus. T. 96 , p. 634. 
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w  
Als Beispiele zu den ErSrterungen des vorigen Paragraphen betrachten 

wir die beiden t)rodukte 

(2i) 
n= l  

(22) 

wo T(n) die Anzahl und S(n) die Summe aller Theiler von n bezeichne~. 
Nach der allgemeinen Formel (I2) und auf Grund der bekannten 

Formeln 

~ T ( n )  ~ 2 ,: - [ , ( ~ ) ] ,  
co 

n= l  

hat man, falls der Integrationsweg zwischen p und p + I verlegt wird" 

a+i~ 

i ~ [ r  i < a < 2 ,  
( 2 3 )  l o g  ~ I I (X  ) - -  27/'i t s i n ~ z  z 

a--~co 

a+i~ 

I sin~r ~(z)~Z(z-- I ) z d Z  = J , ( x ; a ) ,  2 < a <  3- (24) log n,(x) = 

Hieraus ergeben sich unter Berticksichtigung des CAUCHY'schen Satzes die 
asymtotischen Entwickelungen: 

(2s) l o g I I , ( x ) - = R l ( x ) + J l ( x ; a ) ,  - - 2 k - - I < a < 2 k + I ,  

(26) log II~(x) = R2(x ) + J2(x ; a), ~ oo < a < o,  
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I 

B . ~ ( z , )  = 2 ~ -  

, - - - x l o g ~ x  q- (I - -  2E)x log  x -4- (I -t- 2E)x 

k 

+ ~ l o g x + l o g ~ / ~ - - - E  ~ + 2~ 2~ -- I ' 

49 

I I ~ I I - -  I 

In  diesen Formeln bezeichnet E die EULER'sehe Constante. 
WShrend die Anzahl der Glieder in //~ (x) yon der Lage des Infegra- 

tionsweges abhiingt, so ist diese Anzahl in R~(x) constant, sobald nut  der 
Integrationsweg in der Halbebene .~(z) < o geleo'en ist. Dies r~ihrt davon 
her, dass diese Halbebene infolge ~ ( ~ n - -  i )~( - -n )  = o, n = i ,  2, . . . ,  ~ ,  
keinen Pol des Integranden yon J2(x; a) enthSlt. Der Wer th  dieses Rest- 
integrals ist mithin yon der Gage des Integrationsweges in der genannten 
Halbebene unabhiingig. Hieraus folgt weiter mit Benutzung der funda- 
mentalen Ungleichheit (i6), dass der Ausdruek 

xm[log l-I~(x) -- B2(x)] = x'~J2@ ;a), 

obwohl die Anzahl der Glieder von R~(x) constant ist, die sehr bemerkens- 
wer~he Eigensch:fft besitzt, bei wachsendem ix] sieh der Grenze Null  zu 
n~ihern, wie gross auch die positive Zahl m an qenommen werden may. 

Wendet  man nun die allgemeinen Formeln (I8), (I9) , (20) uuf die 
gegenwfirtigen F~ille an, so folg~: 

(3o) 

I Z T(~) = p log~) + ( 2 E - -  i),o + ~ + gl@), 

n < p < n -1-- I. 

Acta ~'tmthemati, ea. 28. Imprimd le 25 aoftt 1903. 7 
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Vergleichen wir diese mi~ den ,~us der Z~hlentheorie bekunnten 
Formeln 

~ T( , )  = log ~ + (2E-- 1),~ + 0(~), 

n 

~=1 1 2  

so bestStigt die erstere hinsichtlich der Ordnung von g,(D) die im vorigen 
Paragraphen motivirte Vermutung, wShrend die letztere damit nichf in 
Widerspruch steht, d,~ O(n log~) eine Gr5sse bezeiehnet, welche hschstens 
yon der Ordnung ~ log n i s t .  Unsere Formel (3o) deutet aber an, dass 
sie wahrscheinlich nur yon der Ordnung n ist. 

Wir kehren wieder zu der allgemeinen Aufgabe zuriick, einen Aus- 
druck fiir die summ,~torische Funktion einer gegebenen Zahlentheoretischen 
Funktion zu ermitteln. Diese Aufgabe ist durch die Formeln (I8), ( I9) ,  
(20) wenigstens theoretisch gelSst worden, obwohl die sehr wesentliche 
Frage nach der Ordnung: yon g(fl) ktinftiger Untersuchungen bed~lrf~ig ist. 
Eben deshalb diirf~e der Umstand ein gewisses Interesse be~nspruchen 
kSnnen, dass diese Forme]n keineswegs ~lleinstehend sind, sondern dass es 
viehnehr unendlich viele Integrale der in w I churakterisirten Art giebt, 
yon denen g(p) als Grenzwerth dargestellt werden kann. 

Zur Erzeugung solcher Integr~le eignen sich besonders die hyper- 
geometrischen Integrale: 

a+i~  
I 

2~i f r ( ~ - p ~ ) r ( " - p , , )  ~-z~", 

a+i~ 
I 

Bei dieser Gelegenheit werden wir nur das einfachste unter ihnen 

a+i~  

(31) J ( x ; a ) -  I ~.i f l'(z)x-'~z 
ct - i oo 
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verwenden. N i t  Hiilfe desselben kSnnen wit unendlich viele discontin~tir- 
liche Faktoren erzeugen, je naehdem wir den integrationsweg in versehiedene 
Theile der z-Ebene verlegen. 

Ist  erstens a > o, so ist J ( x ; a ) =  e -~ und mithin 

(3:) = 2  f 

w o m  eine so grosse reelle positive Zahl bezeichnet, dass ma gr6sser ist 
als der Convergenzexponent 1 yon 

(33) S(z) = ~ ( ( n ) .  
n = l  ~ n  

Durch eine einfaehe Substitution erhi~lt die reehte Seite yon (3 2) die Form 

a+i~ 

(34) ~ f(n)e-(~)~-- 2z/ / ' ( I  + S(z)x~ d@, a > l, 
n = l  

wo a gr6sser als der Convergenzexponent 1 yon S(z) sein muss. 
Lassen wir jetzt m ohne Ende waehsen, so ergiebt sieh mit Beriiek- 

sichfigung des diseontinuirliehen Faktors 

(3s) 

die Formel i 

lira e -~'' e --~ 
m = ao 

O~ X >  I~ 

a-~i~ 

(36) f(~) n m ~ .  ~' i + ~  s(z)x ~ 

Wird durch die Reihe S(z) eine Funktion definirt, welche ausserhalb 
des Convergenzbereiches dieser Reihe existirt und die tibrigen in w 2 an- 
gegebenen Eigenschaften besitzt, so kann der Integrationsweg vor dem Grenz- 
iibergange unter Beriicksichtigung des CAvcHY'schen Satzes in negativer 

1 Der genauere Beweis, -class die linke Seite von (36) der Grenzwerth der linken 

Seite yon (32) ist, wird dem Leser fiberlassen. 
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xRiehgung versehoben werden. Dutch Wiederholung der in w 3 ange- 
stellten Er6rterungen gelang{ man auch jetzt zu der Formel 

~t 

(37) ~_t f(v) - r ( x )  q- g(m), a. < x < a.,+,, 

we r(x) eine aus Po{enzen yon x und logx gebildete endliehe Summe 
bezeiehnet, wfihrend g(x) bless als Grenzwerth definirt is{: 

b ~  i ~  

(38) 9(X) lim I ; 1"( z )  dz --=- - - .  I q - ~  S(z)x-'--, b < l .  
m = o~ 2 i f? ,  , :  Z 

b ioo 

Die Vermutung, dass g(x) wahrseheinlieh yon geringerer Ordnung als r(x) 
is~, kann [ihnlieh wie in w 3 motivirt werden. 

Da aus den bei der Hel'leitung yon (37) anzustellenden Er6r{erungen 
die Existenz des Grenzwerthes (38) unmittelbar einleuehte{, so sind die- 
selben yon dem Umstande unabhgngig, ob das Integral 

b + i m  b + i h  

27ri S (z) x" - -  lim S (z)** - -  
Z h = ~  27 : ,~  Z 

b - - i ~  b - - i h  

einen Sinn hat oder nicht. 
Es verdient beachte{ zu werden, dass die Bereehnung des Ausdruekes 

r(x) sieh hier einfaeher gestalte{ als in w 3, well der In tegmnd in (34) 
bei hinreiehend grossem m keine anderen Pole zwisehen den Integrations- 

a3 z 

wegen iR(z) ---- a und iR(z) = b besitz{ als diejenigen des Ausdruekes -- S(z): 
' 2: 

Es l:asst sieh ohne Mfthe zeigen, dass r(o~) einfach gleich der Summe tier 
l%siduen is{, welche z~ den zwische~ den 9enanngen Geraden gelegenen t)olen 
dieses Ausdruckes 9ehdren. - -  Hiermit  vergleiehe man die verwandte Me- 
rhode yon HALt'HEa. 

w 6. 

Nehmen wir zweitens an, dass a in dem Integrale (3 I) einen zwischen 
den nega{iven ganzen Zahlen - - k  und - - ( k  + I) gelegenen Werth  besitzt, 
so is{ 
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I V '  (--~)' 

a-ix~ v=k-l-1 L- 

k 
c 

- - ( k +  ~) < a < - - - k .  

Setzt man also 

(~9) ~k(~) : (__-- !]s k I i ( 3 ~  a g ) ' ~ _  1~=0 ~--X] = (__ i)k--1 27rs a--i~a?i~ 
- - ( k +  ~ ) < a < - - k ,  

so ist 
lira E k ( x )  := o, lim E~.(x)  = I, 

F(z)z-~-~ clz, 

limx=~ E,(x) .... ( - - I )  k-~ k [  e - ~ -  i~=0 (~1 -~ ]I)~1_ C. 

Da - - k -  a > o, so erhalten wir mit Benutzung yon (39): 

i " [(x)m I i)k_1 I]g a?i~ I"( z ) S (-- ,~k -- ~z) z -'~ . . . .  clz , 

- - ( k +  ~) < a < - - I ; ,  

wo S(z) dureh (33) definir~ is[ und m so gross sein muss, dass ( - - k - - a )  

gr6sser is[ als der Convergenzexponen{ yon S(z). 
Lassen wit jetzt m ohne Ende wachsen, so ergiebt sich mit Beriiek- 

siehtigung des diseontinuirliehen Faktors 

(4 I) lim E k ( x  'n) =- , x - -  I, 

~X>I~ 
die Formel 

11 

a,<x<a, ,+i ,  - - ( k +  i ) < a < - - k ,  
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Die rechte Seite yon (40) besitzt offenbar die Eigenschaft, dass sie 
sieh der Grenze Null nghert, falls der Integrationsweg ohne Ende in ne- 
gativer Richtung verschoben wird. 31i{ Hhlfe des CaucHY'schen Sa~zes 
ergiebt sich also ffir (40) eine neue Reihenentwicklung. Setzt man die- 
selbe in (42) ein, so hat man die Formel 

(43) f;v) ~ lira _k g u ; S(,nv)m"', v~l m=~ 

a,~ < X '< ttn+l. 

Der einfachste Fall tritt ein, wenn k = o angenommen wird. Die 
obigen Formeln (40; (4"-), (43) nehmen alsdann die folgenden Fo,'men an: 

m { x "~ a4- i :~  

(44) Z f(/~) I - - -  g"-(~") I I 
, , = ,  i -  

n a q - i ~  

(45) ..~=~"= [(u) = - -  lira r.2,:~ , ;  I ' (z )S(- -mz)x  ..... dz, 
,it = m a - - i ~  

. . . .  I ~ a < O, ( t , , <  x < a ~ + ~ .  

" s ')"-~ 
(46) ,_-~1 f(~) = ~=~lim ~=~ (--]~ S(mv)x m', a, < x < a,,+,. 

Die ]etzte Formel ist als Herrn HELGE V0N J~OCIt zugehSrig anzu- 
sehen. I n  seiner Arbeit Sur la distribution des nombres 1)remiers (Acta 
Math.  Bd. 24) wendet er nSmlich mit bemerkenswerthem Erfo]g einige 
Speeialfiille yon (46) an. Dass die Methode, wodurch er dieselben erhglt, 
auch zu der allgemeinen Formel (46) fiihrt, kann Herrn YoN KOClI na- 
tfirlich nieht entgangen sein, obgleich er die Allgemeinheit seiner Methode 
nich~ Ausdriieklich hervorheb~. Die {~bereinsfimmung der beiden in (44) 
und (46) vorkommenden Reihenentwicklungen kann in der That aueh ohne 
Zuhiilfenahme des obigen Integrals erwiesen werden, worauf sieh die Formel 
(46) ergieb{, indem man m = c,o setzt; und dies ist eben die Methode 
des Herren voy KOCH. 

Der oben hervorgebrachte Zusammenhang dieser und aller vorangehen- 
den Entwicklungen mit den betreffenden !ntegralen seheint vor allem des- 
halb nieht unwichtig zu sein, well sieh hierdurch die Aussieht erSffnet, 
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die Erforsehung der Zahlentheoretisehen Gesetze den Methoden der CaucIn"- 
schen Integraltheorie zugs zu machen. 

Mi~ Hiilfe tier Formal (45) is~ man im S~ande, einen in~eressan~en 
Zusammenhang zu entdeeken zwisehen den Formeln des Herrn vo.N" Koc~I 
und denjenigen, welehe Herr vos MA~aOLDT (Crelles Jou rn .  Bd. I I4) 
im Ansehluss an RIF~A~'~ zum ersten Male streng bewiesen hat. Nimmt 

C(z) man ngm]ieh S(z) gleieh .((z) an, so ist das Sehlussergebniss folgendes. 

Man gelangt zu den erstgenannten oder letztgenannten Formeln, je naehdem 
der Integrationsweg des Integrals (44) in negativer oder in positiver Rieht- 
ung versehoben wird und sodann m - ~  oo gesetzt resp. hinreiehend gross 
angenommen wird. 

Setzt man 
w  

' (w + . , 7 '  

F(n)  = f(I) ~- f(2) - ~ . . . - ~  f(n), 

F(n) 
T (s ,  w) = (w + n) ~' 

n=l 

SO iS~ T ( S ,  W "~- I) - -  T(s, w) = - -  S(s, w). Zwisehen den beiden Reihen 
bestehen aueh andere interessante Beziehungen. 

In diesem Paragraphen werde ich eine Methode entwiekeln, naeh 
weleher man einen asymtotischen Ausdruek ffir die Smnme 

m--I 

E S(s, w + 
n = l  

in allen Fs erhalten kann, wo die durch die Reihe S definirie Funk- 
tion ausserhalb des Convergenzbereiches der Reihe existirt und die iibrigen 
in w 2 angegebenen Eigensehaften besi~zk Gleichzeitig mi~ dem asym- 
totisehen Ausdrucke ergiebt sich auch fiir die Reihe 

c~ 

(47) E S ( s , w + ~ ) - ~  T(s,w) 
Y = 0  

eine neue Entwicklung, welche ihre analytische Fortsefzung darstellk 
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Mit Benutzung der leieht~ zu bes~i~figenden Formel 

a+i~ 

p(s) _ ~ f l~(.~--z)_F(~)dz 
(:e + y/  2zi ,z s-~ y~ ~(~)  > ,, > o, 

ergiebt sich zun5ehst die Formel 

a+i~ 

F(~)S(~, ~,)- ~' f wS--z 

a > o ,  a > l ,  ~ ( s ) > a ,  

wo S ( z ) ~  S(z, o), und mit ihrer Hiilfe 

E s (s, w + ~) = Z S (s, w + ~) - -  2: S (s, 
~ = 1  v = O  v=(l 

w + ,~ + ,) 

a + i ~  

r(~) ,=o 2=~ , (~ ~ V,~ ~ ;),-, F ( z ) s ( z ) &  
a--~zr 

a+i~ 

= T ( s , w )  2~i~ f F('~-- z) ~(s - -  , w + m)F(z)S(z)dz 
a-- i~  

a > o ,  a>l ,  . ~ ( s ) > a + r ,  

wo l den Convergenzexponenten yon S(z) bezeichnet und 

I 
~'(s, w) = (w + ~)'" 

v ~ O  

In der obigen Formel muss s zunfi, chst auf die durch die Ungleichheiten 
definirte K~lbebene beschr~nkt werden. GehSrt abet S(z) wieder der in 
w 2 charakterisirten, umfassenden Klasse solcher DIRIcHLET'schen Reihen 
an, welche ausserhulb ihrer Convergenzbereiche analytisch fortgesetzt werden 
kSnnen und die iibrigen in w 2 angegebenen Eigenschaften besifzen, so 
kann der Integr~tionsweg ~R(z)-~ a unter Beriicksichtigung des CAUCHY'- 
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weir in negativer Riehtung verschoben werden, wo- 

(49) 
m - - I  

Z S(s w + v ) = T l ( S , W ) - - R ( s , w + m ' a ) ~ I ( s  w + m ; a ) ,  

~(s)  > a + I, 

wo R die Summe der zu den passirten Polen des Integranden gehSrigen 
Residuen bezeiehnet, w~hrend I das Integral mit dem neuen Integrations- 
wege bedeutet. Gleichzeitig mit dieser Verschiebung hat sich aber auch in 
derselbeu iRichtuny die Halbebene ~R ( s) > a + i erweitert, in welcher das 
Integral I eine eindeutige und regul~:r sich verhaltende Funktion von s darstellt. 
Da ~ ( s - - z ) >  I, so ist l i m ~ ' ( s - - z , w + m ) - - - - o .  Hieraus folgt leicht 

l i m I ( s ,  w + m; a)----o. Die Formel (49) stellt also die Summe zur 

Linken fiir grosse Werthe yon m asymtotisch dar, wobei s einen beliebigen 
Werth in der ttalbebene ~ ( s ) >  a + i besitzen darf. 

Die Formel (49) kann uber aueh yon einem anderen Gesiehtspunkte 
aus aufgefasst werden. Dadurch wird n~mlich T(s, w) zugleich folgender- 
weise als Grenzwerth dargestellt: 

(50) T,(s ,  w) = lira S(S, w + v) + ,R(s w + ,~ ;~) 

und zwar gilt diese Darstellung fiir die Halbebene ~ ( s ) >  a + I. Die 
Anzahl der in R vorkommenden Glieder ist bei wachsendem m constant 
abet yon a abh~ngig. Mit Benutzung yon (5 o) l~sst sich T(s, w) welter 
in der Form einer Reihe darstellen: 

(5 ~ ) T (s, w) 
r 

= R(s, o ; a )  + Xo{S(s,w+~n)+ R(s, w + m + ,  ;a)-~(s,w+,,~;~)}, 

und zwar convergirt die reehte Seite gleiehm:~issig in jedem endlichen 
Theile der Halbebene ~ ( s ) >  a + I, welcher keine Pole der Glieder dieser 
Reihe enth~lt. Indem man l al hinreichend gross annimmt kann man be- 
wirken, dass die rechte Seite die analytisehe Fortsetzung der linken Seite 
in einem beliebigen Theile der s-Ebene darstellt. Vergleieht man (51)mit 

Acta mathematica. 28. Impr im6 le 25 aofit 1903. 8 
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der Darstellung (47) welche einen beschr~inktercn Giiltigkeitsbereich bcsitz~, 
so ist die Analogie mit dem neueren MITTAG-I~EFFLER'schen Satze auffallend. 

Ohne noch zu den im folgenden Paragraphen zu bcsprechcnden viel- 
fachcn Intcgralcn die Zuflucht 
der durch die Reihe 

B(s, u + v ) =  

zu nehmen, kann man die Untersuchung 

~=~ f(~)g(~) 
[,~(~ + n)~ + b(~, + ,)C 

dcfinirten Funktion auf eine Discussion des nachstehenden Integrals zu- 
riickfiihren 

r(~ - -  ~) r~]) S (~s - -  ~-z ~ ,  u)T(~,  ~)d~ 

l' 1 
c > o , c > ~ ,  ~ ( s ) >  c + ~ ,  

wo S und T durch die Reihen 

f(~) 
S (s, u) = (~ + Z) i , 

p~=l 
T(s, v) ---- (v + ~)s 

definirt sind, dercn Convergenzexponentcn mit 1 und l' bezcichnet sind. 
Diese Integralformel ist ebenfalls eine unmittelbare Folge von (4 8) und 
giebt zu Untersuchungen Yeranlassung, welche den vorangehenden ~ihnlich, 
zugleich aber allgemeiner als dieselben sind. 

w  

Aus den nachfolgenden Auseinandcrsetzungen wird sich ergeben, 
welchcr umfassenden Verallgemeinerung die im vorangehenden Paragraphen 
angewandte Mcthode noch f~hig ist. Die erweiterte Methode hat zum Ziele, 
nicht nur die Existenz der analytischen Fortsetzung einer durch eine DI- 
RICHLET'sche Reihe definirten Funktion unter gewissen allgemeinen Voraus- 
setzungen nachzuweisen, sondern auch d~s Verhalten dieser Fortsetzung im 
Unendlichen sowohl als im Endlichen genau festzustellen. 

Bei dieser Gelegenheit muss ich mich auf einigc Andeutungen all- 
gemeiner Art beschr~nken und den Leser fiir das nShere hieriiber auf meine 
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Arbeit Ei~e Formel f~ir den Zogarithmus transcendenter Funktionen yon end- 

licher Gesc]&cht (Aeta Fenn.  T. 20) verweisen, wo die fragliehe Methode 
ausf[lhrlich entwickelt worden ist. 

Es handelt sich zun~iehst um die Herleitung einer fundamentalen 
Transformationsformel, mittels deren die betreffenden DI~ICHLET'sehen Rei- 
hen auf cinfachere Formen zuriickgefiihrt werden. 

Zu dem Ende ersetze man in der Formel (48) y durch y Jr-v und 
wende unter dem Integralzeiehen dieselbe Formel (48) an. Dureh wieder- 
holte Anwendung dieses Veffahrens ergiebt sieh die folgende Verallge- 
meinerung yon (48): 

l ' ( s )  

(w o + w, + . . .  + wp) 

ai +i~ ap + i~ 

a~--i~ ap--i~ 

g v ) O ,  Y = I ,  2 ,  . . . , p ,  ~ ( 8 ) )  a 1 "J- (~2 + . . .  --~ ~ / p ) O ,  

Durch eine nghere Erwggung iiberzeugt man sieh, dass diese Formel we- 
nigstens dann giil~ig ist, wenn die reellen Theile der GrSssen w positiv sind. 

Bezeichnet nun R ( v l ,  v 2 , . . .  , v,) eine beliebige ganze rationale Funk- 
tion yon v ~ , . . . ,  v,, oder, noeh allgemeiner, ein Polynom der Form 

(53 )  
P - k O) k (~) k (-) 

/~ (v  1 , v , ,  . . . ,  v~) = ~E= o % v ;  v ,  . . .  v j  , 

wo die Exponenten k reelle nicht negative Zahlen bezeichnen, so erhglt 
man mit Hiilfe yon (52) die Formel" 

r(s) 
(54) [R(v,, 5 ,  . . . ,  v,)]' 

al+i~ ap+i~ 

= ~-~ " c~, c; ,  ' "  c 7  v i ' . . . v ~ '  
al--i~ an--i~ 
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W 0  

(ss) l 
10 = 8 --Z 1 - z ~ - . . . - z p ~  

~1 : 1~1)( 8 - -  Z1 ~ . , . - -  5 )  + k~l)zl " J r ' . .  -~ k(pl)zT, 

/ 
Diese Formel hat wenigstens dann einen bestimmten Sinn, wenn die reellen 

Theile der Coefficienten C sowie die Gr6ssen v positiv sind. 

~unme h r  stelle man sich die Gr6ssen v als positive unstetige Ver- 
~nderliche vor, yon denen jede unabh~ngig yon den iibrigen eine solche 
Folge unbeschrhnkt wachsender Werthe durchl~uft, dass die beziiglichen 
Reihen 

(,56) S~(s)----- X ~,(,_v~) , , S n ( s ) =  X s~(v")' 
(vl) Vl (v,,) Vn 

unter ~,~(v~) eine nur yon v~ abh~ingige GrSsse verstandcn, fiir hinreichend 
grosse Werthe yon ~(s)  unbedingt convergiren. Da die reellen Theile 
der Coefficienten C als positiv vorausgesetzt sind, so ergiebt sich ohne 
Miihe - -  und zwar am schnellsten mit Htilfe yon (54) ~ dass auch 
die Reihe 

(s7) S(s)-  ~ r162162 
(~,, ..... ,.) [R(v, , v, , .. ., v,)? ' 

wo v~ genau dieselben Werthe durchl~uft wie in S~(s), in einer gewissen 
Halbebene unbedingt convergirt. 5fit Benutzung dieser Bezeichnungen 
ergiebt sich nun schliesslich aus (54) die Transformationsformel 

(58) F (s )S(s )  

al+iar apTi~ 
( i , f  f $  

, , 2 . i /  ~ " ' "  ~ o'o o o ?  " ' "  c 7  
al--ir ap--i~o 

wo die positiven GrSssen a und der reelle Theil von s solche Werthe be- 
sitzen miissen, dass die l~ in den Convergenzbereichen der beziiglichen 
t~eihen S~ bleiben. Es wird zugleich wie friiher angenommen, dass die 
reellen Theile der Coefficienten C positiv sind. 
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Bezeiehnet man die Wer~he, welehe v~ in den obigen Formeln dureh- 
lguft mit a(; ), 2 = o , I , . . . ,  cx9, some die entspreehenden Wer~he yon 
~,(v,) mit f~(,t), so k6nnen die Reihen (56) und (57) aueh folgenderweise 
gesehrieben werden 

(s9) 
[ 0 1 9  ' " " ' [ < , ? ] "  

(60) 
i . . . . , x ~ = o  L z \ ~.~ ~ ~),2 ~ " "  "~ (*)..2J 

In meiner oben eitirten Arbeit ist nun die dureh die Reihe S(s)de- 
finirte Funktion unter den folgenden Voraussetzungen in Bezug auf die 
dureh die 17eihen S~(s) definirten Funktionen ausfiihrlieh er6rtert worden. 
Von diesen Funktionen S~ wurde ngmlieh angenommen, dass sie in der 
ganzen s-Ebene existirende eindeutige Funktionen sind, welche sich an jeder 
endlichen Stelle wie rationale Funktionen verhalten und i~berdies die beiden 

folgenden Eigenschaflen besitzen: I) in jedem zur imaginO'ren Axe parallelen 
Streifen von endlicher 2?reite giebt es hdchstens nur eine endliche Anzald 
Pole der S~, 2) im jedem solchen Streifen convergiren die S~, nach ~[ultiplika- 
tion mit e -~H, bei wachsendem lsl gegen die Null, wie klein auch die positive 
Zahl s angenommen werden mag. Unter diesen Voraussetzungen wurde ge- 
zeig~, dass das Produkt F(s)S(s)  ebenfalls eine in der ganzen s-Ebene existi- 
rende eindeutige Funktion ist, welche zugleich die beiden ancleren Eigenschaflen 
der S~ besitzt. Liegen die Pole der S, alle auf clef reellen Axe, so gilt das- 
selben auch von de~, Polen yon S. Sind die Coefficienten C insbesondere 
ree//e positive Zahlen, so besitzt nieht nur das Prodnkt / ' (s)S(s) sondern 

auch die Funktion S(s) alle oben genannten Eigensehaflen. 
Sieh~ man yon gewissen mit dem Problem der Primzahlen unmi~telbar 

oder mittelbar zusammenMngenden Reihen ab, so diirften die meisten iibrigen 
DIllICHLET'sehen Reihen, welche for die Zahlentheorie yon Interesse sind 
oder voraussiehflich sein werden, in der soeben charakterisirten allgemeinen 
Klasse enthalten sein. Es unterliegt wohl keinem Zweifel, dass das Ver- 
halten der durch die betreffenden ]leihen definirten Funktionen im Un- 
endlichen noeh genauer dahin pr~eisir~ werden kann, dass sie, schon nach 
3[ulliplikation mit einer passenden Potenz yon s, bei wachsendem I s'l sich 
der Grenze Null nghern, falls s zugleich auf einen beliebigen Streifen der 
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oben angegebenen Art beschr~nkt ist. Eine nghere Begriindung der letzteren 
Behauptung h~ngt mit dem Umstande zusammen, dass die Funktion ~(s, w), 
welche bekanntlich in der analytischen Zahlentheorie eine fundamentale 
Rolle spielt, die letztgenann~e Eigenschaf~ besitzt, falls w reell und positiv 
is~. Hierbei beachte man auch die nachfolgenden Specialisirungen der obigen 
r ~  I ransformationsforme]. 

Setzt man beispielsweise a~)--w~-]-2 und f~(2)= I fiir 2 ~ o ,  I , . . . ,  cxv, 
so wird 

I 
s (s) = + r  .... 

~ = 0  

• , S(s )  = + + 

Da die Funktion ~'(s, w) alle yon den S~ angenommen Eigenschaften besitzt, 
so ist der folgende Satz nur ein einfaches Corollarium aus dem Obigen: 

Bezeichnet R ( w ~ , . . . ,  wn) eine beliebige ganze rationale _Fankiion oder 
allgemeiner ein Polynom der Form (53), dessen Coefficienten die Bedinguny 
erfallen, dass ihre reellen Theile posit@ sind, in welchem _Falle die Reihe 
S(s) einen durch eine gewisse Halbebene darsteUbaren Convergenzbereich besitzt, 
so wird durch diese Reihe eine in der ganzen s-Ebene existirende eindeutiqe 
Uunktion definirt, welche sich an jeder endlichen Stelle wie eine rationale 
Funktion verh(dt. Die Pole dieser tZunktion liegen alle auf der reellen Axe. 
Beschr(inkt man die Verdnderliche s a u f  einen beliebigen, zur imagin(iren Axe 
parallelen Streifen yon endlicher Breite, so n(ihert sich e-~l~tF(s)S(s) bei 
wachsendem I sl der grenze Null, wie klein auch die positive GrSsse ~ ange- 
nommen werden may. Sind die Coefficienten C ree//e positive Zahlen, so 
besitzt nicht nur e-~I~lF(s)S(s) sondern auch e-~i'lS(s) die letztge~,annte 
Eigenschaft. 

Identificiren wir die Reihen (59) mit den bei der Bestimmung der 
Klassenanzahlen bin~rer quadratischer Formen auftretenden Reihen 

(61) 7 *~-; 

so bedtzen die durch die entspreehenden Reihen (60)definirten Funktionen 
ebenfalls alle soeben genannten Eigenschaften. Aus der Abhandlung des 
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H e r r n  I-IURWITZ: Einige Eigenschaflen der Dirichlet'schen Funktionen etc. 

( Z e i t s e h r i f t  f i i r  M a t h e m ~ t i k  u n d  P h y s i k ,  J a h r g a n g  27, S. 86) geht  

niimlieh hervor,  dass die Re ihen  (6I)  im wesent l ichen linear dureh Reihen  

der F o r m  r w) darstellbar sind and  somit  die fiir die Gfil t igkeit  des 

obigen Satzes erforderliehen Eigenschaf ten  besitzen. Die  Reihen  (61) maehen 

einen Theil  yon denjenigen aus, welche DInICItLET in der Arbe i t  fiber die 

ari thmetisehe Progression gebraueht  h~t and  H e r r  LIPSCHITZ in seiner Arbe i t  

b~tersuchunfl der Eigenschaflen einer Gattun 9 yon unendlichen Reihen ( C r e l l e s  

J o u r n a l ,  Bd. IO5) einer e ingehenden Er6r te rung  unterworfen  hat. Ident i-  

fieirt man die S~ mi t  diesen allgemeineren Reihen,  so e r f fh r t  uueh die 

Klasse der Re ihen  (6o), welche die Transformat ionsformel  (58) auf die S~ 

zuriickffihrt, eine entsprechende Erwei terun~.  

1 Der in w charakterisirten, bisher wenig beachteten Klasse (I)yon bestimmten 
Integralen babe ich schon friiher grfssere oder kleinere Thei]e der folgenden Arbeiten 
gewidmet: Om definita integraler, hvilka hafva till gr?inser hypergeometriska funMiouer af 
s~irskilda ordningar, I893. Aeta  Socie ta t i s  Sc ien t i a rum Fennicae,  T. 2 0 . -  ~ber 
die fundamentale Wichtigkeit des Satzes von Cauchy Siir die Theorien der Gamma- und der 
hypergeometrischen Functionen. Aeta  Fenn. T. 21. - -  Zur Theorie zweier allgemeinen 
Klassen beslimmter Inlegrale. Acta Fenn.  T. 22. ~ L'rber eine Verallgemeinerung de~" 
Riema~t'schen Function ~(s). Acta  Fenn. T. 24. - -  Eine Fo~vnel fiir den Logarithmus 
transee~tdenter Funktionen yon endlichem Geschlecht. Acta Fenn. T. 29 und Acta  Math. 
Bd. 25. - -  Uber den Zasammenhang zwischen den linearen Differential- und Differenzen- 
gleichungen. Acta  hIath. Bd. 25. 

In diesen Arbeiten habe ich es nicht unterlassen, auf die neue und einfache, zu- 
gleich aber recht allgemeine Methode zur Herleitung yon asymptotischen Formeln auf- 
merksam zu machen, welehe aus der Anwendung des l~esiduenkalkfils auf die betreffenden 
Integrale hervorgeht. (Cf. w 2 and w 3 der vorliegenden Arbeit.) Herr E. W. ]BAR- 
~'ES hat nun neuerdings, nachdem er im Jahre I899 auf ein briefliches Ersuehen nebst 
anderen meiner Arbeiten auch diejenigen Uber eine Verallgemeinerung der Riema~m'schen 
Funelio~z ~(s) erhalten hatte, in seinen Arbeiten The Theory of the Gamma Function 
(Messenger of Math. Bd. 29) und The Theory of the Double Gamma Function (Phil. 
Trans. ]3d. I96 ) dieselbe /VIethode zur I-Ierleitung der STIRLI~G'schen und einer ana- 
logen :Formel angewandt, ohne dabei die Beziehung dieser Herleitungen zu meiner Arbeit 
deutlich anzugeben. Dies veranl~tsst reich hervorzuheben, dass die STmLIXG'sche Formel 
in meiner genannten Arbeit zum ersten Male nach der betreffenden neuen Methode her- 
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geleltet worden ist, und dass ich daselbst (w I2) ausdrticklich angegeben habe, dass 
dieselbe l~Iethode auch in anderen :Fallen anwendbar ist, um fiir unendliehe Produkte 
yon endlichem Geschlecht der STIRLING'schen analoge Formeln zu erhalten. Die all- 
gemeine 1%rmel (I2) in w 3 der vorliegenden Arbeit~ yon welcher alle diese Formeln 
erhalten werden kSnnen, kommt bisher nur in meinen Arbeiten vor. 


