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DAS ABEL'SCHE THEOREM UND DAS LIE'SCHE THEOREM 

OBER TRANSLATIONSFLf&CHEN 

VON 

G E O R G  S C H E F F E R S  
i~] D A R M S T A D T .  

Bet der hundertsten Wiederkehr von ABEL'S Geburtstag gedenkt man 
unwi]lkiirlich auch seines :L~ndsm~nnes SoPnvs :LIE. ~Venn auch im Ganzen 
die Forschungen beider auf versehiedenen Gebieten stattfanden, so treffen 
sie sich doch an einigen Punkten. Eine besondere Genugthuung empfand 
:LIE, als es ihm nueh m~hevollen Ansfftzen gelung, ein rein geomeh'isches 
Problem, das der Y;ranslationsflgche~ mit mehrfacher Erzeugu,ng, ia einen 
h6chst merkwih'digen Zusammenhang mit dem Abel'schen Theorem zu bringen, l 

, :Die Abhandhngen yon SoPHUS L~E, die bier in :Betracht kommen, sind folgende: 
I) Kurzes l~esumd mehrerer neuer Theorien. Chr i s t .  Forh .  I872 , S. 27, Zeile 1 - -  4. 
2) Synthctisch-anaIytische Untersuchungen tiber M,inimalfl~ichen. I. ~)ber reelle alge- 

braische Minimalflh'chen. A r c h l y  for  Ma th .  B4. 2, I877 , S. I57--~98. 
3) Beitr@e zur Theorie der Minimalfl~ichen. I. und II .  Math .  A n n a l e n  :Bcl. 

I4  un4 I5, I879 , S. 331 - -415  bez. 465- -506 .  
4) Bestimn~u;~g aller in einc aIgeLraische Developpabele eingeschriebenen algebraischcn 

hztegralfl~ichen der Differentialglcichung s :~ o. A r c h l y  fo r  Math .  Bd. 4, 

~879 , S. 334- -344 .  
5) Weite~'e Untersuchungen i~ber Minimalflgchen. A r c h i v  fo r  ~Ia th .  ]54. 4, 18~o, 

S. 477--5o6. 
(5) Bestimmung aller Fl~ichen, die in mehrfachcr Weise dutch Translationsbewegung 

eine.r Curve er~eugt werden. A r c h i v  for  Math .  Bd. 7, 1882, S. I 5 5 - - I 7 5 .  
7) Sur une interTrdtation nouvelle du th6or~me d'Abel. C o m p t e s  l~endus  T. I I4, 

~89z, S. :77--z8o. 
8) Sur une application de la thdorie des grouTes conlinus ~ la thgorie des lone!ions. 

C o m p t e s  R e n d u s  T. I I 4 ,  I 8 9 2  , S .  334- - ]37 -  
Acta mathemativa, 28. Imprim~ le 25 aofit 1903. 9 
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Die Art, wie LIE das Problem 15ste, ist fiir seine Forsehungsweise 
churakteristiseh: Zuerst, von 186 9 an, fand er durch BenuLzung von Ab- 
bildungen eines Raumes auf einen andern Beispiele yon solchen Fl~ichen, 
die mindestens vier Scharen yon je einfach unendlich vie]en eongruenten 
und gleichgestellten Curven enthalten. Diese F15ehen waren im allgemeinen 
transcendent. Er bemerkte aber, dass zu jeder yon ihnen eine gewisse 
ebene algebraische Curve in enger Beziehung stand. Es zeigte sieh niim- 
lich, dass die Tangenten jener vier Curvenseharen die unendlieh ferne 
Ebene in den Punkten einer Curve vierler Ordnung schnitten. Aber den 
inneren Grund fiir diese n achtr~gtich festgestellte Erscheinung konnte er 
lange nieht erkennen, weshalb er yon i88i  bis 1889 wiederholt gesprSchs- 
weise die Aufmerksamkei~ anderer Mathematikcr darauf hinlenkte. Dabei 
gab er auch der Vermutung Ausdruek, dass diese Erscheinung mig dem 
AneL'sehen Theorem in Zusammenhang stehen diirfte. Dureh sehr umstiind- 
liehe Reehnungen gelang es ihm 1882, alle Translationsfl~tchen mit mehr- 
facher Erzeugung zu bestimmen. 1 

Im Winter I89I his 92 fand er da.nn, dass das ABECsche Theorem, 
angewandt auf den Sehnitt einer Curve vierter Ordnung mit einer ver- 
iinderlichen Geraden, bet zweckmgssiger Deutung eine ausgedehnte Familie 
yon Translationsfl~ichen mit mehrfaeher Erzeugung lieferte, aa, es zeigte 
sich, dass sich diese Fl~ichenfamilie in ihrem Umfang mit der vo.n ihm 
gefundenen deckte. Und so wurde er zu dem letzten Schritt gefiihrt, 
direct zu beweisen, dass das AnEL'sche Theorem alle Fl:~ichen yon der ge- 
suehten Art liefert. Dabei kam es darauf an, die Integrabilitiitsbeding- 
ungen eines Systems yon zwei homogenen par~iellen Differentialgleiehungen 
zweiter Ordnung zu diseutieren. Zun~iehst ergaben sieh drei Bedingungen; 
vor ihrer direeten Aufstellung sehreekte er jedoeh zuriiek, da sic naeh seiner 

9) Untersuchungen tiber Translationsfliiehen. Leipziger Beriehte 1892, S, 447 
--472,  559--579. 

IO) Die Theorie der Translationsfliichen und das Abel'sche Theorem. Leipziger Be- 
riehte 1896 , S. I4~--I98. 

II) (Yeometrie der Beriihrungstransformalionen. I. Bd, Dargestellt yon LIE und 
SCHEF])'ERS, Leipzig I896 , S. 4o4--41 I. 

I2) Das Abel'sche Theorem und die TranslationsmannigfaItigkeilen Leipziger Be- 
richte I897, S. I8[--248. 

' Siehe die 6. in der vorigen Anmerkung genannte Arbeit. 
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Meinung ,,fast unausfiihrbare Reehnungen,, erforderte. 1 Es gelang ibm 
aber in ~i.usserst scharfsinniger Weise durch seine bewShrte Methode, n~m- 
]ieh dutch das Herbeiziehen begrifflicher geometriseher Oberlegungen, diese 
analytisehen Sehwierigkeiten zu umgehen und zu erkennen, dass sieh alle 
drei Bedingungen auf eine einzige redueieren, die er, ohne die Reehnungen 
auszufiihren, dennoch vollst~indig genau  aufstellen konnte. Von da his 
zum Endergebnis war es nur ein leiehter Sehritt. 

Naehdem LIE das Problem gel6st hat, wird man versuchen diirfen, 
eine einheitliehe Methode bei der Behandlung einzuftihron, d. h. den 
Weehsd zwischen rein analytiso]xen and rein geometrischen Sehliissen 
zu vermeiden. Man wird wtinsehen, den analytisehen Ansatz, den LIE 
selbst gegeben hat, auch auf rein analytisehem Wege bis zum Schluss- 
ergebnis durehzufiihren. Es ge]ingt in der That dureh eine leiehte Ab- 
~[nderung der analytischon Fassnng, jene ~fast unausfiihrbaren Rechnungen~ 
einfaeh zu gestalten; ja es zeigt sich, dass die wiehtige Integrabilit~ts- 
bedingung in einer viel bequemeren Form hervorgoht, als es die yon L~E 
solbst gefundeno ist. Die LIE'sehe Formel war so wenig handlich, class or 
sieh genStig~ sah, bei ihrer geometrischen Deutung wieder andersartige 
lJberlegnngen heranzuziehen, n5mlieh die letzten Schliisse auf Abzghlungen 
zu sti]tzen. Benutzt man dagegen die Integrabilit~tsbedingung in jener 
wirklieh t'tberrasehend einfachen Gestalt, die der roehneriseho Weg liefert, 
so fiithrt ihro Doutung yon solbst, ohne dass man etwas vom Endorgebnis 
zu wissen braueht, zur Curve vierter Ordnung und damit zum ABEL'sehen 

Theorem. ~ 
Ich glaube daher, diesom Beriehte iiber den Zusammenhang zwischen 

dem ABEL'sehen Theorem und dem LIE'sehen Translationsfl~ehen-Theorem 
einen selbst~ndigen Wert geben zu k6nnen, indom ich, ausqehend yon dem 
Lie'scSen Ansatze, aber auf anderem, n~mlich rein analytisehem Wege, 
das Problem tier TranslationsflSehen bis zu dem LIE'sehen Ergebnis verfolge. 

Naehher ~vurde ieh daran einige Bemerkungen fiber die geometrischen 
Deutungen des Ergebnisses und tiber die Verallgemeinerungen anschliessen. 

1 Si4he die Io. in der ersten Anmerkung genannte Arbelt, S. I9o. In dieser 
Arbeit berichtet LIE selbst ausfiihrlich iiber die Geschicht, e seines Problems. 

¥gl. im Folgenden § 6 und § 8. 
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§ 1. Allgemeines i~ber TranslationsfldcDen. 

Ehe wir an das Problem herangehen, ist der Begriff der Translations- 
flgehe zu er6r~ern. ~ 

Wird eine s~arr gedachte Curve, e~wa die durch die Oleiehungen 

mi{ dem Parame{er % dargestell{e, ohne )[nderung ihrer Stellung iin 
Raume, also mittels Sehiebungen oder Translationen stetig in neue Lagen 
iibergefiihrt, so erzeugt sie eine Schiebungs- oder Tra,~slationsfldehe. Die 
Flgehe enthSlt d aher unendlieh vide congruent e und gleichgestellte Curven; 
dureh jeden Punkt der Flgehe geht eine yon ihnen. 

Da alle Punkte der Curve (I) bei diesen s¢etigen Schiebungen be- 
sfgndig congruente und gleichgestellte Bahnen durchlaufen, so enthgl~ die 
Plgehe noeh eine zwei~e Schar yon congruen~en und gleiehgest.elRen Curven. 
Dnrch jeden Punkt tier Fl{iehe geht eine Curve der ersten und eine Curve 
der zweiten Sehar. 

Demnaeh gestattet die Translationsflgehe noeh eine zweite Erzeugung: 
Dureh stetige Sehiebnngen kann man eine Curve der zwei~en Art tiber 
die Fli~ehe hinwegftihren. 

Jede Translationsfl(iche gestattet demnach zwei Arten der Erzeugung 
dutch stetige Translationen yon Curven. 

Zum Uberfluss zeigt dies ihre ana]ytische Darstellung: Wollen wir 
den Punkten (x, y, z) der Curve (I) stetige Schiebungen erteilen, so haben 
wir zu ihren Coordinaten Funefionen einer Veriinderliehen % zu addieren, 
etwa die Funetionen A,(%), B,(%), q(u=), sodass die Curve (~) (lie Trans- 
lationsflgehe erzeugt: 

(2) x =   1(ul) + v -  + z = q ( u l )  + 

Auf dieser Flgche sind ul und % Gaussische Parameter; sowoM die Pa- 

WJr reproducieren hier Betrachtungen aus LI~'s IO. Abhandlung, S. I62--I64. 
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r a m e t e r c u r v e n  u 1 = C o n N , .  als auch die Paramctercurven % = Const. sind 
einander congruent und gleichgestellt. 

Die Tangenten der dureh die Punkte einer Curve u~ = Const. gehen 
den cx~ 1 Curven % = Const. haben Riehtungseosinus proportional der G r6ssen: 

C;(ud, 

die von % frei sind, d. h. alle jene oo 1 Tangenten sind einander parallel 
und bilden daher einen Cylinder, der die Translationsfl~iehe (2) liings der 
betraehteten Curve u~--Cons t ,  umhtillt. Hieraus folgt: 

Die beiden Curvenschaaren u~ = Cor~st. und u 2 = Const. au f  der Trans- 

lalionsflache (2) sind zu einander im Dupin'scl~en Sinne conjuuiert. 

' E s  folgt dies auch daraus, dass die zweiten Ableitungen x~,,~, y,,,,~, Y,I,: 

der Funetioncn (2) gleieh Null sin& 
Da alle Curven % = Const. einander congruent und gleiehgestellt s i nd ,  

sind die Riehtungen der Tangenten einer Yon ihnen dieselben wie die der 
Tangen[en aller andern. Legen wit z. B dureh den Anfangspunkt die 
Parallelen zu allen Tangenten einer Curve u=--Const . ,  so entsteht ein 
Riehtungskegel, dessen Erzeugende auch den Tangenten aller anderen Curven 
%----Const. parallel sind. Ebenso geh6rt zu den Curven u~ = Const. ein 
gemeinsamer Riehtungskegel. 

Denken wir uns das Unendliehferne wie in der projeetiven Geometrie 
als eine Nbene, so k6nnen wir aueh so sagen: aene beiden Riehtungskegel 
treffen die unendlieh ferne Ebene in zwei Curven r~ und i*~. Alle l'an- 

gengen aller Curven u 2 ~-Const .  treffen die unendlich ferne Ebene in den 

Panklen der einen Curve r~ und alle Tangenten aller Curven % = Const. 

treffen sie in den _Pankten der a,zderen Curve r.~" 

Analytiseh kann man die beiden unendlieh fernen Curven so festlegen: 
Wenn wir diejenige Richtung, auf der x ,  y,  z um dx ,  ely, dz waehsen, 
durch die beiden Bestimmungsstiicke 

dx dy 
(3) 

ausdriieken, sodass ihre Cosinus proportional 

~,rt ,  i 
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sind, so kSn.nen wit zugleieh $, T als Coordinaten desjenigen Punktes in 
der unendlieh fernen Ebene deuton, in dem alle Geraden yon dieser Rieht- 
ung die unend]ieh ferne Ebene treffen. Far  die Riehtungen der Tan- 
genten der Curven u~ .... Cons~., bei denen u~ ver5nderlieh ist, wollen wir 

und 72 mi~ dem Index I versehen. Alsdann giebt (2), wenn wir nur u 1 
iindern: 

~ : ~ : ~ = _~'~(u~): B ~ ( , ~ )  : C ' , ( ~ ) .  

Dies sind zwei Gleiehungen, aus denen wir uns 'a~ eliminiert denken: 

~($,, ~1) = o .  

Dies i s t  alsdann die zwisehen den l~iehtungen des ersten lliehtungskegels 
bestehende Beziehung oder aueh die Gleichung der uuendlich fernen Curve 

r~. Analog folgt aus: 

dureh Elimination yon u~ die Gleichung 

2 2 ) 2 

der unendlich fernen Curve i'~. 

§ 2. D i e  p a r t i e l l e  D i lTeren t i a lg l e i chung  tier T rans la t i ons ] tdchen .  1 

Es seien jetz~ umgekehr~ irgend zwei Curven ~-~ und y~ in der un- 
endiich fernen Ebenc gegeben, etwa dutch die Gleiehungen: 

(4 )  e l ( ~ , ,  ~ , )  = o ,  ~ ( ~ ,  ~) = o .  

DaMn ist es leieht, eine partielle Differentialgleichung aufzustcllen, der jede 
solche TranslationsflSehe geniigen muss, bei der die Tangenten der einen 
Curvensehar nach i', und die Tangenten der anderen Curvenschar naeh 
~'2 gehen. 

Is~ n~mlieh (x, y ,  z) ein Punkt  einer solchen Tmnsla~ionsflSche, die 
wir uns analytisch in der Form 

z -= f ( x ,  y) 

A. a. O.  S. I65. 
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ausgedriiekt denken, und bezeiehnen wir wie iiblieh die Ableitungeu von 
Z 80: 

~z ~z 
P ~ ,  q = ~ ,  

O~z O2z ~'~Z 
. . . . . . . . . . .  Oy~ 

so ist fiir jede Fortsehreitung (d~: dy: dz) auf der Fl~iehe veto Punkte 
y ,  z) aus: 

pdx + q d y - - d z  = o 

oder, wenn d x : &  und dy :&  wie in (3) mit $ und 72 bezeiehnet werden: 

(5) p$  + = 

Dass die Gleiehung linear in $ und 72 ist, entspricht dem Umstande, 
dass die Tang'entenebene des Fliiehenpunktes (x, y, z) die uneudlich ferne 
Ebene in einer Geraden schneider. 

Nun sell dureh den Punk~ (x, y, z) der Flgehe eine Curve u~ == Const. 
und eine Curve u~ = Const. gehen, und es ist vorgesehrieben, dass die 
Tangenten dieser beiden Curven nach den dureh (4) gegebenen unendlieh 
fernen Curven F1 und r,~ laufen. Mithin werden die Bestimmungsstt~eke 
SJ, ~1 der Tangente der einen Curve dureh die beiden Gleiehungen 

(6) ~1($1, ~ 1 ) =  O, ~)~1 q'-qT]l = I 

und die Bestimmungsstiieke $~, ~2~ der Tangente der andern Curve dureh 
die beiden Gleichungen: 

(7) ) ~( ;~ ,~2  = ° ,  p%q-q r  h = I  

gegeben. Beide Riehtungen abet sollen naeh dem Friiheren zu einander 
conjugiert sein. Da x und y ]Sngs der einen naeh (3) um solche Gr6ssen 
waehsen, die $1, ~Yl proportional sind, und 15ngs der anderen um so]ehe, 
die $2,7]~ proportional sind, so driiekt sieh das Conjugiertsein naeh be- 
kannter Regel so aus: 

(8) . . . .  
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Setze. wir hieri, die (6) (7) rolgenden Werte 
nnd ~ ,  7h, die FuneLionen yon p nnd q sind, ein, so gehL eine homoyene 

partielle Differentialqleichuny zweiter Ordnuny hervor, die die Form hat: 

~(p, ~)r + X(p, ~)s + '~'(p, q) t  = o,  

and ihr miissen die zu den gegebenen unendlieh fernen Curven oder tlicht- 
ungskegeln (4) geh6rigen Translationsfl~iehen 

z = f ( x ,  y) 
geniigen. 

Es ist sgfort klar, dass die ioartielle Differentia]gleiehung aueh yon 
denjenigen c~,v 4 F15ehen erfiillt wird, die aus einer ihr geniigenden F15ehe 
dureh alle oo 3 Sehiebungen oder dutch iihnliehe Vergr6ssung hervorgehen, 
da sich dabei p ,  q ,  r : s :  t nieht ~indern. Aus einer TranslationsflSehe 
gehen auf diese ~¥eise offenbar immer wieder Translationsflgehen hervor. 
Die Differentialgleiehung ha~ also, sobald sie eine Translationsflfche als 
LSsung zul~ss~, sicher unendlieh ~'iele L6sungen, die Translationsflgehen vor- 
s~ellen. Es ist leieh~ einzusehen, dass jede L5sung der Differen~ial~leichung 
eine TranslationsflSehe ist, sobald sie nieht abwiekelbar ist. Doeh brauehen 
wir hierauf an dieser Stelle nicht n~her einzugehen. 

§ 3. D a s  P~,oblem a n d  s e i n  A n s a t z .  

Das L~E'sche Problem ist nun dies: 
Es  sollen alle die]enigen Translationsfl~chen bestimmt werden, die in ~nehr. 

facl~er Weise als l'ranslationsfldchen aufzufassen sind. Da jede Translafions- 
fl~che an sich schon, wie wir sahen, zwei Erzeugungen durch stetige 
Schiebungen zul~sst, so ist dies natiirlich so gemeint:  

Wir  fragen nach de~@nigen Fliiche,n, die vier Scharen yon ]e oc ~ con- 

gruenten und gleichqestellten C'urve~ enthalten, sodass dutch ]eden P~nkt  der 

Fla'che ;/e eine Curve c I , c.~ , c 3 , c~ vo~ ]eder Schar geht, indem dann die 
Fliiche vier Erzeugungen zulfisst, einmal durch Versehieben yon c~ l~ings 
c 2 (wobei ein bestimmter Punkt  yon c~ l~ngs c: hinlSuft), dann durch 
Verschieben yon c~ l~ngs c~, driitens durch Verschieben yon G liings c 4 
und viertens durch Verschieben yon c 4 liings G" 
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Zu dem Curvenpaar cl,  c 2 gehSren als 0r~er der Schnittpunkte ihrer 
Tangenten mit der unendlich fernen Ebene zwei Curven i'1, i'~. Ebenso 
gehSren zu dem Curvenpaar cs, c 4 zwei Curven T3, i'~. Dabei seien #3, ~]s 
die auf die Tangenten yon cs und $4, ~y~ die auf die Tangenten von c~ 
beziiglichen Bestimmungsstiicke (3) der Richtungen. 

Zu ys und 7"4 kSnnten wir, wenn wit ihre Gleichungen analog (4)ge- 
geben hgtten, ebenfalls die par~ielle Differentialgleichung analog (8) aaf- 
s~ellen. Die gesuchten Translationsfl~chen miissten beiden partiellen Diffe- 
rentialgleichungen genfigen. Demnach stetlen wir uns zun~chst das ana- 
lytisehe Problem : 

M a n  soll vier Gleichungen: 

(9) ~,(~,, ~ , )=o ,  ~2(#2, ~) -----% ~ ( ~ ,  ~3) = ° ,  ~(#4, ~ ) = o  

so bestimmen, dass die beiden partiellen Differentialgleichungen f, ir z: 

(io) 

,in denen #1, 72, , ~2 , 7]2 , ~ : ~A , ~4 , 7]4 die dutch (9) und dutch 

bestimmten )Functionen der ersten Ableitungen p ,  q bedeulen, wenigstens eine 

gemeinsame Integralfla:che 

z = f ( x ,  y) 
haben. 1 

Wir werden nun die beiden Differentialgleichungen (zo)e in  wenig 
umformen, indem wir 

1 So hat LIE selbst das Problem formuliert, siehe a. a. 0., S. I67. Von bier 
ab verlassen wir den von LIE eingeschlagenen Weg, indem wir zuu~ehst don Ansatz ein 
wenig abi~ndern und darauf im n~ichsten Paragraphen an die analytische L5sung gehen. 

Acta mathematica. 28. Imprin~ le 25 aoiit 1903. 10 
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einfiihren, wodurch sie die Formen annehmen: 

r + (r, + r~)s + rlr~t = o, 

r + ( r  3 + r 4 ) s + r 3 L t = o .  

Die aus (,2) folgenden Werte yon ~Yl, ~Y~, ~]~, ~]4 setzen wir in (9) und (I I )  
ein. Die Gleichungen (9) gehen dann in Gleichungen zwischen den $i und 
~'i (i = r , 2 , 3 , 4 )  iiber, sodass .folgendes Problem vorliegt: 

Man soll vier Gleichungen: 

(,3) ¢~(~,, ~1)=o, ¢~(~, ~ ) = o ,  ¢~(~, ~ ) = o ,  ¢~(~,, ~,)=o 
so bestimmen, class die beiden partiellen Differe~itial21eichungen fiir z: 

('4) {:5-[-(rl 2 t - r2 ) s2 f ' r l r2 t=° '  

+ (r~ + r,)s + r~r,t = o, 
in denen rl ,  v2, r3, r 4 die dutch ( '3)  und durch: 

(I5) p$, +q$1r~ ~ p% +q.,~ ~ I, P;3 +q%r~ = ,  P~4 +q$4r4---- ' 

bestimmten Functionen der ersten Ableitunqen p , q  bedeuten, wenigstens eine 
gemeinsame lnte.qralfl~iche 

z = f @ ,  y) 
haben. 

Von den abwickelbaren Fldchen wollen wir dabei absehen. Denn es ist 
nich~ sehwer einzusehen, dass eine abwickelbare Fl~che nur dann Transla- 
tionsfiSehe ist, wenn sic eine Cylinder ist. Ein  Cylinder aber kann auf 
unendlich viele Weisen durch Sehiebung einen Curve erzeugt werden; man 
w~hle n~'~mlich irgend eine Curve auf dem Cylinder aus. 

Is t  nun aber die fragliche gemeinsame IntegralflSche 

z -- f@, y) 

nieht abwickelbar, so sind bekanntlich 

0z 0z 
P - -  ~z' q - -  ~y 

yon einander unubh~ingige Funetionen yon x und y. Daher kSnnen wit auf 
der Fldche p und q start x und y als unabhdngige VerCinderliche benutzen. 
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§ 4. D i e  I n t e g r a b i l i t d t s b e d i n g u n g .  

( I 6 )  

sein. 

Nach  (~ 4) muss  auf  der  f ragl ichen Fl~iche: 

(r, + r,)r~r,--(r~ + r,)r,r,  

t -~- r~ + "c~ - - r ~  - - v ~ .  8 

.8~ 

A u c h  miissen r ,  s ,  t die B e d i n g u n g e n  erffillen: 

~r ~s ~s 0t 

die wir, wenn  wir p u n d  q als Ver~nderl iche stat~ x ,  y benutzen  wollen, 

so schreiben werden" 

~r ~p Or ~/ __ ~s ~p Os Oq 

oder, da 

~s ~p ~s ~g at ~p + ~t aq 

vP r ,  ~P - -  ~q aq = t 

is~, so 

~r s ~r t as ~s 
(I7) ~ "t" ~ q = ~ r -l- ~ s , 

O s 8 ~s ~t  ~t ~p + vqt = ~l-r + -~s. 

Hier in  wollen wir die Wer t e  (I 6) yon r und  t einfi ihren.  Es empfiehl t  

sich, dabei zur Abki i rzung  die in ( I5)  rechts  auf t re tenden  Fac torea  von s 

mi t  U und  V zu bezeichnen:  

(18) (r, + r,) r~r, - -  (r, + r,) r, r, = U, __ r, + r, - -  r, - -  r, = V,  
v 1 v~ - -  r s v 4 v~ v~ - -  v , . ' r  4 

sodass naeh (I 6) : 
r = U s ,  t = - V s  
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Setzen wir diese Werte in (I7) fiir r und t ein, so kommt: 

atog~ v ~ + u v ,  a~eg~ ~ + v u ~  
a p -- I -  UV-' 3~ I -- UV 

Eine Function s yon p und q giebt es hiernach nur dann, wenn" 

v~+ ~ v ~  a u~+ w;~ 
(I9) ~ I - -  UV  - -  ~ , - -  U--V 

ist. 

Mithin ist (I9) eine notwendige Bedingung; wir werden sp£~er sehen, 
dass sie auch hinreicht. ~ 

§ 5. A u s r e c h n u n g  t i e r  B e d i n g u n g .  

Zur Ausrechnung der Bedingung bediirfen wir vorcrst der Ableitungen 
yon U u n d  V n a c h p  und q. ~ach  (I8) sind U und V Functionen der 
z; und diese sind nach (13) und (I5) Functionen yon p und q. Nac5 
(~3) sind z. B. $, und r I yon einander abh~ingig, und nach (I5) ist: 

(p + q%)~ + q~ a:--, _ 

(p+qr,)  +q%a~= 

Multipliciren wir diese beiden Glcichungen mi~ 

a% bez. ar~ 
aq ~2 

und addiren wir sie dann, so kommt mit Riicksicht auf die Abhiingigkeit 
von $1 und r 1" 

a~ r , ~  = o .  

t LIE stelI~ drei Integratiensbedingungen anf, die hShere DifferentiMquo~ienten 
nach p und q, n~tm]ich vierte, enthalten, wiihrend unsere Bedingung ([9) nur erste und 
zwdte enthglt. :LIE beweist, dass seine drei ]3edingungen auf eine zurfickkommen. 
Diesen Nachweis brauchen wir garnicht zu ftihren. Unsere Bedingung wird, wie wir 
sehen werden, gerado jeno eine LIE'sche liefern. 
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So ist~ t iberhaupt allgemeirt: 

Im Folgenden soll zur Abkiirzung der 
rentiation nach p andeuten, sodass 

Ovl 

~p 
und nach (2o) : 

ist. 

t - -  = rir~ 
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(i=1,2,3,4) 

Bezeichmo~9 der Accent die Diffe- 

Nach  der zwei~en Gleichung (18) ist n u n  

oder kfirzer: 

wenn wir  n~mlich fiir den Augenbl ick  

(~ - -  ~ ) ( ~  - -  ~,) = a~, 

setzen. Infolge von (2x) ergieb~ sich aus (22) sofort noch:  

t t (rl r~--r3r4)2V~ = alrxr'x + a2r27"~ -4- azrzr3 ~t_ a,z.4r4, 

sodass hieraus und aus (22) folgt: 
4 

1 

Abet  nach (I8) ist 

r 1 "JI- U - - -  ~',a~ qr,  - -  qr~ 

(23) 

( i = 1 , 2 ,  3,4) 

( i=1 ,  2, 3, 4) 
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und ghnliche Wer~e gehen fiir r 2 4- U, r~ "t- U, r 4 -t- U hervor, sodass 
wit sehliesslich wegen der Wer~e (23) erhalten: 

(24) 
X [r2r~-Jr- q r ~ - -  q r ~ - -  r~r~]. 

Aus (i 8) folgt ferner 

und hieraus ziehen wir nach (2I) sofort den Schluss: 

(f ir  , - -  r~r,)' g~ = - -  a, rl r , r ~ r ; - - . . . ,  

wo es genftgt, das erste der vier Glieder hinzuschreiben. Beide l%rmeln 
geben: 

(~1~.~ - -  ~ ) ' ( u ~  + vu~) = - -  ~ , ~ , ( ,  + ~1 v ) ~ ; - - . . . .  

Weil aber nach (t 8): 
a~ 

q1.~ - -  %r 4 

u. s. w. is~, so folgt hieraus wegen der Werte (23): 

(~s) 
(~1 ~, - -  ~ ~ , ) ~ ( u ,  + vu~) = ( ~  - ~,)(~1 - -  ~ , ) ( ~ , -  ~ , ) ( ~ ,  - -  ~,) 

X ['/'32"4 ('~; Ji-  T"I)-- 7"lr2(T'3 + 2";)]. 
Nach (I8) ist ferner" 

Daher giebt (24) und (25)" 

• P t Vq + UVp __ ~ 1.', + r, r, -- r, r3 - -  r31.4 
I - -  U V  v j ,  - -  %1.4 ' 

v t t v 

Up + g U q  __ z3%(q + q )  - -  v , q ( r s  n u r~) 

I - -  U P "  1.,T~ - -  1.81.4 

t t ie rmi t  sind die in der auszuwergenden Bedingung (I9)auf t re tenden Quo- 
tienten bereehnet., sodass die Bedingung so gesehrieben werden kann: 

p p p t P ,' ; l 
1.~ l-  1 ~!-- l",  1.2 - -  l"4 l"3 - -  1.31.4 - -  ~ 1.3 l '4  (1.1 J r  1.2) - -  1., 1.2 (1.3 " ~  1.4) (~6) 

~q r,1.2 - -  z31., ~P 1.11.~ ~ 1.31., 



Das Abel'sche Theorem und das Lie'sche Theorem tiber Translationsfliichen. 79 

Um nun die noch erforderllchen p~r~iellen Differenti~tionen nach q 
und p auszufiihren, haben wit zu bedenken, duss der Accent die :Differen- 
tiation nuch p bedeutet. Aus (2I) schliessen wit, dass 

aq apaq a p ~  ap ~ r~ + r~r~ 

ist. Bet der Ausfi~hrung der Differentiationen in (26)haben wir hiern~ch 
die folgenden vier Regeln zu beaehten: 

a2 aq 

- - =  r ~ ,  - -  = r ~  + r,  r V .  

Wenn wit hiernach die Differentiation nach q bez. p in (26) ausfiihren, 
so finden wit ein i~berraschend einfaches Ergebnis .  Es zeigt sich n~mlich, 
dass ~lle Glieder his auf vier einander geg'enseitig fortheben, indem ein- 
fach bleibt : 

~ t l  I t  91 I !  

Dies also ist die zu  discut irende Bedingung.  ~ 

Bei L1~ ergiebt sich a. a. 0., S. I93, diese Bedingung: 

4 d~7]i 

~ i  - -  O .  

_ d~;i \ ' 

Dass dies nichts anderes als die Gleichung (27) oben ist, erkennf man leicht, wenn man 
die Relationea 

und 

benutzt, insbesondere auch die aus den drel ]etzten folgende Gleichung: 

~'  ~A - -  2 ~  
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§ 6. D i e  C u r v e  vierte~" O r d n u n g .  

W i t  gehen jetzt an die Deutung dieser Bedingung (27). Da die 

Accente die Differentiation nach 29 andeuten, so sag~ sie aus, dass die Summe 

der r~ li~war in p ist: 

( : s )  = + fl, 

wo u und fl Funetionen von q sind. Aber hieraus kSnnen wir noeh mehr 

sehliessen. Differenzieren wir nSmlieh diese Formel nach q, so folgt 
wegen (2 I): 

da dfl Z¢ =Np+ N. 

Weil  aber der Sh'ieh die Differentiation naeh p andeutet, so ist die linke 

Seite der halbe Differentialquotient yon ~ r ]  naeh p .  Also folg~ hieraus, 
class die Summe der v~ quadratisch in p ist. Wenden wir auf sie nochmals 

dasselbe Verfahren an, so ergiebt sich mit Hiilfe von (z I), dass die Summe 
3 4 der ri vo;n dritlen Grade in p ist. Ebenso ist die Summe der ri vom 

viertea Grade in p.  Dabei sind die Coeffieienten Funetionen yon q. 
Nun  erfiillen Vl, v2, r3, r 4 die biquadratische Gleichung far r: 

Ordnen wir sie nach Potenzen yon r: 

r 4 ~ a ~ r  3 -]- a ~ r ~ - - a 3 r - {  - a¢ ~ o ,  

so sind die Coeffieienten a~, %, a3, a~ symmetrisehe Funetionen yon r~, r2, 

r3, r 4. Bekanntlich lassen sich die Summen der Potenzen yon vi durch 
sie wie folgt ausdriicken: 

a I - -  2a2~ 

Er~  = a ~ -  3ala~ -Jr- 3a3, 

~,r~ = a~ ~ 4a~a~ + 4a~a~ + 2a~ ~ 4a4. 
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Da nun, wie wir sahen, die linken Seitea yore ~., 2 ,  3. bez. 4. Grade 
in p sind, so lehrt die erste Gleichung, dass a~ linear in p ist, die zwei~e 

alsdann, dass a~ vom 2. Grade, die dritte, dass a~ yore 3. Grade and die 

vierte, dass a, vom vierten Grade in p ist. 

Also erfi~llen "q, r2, q ,  L eine biquadratische Gleichung: 

v4--a~v 3 -[- a~r2--a3r ~ a 4 = o, 

in der al, a2, a3, a~ gan~e Functionen yon p sind, deren Grade dutch die 
Indices angegeben werden. Die Coefficienten dieser Functionen sind Fur~c. 

tionen yon q. 
Nun w~r allgemein, vgl. (I :), das Zeichen v fiir 72 : $ gebraueht worden. 

Jedes Wertepaar $~, 721 erfflllt also die Gleiehung in ~ and r]: 

72 4 ~ a l ~  -b a~ ]~  ~ - -  a ~  ~ -~- a~*  ---- o. 

Ferner "ist nach (I I): 

p = _ _ _ _  I - -  q~i  

5 

Setzen wir aber in den Functionen a~, a~, a~, a 4 fiir p den Wert  

I -- qT] 

e i n ,  so heben sich die Nenner  8 fort, da a~ mit 8, a 2 mit 8~, a 3 mit 8~ 
und a 4 mit 8~ behaftet ist. Also geht  alsdann eine Gleichung vierten 

Grades zwisehen ~ und 72 hervor, deren Coeffieienten nut  noeh yon q ab- 

hiingen. 

Alle vier Wertepaare ~ , ~ erfiillen somit eine in ~ und ~ biquadratische 
Gleichung, deren Coefficienten nur noch yon q abhCingen. 

Da diese Gleiehung yon dem Wertepaare ~1,7]1 z. B. erftillt wird, 

audererseits abet nach (9) und (I I) die GrSssen $1, r/1 zwei Gleiehungen: 

erfiillen sollen, so muss jene Gleichung, gebildet fiir ~1, ~A, eine Folge von 
diesen beiden sein. Well  sie aber yon p frei ist, kann sie nut  eine Folge 

der ersten, ~ ~ o, allein sein, d. h. sie ist auch yon q frei. 
Acta mathematica. 28, Imprim4 le 26 aofit 1903. 11 
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Somit hat sich ergeben: 

Alle vier Wertepaare $~, ~7~ erfi~llen ei~e in $ und 1] biquadratische 
Gleiehung mit eonstanten Coeffieienlen. 

Anders ausgesprochen: 

Alle vier unendlich fernen Curven y~, T2, Ts, T4 yehgren ein und def. 
selben Curve vierter Ordnuny an. ~ 

Wenn es also Translationsfl/ichen giebt, die vier Seharen yon je cx3 ~ 

congruenten und gleiehgestellten Curven enthalten, so mfissen die Tanyenten 
aller vier Seharen die unendlieh ferne Ebene in ein und derselben Curve 
vierter Ordnung sehneiden. 

§ 7. A n w e n d u n g  des Abel ' svhen l h e o r e m s .  

Unser Problem kommt hiernach auf folgendes hinaus: 

In der unendlich fernen Ebene ist eine Curve vierter Ordnung gegeben. 
Gefragt wird, ob es eine ])'l(t'ehe giebt, die vier Scharen yon ]e cx~ ~ congru- 
enten und gleichgestellten Curven enthcilt, deren Tangenten sCimtlich jene Curve 
vierter Ordnu**g treffen. 

Nun liefert uns das AuEL'sche Theorem, angewandt auf die Schnitte 

jener Curve vierten 0 rdnung  mit einer ver~nderlichen Geraden, in der That  
derartige Fl~chen. ~ 

Ist  n~mlich 

7 )  = o 

eine Gleichung vierten Grades in $ and 7], also F eine ganze Function 

1 LIE sehliesst dies aus seiner in der letzten Anmerkung angegebenen Bedingung 
a. ~. O, S. I94--I96, so: Nach einem Satze yon REIss ist die Bed[ngung ffir die 
Sehnitte einer Curve vierter 0rdaung mit einer beweglichon Geraden erffillt. Anderer- 
seits kann man durch Abz/thlung erkenaen, class die Bedingung nur von cx914 Curven 
erffillt sein kann. Es giebt aber gerade cx31~ ebene Curven vierter 0rdnung; also 
giebt die Bedingung gerade und nur alle Curven vierter 0rdnung. 

Dies erkannte LIE 1891--92. Siehe die 7. oben erw/ihnte Abhandlung. 
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vierten Grades yon $ und 7, so ist, wenn die durch 27= o dargestellte 
Curve vierter Ordnung dureh die vergnderliche Gerad.e 

" p$ + q~] = I 

in den vier Punkten ($,, r]~), ($,, V,), ($,, ~]a), ($~, 7,) geschnitten wird; 
nach dmn Ai~EL'schen Theorem: 

f~+j~+j-~,, d-~,7 =° ,  

f d~, £d5 - ° '  

sobald die Grenzen der In~egralo die zu zwei Lagen der Geraden geh6rigen 
Sehni~tpunktscoordinaten ~ , ~2, ~ ,  ¢4 sin& Hierbei bedeu~e~ na~iirlieh 
F~,, die partielle Ableitung vom F(~i, ~Yi) nach ~i. Aus allen In~egralen 
hat man sieh die ~] mittels der Gleichungen 

• '(~, ~) = o (,~,,~,~,~) 

entfernt zu denken, sodass unter den Integralen nur die Vergnderliehen 
~ ,  $2, ¢~, $, vorkommen. Bildet man nun die Gleichungen: 

(,9) v = j ~ -  

~-y~, + f ~ ,  
so ist nach den obigen Formeln des AuEL'schen Theorems auch: 

• = - d  ~ J-~,,  , 

(~o) v = - j  ~ .] ~ , 

f< f< , = - - j ~  j ~ "  
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Nun stellen abet die Gleiehungen (I 9) eine Fl~iche mit den Gaussischen 
Parameter ~ ,  ~: und die Gleichungen (20) also dieselbe Fl~ehe, aber mit 
den Gaussischen Parameter ~:~, $4, dar. Da jedesmal jede der Coordinaten 
eine Summe yon zwei Functionen ist, yon denen die eine nur den einen 
Parameter, die andere nur den anderen Parameter enth~lt, so haben die 
Gleichungen (19) und (2o) die fib" Translationsfi~chen charak~eristische all- 
gemeine Form (2). 

Mi~hin haben wit eine Fl~tche erhalten, die sieh in zwei Arten, (I9) 
und (2o), als Translationsflgche darstellen l~sst Beide Darstellungen sind 
wesentlich yon einander versehieden, denn die durch den Punkt (x, y, z) 
der Fl~che gehenden Parameterlinien ~: ~ Const. und ~ ~ Const. haben 
dor~ Tangenten, deren Rich~ungscosinus proportional 

~l, 71, I bez. ~2,72, I 

sind, w~hrend die Parameterlinien ~4 = Cons~. und ~3 " Const. dort Tan- 
genten haben, deren Rich~ungscosinus proportional 

sind. Weil nun fiir alle Wertepaare $i, 71 die Gleichung 

pC + q7 ---- x 

besteht, so gehen die vier Tangentenrichtungen in der Tangentenebene des 
Punktes (x, y,  z) nach denjenigen vier unendlich fernen Punkten (:5,7~) 
der Curve vierter Ordnung 

7) = o, 

in denen sie yon der unendlich fernen Geraden 

pC + q7 ---- 

geschnitten wird, und sind daher fiir einen allgemein gew~hlten Punkt 
(x, y ,  z) der Fl~che yon einunder verschieden. 

In der That also stellen die Gleichungen (I9)oder (20)eine Fld'che dar, 
die vier Scharen yon je cxv 1 congruenten und gleichgestellten Curven enthdlt 
derart, dass in einem allgemein gew(ihlten Punkte der Fl(iche die Richtungen 
der vier hindurchgehenden Gurven yon einander verschieden sind. 
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§ 8. D i e  a l l g e m e i n s t e  L 6 s u n g  d e s  P r o b l e m s .  

Hat  uns somit das ABr:L'sche Theorem, angewandt auf den Schnitt  

der gefundenen unendlich fernen Curve vierter Ordnung mit einer ver- 

i~nderlichen Geraden, eine L6sung des gesteliten Problems gegeben, so ist 

es sehliesslich auch leieht, nnabh~ngig hiervon die allgemeinste L6sung 

abzuleiten. ~ 

Denn wenn wieder 
• ( $ ,  7 )  = o 

eine gegebene unendlich ferne Curve vierter Ordnung ist, so handelt  es 
sich darum, eine Translationsfl/iehe zu finden, deren erzeugende Curven 

solehe Tangenten haben, die diese Curve treffen. Da naeh (3)1/ings einer 

:Riehtung ( d x "  d y :  dz) die Proportion: 

d x  " dy  " dz  = ~ " ~ " I 

besteht, so wird die al lgemeins te  Curve, deren Tangenten nach jener un- 

endlich fernen Curve F = o hingehen, gegeben dm'eh: 

=focal" f p, de fed" ~, y := , z = ¢ ,  

wo p eine zun~ichst beliebige Function yon ~ bedeutet und unter ~ die 

durch 
7 )  = o 

bestimmte Function yon ~ $ zu verstehen ist, sodass l~i~gs der Curve $ die 

Ver~nderliche ist. Is t  nun auf der fraglichen Fl~ehe 

oz oz = 

so miissen die Tangenten der vier (lurch den Punk t  (x, y ,  z) der Fl~che 

i LIE begnfigg sich damit~ zu zeigen, dass die Curve vierter Ordnung mittels des 
ABEI.'sehen Theorems Translationsfli~chen mit mehrfaeher Erzeugung liefert. Abet na- 
tiirlich muss noch gezeigt werden, dass die Curve vierter 0rdnung sonst kelne (ausser 
~hnlich vergrSsserten) ergiebt. Diesen iibrigens sehr leiehten Nachweis deuten wir im 
gegenw~irtigen Paragraphen an. 

( 
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so: Man stellt die Gleichung einer belieboen algebraischen Curve vierter 

Ordnuug in $ und ~ auf: 
~ ' ($  , 7) = o 

und bildet die drei Abel'schen Integrale erster Gattung : 

Sind ~($~), Z($~), ¢($~) (i----- I ,  2 , 3 , 4 )  diese Integrale, hinerstreckt zwischen 
den vier Schnittpunkter~ einer festen Geraden und den vier Schnittpunkten 

(~i, ~i) einer verCin&rlichen Geraden 

P$ W q~ ~ I 

mit der Curve vierter Ordnung .F($, v2)~ o, so sind: 

x = c [~ (~ , )  + ~(~)], 

y = c [ z ( ~ , )  + z ( ~ O ] ,  

z = ~ [ ¢ ( $ , )  + ¢ ( ~ ) ]  

die Gleichung einer Fldche v o n d e r  gesuchten Art; sie 1Cisst sich auch so 

darstellen : 

Y = - - c [ z ( $ ~ ) +  Z(~,)]. 

~ = - - c [ ¢ ( ~ )  + ¢(~,)]. 

So findet man a//e FICichen yon der Dabei bedeutet c eine beliebige Constante. 
gewiinschten Art. 

§ 10. Z u r  Anwendun~l  des L ie ' schen Theorems.  

Wir haben, um das Wesentliche der Folgerungen hervortreten zu 
lassen, einige nebens~chliche Punkte mit Stillschweigen iibergangen, die 
LIE ausfiihrlich hervorgehoben hat. Mit einigen Worten seien sie hier 
erw~ihnt: 
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Ist die Curve vierter Ordnung irreducibel, so bilden alle vier Seharen 
yon je c~ 1 congruenten und gleiehgestellten Curven auf der zugehSrigen 
Fl£che im Grunde genommen eine einzige irreducible Sehar. Sie ist aber 
so beschaffen, dass dutch jeden allgemein gewahlten Punkt  P der Fl~ehe 
vier verschiedene Curven c~, c 2 , c 3 , c~ der Sehar gehen. Sie sind alle vier 
einander congruent und gleiehgestellt, aber der Punkt  P ist natiirlieh nicht 
auf den vier Curven iiberall der homologe Punkt.  Wenn  man c 1 mit 
einem ihrer Punkte l~ngs c~ stefig hinschiebt, geht die Fl£che hervor; 
ebenso umgekehrt, wenn c 2 mit einem ihrer Punkte l~ings c~ stetig hin- 
gesehoben wird. Ebenso liefern c~ und c 4 zwei Erzeugungsarten. 

Ist  die Curve vierter Ordnung redueibel, so darf sie nieht etwa aus 
zwei zusammenfallenden Curven zweiter Ordnung bestehen, vielmehr muss 
immer noeh eine allgemein gewghlte Gerade sie in vier verschiedenen Punkten 
treffen. 

Die Curve vierfer Ordnung kann in zwei versehiedene Kegelsehnitte 
zerfallen. Dies giebt Anlass zu zwei wesentlich verschiedenen ~74ehenarten. 

Man kann n£mlich, wenn man die Curve durch eine Gerade schneider, als 
Punkte ($~, U:) und (~:, ~]:) entweder Punkte auf demselben Kegelsehnitt  
oder Punkte auf verschiedenen Kegelschnitten wShlen. Im ersteren Falle 
hat die F15che eine hSchst merkwiirdige Eigenschaft; LIE hat gezeigt, dass 
die beiden Kegelschnitte durch irgend ein Paar yon Kegelsehnitten des- 
jenigen Biisehels ersetzt werden diirfen, das von jenen beiden Kegelschnitten 
bestimmt wird. D. h. alsdann gestattet die Fldche unendlich viele Er- 

zeugur~gen dutch Translation von Curven. Wenn insbesondere der eine Kegel- 
schnitt der Kugelkreis ist, so gehen 2~linimalfldchen hervor. Unter anderen 
tri t t  hier die SCHEUK'sehe Minimalfl~ehe und die Minimalsehraubenflgehe auf. ~ 

Im Fall des Biisehels yon Kegelschnitten hat die Fliiehe mindestens 
eine Sehar yon ebenen Erzeugenden, da das Biisehel mindestens einen in 
Geraden zerfallenden Kegelsehnitt  enth£1t. 

Auch wenn die Curve vierter Ordnung in eine Curve drifter Ordnung 
und eine Gerade zerf~llt, hat die Fliiehe eine Schar yon cxo 1 congruenten 
gleiehgestellten ebenen Curven. Ist  die Gerade eine Wendetangente der 

1 Unter Leitung des Verfassers hat R. KU~n~ER (siehe seine Dissertation, Leipzig 
I894) Modelle der Translationsiliiehen mit unendlich vielen Erzeugungen hergestellt, die 
Eigentum des mathem. Instituts an der Universitat Leipzig sin& 

Acta math~matica. 28. Impr im$ le 26 aoilt 1909. 12 
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Curve drifter Ordnung, so sind diese Curven Parabeln, und nur in diesem 

Fall treten Parabeln als erzeugende Curven an[. 1 

Die grosse Zuhl verschiedenartiger Typen yon Translationsiti[ehen, die 

sich aus dem LIE'sehen Theorem ergeben, ist bisher, so viel ieh weiss, 

noeh nicht genauer untersueht worden, obgleieh ihre Betraehtung wegen 

des innige~l Zusammenhanges mit  dem ABEL'schen Theorem sowohl in 
geometriseher als auch in analytischer Hinsieht gewiss sehr lohnend sein 

wiirde. 

§ 11. V e r a l l g e m e i n e r u n g e n  u n d  a n d e r e  Be 'u ,  e i s e  d e s  L i e ' s c h e n  

T h e o r e m s .  

Dass sieh dam Theorem i~ber die Transla*ionsfl:,~chen mit mehrfaeher 

Erzeugung auf R~ume h6herer Dimensionenzahl verallgemeinern lgsst, hal  
LI~ selbst schon erkannt und zum Teil in seinen Schriften mitgeteilt, s 

So hat  er at~sfiihrlieh gezeigt, dass das AsE~,'sche Theorem alle dreifaeh 

~usgedehnten Mannigfaltigkeiten des Raumes yon vier Dimensionen liefert, 

die in mehrfache Weise als Translationsmannigfaltigkeiten aufgefasst werden 

k6nnen. Auf diese Verallgemeinerungen gedenke ich jedoeh nieht ein- 

zugehen; meine Absicht war es nur, dem Wunsche zu entspreehen, im 

gegenwgrtigen Aufsatze das LIE'sche Theorem for die Translationsflgehen 
des gew6hnliehen Raumes so abzuleiten, dass auch denjenlgen, die den 

LIE'schen Ideenkreisen ferner stehen oder den yon LIE mit so grosser 

Meisterschaft gehandhabten Wechsel zwischen analytisehen und synthetischen 
Betmchtungen nicht lieben, ein Einblick in den Beweis u n d  das Wesen 

des LtE'schen Theorems gegeben wird. Schliesslich m6chte ieh noeh er- 

wghnen, d~ss POIXCA1~ zwei andere Beweise des Lt~:'schen Theorems ge- 

liefert haL, yon denen der zweite sozusagen intuitiv und ohne, dass man 

die LIE'sehen partielleu Differentialgleichungen braueht, zum Ziele ft~hrt. 3 

Yon @. WIEG~EI~ (siehe seine Dissertation, Leipzig I893, auch Archly for 
}Iath. Bd. 14) sind hierzu ~Iodelle hergestellt worden, die sich ebenfalls im Leipziger 
math. Institut befindeu. 

Vgl. die 7. nnd I2. der oben angegebenen Abhandlungen. 
3 Remarques diverses sur les loner ions abdliennes, Journul  de 2~[ath. pures et 

appl. 5. s6rie, t. I (IS95), S. 219--314, und: Sur les surfaces de translation et les 
fonetions abdlienne,; Bullet in  de la Soci6t6 math. t. 29 (t9oI). S. 6I-~86. 
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Er beruht wesentlieh auf Continuiti~tsbetrachtungen und ist yon POI~CA~ 
selbst auf h6here Dimensionenzahlen ausgedehnt worden. LIE's eigener Weg 
darf gewiss nieht als intuitiv bezeiehuet werden, was aus den Bemerkungen 
in der Einleitung uud in den Anmerkungen, in denen ieh den oben ein- 
geseh]agenen ~Veg mit dem LIs'sehen vergliehen babe, wohl zur Geniige 
erhe]lt. Man darf abet nieht vergessen, dass es etwas ganz anderes ist, 
ob man ein neues Theorem zmn ersten Mal entdeekt und beweist oder 
ob man naehtrgglieh einen anderen Zugang zu ihm sueht. Wet den yon 
LTF~ selbst gegebenen Beweis in den Le ipz ige r  B e r i e h t e n  yon I896 
verfolgt, wird vielmehr dem Seharfsinn, mit dem er in langen Jahren das 
neue Theorem allmghlich auffand und bewies, die gr6sste Bewunderung 
zollen und sich freuen, dass seine eigenartige Methode der Wissenseha% 
diesen h6ehst merkwiirdigen Zusammenhang zwisehen seinem rein geome- 
trisehen Problem und dem Theorem yon ABSI~ gesehenkt hat. 

Darmstadt, 8. Febr. t 902. 


