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SUR L'EMPLOI D'UN TH]~ORI~ME D'ABEL DANS LA THI~ORIE 

DE L ' INTI~GRALE DE D I R I C H L E T  

P A R  

T. BROD]~N 
LUND. 

I. Le %h4or~me I I I  du  m4moire  d'ABEL sur ]a s~rie du  b inSme ~ 

pe rme t  des applicat ions impor t~ntes  ~ la th4orie  de l ' int~grale de DIRICHLET. 

Darts les l ignes suivantes,  ] ' au teur  se propose d ' examiner  de plus  pros ee 

fair, t ou t  en se r appor tan t  h un  de ses t ravaux antdrieurs.  2 Nous  avons 

voulu  ainsi eontr ibuer  un  peu  s 4elaireir l 'applieabil i t4 tr~s 4tendue des 

t ravaux ma thdmat iques  d'ABEL. 

2. La  quest ion de l 'admissibil i td de l 'dquat ion  de DIRICHLET 

a 

_ . .  sin ~x  ~ f ( +  o) (o < a < ~) 
lira f (x)  sin x dx = 

0 

(oh f(x)  signifie une fonct ion  finie intdgrable  avee valeur d4termin~e de 

f(-{-o)) se laisse r4duire ~ la m~me ques t ion  pour  la relat ion 

a 

(I) lim 1 = lim ( f ( x )  sin xe~ dx (o < a < I) 

0 

o~ f ( +  o)  = o.  ~ 

1 J o u r n a l  de Cre l le ,  t. I, p. 314; Oeuvres  comple tes  de N. H. ABEL, 
~dition SYLOW-LIE, t. I, p. 222. 

~]ber das Dirichlet'sche Integral, Math. Anna len ,  t. 52, p. I77--227. Dans 
le suivant ce travail sera d~sign~ par D. L 

a Voir D. /., p. I78 , 22o--2I .  
Avta mathe~natica. 28. I m p r i m 4  lo 26 aoflt 1903. 
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Soit a (w)  une fonction positive de w pour laquelle lira a(~o)---= o. 

Alors l ' int6grale 

L = ff(x) in o, xdz 
J Z 

0 

tend vers la l imite zdro, non seulement  dans le cas oh 

(2) lira w . a = o 

mais encore aussitbt que 

(3) lira g ( a ) .  log (wa) ---- o ,  

oh g(a)  signifie la l imite superleure de [f(x)] dans l m t e r v a l e  o .~  
(et, par cons6quent, si lim 9 . w .  a disparait sans que eela arrive pour 

l imc , , .  ~); et la fonetion ~(~o)se  ]aisse tou.iours dgterminer de mani~re h 
remplir  la condition (3) quoique lira w .  a = co.  1 Cela pos6, nous choisis- 

sons une fonction a quelconque qui remplisse la condition (z) ou (3) et 
une quantit6 eonstante arbitraire z entre o et I, et puis nous considdrons 

]a valeur l imite 

~-1 f x f x 2i  + I 

(4) d x  . -~ + - -  -~ + - - a ~  , 
= x + m  x + 2 i + I  

0 "= 

off les hombres entiers k et m sont d~termin~s de la mani~re suivante" 

2 2 m  2 m  + 2 
, . . . .  , 

et o5 Fort ne fair entrer  en l igne de compte que les o~ pour lesquels 

m -  I sera > k, ce qui dolt arriver toujours pour  des w suffisamment 
grands, '~ cause de la supposition lira a--~ o. Alors il se ]aisse prouver  

d 'abord que (4) sera ind6pendante du ehoix de la fonetion a e t  de la 

quantit6 e,  et puis que lira I disparaltra, si f ( x )  est de nature k faire 

disparaltre (4).: 

1 D. /. p. I 7 9 - - 8 o . -  Une troisi~me condition suffisante, un peu plus compliqu~e, 

pour que lim la  disparaisse se trouve mentionn~e D. /. p. I83. 

g D.  L p. I88. 
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Cette condition tr~'s ~tendue pour la validit6 de (I) ~ elle contient,  

en effet, comme cas sp6eiaux routes ou presque routes les conditions pos6es 

jusqu' iei  ~ - -  pent  an premier  lieu se sp~cialiser dans le sens qua la valeur 

num6rique de la somme 

- / x + 2 i + I  

pour une fonetion a (w)  de l'espSee mentionn6e ci-dessus et sous la condi- 

t ion o < x < I se rapproehe uniformgment ,  quand cro~t w, de la valeur 

zdro, ~ ce qui a lieu dans ce cas i n d @ c n d a m m e n t  de z. 

Nous supposons main tenan t  que pour une cartaine fonction a(co) 

[remplissant la condition (2) ou (3)] e~ une certaine valeur z 

(6) - a <  ( -  ,)'r 7o+7o < a  
i=2k 

(avec o < x < I, mais entre ces limites i nd@endam m en t  de x) aussit6t que 

2k < p < e r a - -  I, 

oh G signifie une certaine quantit6 positive finia. Je  dis que, dans ee 

cas, l im I = o. 

Si l 'on applique le thdorSme d'Am~r~ mentionn6 ci-dessus aux sommes 

i igurant  dans les inggalitds (6), on reconnalt  imm6diatemen~ que la 

valeur numgrique de la somme (5) est moindre  que 

G 
x + 21~" 

])one, si nous supposons d 'abord que lira co. a---~ co, et, par cons6quent, 

lim k = c~, un  rapprochement  uniforme de la somme (5) vats la valeur 

z6ro a lieu, et, selon ce que nous venous de constater, lira I ~ o. Si, au 

contraire, lira e o . a  est fini ( > o ) ,  nous pranons unc fonction a~(w) pore" 

laquelle lim co. al ~ co (ca qui est possible, voir ci-dessus). Pour  les co 

i Cfr. D. L p. I85--86, I91--92. 
" ou, plus ggn~ralement, d'une fonction O(x) de la nature caract~ris~e en D. /. 

p. I92--93 (*Satz 4* st *Satz 5~). 
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suff isamment  grands sera alors a ~ ( w ) >  u(w), et k~ > k, oh k~ a la m~me 

relat ion h a~, que k h a. On a donc 

p p 2k 1 - 1  

Z.F,-- 
i = 2 k ,  i = ~.k ~ k 

off, pour  le momen t ,  F i signifie l 'expression sous le signe ~ dans (6); 
par tant ,  en tou t  cas, 

P 

- - : G <  EF~<2G.  
i = 2 k  l 

Comme lira w .  a . - - - - co ,  il s 'ensui t  main tenan t ,  t ou t  eomme ci-dessus, que 

lira I = o. - -  On dolt  r emarquer  que la condi t ion ainsi obtenue,  pour  

que lira I = o, n ' es t  pas ind6pendante  ni  de a ni  de z: si a~(w) < a:(w), 
z ~ < z :  elle peu t  ~tre remplic  pour  a ~--a2, mais non  pour  a =  a~, et 
pour  s = sl,  non  pour  ~ = ~:. 

De cette proposi t ion on obt ient  trSs aisdment comme cas spdcial la 
condi t ion de DIamHLnT bien connue.  ~ 

De l 'autre  c5t6 on pout  donner  h la proposi t ion  ddmontrde  une int& 
ressante in te rp r&at ion  gdometr ique .  2 

3. Dans  le domaine  d e n t  il est quest ion,  le thdorSme d'ABEL est 

impor t an t  aussi sous un  autre po in t  de vue. Une  consgquence de ce 

thdorSme est, comme on salt, le thdorSme du calcul intdgral  indiqug par  

WEIERSTRASS et publi6 par  D u  BOIS-REYMO~D ( J o u r n a l  de  C r e l l e  t. 69, 

p. 78; voir aussi D~NI, F o n d a m e n t i  etc. w 204) quc l 'on  d&igne  souvent  

par ,zwei ter  Mit te lwerthsatz~.  E t  h l 'aide de ce thdorSme, on obt ient  

ais~ment, si la fonct ion f (x)  est donnde sous la fonne  d ' u n  produi t ,  

f ( x )  = 

eertaines condi t ions pour  la validit~ de l '6quat ion de DIRICttLET relatives 

aux deux facteurs /~ et ~. A cet 6gard nous renvoyons  le lecteur ~t D. 1. 

p. , . i 6 - - i 8  et au livre de M. DINI, S e r i e  d i  F o u r i e r  etc. (Pisa I88O). 

1 Voir D. /. p. I96. 
D. I. p. 2t8--2o.  - -  Toute cette suite d'id~es se trouve d'ailleurs dans certains 

rapports g l'article de I~RONECKER Yber da8 Dirichlet'sche Integral (~S i t zungsber i ch te ,  
de l 'aead~mie de Ber l in  I885); voir D. /. p. 18I, I9I etc. 


