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SUR UNE SI~RIE D'ABEL 

]PAR 

S. P I N C H E R L E  
BOLOGNE. 

I. Duns  le mdmoire  p o s t h u m e  d'ABEL: ~Sur los fonet ions  gdngra- 

trices et  leurs d & e r m i n a n t e s , ,  1 on t rouve,  h la page  73, une  fo rmule  tr~s 

remurquable ;  c 'est  la sll ivunte: 

(a) ~(x + a) = ~(x) q- ad~O(Zdx-F /9)_ jr_ a(at~-- 2~) d'~O(Zdz ~+ 2/9) _{_ . . .  

+ ~(,~ - -  .Z )  . -~ d ~ ' ( z  + .,/9) + . . . .  
I . 2 . 3 . . . n  dz n 

Ce ddve loppement  est obtenll  par  l ' A u t e u r  en app l iquan t  la m & h o d e  des 

fonct ions  gdn6ratrices ou, comme on di t  h prdsent ,  la t r ans fo rmat ion  de 

L A P L A C E  a l l  d6ve loppement  donn~ par  L E G E N D R E :  2 

(b) e ~ ~--- I + O~Ve 'By -~-  I . 2 " I . 2 .  3 

La  formule  (a) semble avoir appel6 1 'at tent ion d'ABEL d 'une  fa~on parti-  

culi~re; u n  aut re  de ses t ravaux  a renferme,  en effet, la d6mons t ra t ion  de 

la formllle pour  ]e cus oh ~ ( x ) ~  x ~, d 'oh  rdsulte i m m d d i a t e m e n t  la m~me 

formule  pour  t ou t  po lynbme  entier.  Duns ce cas, il n ' y  a r ien h remarquer  

sur notre  formll le;  mais duns des cas plus  gdn6raux, elle p e u t  pa r fa i t ement  

' M6m. XI du t. I I  de l'6dition de SYLOW et LIE, p. 67. 
, Exercices de calcul intdgral, t. 2, p. 234. On obtient sans poine cette s6rie 

commo application de la s6rie de LAGRANGE. 
, M6m. X du t. I do l'6dition cit6e, p. Io2. 

Avta mathonatiea. 28. Imprim~ le 29 octobre 1903. ~9 
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ne ])as ~tre exacte, car le second membre, m~me s'il est convergent, peut 
ne pas avoir pour somme le premier membre. C'est 1~ une cons6quenee 
de l'application pure et simple de la transformation de LAPLACE, qui 
5chappait naturellement au temps d'ABEL, &ant donn6es les connaissanees 
qu'on avait alors sur la th6orie des foncfions. En partieulier, eomme on 
I'a remarqud depuis longtemps, l'applieation faite par ABEL de la formule 
h ]a fonetion log x est inexacte. 

HAsPtInS a repris l'&ude de la s6rie d'ABEL duns un int6ressant 
m6moire ~ oh il donne les conditions sous lesquelles la formule (a) est exacte. 
La m&hode tenue par HAL~HE~ pour 6tablir cette formule diff~re compl&e- 
meet de celle d'ABEn; il s'attaehe, en effet, h l'&ude du syst~me de po- 
lynbmes 

et cherche les conditions de convergence d'une sdrie ordonnde suivant ces 
polynbmes et les propri&ds des fonctions repr6sentdes par de semblables 
sdries. Un autre auteur, 3/[. PARETO,2 a repris la question par la m6thode 
d'AnnL, c'est h dire en partant de ]a transformation de LAPLACE, mats en 
prgcisant les conditions d'applieation de cette transformation selon des iddes 
plus modernes sur la thgorie des fonetions: de cette fa~on il retrouve, pour 
l~ validitd de la formule (a), les conditions donn6es par HAL~Hn~. 

2. Le prdsent travaii se propose de reprendre l'6tude de la sSrie 
d'AnnL h u n  autre point de vue. Au lieu de considdrer eomme 61gments 
principaux de ee ddveloppement les polyn6mes (c), ainsi que l'a fair HAL- 
VHEN, je donne le plus d'importance, en chaque terme de la sdrie, au facteur 

d,~o(~ + ,fl) 
(d)  ' 

off je consid6re f ( x ) e o m m e  une fonction analytique arbitrairement va- 
riable dans une eertaine elasse, ou, eomme je dis aussi, dans un certain 
cham_p f o n c t i o n n e l ~ J e r e g a r d e  ce faeteur eomme le rdsultat de l'opdrati0n 

Sur Une sdrie ffAbel, Bulletin de la Soc. Math. de France, T. X, p. 
67, i882. 

2 Sur les fonctions gdndratrices d'Abel. Orelle, t; I io, p. 29o, I892. 



Sur  une  sSrie d 'Abe l .  227 

V", appliqu6e ~ la fonction 9~(x), oh V(~) est l'opgration dr + ~9). je 
d z  

donne quelques proprigt6s et des conditions de convergence des op6rations 
reprgsentges par des sgries de puissances de V h coefficients quelconques; 
enfin je passe au cas partieulier d'une de ces op6rations qui, dans une 
pattie de son champ fonctionnel de convergence, repr6sente 9~(x + a ) e t  
j'obtiens ainsi la s6rie d'ABEL comme spgcialisation des op6rations susdites. 

3- Soit un syst5me de constantes 

a o ,  a 1 ,  a ~ ,  . . . ,  a n ,  . . .  

tel que la s6rie 

n = 0  

air an rayon p de convergence fini ou infini, mais non nul. 
nous oeeuper de l'op6ration repr6sentge par la sgrie 

Nous allons 

L'ensemble des branches de fonctions analytiques monog~nes qui, substitu6es 
9~(x) dans eette s~rie, la rendent uniform6ment convergente dans une 

uire du plan x, constitue ce que j'uppelle le champ de convergence de la 
sgrie. Pour route fonction appartenant h ce champ, l'op6ration (2) donne 
comme r6sultat une branche de fonction analytique. En outre, cette opgra- 
tion jouit gvidemment de la proprigt6 d'etre distributi~'e, et d'Stre pern~u- 
table avec l'opgration de d6rivation. 

I1 est facile de montrer qu'il existe deux classes distinctes de branches 
de fonctions, n'ayant pas d'6lgments communs, ct appartenant l'unc et 
l'autre an champ de convergence de la sgrie (2). 

a) J'indique par ~ l'ensemble des fonctions enti~res 

X .~ (3) ~(x)---- ~ in 

dent les s6ries associ6es 1 ~,k~x" ont un rayon de convergence non nul. 

1 Au  sens  de M. ]3OREL. V. p. ex. A c t a  m a t h . ,  t. 2 I ,  p. 243.  
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Je  eonsid~re nne fonetion (3), et soit r le rayon de convergence de sa 
s6rie associ6e; si r I est un nombre positif moindre que r, il existe un 
hombre positif /~ tel que 

Ik.I < _z., (.=o,,,,,...) 
~'1 

et on en conclut imm6diatement que si b = l ~ l ,  I x l = t ,  on a 

par suite, il suffit de la condition 

b 

(4) e" <rio 

pour que la fonction ~(x) appartienne au champ de convergence de la 
sdrie (2). La valeur de x ne figure pas darts cette condition, en sorte que 
A(~) est une fonction enti~re. Nous pouvons donc dnoncer le rdsultat 
suivant: 

b 

I. Etant donnds b ~-[/~] et p, l'dquation e ; = r p  donne pour r une 
racine positive unique ~. Les fonctions de l'ensemble ~ pour lesquelles on 
a r < ~" constituent un ensemble lindaire ~rlL 1 qui appartient tout entier au 

champ de convergence de A(~).  

En particulier, si p ~ 0,% tout l 'ensemble ~ appartient h ce champ 

de convergence, quel que soit ft. 
b) J ' indique maintenant par ~L 1'ensemble des branches de fonctions 

analytiques rdguli~res darts un domaine de x = cxg, et reprdsentdes par 
consdquent par des sdries de puissances enti~res ndgatives de x. Soit F(x) 
un 616ment de cet ensemble" 

r  = ~-o + k-' + k-~ + . . .  ; 
g3~ ~a 

soit r le rayon du cercle h l'extdrieur duquel la sdrie converge; s i r  1 est 
un nombre positif plus grand que r,  il existe un nombre positif /~ tel 

que, pour route valeur de n, on a 

Ik. I 
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Soit maintenant m un nombre entier tel que mfl soit extgrieur au eerele 
de rayon r;  il en sera de mSme de nfl pour n > m ;  et si l 'on prend un 

nombre positif t tel que l 'on air 

t < rob- - r ,  

off b = [fl[,  pou r  t o u t  x te l  que  

(5) t < [~] < m 6 - - r  

et pour n>>m, les indgalit& 

se trouvent v6rifi6es. 

~ e S  " " series 

I x + ~ l  > ~ b - - I x l  > r 

(6) 
dz ~ (,~ ~ + (~ + ,fl) '  . . "  

sont done convergentes pour routes les valeurs de x sus indiqudes; en 

substituant aux valeurs absolues des termes de la sdrie (5 ) l e s  nombrcs 

positifs respeetivement sup~rieurs 

n 
p r  i 

on trouve sans peine que l'expression asymptotique en n des fonetions (6) 

n'est pas sup6rieure ~t 
g~ 

(~b)~ ~/2 '  

off e est la base de logarithmes, et off g, tend, pour n = cxv, h une valeur finie. 
Cela posg, reprenons la sdrie A(F)  dont nous n6gligerons les m pre- 

miers termes dont la prdsenee n'a actuellement aueune importance. En  
indiquant encore par p le rayon de convergence de la s6rie (I), les re- 

marques pr6cddentes permettent de conclure immddiatement que 

I I .  La sdrie, or ~ est un dldment quelconque de l'ensemble 

~. a, v~ 
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est convergente uniformdment _pour routes les valeurs de x donndes par (5), 
_pourvu que l'on air 

I 

III. I I e n  est de m~me _pour 

! 

si l'on ajoute la condition que la sdrie 

a~] E 
soit convergente. 

Dans les deux cas, tout l 'ensemble ~ appartient donc au champ de 
convergence de A(F). 

IV. Si la s6rie F(x) est convergente darts tout le plan exceptd x ~ o, 
sous les conditions des thdor~mes I I  et I I I  la convergence uniforme de la sdrie 
A(F) s'~tend ~ routes les valeurs de x, en exctuant du plan de la variable 

los points - - n f l  par des aires renfermant chacune un de ces points et aussi 
petites qu'on voudra. 

4- L'opdration V dtan~ permutable avec la ddrivation et ayant la 
m~me racine que celle-ci, c'est h dire la eonstante, route opdration per- 
mutable avec la ddrivation et n 'admettant  pas cette racine poun'a, par les 
prineipes g6ndraux de la th6orie des opdrations distributives, 1 s'exprimer 
par un ddveloppement en s6rie de puissances de V h coefficients constants, 
e'est ~ dire de la forme (2). Ce ddveloppement sera certainement valable 
pour un ensemble de fonctions, plus ou moins restreint, mais auquel ap- 
par~iennent les dldments I ,  x,  x ' ,  . . . .  En outre, les coefficients du dd- 
veloppement s'obtiennent par la mgthode des coefficients inddterminds, en 
y faisant suceessivement ~ ~ I ,  x,  x ~, . . .  ; chacun de ces dldments x" giant 
racine de V ~ et non des puissances prdcddentes de V. 

i V. mon ouvrage Le operazioni distributive ecc, in coUaborazione on U. AMA~Dr, 
P. 45. B01ogna, Zanichelli, I9OI. 
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Appliquons cette m6thode h la recherche du d@eloppement en s6rie 
de puissances de V de l'op6ration que j 'indique par 8 ", et qui eonsiste 
remplacer, dans une fonction donn6e, x par x-4-a .  On aura 

~(~) = c0~ + c, v ( ~ )  + c~ v~(~)  + . . .  ; 

et en faisant iei la fonction ~ successivement 6gale ~ I ,  x ,  x 2 , . . . ,  on 
obtient imm6diatement 

. ( ~ -  2p) ~ ( ~  - -  3P)'  
C 0 ~ I ~  C 1 ~ (2 ,  C 2 ------ C a 

I . 2  ' I . 2 .  3 

En supposant alors d6montr6e la formule 

~(~ - -  . B ) . - ~  
c.= L~ 

jusqu'h une certaine valeur de n, on l 'dtend ~ la valeur suivante n A- I 

en s'appuyant sur la formule d'analyse combinatoire 

~m-~(m-- ,)(~-- 2)...(~-- k + ,)--  ~(~--  ,)m-'(~-- 2)(~-- 3)...(~-- k) 

§ ( : ) (o-  

+( - -~  ~ k ( ~ ) (k- -2 )  ~ ~ = o  

dont la d6monstration n'offre pas de difficult6s. 
Nous avons a ins i  obtenu la s6rie d'ABEL, dont les coefficients, c'est 

dire les polyn6mes (c), se sont pr6sentds de la fagon la plus naturelle. 
La mdthode suivie enseigne que la formule sera valable, c'est ~ dire que 
le second membre sera une sgrie convergente dont la somme sera ~gale au 
premier membre, pour un certain ensemble fonctionnel renfermant les fonc- 
tions I , x,  x ~, . . . .  Quant ~ l 'extension de cet ensemble, c'est le th6or~me 
I (w 3) qui va nous permettre de l '@aluer: il s'agit seulement de trouver 
la valeur de p. 

Or, 1'expression asymptotique des coefficients (c) s'obtient sans diffi- 
cult6; elle est donn6e par 

t~  ~ 3 

(7) (eb) '~e b n "~" 
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on d6duit de lh que 
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I 

et par suite, en appliquant le th6or~me I, on obtient le r6sultat suivant: 

IV.  Si ~" est la racine positive de l'6quation 

b -+~ 
-e  r ~- i 

toutes les fonctions de l'ensemble DIL pour lesquelles on a r < ~" appartiennent 

act champ de validitd de la formcde d'Abel. ~ 

5. Si l 'on indique par A(~)  la s6rie d'ABEL, e'est h dire le second 
membre de la formule (a), les coefficients de la sdrie A(~)  donnent, comme 

on l'a vu, p = ~ ;  les conditions ex~gees par le thdor~me I I I  sent en ou~re 

v6rifides, comme le montre 1'expression asymptotique (7 )des  coefficients. 
On en conelut: 

V.  L'ensemble ~ appartient tout entier au champ de convergence de 
la s~rie A ( F ). 

Cependant, pour les fonctions de eet ensemble, la sdrie A(~)  ne re- 
pr6sente pas ~(x + a), e'est ~ dire la formule (a) n'est pas valable: l'exemple 

i d6jh eonsid6rd par I=[ALeHEN, SUffit k le prouver. I1 n 'y  de ~ ( x ) =  ~., 

a pas l~t de eontradiction, puisque I ,  x ,  x *, . . .  n 'appartiennent pas h Fen- 
semble ~)7~. 

6. Bien que la s6rie A(F),  appliqu6e h une fonction de DL, ne 
donne pas eomme rgsultat 9(x + ~), cette s6rie nous donne une fonction 
r  a) qui vdrifie l 'dquation fonetionnelle 

(8) 
~X ~tZ 

propri6t6 qui est v6rifi6e, en particulier, par les fonctions de x + a. En 

1 C'est l~t la condition obtenue par ttAI.P}IE~, loc. cit., p. 78, et par PARETO, 
1OC. cit., p. 307. 
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particulier, si ~(x) est une fonction entibre de i la fonction r  a) est 
X ~ 

une fonction uniforme de x et de a, en~i~re en a, ayant par rapport h x 
les points singuliers - -n i l ,  et qui vdrifie l'dquation (8). 

D'autres sdries de puissances de V, en outre de la sdrie d'AnEL, 
donnent naissance h des fonetions qui vdrifient l'dquation (8). Ce sonl 
les sdries 

oh les coefficients p.(a) satisfont ~ l'dquation aux diffdrences mSldes 

(9) da = ~-P"-'(a - -  ~) 

La solution la plus %dndrale de eette dquation est donn~e par 

C., 

oh c0, c~, . . . ,  c~ sont des eonstantes arbitraires et P,  sont les polyn6mes 

/ ,  = , 

qui figurent dans la formule d'ABEL. 

Acta qnathe~natiea. 28. Imprimd le 26 novembre 1903. 30 


