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NOTES SUR DEUX TRAVAUX D'ABEL RELATIFS A L'INTEGRATION 

DES DIFFI~RENCES FINIES 

P A R  

~'. G O M E S  T E I X E I I ~ A  
h P O R T O  - -  P O R T U G A L .  

IO 

I. Le premier des travaux d'ABEL que nous allons considdrer fur 
publi6 dans le Magaz in  for :Na tu rv idenskabe rne  (Christiania, t. 2, 
1823). Dans la troisi~me partie de ce travail (Oeuvres comple tes ,  1881, 
t. i, p. 2 i) prdsente le grand analyste la formule suivante: 

( ' , )  
+ 2i "e ~'' -- I + C, 

0 

off ~ F ( x )  repr6sente l'intdgrale finie de 9(x)  e~ C une constante arbitraire, 
et en fait application '~ la dd~ermination de quelques intdgrales ddfinies, 
qui avait dr6 considdrdes par LEGENDRE dans ses Exercices de C'alcul inte- 

gral, parmi lesquelles se trouve la suivante: 

s i n -  dt 
(2 ~ ~ I + ~  

0 

A~ta math~matiea. 28. Impr im~  le 26 novembre  1903. 
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C'est de cette formula (I) que nous allons premibrement nous occuper, 

pour en faire une nouvelle application, en ddmontrant an moyen d'elle at 

de (2) la formula qui donne l'expression de la ddrivde d'ordre quelconque 

des fonctions de e ~, connue par le nora de formule d'Herschell. 

Appliquons, pour cela, la formule (I) h la fonetion e ~ x  ~,  n grant 

un nombre entier positif et u un hombre quelconque, at remarquons que, 

au moyen de l 'intdgration par parties, on trouve 

~-'eVXx2" - -  eux X2n - -  X --e ueu(x+l) i 3 ; ~ "  

e u ~ I  - - I  

at par consdquent 

x~" ~" Ax : '~+  P;--~i A ~ - - . . .  
e u -  I e u - - -  I 

/ ~u ~ 2n 

En posant alors 

( 2 , ~ z  ~'-2 , . . .  ,~,, ~ t~,, P : ~ - x ' " - -  \ 2 /  % . 7 - t  + + ( - -  , ~.~T, , 

3~ 2n- I  (2)b ~2n--3 t 3 
Q = 2 n - - - - - t - -  ~ - ~ -  + . . .  

2 . 3 /  

on trouve 

P s i n ~ + Q c o s 2  e " ~ -  I 

0 

i / eu ',,2n -~ - -  ~,,----~ x:" ~ _ - - ~  Axe" + ' "  + \ ~ - - - - 7 /  

•es coefficients des m~mes puissances de x dans les deux membres de ce~te 

identitd doivent ~tre ~gals. En  considdrant premi~rement ceux de x ~,  on 

trouve l'dgalitd 

_ _ _  _ i I + ? +  C, 
j e m -  I e u -  I ~ I . 2 . . .  2,~ 

0 
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qui, h cause de la formule  (2), faif voir  qu 'es t  C= o. E t  en y posant  

ensuite  x = o, il v ient  

co 

t t /  e m I 

o 

22"e" [ e" A 2 o , , , + . . .  ( - -  ' ) " + ' < ' -  I)" Ao""-- ~.__, 

\ e - ~ -  / 0 2" )"+' 2""-' ' 2 . . .  2~,, 

E n  app l iquan t  la formule  (I) h la fonet ion  x~"-'e "z, on t rouve de la 
m ~ I n e  "" m a m e r e  

or 

uf 
t ~''-1 cos -- dt 

2 
e m - - i  

o 

.~__. (__  i)n 2~n--l~u [ eu A 20'2n--1 --}- . , . 

"4-[~--~-I-- I )  A 2 n - l o ' n - 1  - - ( - - I ) n 2 2 n - 1  I " 2 "  "'qb ' n  - -  

Mais, d 'un  autre  c6t6, en d~rivan~ les dcux membres  de l '~galit6 (2), 

par  rappor t  ~ u,  2 ) 1 ~  I et  2n fois, on t rouve  

o 
00 

ut 
t "~ sin--  dt 

2 
e ' r t -  I 

0 

- -  (__  l)n+ I 22n[I  . 're, ' 2 n + 1 2  , . .  2 f ~  d~"(e" ~/;-- ,2; 1 ) - [ ]  

De ces deux dgalitds et  des deux ant~rieures on tire la suivante:  

d'~(eU ~ 1)-1 - -  eU [ A o "  e" 
du" (e" I)'2 - -  e u _ _ I  

- -  A 'o"  + . . .  + \ ~ /  

Ma in t enan t  il n 'a  q u ' u n  pas ~'t donner  pour  obteni r  la ddriv6e d 'ordre  m 

de y ~ f (e")  par  rappor t  h u.  I1 suffit qu 'on  forme quelques d~rivges 
successives de f ( e  x) pour  remarquer  qu 'on  a 

r  f'(eO)e " + Ar" (e" )e  :~ + Br'"(e")e  ~~ + . . .  + r~(e~)e ~ 
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A ,  B , . . .  grant des nombres, qui ne ddpendent pas de la fonetion con- 
siddrde, et qu'on peut, par consdquent, obtenir au moyen d'une fonetion 
partrieuli~re. En appliquant, pour cela, cette formule h la fonetion (e ~ I) -~, 
o n  ~ rouve  

= __ ~ 3 B - -  - - . . .  @u i), I 1.2Ae. 1 3W 1 , 2 ,  eu 
- -  6 u - - I  

On voit donc qu'est 

A I A ~ o  m B I 3 .... i A 4 0"* := - . . . . . . . . .  A o ,  C - - - -  
I . 2  I � 9  3 I . 2 . 3 .  4 

et par eonsdquent 

A ~~ ~ ' o ' ~  ~ .... ~ 3~ f , ,(e~)em~, y(~) ~- f'(r -b - i - - ~  f " ( e~)e  ~ -4- i ?-z-. -3 f le )e -4- . . .  + 

qui est la f o r m u l e  d 'Herschel l .  

I I .  
2. Le second travail d'AnEL que nous allons considdrer, fur publid 

pour la premiSre lois apr~s sa mort, et se trouve dans le tome 2, p. I 
des O e u v r e s  c o m p l e t e s .  I1 y donne la reprdsentation de l 'intdgrale 

I �9 �9 

~ ~UCtle. finie Z ~ par une int6grale defime, au moyen de Iaquelle il i'd" "" 

Ici nous allons dtudier la m~me fonction en prenant pore" point de depart 
une sdrie qui la reprdsente, et en appliquant les mdthodes de la thdorie 
des fonetions analytiques. 

Consid6rons la s~rie 

' 1  (~) ~i~ (,~ + ~)'~ , 
lira1 

oh a reprdsente un nombre positif quelconque, laquelle contient comme 
cas particulier quelqu'unes qu'on trouve dans la thgorie de la fonction 
l ' ( x ) ,  qui correspondent aux valeurs entiSres de a, et supposons que m~ 
reprdsente une quelconque des valeurs quc prend z ~, quand z = = m ,  ef~ 
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qu'on d4termine (m + x) a par la condition de se reduire s la valeur choisie 
pour m a, quand x-----o. 

Cela posd, nous allons d4monfrer que la s4rie consid6r4e est uniforme- 

ment convergente dans une aire A,  limi~de par un contour quelconque, 

luquelle ne eontienne aueun des points  d'affixes , - - I , ~  2 , - - 3 ,  . . . .  

Pour  eela nous remarquerons premi~rement que, s i n  est le premier 

hombre entier sup4rieur h la plus grande des valeurs que prend le module 

de x dans l 'aire A,  il suffit qu 'on  d6montre qu'est uni form6ment  con- 
vergente dans cette aire la sgrie 

[I I ] 
;n-~ (m + z)~ ' 

m = n + l  

OU 

Oi l  

nt=n+l  

, , ( r e+z ) . .  ' 
r e=n+1  

oh 2 ~ - z ,  o < 0 < 1 .  

Or il est facile de voir qu'i l  existe un nombre M que le module de 

( 2x I + O ne peut  pas surpasser, quand x varie, sans sortir de l'aire 

A,  et m prend les valeurs n +  I ,  n +  2,  . . . .  En  effet, si est a > i,  on a 

, + 0  ~ ,+# < : - ' ,  

quand m >  n et ] x I < n ;  et, si a < ,, on a 

L I 
+ O z I-~ '-~ 

-- > I - -  > i  
m n + l  

et par cons4quent 

[ ,_F_#~I ~-I 
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~OUS aVOnS doric 

!( '-'/~ I 
),x I + m j  M M <~ M 

~(,,, + ~),, < ~ 1 ~  +,.~l~<~,,C.,--I~l) . ( m - ~ ) o + l  

Mais la sdrie 

est eonvergente. La sgrie (I) est done uniformdment convergente dans l'aire 
considdrde A, et elle d6finit, par cons6quent, une fonction L~(x), que nous 
allons gtudier. 

3. Soit 'x o l'affixe d 'un point quelconque de l'aire A.  Chaqu'un des 
termes de la s6rie (I) peut ~tre d6velopp6 en sdrie ordonnde suivant les 

puissances enti~res et positives de X--Xo, convergente h l 'intdrieur d 'un 

cercle dont le centre soit le point d'affixe x o e~ dont le rayon R soit 6gal 

on inf4rieur h la distance de ce point h celui des points d'affixes ~ i ,  

2 , - - 3 , . . .  qu'en est plus prochain. Mais, d 'un autre c6t6, la sdrie 

(I) est uniformement convergente duns tout eerele de centre x o e t  de rayon 
inf6rieur h R.  Eu  appliquant un th6orSme de WEIERSTRASS bien connu, 

on volt donc que la fonction d6finie par ]a sdrie (I) peut ~tre dgvelopp6e 

en s6rie ordonn6e suivant les puissances de x -  x0, eonvergente h l ' intdrieur 
du cercle de rayon R,  et que, par eonsdquent elle est r@ulidre en tous les 

points diffdrents de - -  I ,  ~ 2,  - -  3,  . . . .  I1 eonvient encore remarquer 

que ~ i ,  ~ 2 , ~ 3 ,  . . .  sont des points critiques de la fonction consi- 

d6rde et qu'on a 
I 

L l ( Z )  ~- - (x + n) 'z ~- P ( x  -~ ~ / ) ,  (n=-l,-: ,-a, . . .)  

P(x + n) repr6sentant un d6veloppement ordonng suivant les puissances de 

x + n qu'il est facile d'obtenir, et que cette dgalit6 a lieu pour routes les 
valeurs de x repr6sent6es par les points de l 'int6rieur d 'un cerele dont le 

centre est le point d'affixe - - ~  et dont le rayon est dgal h l 'unitd. 

4. En  dgveloppant Ll(X ) en s6rie ordonnde suivant les puissances de 

x, on trouve le r6sultat 

a(~ + ~) "~ +~x  + `~(~ + i)(~ + z)  ~+~x'--o~ L , ( x )  = a S ~ + l x  i . z i . z . 3 " ' "  
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en posant 
I I I & = ~ + F + ~ + ~ + . . . ,  

241 

Fmteneur de la circonf6rence de centre o et de laquelle est convergente ~ " "" 
rayon ggale ~ l'unit6. 

On tire de cette 6galit6 les suivantes: 

L;(o) = .~o+, ,  L;'(o) = - - . ( .  + t)&§ . . .  

dont nous allons faire usage en cherchant le ddveloppement de la mgme 
z 

fonetion en s6rie ordonn6e suivant les puissances de 
z + 2  

Pour cela, remarquons, en premier lieu, que la droite tirge par le 
point d'affixe - - I ,  perpendiculairement ~ l'axe des abscisses, divise le plan 
de reprdsentation de x en deux demiplans et que, dam celui qui eontient 
le point d'affixe o, la fonction L~(x) est holomorphe. En appliquant 
maintenant un th6or~me que nous avons ddmontr6 dans le J o u r n a l  de  
Cre l l e  (t. ~22, p. 98), on eonelut que la fonction Z~(x) peut ~tre d~- 
veloppde en sdrie de la forme 

A . ( _ . _ ~  '~ ~ ' 
,=0 \z + 2/ 

convergente dans ce demiplan. On d~termine A~ au moyen de la formule 

i .  2 . .  x + 21" , 
�9 .I-----0 

qui donne 

A~ = 2L;(o) + (n - -  ~ ) - - L i ' ( o )  + 
~ . 2  2 I . 2 . 3  

- - -  LI" (o) + . . .  

O U  

2. L(')(o), 

A. 
2, ( o )  

2 n + 
I . 2 . . . ~  

~(~ + i ) . . .  (~ + n - -  i)&+.. 

Aeta matht/matica. 28. I m p r i m 4  le 28 n o v e m b r e  1903. 3 1  
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5. En ddrivant n lois la sdrie (I) par rappor~ ~ x, il vient 

L~')(x)---~(--I)'~-~a(a-[- I ) ' " ( a z c n - - I )  o (m§ 

Donc entre la d6riv6e d'ordre n de L~(x, a) et la fonction Ll(x ,  a - b  n) 
existe la relation 

/ In) (X,(2)  = ( - -  I)n{X(~'Af - I ) . . . ( ~ L T / - -  I) i l ( x ,  ~2f-~ ) -  ~ , 
m=l 

6. Nous avons suppos6 jusqu'ici que les bin6mes qui entrent duns 
lu s6rie (i) sont des branches quelconques des fonctions qu'ils repr6sentent. 
En nous pla~ant maintenant dans un point de rue plus particulier, nous 
supposerons qu'on choisit les valeurs des quantitgs I ", ~', 3 ~, . . . ,  qui 
entrent duns cette sdrie, de mani~re qu'elles coincident avec celles que 
prend, dans les points d'affixes i ,  2, 3, . . . ,  une brunche uniforme de la 
fonction x ", ddterminde par une certaine valour initialle et par unc coupure, 
qui part du point d'affixe o et que x ne puisse traverser, et qu'on prend 
pour valeurs des bin6mes (I -b x) ", (2 -k x) ~, (3 -J- x) ", . . . ,  duns chaque 
point, celles que prend la mdme branche de x" duns les points I "3 t-  X, 
2-}-X,  3 + X ,  . . . .  Alors, si l 'on change duns la sgrie (I) x en x - J - I  
et si l 'on reprdsente par Ka et K~ les sommes des a premiers termes des 
deux sdries, on a 

I ! 
K ' - - K . = ( x  + z )  ~ (~+  I + z ) "  

et, par consgquent, en posanf a -  cxv, 

I 
L (x + - -  L , ( x )  - -  + 

I 
La fonction Zl(x  ) reprdsente donc l'intdgrale finie de (~ + ~)--------~, ou L~(x-- x) 

I 
celle de ~ .  La fonction Ll (x - - I )  coincide donc, duns le cas particulier 

maintenant consid6r6, a v e c l a  fonction .L(x) de ABEL. 


