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SUR L'INTI~GRATION DES SYSTI~MES DIFFI~RENTIELS 

OUI ADMETTENT DES GROUPES C0NTINUS DE TRANSFORMATIONS 

:PAR 

E. VESSIOT 
k LYON. 

I n t r o d u c t i o n .  

I. On doit h ABEL l'gtudc des 6quations alg6briques telles que, si 
x est ratine d'une telle 6quation, 8(x) en est aussi racine, 0 6tant une 
fonction rationnelle connue. Par cette 6tude, ABEL a ouvert une vole 
nouvelle, non seulement g la thdorie des 6quations algdbriques, mais 
route l'analyse math6matique. La propri6t6 que nous venons de rappeler 
peut en effet s'6noneer ainsi: les 6quations alg6briques considgr6es sent 
celles qui admettent des transformations rationnelles connues: x'----0(x). 
De sorte que lorsque SOPHUS LIE fondait, un demi-si~ele plus tard, la 
thdorie des syst~mes diffdrentiels qui admettent des groupes continus de 
transformations, il 6tait, dans un champ plus vaste, le continuateur de la 
pens6e de son illustre compatriote. 

Le prdsent travail est une contribution h eette thdorie de SOPHUS LIE. 
I1 a en rue la question suivante: ,,D~finir et 6tudier les divers probl~mes 
d'intggra~ion auxquels peut conduire l'application de la th~orie de LIE?,, 

Cette question peut ~tre considdrde comme rdsolue 1 dans le cas oh le 
syst~me diffdrentiel (A) considdr6 est un systSme d'dquations diffdrentielles 
ordinaires, ou un de ces syst~mes d'dquations aux d6rivdes partielles dent  

1 Voir S. LIE. ])lath. Ann ale n. Tome XXV. 
E. VESSIOT. Annales de la Facult~ des Sciences de Toulouse. Tomes 

VIII, I-I; X, C. Comptes Rendus, 13 d4cembre I897. 
Acta mathematica. 28. Imprim~ le 26 janvier 1904. 
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l'int6grale g6ngrale ne d6pend que de eonstantes et non de fonetions ar- 
bitraires: les syst6mes auxiliaires dont l'in{~gration entrMne eelle du syst6me 
donn6 sont alors, ou bien des 6quations diff~rentielles ordinaires lindaires; 
ou des syst~mes d'6quations diff6rentielles ordinaires qui sont absolument 
g6n~rales, rant que le syst6me (A) n'a pas de propri6tg autre que d'ad- 
mettre le groupe (G) eonsidgr6, qui est un groupe fini. 

Pour le eas g6n~ral d'un systgme diff6rentiel (A)d@endant  d'un 
nombre queleonque de variables d@endantes ou ind@endantes, d'ordre et 
de degr6 d'indgtermination queleonque, et dont on sait seulement qu'il 
admet un groupe eontinu (G), fini ou infini, mais eonnu, ~ la question 
pos6e est bien moins 61ueidge. 

Dans un mdmoire fondamental, ~ LIE a indiqu6, sur des exemples par- 
tieuliers, la marehe g suivre pour d6eomposer l'int6gration du syst6me (A) 
en deux parties distinetes" i ~ int6gration d'un syst6me r(~solvant (R) qui 
n'admet plus de groupe de transformations; 2 ~ intdgration d'un syst6me 
diffgrentiel (S) dont routes les solutions se d6duisent les unes des autres 
par les transformations du groupe donn6 (G). Cela revient h d6eomposer 
l'ensemble des solutions de (A) en familles de solutions telles que les so- 
lutions de ehaque famille se dgduisent les unes des autres par les trans- 
formations de (G); il est bien remarquable que e'est la m4me r6duetion 
qu'op6rait d6jh ABeL sur les 6quations alg6briques dont nous parlions 
plus haut. 

Dans les exemples traitgs par LIE, off il n 'y a que deux variables 
ind@endantes, les systSmes (S) s'int~grent, par la mgthode de DAnBOUX, 
aU moyen d'6quations diff6rentielles ordinaires. Mais il ne parait pas facile 
de g6n6raliser eette mgthode de mani~re h pouvoir l'appliquer au eas d'un 
hombre queleonque de variables ind@endantes. 

2. Nous avons repris la m~me d6eomposition du problgme par une 
mdthode nouvelle dont l'avantage est de eonduire, pour les syst6mes d~- 
finitifs (S), h des systdmes automorphes. Nous proposons d'appeler ainsi 

1 Si ]e syst6me (A) est donn6, les 6quations de d6finition du plus grand groupe 

clue ce syst6me admette sont par ls connues. 
2 Zur aUgemeinen Theorie der partiellen Differentialgleichungen beliebiger Ord,tung. 

( L e i p z i g e r  B e r i c h t e ,  I895.) 
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tout systSme diff6rentiel dont les solutions se d6duisent les unes des autres 
par les transformations d'un groupe ponctuel (G), effectudes su, r les variables 
d@endantes; (G) sera dit le groupe associ6 au systSme, ou simplement le 
groupe du systSme. 

Nous pouvons alors appliquer h c e s  syst~mes automorphes les rod- 
rhodes de rgduction indiqu6es par LIn,~ et qui permettent d'en remplacer 
l'int6gration par eelle d'une suite de systSmes automorphes, dont les 
groupes soient simples et primiti fs .  Pour les seuls types de groupes con- 
nus, satisfaisant h cette double condition, les systSmes automorphes corres- 
pondants s'intSgrent au moyen d'6quations diff6rentielles ordinaires, qui 
sont lin6aires si le groupe est fini. 

Quant au syst~me r6solvant (R), comme il donne seulement la d6- 
composition des solutions de (A) en familles de solutions homologues re- 
lativement au groupe (G), il est 6vident que la difficult6 de son int6gration 
ne peut &re en aucune fa~on limit6e par la nature de ce groupe (G), et 
on peut dire qu'elle est arbitraire. 

On volt done que, si l'on ne trouve pus de groupes continus infinis 
simples d'une nature nouvelle, l'applieation de la thdorie de LI~: ne pourra 
conduire qu'h des systSmes diff&entiels dont la difficult6 d'intdgration est 
tout-h-fair ind6termin~e,, e~ h des syst~.mes diff~rentiels s'int6grant par des 
6quations diffdrenticlles ordinaires. Telle est done la r@onse que l'on peut 
faire h la question que nous nous 6tions pos6e? On voit que celle-ci ne 
pourra &re entiSrement rdsolue que lorsqu'on eonnaltra tous les types de 
groupes simples. 

I1 resterait aussi h perfeetionner l'&ude des syst5mes r6solvants (R). 
Ces syst~mes sont, au fond, les m6mes dans la m&hode de LIE et dans la 
n6tre, at ils ne se pr&entent pas d'eux-m~mes sous une forme enti~re- 
ment arbitraire, car ils eomprennent des 6quations dont la forme d@end 
encore, en une certaine mani~re, du groupe (G). 

Dans les exemples qu'il a trait6s, LIE a indiqu6 une relation simple 
entre le degr6 d'ind6termination du syst~me (A), eelui du systSme r6- 
solvant (R), et celui du systbme des 6quations de d6finition du groupe 
(G). I1 y aurait lieu de ehercher h g6n&aliser ees r6sultats, et m~me h 
en eompl6ter la d6monstration dans les cas trait& par LIE. 

i Verwerthurtg des Grupl)enbegriffes fi~r Differe~tialgleichuugen (Leipziger Bericht% 
1895). 
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3. :Notre travail est divis6 en deux chapitres. Dans ]e premier, 
nous dtudions la dgtermination des syst~mes automorphes, qui correspondent 
5̀  un groupe, donn6 par les dquations de ddfinition de ses transformations 
finies. Leur forme rdsulte, h vrai dire, de la th6orie gdn6rale des in- 
variants diffdrentiels; mats il diait utile de prdciser les divers cas qui 
pourraient se prdsenter; et, de plus, notre travail contient ainsi une rod- 
rhode complete, et nouvelle, 1 pour la d6termination des invariants diffd- 
rentiels et des syst~mes diffdrentiels invariants qui correspondent 5̀  un 
groupe donn6, tout en ne supposant connus que les principes fondamentaux 
relatifs aux dquations de d6finition des groupes continus. 

INous rappelons ensuite, en les prdcisant et les compldtant sur divers 
points, les mdthodes de LIE, servant h rdduire l'intdgration de ces syst~mes; 
et nous 6tudions les syst~mes types auxquels on est ainsi ramend. 

Dans le second chapitre, nous 6tudions la formation des syst~mes 
diffdrentiels les plus g6ndraux, qui admettent un groupe, donn6 par les 
dquations de ddfinition de ses transformations flutes. Le procddd indiqu6 
nous fournit imm6diatement, sous une forme prdcise et dl~gante, la r~- 
duetion d'un syst~me donn6 (A), admettant le groupe considdr6 (G), 5. un 
syst~me rdsolvant (/~) st 'h un syst~me a utomorphe. 

Nous avons trait~ d'abord deux exemples. L 'nn est emprunt~ au 
mdmoire de LIE; l'avantag.e de notre mdthode y cst mis en @idence, car 
nous pouvons pr6ciser la nature des intggrations indispensables plus que 
ne 16 fair L~E. 

Duns la thdorie ggndrale, nous avons eu surtout en vue le cas qu'on 
peut considdrer comme le cas gdndral duns la formation des syst~mes diffd- 
rentiels admettant un groupe donn6. Mats l'application de notre m6thode 
aux cas exceptionnels ne ndcessiterait que des modifications de ddtail, comme 
on s'en rend compte dans les deux exemples particuliers que nous avons 
compl~tement trait6s. 

1 Cette m6thode pr6sente, n6anmoins, des analogies in6vitables avee celles que l'on 
doit ~ LIE et ~ ]~I. TRESSE. 
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C H A P I T R E  P R E M I E R .  

Sur la f o r m e  et  l ' intdgrat ion des  sys tbmes  d i f fdrent ie l s  

a u t o m o r p h e s .  

w I .  F o r m e  g g n g r a l e  d e s  s y s t O m e s  a u t o m o r p h e s .  

I. NOUS appelons systdme di f j~re~t ie l  automo~))he tout systSme diffd- 
rentiel (S), ddpcndant d'un nombre queleonque n de fonctions ineonnues :  
x 1 , x2, . . . ,  x,, et d 'un hombre quelconque m de variables ind@endantes 
t~, t2, . . . ,  tin, qui jouit de la propridtd suivante: Ses diverses solutions se 
ddduisent de l 'une queleonque d'entre elles 

(a) x~ = a, Ct~, t2, . . . , t,~), (r ..... ,~) 

par les diverses transformations d 'un groupe ponetuel (G), ~t n variables, 
effectudes sur x i ,  . . . ,  xn. De sorte que, si l 'une quelconque des trans- 
formations de (G) cst 

( T )  x;  = 1'x~ = ~ ( x , ,  x~,  . . . ,  x , ) ,  (r ....... ) 

l 'une queleonque des solutions de (S) est dgfinie par les 6quations 

(~'~) : rx ,  = ~, ( t~ ,  t~,  . . . ,  tin). c,=~,~ ..... ~) 

Nous dtudierons d'abord comment on peut former tous ces systSmes 
automorphes, correspondant h u n  groupe (G) donng par les dquations de 
d6finition de ses transformations finies. 

Le cas le plus simple est celui oh m = n, et oh les fonetions al, . . . ,  a. 
constituent un systSme de fonctions ind@endantes: il est clair que, si cela 
a lieu pour une solution, cela a lieu pour routes. Considdrons alors la 
solution (a), et imaginons qu'on fasse dans (S) le changement de variables 
ind@endantes 

t" = ~(t : ,  . . . ,  t,). (,-,,~ ...... ) 

Le nouveau syst~me admettra la solution 
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et les autres solutions, s'en ddduisant toujours par les transformations de 

(G), seront dgfinies par les divers systSmes d'dquations 

:l ' f~( ) X i ~--- X 1 , ~ Xn ~ ~' �9 , .  i ~  ( i =  1 , 2 ,  . . . , n )  

qui ddfinissent les diverses transformutions de (G). 

Le  systbme (S) sera done devenu le syst~me des 6quations de dg- 

finition du groupe (G), c.-h-d, sera de la forme 1 

u , (  ; ) (t' t ' )  X 1 ,  , X n ,  , X (kl...~~) - ~  COs ! ~ n 

l .~k~+...+k~ 9~ k ~. 

( s= l ,? , . . . , p )  

off les fonctions U, forment  un  syst~me complet  d ' invariants fondamentaux 

du groupe (G), qui est connu par hypoth~se. 

Revenons maintenant  aux variables primitives. On salt ~ qu 'un change- 

men t  de variables ind6pendantes,  effeetu6 dans les Us, les change en des 

fonetions qui ne d6pendent  que des Us at des variables ind6pendantes 

nouvelles; et, d 'une mani6re plus prdcise, qui sont de Ia forme: 

L , (  . . . . . . . . ,  ~ ( ~ , , ,  , x,,, , 4k ,  ...~o), . ) , . . . . .  , ~  ~ , . . , ~ - ) , . . . ) ,  (,=,.~ ..... ~) 

oh' les x~ k''''~') et les ,('~,"'~") ddsignent des ddrivdes queleonques, des x~ et ~y 
des aj., prises par rapport  h t l , . . . ,  t,,. 

Le syst~me (S) s 'obtient  donc en 6galant ees fonetions L,  aux fonc- 
tions de t~ , . . . ,  t ,: 

( D s ( a l ,  . . . , (~, , )  ; ( s = l , 2 . . . , p )  

et pourra s'6erire enfin, en rdsolvant les 6quations ainsi obtenues par 

rapport  aux U,: ~ 

[ Us(x,,..., x,,, . . . ,  4 ' , . . " ) , . . . )  = 6,(t , ,  . . . ,  t,), 
J / 

--~ --v~- --_-~. �9 

(s=i,e,...,p) 

( , )  

1 due & LIE. Voir, par exemple, notre m6moire Sur la theorie gdndrale des groupes: 
N ~ 6. (Annales de l']~cole normale, I9O3. ) 

u le m6moire cit6: N ~ 7. 
3 Pour la possibilit6 de cette r6solution, voir encore le m6moire cit6: N ~ 7. 
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Le raisonnement pr6eddent, repris en sens inverse, montrerait faeilement 
que tout syst~me de cette forme, qui n'est pus impossible, satisfait ~ la 
question. La forme gdn~rale des fonctions 0, s'obtient sans peine an 
dcrivant que le syst~me a une solution arbitraire donnde. 

Les syst~mes canoniques ainsi obtenus s'offrent d'eux-mdmes, dans la 
thdorie de la similitude des groupes. ~ Nous les appellerons, pour abrdger, 
des syst~mes automorphes de premidre esp~ce.. 

2. Supposons encore m ~ n,  mats supposons que les fonctions a l , . . . ,  an 

ne soient plus ind6pendantes; il y e n  aura, par exemple m ' <  n d'entre 
elles qui seront inddpendantes, tandis que les n - - r e '  autres seront fonc- 
tions de celles-lh. Imaginons que nous prenions comme variables nouveltes 
z ~ , . . . ,  zm,, ces m' fonctions a~ inddpendantes, en m~me temps que n - - r e '  
autres fonctions quelconques de t ~ , . . . ,  t, pour les ~utres variables indg- 
pendantes z,,,+~,..., z~. Parrot les 6quations du syst~me (S), transform6es 
par ce ehangement de variables, figureraient 6videmment les 6quations 

- -  ~ O .  ( j = l , 2 , . . . ~ n - - m ' ;  i = 1 , 2 , . . . , n )  
~ Z m ' §  

Et, en revenant aux variables primitives, on voit que le systbme (S) com- 
prend, parmi ses 6quations, celles d'un syst~me complet, dont z ~ , . . . ,  z,,, con- 
stituent une solution; et dont x ~ , . . . ,  x~ sont des intdgrales. 

Des 6quations de ce syst~me complet, on peut tirer les ddrivges des 
x~ par rapport h n - - re '  des variables; par exemple, par rapport h t~,+~, ..., t~. 
Et, par suite, on peut faire disparaltre des autres 6quations de (S) route 
diffdrentiation par rapport h l'une quelconque de ces variables. 

Donc le systbme (S) se compose alors: I ~ du systbme complet en 
question, dont x~ , . . . ,  x~ sont des intdgrales; e ~ d'un systbme automorphe 
($1) , relatif au groupe (G), mats oh t , , . . . ,  t~, interviennent seules comme 
variables inddpendantes; t,++l, . . . ,  t,, n 'y jouent plus que le rble de para- 
m~tres. 

Inversement, dans cette hypoth~se, le syst~me complet peut ~tre 
ehoisi arbitrairement mats le systSme (S~) dolt admettre les transformations 
infinitdsimales ayant pour symboles les premiers membres des 6quations du 
syst~me complet. On le verrait en raisonnant comme nous l'avons fait, 

1 Voir le mSmoirB cit~ w IX. 
Acta mathematica. 28. Imprim~ le 8 f~vrier 190~. 40 
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pour un cas analogue, d~ms un autre travail; ~ nous y avons indiqu6 aussl 
comment ce fair donne les conditions auxiliaires auxquelles doivent satis- 
faire les arbitraires qui figurent, en gdndral, dans les dquations de ($1) , 
pour que (S~) et le syst~me complet constituent, dans leur ensemble, un 
syst~me diffdrentiel compatible. On pourra, du reste, toujours ddterminer 
ces arbitraires, en m~me temps que le syst~me complet, en se donnant 
l 'une quelconque des solutions (a) du syst~me (S) que l'on veut former. 

3. Une r6duction analogue se prgsente toujours si m > n; de sorte 
que ce cas se rambne toujours, par la sdparation d'un certain systSme 
complet, au cas oh m est au plus 6gal g n, et off, parmi les fonctions ai, 

i l y  en a m d'indgpendantes. Au point de rue de l 'intggration de (S), 
on peut aussi intggrer d'abord le systbme eomplet qui se sdpare de (S), 
et prendre pour nouvelles variables indgpendantes un syst~me fondamental 
d'intdgrales distinctes de ce syst~me eomplet; et l'on sera ramen6 au cas oh 
i l y  a autant de fonctions ai ind6pendantes que de variables tk. 

On voit done, qu'en dehors du cas des syst~mes automorphes de 
premiSre esp~ce, il ne reste comme cas intgressant que celui off m est in- 
f6rieur h n; et, en raisonnant de m~me, on voit qu'on peut m~me supposer 
qu'il y a, parmi ]es a~, exactement m fonctions de t~, . . . ,  t,, indgpendantes. 
Nous allons examiner ce dernier cas. 

4. Supposons d'abord le groupe (G) transitif; les points ( x t , . . . ,  x,,) 

qui font exception h la tra~si t iv i td ,  - -  (c.-k-d. qui ne peuvent pas venir 
coincider avee un point arb#ra i re ,  par au moins une transformation de 
(G)) J satisfont, s'il en existe, h certaines relations (R) en x l , . . . ,  xn, de 
forme ddterminde, qui s'obtiennent en discutant le degrd d'indgtermination, 
e.-h-d, la r~solnbilitd des ~quations de ddfinition de (G). On peat  d'abord 
supposer que ees relations (R) ne font pas pattie des dquations du sy- 
st~me (S). 

Considgrons alors la solution (a) comme repr6sentant une multiplicitd h 
m dimensions, de l'espace x~, . . . ,  x,,. En lui appliquant une transformation 
de (G), convenablement choisie, on en ddduira une autre solution (Te), 
reprdsentant une multiplicitd nouvelle, passant par un point arbitraire. I1 

1 Sur la thdorie de Galois et ses gdndralisations. N ~ 31 et 33 (Annales de 
l'~Icole normaie, I9o4). 
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existe done des familles de solutions de (S), ddpendant de n - - m  para- 
m~tres, c.-~-d, de la forme 

( 2 )  x ,  = . . , r . . . , . . . . .  ) ,  . . . . . .  ) 

telles que l 'on puisse rdsoudre leurs dquations (2) par rapport h t ~ , . . . ,  t . , ,  

e l ,  �9 . . ,  a n - - r e "  

Imaginons alors le syst~me automorphe de premiere esp~ce (So) , relatif 
au groupe (G), et admettant la solution (2), considdrde comme fonction des 
n variables t,, . . . ,  t~, al ,  . . . ,  a,_~. Ses solutions, si on y consid~re 
al ,  . . . ,  a~_~ comme des param~tres ayant des valeurs constantes ddtermindes, 
c.-~-d, si l 'on les consid~re comme fonctions de t l , . . . ,  t,, seulement, seront 
les mgmes que celles de (S). Done ce syst~me (So) contiendra un certain 
nombre d'dquations ne ddpendant de a ~ , . . . ,  a . . . . .  , ni directement, ni par 
celles des ddrivdes des x~ oh figure, parmi les indices de ddrivation, au 
moins nne fois l 'une des lettres a,,  . . . ,  a,_a; et 1'ensemble de celles de ces 
dquations, cons6quences des dquations (So) , et telles que routes les analogues 
puissent s'en ddduire par des diffdrentiations 0~ des 61iminations, pourra 
~tre pris pour ddfinir le syst~me (S). 

Imaginons toujours le syst~me (So) form6, et cherchons h en ddduire 
routes les cons6quenccs jusqu'h un ordre /~ quelconque qui satisfassent aux 
deux conditions dnoncdes, c.4-d, ne contiennent ni des ddrivdes autres que 
les d6rivdes par rapport aux t~, ni les param~tres a ~ , . . . ,  a . _  m. Je dis que 
la premiere condition entra~ne la seconde. 

En  effet, supposons formdes routes les consdquences de (So), jusqu'~ 
l'ordrc /~, satisfaisant h la premiere condition seulement; il faut prouver 
que a ~ , . . . ,  a._m en disparaissent d'eux-m~mes. Sans cela, en effet, on 
pourrait peut-~tre dliminer a l , . . . ,  a~_m d'un certain nombre d'entre dies; 
mais il en resterait un certain nombre k qu'on pourrait r6soudre par 
rapport h a , , , . . ,  ak, par exemple. Consi4drons les ~quations 

ah --~ ~ h ( x l ,  . . . . . .  , x , ,  , x(~ a' ' 'm'),  . . .  I tl , . . . ,  t~ l a , + l ,  . . . ,  a , _ ~ ) ,  (h=l,~ ..... k) 

(3) {x!~,...,~,, ) __ a~,+...+~"x,'~ 
\ 

ainsi obtenues. Si on y effectue une transformation quelconque de ( G ) ,  

elles doivent visiblement rester invariantes, et par cons6quent les seconds 
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membres sent des invariants diffdrentiels de (G). Exprimons alors que ce 
syst~me admet la solution (2): cette solution s'obtient, par ddfinition, cn 
effectuant, dans une multiplicitd ddterminde, 

o =  ao( t l ,  . t,.), (,=I,~..) ( a )  x~ = x~ . . ,  .... 

la transformation gdndrale d'une certaine famille de transformations de 
(G), de la forme 

(5) x , =  r , ( ~ ~  x , ~  a, ,_~).  (,-1,: .. . . . .  , 

Or, si nous faisons dans les 6quations (3) la transformation (5), elles 
deviennent, puisque les ~'h sent des invariants, 

~ = '1~(~~ . . .  , ~ 0 ,  . . .  , ~ ( ~ ' ~ ~  . . .  I t s ,  . . . ,  t . , l  ~ + ~ ,  . . .  , ~ , _ , , ) ;  (~:~,~ ..... ,) 

o par leurs valeurs (4), ce qui ne peut in- ct il reste h remplacer les x~ 
troduire dans les ~P'~, les arbitraires a ~ , . . . ,  ak. I1 est done impossible que 
les conditions obtenues soient rdalisdes identiquement. 

5. La mdthode '~ suivre pour former les syst~mes (S) avee un nombre 
m < n  de variables inddpendantes sera donc la suivante. On derira le 
syst~me (So) , sous la forme (i), en laissant les 0, inddterminds dans le 
second membre. E t  on cherehera ~ en ddduire des consdquences oh ne 
figurent que des ddrivdes par rapport ~ tl,  . . . ,  t,,; pour eela, on pourra ~tre 
obligd de diffdrentier d'abord les dquations (~). On devra pousser les caleuls 
jusqu'k ce qu'ils ne puissent plus donner d'dquations nouvelles, qui ne 
soient des consdquenees de celles ddj'~ obtenues. Dans le systdme ainsi 
obtenu figureront certaines combinaisons des 01 et de leurs ddrivdes: on 
les remplaeera par des fonetions inddtermindes de tl ,  . . . ,  t~ seuls. Ces fonc- 
tions inddtermindes devront pouvoir ~tre ddtermin6es en ~erivant que le 
syst~me admet une solution a r b i t r a i r e  ((r); de sorte que le syst~me sera 
formg d'dquations dent les seconds membres seront ccs fonctions indd- 
termindes, et les premiers des invariants diffdrentiels de forme enti~rement 
connue. 

Si on laisse les seconds membres inddterminds, on devra les supposer 
lids par des relations de condition, obtenucs en dcrivant que le syst~me 
est compl~tement intdgrable. 
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II est ~ remarquer que, le calcul pr6c6dent 6tant un calcul d'dlimina- 
tions, on pOUlTa 6tre amen6, dans le courant de ces 6liminations, ~ supposer 
que certains d6terminants fonctionnels sont~ diffdrents de zdro. On devra 
done, dans ce cas, reprendre le calcul ~ nouveau, en faisant l 'hypoth~se 
contraire, c.-~-d, en introduisant, dans les dquations du syst~me (S), celles 
que l 'on obtient en ~galant ~ zdro ces m6mes d6terminants, et off ne 
figureront plus de fonctions ind6termindes. I)e sorte qu'un m6me groupe 
(G) peut donner, pour un m6me nombre de variables inddpendantes, divers 
types de syst~mes automorphes. 

Comme exemple, nous nous bornerons ~ citer celui du groupe des 
mouvements euclidiens (n = 3), en supposant m = I, c.-~-d, que les multi- 
plicitds consid6r6es son~ des courbes. Les dquations de d6finition du groupe, 
mises sous forme compl6telnent intdgrable, sont du premier et du second 
ordre. On trouve deux types de syst~mes automorphes, contenant des 
dquations du premier, du second et du troisi~me ordre. Ce sont, en dd- 
signant par x ,  y ,  z les fonctions inconnues, par t la variable ind~pendante, 
par $ ,  7/, ~" les d~riv~es de x ,  y ,  z par rapport ~ eette variable; et par 
des lettres accentu6es les d6riv6es de $,  T,  ~'; 

(6) 

et 

{ Z~ 2 = A(t), (A . o) 

Z ~  '~ = B(t) ,  

X , "  = c,(t); 

(7) 

$'~ -- ~$' ~ $'~ + ~"~ = H(t). 

Le second convient ~ des familles de courbes minima; il faut joindre aux 
dquations 6crites celles qu'on en d6duit par diff6rentiations (jusqu'au troi- 
slime ordre, c.-~-d, au second par rapport h $,  72, ~). 

6. Revenons sur l 'hypoth6se faite au dgbut du N ~ 4, en supposant 
qu'au contraire on impose aux fonctions x ~ , . . . ,  x. de satisfaire aux rela- 
tions (_R). En vertu de ces relations, on pourra alors exprimer x l , . .  ,, x,  
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au moyen d'un moindre nombre n' de fonetions inconnues, qui seront 
transform6es par un groupe (G'), isomorphe ~ (G), et ne ddpendant que 
de n' variables; de sorte qu'on sera ramen6 h ehercher les systhmes auto- 
morphes relatifs h (G'). 

Une rdduction tout semblable se produira si le groupe (G) n'est pas 
transitif, los invariants de (G), d'ordre zdro, 6tablissant encore des relations, 
de forme connue, entre x ~ , . . . ,  x, .  :Nous pouvons done considdrer comme 
rdsolue la question de la construction des divers types de syst6mes auto- 
morphes, relatifs au groupe (G), donn6 par les 6quations de ddfinition de 
ses  transformations finies. 

Les r6sultats obtenus sent, bien entendu, des cas particuliers de r~- 
sultats connus sur les invariants diff6rentiels et l'6quivalence des multipli- 
eitds par rapport h un groupe connu. Mats il 6tait intdressant de les 
obtenir sous une forme aussi prdcise que possible, et sans rien supposer 
connu si ee n'est les notions fondamentales sur les 6quations de d4finition 
des groupes. 

w II .  D e  l~ in tdgrat ion  des sys tbmes  a u t o m o r p h e s .  

7. LIE a montr6 1 que l ' intdgration d'un syst~me automorphe, dent 
le groupe assoeid (G) n'est pas simple, peut toujours se remplaeer par 
l 'intdgration successive de syst~mes automorphes simloles, c.-h-d, dent les 
groupes assoeids sent simples. 

Nous ne reviendrons pas sur la d6monstration de ce th6or~me fonda- 
mental. Remarquons seulement que, pour l'appliquer, il faut d6terminer 
une suite normale de sous-groupes du groupe (G) assoet6 au syst6me donn6, 
c.-~-d, une suite de sous-groupes tels que ehacun d'eux soit un sous-groupe 
invariant maximum du prdcddent. C'est l~ un probl~me auxiliaire que 
nous avons 6tudi6, incidemment, dans un autre m6moire~: nous y avons 
montr6 qu'en dehors de simples ealeuls algdbriques, la solution en peut 
n6eessiter, tout-au-plus, l ' intdgration d'dquations diff6rentielles ordinaires. 

I9o3. 

1 L e i p z i g e r  B e r i c h t e  1895 , pages 285 et ss. 

Sur la thdorie des groupes continus, w 7. Annales de l']~cole normale, 
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8. Une seconde rgduetion dans l ' intdgration d'un systSme automorphe 
se pr6sente, si le groupe (G), associ6 au systSme, cst imprimiti[. Supposons, 
pour plus de simplicitd, qu'il soit simple; ee qui, d'apr~s ce qui prde~de, 
n'est pan une restriction. 

Soient x ~ , . . . ,  x~ los variables dSpendantes. Los fonctions de cos va- 
riables, que le groupe 6change entre elles, constituent los solutions de divers 
systSmes complets, invariants par le groupe, et qui, par suite, se construisent 
sans intggration. Supposons que l 'on air form6 Fun d'eux, qu'on l 'ait  
intggr6, et que l 'on air fair le changement de variables d~pendantes nd- 
cessaire pour que certaines de ces variables: x~, . . . ,  x,,, par exemple, eu con- 
stituent nne solution. Elles sont alors ~ehangdes par un groupe (G'), iso- 
morphe holo6driquement h (G), puisque (G) est simple par hypoth~se. 

Dans los 6quations du syst~me automorphe donn~ (S), transform6 par 
le changement de variables ddpendantes indiqud, isolons alors los 6quations 
oh ne figurent que los seules variables d6pendantes x~, . . . ,  x~,; elles forment 
un syst~me automorphe (S'), ayant (G') pour groupe associ~. Si de plus 
on a ehoisi un syst~me complet invariant donnant pour n' la plus petite 
valeur possible, (G') est primitif. 

Supposons (S') intdgrd: h ehacune de sos solutions ne pout correspondre, 
h cause de l'isomorphisme holoddrique de (G) et (G'), qu'une seule solution 
de (S): c'est dire que x,,+l, . . .  , xn se caleulent, sans intggration, au moyen 
des 6quations de (S), en fonetion de x l , . . . ,  x~,. 

Done l ' intggration de (S) est ramende ~ cello de (S'). 
En rgsum6, l'intdgration de tout syst~me a,tttomorphe se ra,ln~,~e ~ cello 

de syst~mes a,utomorphes ~t groupes si~nples et primit.ifs. Cette rdduction 
~ "  �9 �9 �9 r " S n~cessite, au plus, 1 mtegratmn d'~quations dlffcrentmlle, ordinaires. 

9. I1 pout arriver que, m6me pour des syst~mes automorphes 5 groupes 
simples et primitifs, on puisse obtenir encore une simplification. Supposons 
en effet qu'il existe un groupe (G'), isomorphe holoddriquement au groupe 
(G) du syst~me donn5, et transformant des variables Y l , . . . ,  Yn' en hombre 
moindre que celui den variables x l , . . . ,  xn que transforme (G). Par hypo- 
thSse 1 il existe un troisi~me groupe (Go) , transformant des variables zl, ..., z~, 

1 Cela r6sulte de la d~finition de l'isomorphisme, telle que nous l'avons donnSe 
dans notre m6moire, d6j'A cit6, s~r la tl~dorie des groupes conti;~us (w IX). 
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et /~el que (G) exprime la loi de transformation, par ce groupe (Go) , de 
certaines fonetions de z l , . . . , z ~ ;  tandis que (G') exprime la loi de trans- 
formation, par ce mSme groupe (Go) ' d'autres fonctions de zl, ..., z,. Comme, 
du reste, le type de (G') importe seul, et que l 'on peut par suite le rem- 
placer, ainsi que (Go) , par un groupe quelconque qui lui soit semblable; 
comme, de plus, nous supposons, pour simplifier, (G) et (G').primitifs, 
ce que nous pouvons faire, d'apr~s ce qui precede; il nous est loisible 
d'admettre que xl, . . . , x ,  soient certaines des variables zl, . . . , z  v, landis qua 
y~, . . . ,y~,  sont un autre groupe des mgmas variables. :Nous appellerons 
z ~ , . . . ,  z~,, celles des variables z l , . . . ,  z~ qui n'appartiennent, ni k l'un, ni 
h l'autre de ces deux groupes. 

En vertu de ce qui a dt6 dit, au numdro prdcddent, sur les systSmes 
automorphes 5 groupes imprimitifs, tout syst~me automorphe, ayant (Go) 
pour groupe associ6, et qui comprend, parmi ses dquations, celles du sy- 
sterne donnd (S), ne contient, en plus, que des dquations qui fournissent 
explicitement y~,. . . ,y, , ,  z~, ..., z~,, en fonction de x~,. . . ,  x., des variables in- 
ddpendantes t~, ..., t~, des ddrivdes de xx,. :,, x,, et des fonctions de t~,. . . ,  t,,, 
encore inddtermindes, qui constituent les seconds membres de ces 6quations. 
I1 en r6sulte qu'elles ne peuvent entralner aueune condition d'intdgrabilit6, 
qui ne soit ddjh condition d'intdgrabilit6 de (S); et que, par suite, on y 
peut choisir arbitrairement les fonetions ind6termin~cs qui figurent dans 
leurs seconds membres. La construction d 'un tel syst~me suppose donc 
seulement qu'on connait les 6quations de dgfinition de (Go) , ce que nous 
admettons en effet. Soit done (So) un tel syst~me. 

D'apr~s ca que nous avons vu au numdro prdcddant, l 'intdgration de 
(So) , qui entralne celle de (S), se ram~ne h celle du svst~me rdduit (S') 
qui ddfinit seulement y~, . . . ,  y~,. Donc l 'intdgration de (S) se trouve ainsi 
remplacde par celle de (S'), oh figure un moins grand hombre de fonctions 
inconnues. ~ 

Done tout systdme automorphe, dont le groupe assodd (G) est simple et 
primitif, est dquivalent ~ ,an autre systdme automorphe, que l'on peut.former, 
relatif ~t un groupe queleonque isomorphe holoddriquement it (G). 

1 Les d~veloppements que nous venons de donner nous paraissent l'explication 
d'un passage tr~s-peu explicite du m~moire db.j~t cit5 de S. LIE. (Leipziger Be- 
richte, I895, p. 290. ) 
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Ce nouveau thdor~me permet de n'introduire, en d~finitive, que des 
syst~mes automorphes h groupes simp]es, primitifs, e t  dgpendant, pour une 
structure donnde, du nombre minimum de variables. 

I o. Pour uchever lu th6orie de l ' intggration des syst~mes automorphes, 
il resterait h examiner s6par6ment les syst~mes correspondant aux divers 
types de groupes simples primitifs. Car si l 'on u affaire h u n  groupe (G) 
semblable h Fun de cos groupes types (F), on pourra chercher d'abord 
une transformation qui change (G) en (F), ce qui ndcessite, comme nous 
l 'avons mont% duns notre mgmoire sur la thdorie des groupes continus 
(w IX), ~ l ' intdgration d'un systSme automorphe de premiSre esp~ee, ayant 
(F) pour groupe associ6. 

Remarquons qu'il n 'y  a pus ~ se prgoccuper des groupes finis; car un 
systSme automorphe h groupe fini se ram~,ne h u n  syst~me automorphe 
d'gquations dJffgrentielles ordinaires du premier ordre. On est done duns 
le eas de ces syst~mes dont nous avons prou% autrefois 2 qu'ils s'intdgrent 
au moyen d'6quations diff6rentielles ordinaires lin6aires. 

Bornons-nous donc aux groupes infinis, simples et primitifs. :LIE en a 
trou% quatre grandes classes, et iV[. KOWALEWSKI a montrg qu'il n 'y  en a 
pus d'autres, pour n <  5. I1 nous seru done impossible d'@uiser la question, 
pour n > 5. Nous dirons seulement quelques mots pour chacune des quatre 
classes de groupes simples trouvges par LIE. 

I ~ groupes 2oonctuels gdn~raux. Les syst~mes automorphes corres- 
pondants sont ceux qui ddfiuissent un systgme fondamentul d'intggrales 
d'une 6quation lindaire aux d6rivges partielles 

~+1  
~f (s) t , ,  . . . ,  = o, 

i = 1  

ou d'un syst~me complet d'dquations de la mSme forme: il n 'y  a donc 
rien de particulier h dire sur l ' intggration de ces syst~mes, qui revient 
celle d'gquations diff6rentielles ordinaires, qui peuvent ~tre tout-h-fair 
gdngrales. 

' Annales de l 'gcole  normale, 19o 3. 
2 Annales de Toulouse, T. VIII, H; T. X, C. 

Actor mathematica, 28, Imprim~ le 9 f~virer 1902. 41 
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2 ~ groupes ponctuels les ;plus ,qdndraux, n'alt~rant pas les volumes. 

L'6quation de ddfinition unique d'un tel groupe est 

D(z, , . . . ,  z.) 
D(t I . . . .  , t.) 

I1 n 'y  a pas de systbme automorphe eorrespondant, qui d@ende de moins 
de n variables ind@endantes. Les systbmes automorphes de premiSre 
esp~ce oat la forme 

D(z, . . . .  , z~) 
o ( ~ ,  . . . .  , t,,) - -  f ( t ~ ,  . . . ,  t~). 

Pour intdgrer un tel syst6me, on peut se donner arbitrairement les fone- 
tions ineonnues x ~ , . . . ,  x,_x et x .  se ddtermine par une quadrature. 

Quant aux systbmes automorphes, d@endant de plus de n variables 
ind@endantes, ce ne sont autre chose que des gquations lingaires de la 
forme (8), ou des systbmes complets de telles 6quations, admettant un 
multiplieateur de JAcom eonnu. La thdorie de leur intdgration est donc 

bien connue. 
3 ~ groupes gdndraux de transformations de contact. Appelons, pour 

plus de nettet6, z, x~ , . . . ,  x , , p ~ , . . .  ,p .  les fonctions ineonnues; et considdrons 
d'abord un systbme automorphe de premiere esp~ce; soient t~, t~, . . . ,  t~,+~ les 
variables ind@endantes. D'apr~s la thgorie de la similitude des groupes, ~ 
une solution de ce systbme peut 5tre considgrde comme ddfinissant une 
transformation qui change le groupe gdndral des transformations de contact. 
en un autre groupe, qui l u i  est semblable; cette transformation change 
l 'dquation 

(9) e . -  N- p,e , = o 

en une autre 6quation de P r A t t  

2 n + l  

( ~ o )  E o~(t~, . . .  t~,+Odt~ = o.  
k ~ l  

Les diverses aufres solutions se ddduisent de la premiere en y effectuant, 
sur z, x~, . . . ,  x , ,  p~, .. . ,io,, les diverses transformations de contact, c.-h-d, les 

1 Voir notre m6moire: Sur la tkdorie des gro~q)es continus, w IX. Annales de 
l'J~cole normale, I9o 3. 
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diverses transformations laissant l'6quation (9) invariante. Elles d6finiront 
done 'h leur tour les diverses transformations qui changent (9) en (I o). 
Le probl~me de l ' int6gration du syst~me automoqohe considgr6 est done 
identique ?~ eelui qui consiste h ramener l '6quation de PFArr (IO) h la 
forme canonique (9) c.-h-d, se ram~ne au probl~me classique de PFAFF. 

L'int6gration des syst~mes automorphes ?~ plus de 2n-k-I  variables 
indgpendantes, d'apr~s ce que nous avons vu a u n  ~ 3, se ram~ne au cas 
precedent. 

Mais il y a en outre h eonsidgrer des syst~mes automorphes dgpendant 
de moins de 2n-}- i variables ind~pendantes. Leur int6gration se rattaehe 
encore h ]a th6orie du probl~me de PFAFF: mais leur 6tude n6cessiterait 
d'assez longs dgveloppements, que nous rgserverons pour une autre travail. 

4 ~ 9roupes g~ndraux de transformations de contact en x l , . . . ,  x , , p l ,  . . . ,p , .  

Le syst~me automorphe de premiere esp~ee ddfinit (on le verrait en raison- 
nant  comme plus haut) routes les transformations qui  changent une ex- 
pression de P~A~F 

2~ 

.(I I)  Z O , ( t l ,  . . .  t2n )dr, 
k=l 

en une expression de la forme 

, p ,  d x , + d U ,  
i=1 

U Stunt une fonction arbitraire des variables ind~pendantes. La recherche 
de ces transformations se rattaehe ~ la thdorie du problSme de P~'AFF. 
I1 e n e s t  de m~me pour l ' intdgration des syst~mes automorphes, relatifs 
au mSme groupe, et ddpendant de moins de 2n variables inddpendantes. 
C'est encore un point sur lequel nous nous r4servons de revenir duns une 
autre occasion. 
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C H A P I T R E  I I .  

Sur l'intdgration des systbmes diffdrentiels, qui admettent 
des groupes de transformations. 

I. Un  e x e m p l e  de Lie.  

I. Nous allons exposer une mgthode ggngrale, dont le but est de 
ramener l 'int6gration de tous les  syst~mes diffdrentiels, admettant des ~'oupes 
continus de transformations, h l ' int6gration de systSmes automorphes. 

~ous  traiterons d'abord, suivant eette m6thode, l 'un des exemples 
6tudids par LIE. 1 I1 nous sera plus facile ensure de l'exposer clans route 
sa gdn6ralit6. 

Le probl~me trait6 par LIE est le suivant: 

Expose+" une tlgorie ggn&ale d'intgGration pour les dquations aux dg- 
rivdes partielles du second ordre, ddfinissant u ne fonction inconnue z des 
deux variables indgpendantes x ,  y; et admettant le grou~ve infini dont la 
tra~sJbrmation infinitdsimale 2~drale est de la forme: 

$'(x) z 

$ dtant une fonction arbitraire. 

LIE famine la solution de ce probl~me h l ' int6gration d'un syst~me 
en involution; c.-h-d, h l 'emploi de la m6thode de M. DAI~BOUX. :Notre 
solution sera route autre, et conduira h prdvoir quelques simplifications 

de plus. 

2. ]~tudions d'abord le groupe considerS, que nous appellerons le 
groupe (G). Sa transformation finie g~n~rale est 

z 
(5) x' = x ( x ) ,  / -  ' 

off X ( x )  est une fonetion arbitraire. 

1 Leipziger Berichte, I895, pages II6 et ss. 
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Les 6quations de ddfinition de ses transformations finies s'en ddduisent 

sans peine. On en a d'abord une premiere forme dvidente" 

am' z '  am' 
(3) o ,  am z. 

Mettons-les sons la forme de LIE, en appliquant  la mgthode g4ndrale que 

nous avons exposge darts un  autre travail. ~ 

2qous introduisons deux variables inddpendantes u et w, non trans- 

formdes; et nous cherchons les relations entre les dgriv~es de z ,  z et de 

x ' ,  z' par rapport  g ces variables. Pour  savoir jusqu'~ quel ordre il faudra 

pousser les caleuls, nous devons met t re  les 6quations (3) sons forme com- 

plStement intdgrable; nous obtenons les dquations, du I ~ ordre seulement, 

(4) 
D'oh les relations 

(s) 
et 

agV' a0~' Z aZ' Z' 
-- ~ O )  Z' ' - -  ~ - -  " 
az ax  az z 

am' z am am' z am 

a~,r z' a u  ' aw z' aw ' 

az' az '  am z' az Oz' az' ax z' az 
- -  _ _ _  - -  _ _ _  o 

au  am a~ "~- z a n '  aw ax aw -t- z aw 

11 

d'abord les relations (5), et la relation 

ax 

a z '  . '  a z  a u  [ a ~ '  

(6) au = z au -~- ~ Law - -  - -  
aw 

' z' par rapport  h x ,  z; ce qui donne, faut 61iminer les d&iv~es de x ,  

I1 est inutilc de continuer h employer la m&hode g~ndrale, car on volt de 

suite que ces ~quations s'~crivent: 

, ax '  ax Z' am' am 

ax '  ax  

I aZ' I aZ' au  I aZ I az a n .  
- - o  o 

a u  z " a w  aa~' z a~  z a w  am 

aw aw 

1 S u r  la thdorie des groupes coutinus, n ~ 6. ( A n n .  d e  l ' ~ ]c ,  n o r m . ,  I 903 .  ) 
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et la derni~re peut se remplacer, en tenant comptc des premiSres, par 

D (z', z') D (z, z) 
- -  , 

D(u,  w) D(u ,  w) 

Ainsi se trouvent calculds les invariants diff6rentiels fondamentaux 

(7) z ~ ,  z ~ ,  D(~,  ~) 

Les dquations de ddfinition de (G), ramen6es h la forme de LIE, sont 
par suite 

(8) Z' Ox' Z' ~ '  D(x', z') . . . . .  o ,  - -  . . . . .  ~ )  = i .  ~x Z, ~z D(z , 

3. Nous devons maintenant considdrer z eomme une fonction de x 
et y, et chercher les 6quations diffdrentielles eorrespondantes, qui ad- 
mettent le groupe (G). ~Nous emploierons '~ eet effet une m6thode nouvelle, 
analogue h celles qui ont 6t6 donndes par M. TI~ESSE, darts sa th~se: ~ 
cette mdthode est la base de la mdthode d'int6gration que nous exposerons 
ensuite. 

Employons, pour plus de commodit6, le langage gdomdtrique. ~ous  
avons h consid6rer une surface a, et les surfaces qui lui sont homologues 

par rapport au groupe (G); c.-h.d, qui en proviennent par les transforma- 
tions de ee groupe; et h ehercher les relations en z , p ,  q ,  r  s ,  t , . . .  

qui peuvent convenir h la fois h toutes ces surfaces. 
Imaginons h cet effet que la surface a soit donnde par trois 6quations 

de la forme: 

Les homologues seront donndes, sous une forme analogue, par les solutions 
d 'un syst~me automorphe, dont le groupe associ6 s'obtiendra en adjoignant 
l'6quation y = y' h celles des diverses transformations de (G)(puisque eelles- 
ci ne transforment pas y). 

Plus simplement encore, nous servant de cette circonstance que y 
n'est pas transformd, il nous suffira de supposer a d6finie par deux 6qua- 
tions de la forme 

(9) x - -  f ( u ,  y), z = . @ ~ ,  v); 

t Sur les invariants diffdrenliels. Paris, I893. 
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et les homologues de a seront ddfinies d'une mani~re route semblable par 
les solutions d'un syst~me automorphe, relatif au groupe (G), qui sera de 
la forme 

~ ~z  D @  , z) 
(io) z ~ = ~ ,  z~=fl ,  D(~, y ) = r ,  

oh a ,  fl ,  ~" sonf certaines fonctions de u et y, satisfaisant ,t la condition 
d'intdgrabilit6 du syst~me (I o), 

( I I )  ~a $~ ~-~ . ~ r,  

et dont l'expression s'obtiendrait en exprimant que les dquat~ions (9) dd- 
finissent une solution du syst~me (I o). 

I1 n 'y  aura donc qu'~t chercher les relations entre z , p ,  q ,  r ,  . . .  
qui sont des consdquences de ces dquations (Io), et de l 'hypoth~se que z 
est fonction de x et y. Cette hypoth~se s'exprimera du reste par les re- 
lations 

( i2 )  

dx  = vz du  + ~u 

dz =2dx + q@, 

@ = r d x  + s @ ,  

dq = s d x  -}- tdy  , 

�9 , . . . . . .  , �9 �9 

off &t et @ sont arbitraires. 

4. Cherchons d'abord les relations du premier ordre. On a ':1 joindre, 
aux 6quations (Io), les relations 

Oz Om $z Ox 
( I 5 ) ~u = P ~u , v~ = P ~ -l- q ; 

ce qui donne les dquations rdsolues 

I ~ z  a ~z ~ = p  , - = p  + q ,  
z ~y 
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et l '6quation de condition: 

( I  5)  r z  = o .  

On n 'en pourrait rien tirer, si a ~ T--'--o, ee qui r6duirait les 6quations 
(I o) ~ z ---~ o. Cette surface particuli~re est invariante par routes les trans- 
formations de (G). Nous pouvons ]a laisser de c6t6. 

Alors a est ndcessairement diffdrent de z6ro, sans quoi, h cause de 
(I 5), on retomberait stir le cas pr6c6dent. On peat donc 6crire (15) sous 
la forme 

- -  

ce qui montre que q- est un invariant  d~drentiel  du i er ordre pour la fa- 
Z 

mille de surfaces considdrge. 
On v~rifierait facilement que, sous cette condition (I 6), le syst~me (I 4) 

est compl~temenf int6grable, de sorte qu'en le diff6rentiant on n'obtiendra 
jamais de relation, inddpendante des d~rivdes de x et z par rapport ~ u 
et y, qui ne soit une consdquence de (I6), et des relations qu'on en peut 
d6duire par diffgrentiations successives. 

Nous allons montrer que ces relations se d6duiront les unes des autres 
par l'emploi rgp6t6 de deux paramdtres diffdre~tiels. 

Supposons en effet l 'une d'elles, qui est, par hypoth~se, de la forme 

(17) J ( x , y , z , p , q , r ,  ...)---- H ( u , y ) .  

Nous aurons h la diff6rentier par rapport h u et y; ce qui donner% en 
tenant  compte des relations (I4), et employant les notations usuelles de 

diff6rentiation totale, 

dJ ~H 
; - -  v,-7 ' " ; 

d'oh l 'on tire: 

i d J  ~ $H d ]  ~H I ~ H  
(i 8) z dz = a ~-~' dy ~y a ~u 

�9 �9 ~ S Les deux membres de ces relations defims, ent les param~tres diff6rentiels 
annone6s, sous lear double forme. 
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Nous obtiendrons par cons6quent ainsi une sgr~e illimitde d'invariants 
diffdrentiels, avec leurs expressions au moyen de a ,  fl,  y et de leurs dd- 
riv6es succcssives; en se servant de l'identitd (~ ~), on pourra m~me ne 
laisser dans ees expressions que a ,  fl et leurs ddriv6es successives. 

Si, jusqu'h un certain ordre m, on a obtenu les relations distinctes: 

Hk i ~r ~6~ > (k=l,2, ...,t0 (I9) J , ( x ,  y ,  z ,  p ,  q,  r ,  . . . )  = ?I, a, fl ,  3u ' ~y ' "'" ' 

tous les syst~mes diffgrentiels dont nous cherchions la forme gdndrale r5- 
sulteront de l'~limination de u et de y entre les dquations (i 9), oh ~ ct fl 
auront gt~ remplac6es par des fonegons de u et de y. Bien entendu, il 
se pourra qu'ils ne eonticnnent qu'une partie des relations provenant de 
cette ~limination. 

Le cas off ils les eontiennent routes est eelui off routes les solutions 
du systSme diffdrentiel en x , y , z , p ,  q , r ,  . . .  se ddduisent de l 'une 
quelconque d'entre elles par les diverses transformations de (G); de sorte 
qu'on pourrait dire encore qu'un tel systSme est automorphe; mais il nous 
parait prgfdrable de n'employer ee mot que dans le sens plus restreint off 
nous l'avons employd jusqu'iei. On slit  que, dans ee eas, l'ordre du sy- 
st~me est limit6; e.-~-d, qu'il existe un certain ordre m 0 tel que les 6qua- 
tions d'ordre supgrieur sont des consdquenees des dquations d'ordre 6,gal 

ou infgrieur ~ mo. 

5. Tout syst~me diffdrentiel, de l'esp~ee consid6r~e, sera done de 
la forme: 

( , o )  % , . . . ,  J , )  = o.  (,,=,,= ..... 

Et, r6eiproquemen~, tout syst~me diffgrentiel de eette forme, pourvu qu'il 
soit compl~tement int6grable, satisfait @idemment h l~ question. 

A c e  syst~me on pourra associer le systdme r6solvant 

qui sera de lui-m4me compl~tement int6grable; et l'int~qration &t systime 

donn~ se d~composera e~: i ~ l'int~gration (bt syst~me r~solvant (2i); 2 ~ l'in- 

t~gration du systdme automo~The (io). 
Acta qnathemativa, 28, ImprJm~ le 10 f*virer 1904, 4~2 
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Telle est, en deux mots, la m6thode d'intggration annoncge. L'idde 
qui nous a guidd est de r@artir l'ensemble des solutions du syst~me donng 
en familles formdes de solutions provenant les unes des autres par les 
transformations de (G). C'est aussi cette idde qui est, au fond, le principe 
de la mdthode de LIn; mais l'introduction des syst~mes automorphes nous 
permettra de prgciser davantage la nature des intdgrations auxquelles nous 
allons gtre conduits. 

I1 nous reste en effet h dtudier, de plus pros, les deux probl~mes 
types auxquels nous nous trouvons ramen&. 

IO).  

(22) 

car on a ensuite 

6. Occupons-nous d'abord de l'intdgration du syst~me automorphe 
On volt immddiatement qu'elle se rdduit h celle de l'dquation 

Z - -  3x ~x 

Ou ~y 

et la troisi~me dquation (Io), est une consdquence de celles-l~, en vertu de 
la condition (io). 

Donc tout se rdduit h l'intSgration de l'~quation diffdrentielle ordi- 
naire, h deux variables, 

(~4) ad .  + ,0@ = o. 

7. Etudions maintenant le syst6me (2I). Remarquons d'abord que 
la forme de Jk ne pent ddpendre du choix de la variable ind6pendante u, 
qui a 6t6 supposde figurer dans les formules (9), d6finissant l'une des sur- 
faces eherchdes. Donc lea H~ sent invariants 1 par l'ensemble des trans- 
formations 

(25) u' = ~(u, y), y' = y; 

auxquelles s'associent 

, ~v a '  ~q~ (26) # =  

i Une id6e analogue so trouvo dans le m6moire de LtE Sur les invariants intggraux. 
L e i p z i g e r  B e r i c h t e ,  I897,  pages 379 et ss. 
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obtenues en dcrivant que te systems 

az  = a '  ~:c D ( z  , z) , 
, = g ' ,  V) ..... r 

331 

I1 pourrait sembler que l 'on es~ ramen6 g u n  problSme de la m~me 
nature que le premier, st par suite que l 'on v a s e  trouver dans un cercle 
vicieux. Mais, ici, nous n'avons pas besoin de connaltre routes les solu- 
tions; il ne nous en faut au eontraire qu'une seule, darts chaque sdrie de 
solutions provenant les unes des autres par les transformations du groups 
[(25), (26)]. I1 faut done chercher ~ faire ce ehoix, pour n'avoir pas 
d'intdgrations superflues. 

Cela revient ~ chercher une forms canonique de ce systems, satis- 
faisan~ ~ la condition prde6dente. On y arrive en se donnant, pour les 
expressions de deux invariants, une forms ddterminds. Comme cells de 

l 'invariant y est forede, on se donnera cells du premier invariant: T. 

Posons, par exemple, 

tZ 

Lss deux premiers invariants suivunts deviendront, en ss servant des para- 
mbtres diff~ren~iels trouvds plus haut, 

i i f l  f l  

est 6quivalent au systems (I o). 
~a 

Reciproquement, touts fonction diff6rentielle en u ,  y ,  a ,  f l  , ~u  ' " " " ' 

invarian~e par ls groups [(~5), (26)], ns d@snd pas des param~tres choisis 
pour representer la surface (r; de sorts que, quand on y aura rsmplacd a 

~z ells et fl, au moyen des formules (IO), en fonction de x , y , z , - - u ,  . . . ,  

ne pourra d@endra que des d6rivdes de z par rapport ~ x et y; c.-~-d. 
qu'elle sera devenue un invariant J .  

D o n c  le s y s t d m e  (21) es t  c a r a c t d r i s ~  p a r  cet te  p rop~'idtd d'Ot,re i n v a r i a n t  

p a r  le g r o u p s  [(25), (:6)]. 
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On aurait done pu ehoisir les invariants du second ordre de mani6re qu'ils 
se r6duisent, dang l'hypothhse (27) , h a e t  ft. On verra de mgme ~ que, 
par un ehoix eonvenable, los suivants se r6duiraient h trois des d~rivges 

aa sa sfl la quatri~me ~tant lige aux autres par la relation (27). Et  ~u ' ~y  ' ~ y '  

ainsi de suite. 
Le syst~me (2I) sera done remplae6 par un syst~me eompl6tement 

intdgrable, qui pourra dtre le plus g6n6ral de eeux qui ferment, avee (27) 
et les 6quations qu'on en d6duit par diffdrentiations, un syst6me compl6te- 
ment  int~grable. I1 sera de la forme 

(2g) r y, u,  f l ,  . . .  

et de l'ordre m - - I ,  si le syst6me (~I) est d'ordre m. 
Cette partie du ealeul conduit du reste h u n  syst~me auxiliaire identique 

fi eelui qua donne LIE; il est facile de vgrifier en effet que LIE fair la 
m6me suite de ealeuls, avee une autre interpr6tation seulement. 

8. Bornons-nous, pour terminer, au eas d'une ~quation invariante 
du second ordre. J~e syst6me (28) se r6duira h une ~quation 2 

O ( y ,  u ,  fl) = o ;  

d'otl l 'on pourra tirer fl, par exemple, 

(29) 

On sera done ramen6 g une 6quation du premier ordro lingairc 

~(x a z aa ~Z 
8y 8a ~u ~u 

Cela r~sulte, sans ealeul, d'une propri6t6 g6n~rale des invariants diff6rentiels: 

voir S. Lnc, L e i p z i g e r  B e r i c h t e ,  I895, page I I8 .  
Le syst~me (2o) se rgduit ~ une gquation de la forme 

F(y f l  zs--s t qi) 
Z ~' j ~ O .  

z 
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c.-h-d. ~ un syst6me ' "  " d equations diffgrentielles ordinaires 
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(30) @ = 
du da 

~rz ~u 

On verrait que l ' int6gration se simplifie, si l '6quation (z9) est homog~ne 
on a e t  fl, ear alors le syst6me [(27) , (29)] admet le groupe h u n  param~tre 

L'int6gration se ram6ne alors h celle d'une ~quation diff~rentielle ordinaire 
du premier ordre, et h une quadrature. 

Remarque. Si le syst~me donnd avait pour eons6quenee une relation 
de la forme 

(3 i~ ~q ~- f(y) 
' Z 

c.-i~-d. 

_ f (y ) ,  

l '6quation (27) serait impossible. Les formules (I8) montrent qu'alors tous 
les invariants sent fonctions de y seul. 

Cela prouve qu'il sertfit impossible, dans ee cas, de fixer la position 
d'un point sur une surface intdgrMe par les valeurs de deux invariants; 
et, par consdquent, impossible d'avoir une eorrespondanee univoque entre 
deux surfaces int6grales hornologues. I1 y a done une infinit6 de trans- 
formations de (G) qui transforment l 'une des surfaces dans l'autre, et 
ehacune d'elles admet un sous-groupe du groupe (G). ]ha rdeiproque est 
vraie, saul dans le cas oh la surface est telle qua tous ses points soient 
invariants par les transformations de (G) qu'elle admet. 

Vdrifions ces prdvisions: une surface de l'esp6ce consid6rge est de la 
forlne 

z = r  

et admet ]e sous-groupe k un param~tre dent la transformation infinif~- 

simale est 
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Quant h l'intdgration de (2 I), elle se rdduira h celle d'une dquation diff~- 
rentielle ordinaire donnant la fonction f (y) .  On pourra satisfaire ensuite 

en prenant, par exemple 

] ~  O~ 

et les dquations (Io) donneront 

x =  0(~), 

c.-h-d, puisque 0(u) est arbitraire 

~=f(y)  

f f(y) a., . 

zO'(u) = e f r ~ "  " 

z = r  r(y)"y. 

I1 serait, bien entendu, imm6diat d'intdgrer 

g=f(y), 
Z 

mats il dtait intdressant de montrer que la mdthode n'est en ddfaut que 
quant ~ la simplification du syst~me rdsolvant (21). 

w II.  A u t r e  exemp le .  

9. Nous consid~rerons encore le groupe (G), dent la transformation 
infinitdsimale gdndrale est t 

$(x) + ~'(x)y + $"(x)y ~ 
Oz 

et dent la transformation finie g(~ndrale est 
X"(z) 

z '  = z ( x ) ,  y' = y x ' ( x ) ,  z' = ~ + y x - ~  

Et nous voulons dtudier les dquations aux d6rivdes partielles en x ,  y ,  z, 
p ,  q, r ,  . . . ,  et les syst~mes de telles 6quations, qui admettent ce groupe (G). 

Appliquons la m6me marche que dans l'exeml01e prdcddent. 

1 Ce groupe a 6t6 consid6r6 par M. •EDOLAGHI, A n n a l i  d i  M a t e m a t i c a ,  

1898 , page 229 . 
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Nous cherchons d'abord h dgfinir l'ensemble des surfaces homologues 
d'une surface ddterminde, supposde ddfinie par trois dquations 

z = f( , , ,  ~,), y = , q @ ,  v), z = h ( . ,  v). 

Cela revient h chercher les syst~mes automorphes correspondants. Nous 
ddterminons d'abord les invariants diffdrentiels de (G), en considdrant x ,  y,  z 
comme fonctions des deux variables u ,  v non transformdes. On trouve 

~ ~ ~ ~ ~ [~.~ o x ~ [oy ~ ]  
y ~ u ' y ~ v ' y  ~ - - z ~ ] ' ~  ~ z  , 

,rD(.:~) z D ( z , y ) ] .  
y LD(u ,  v) ~I O(u -,~.1 ' 

et ceux qui s'en dgduisent par diffdrentiations successives. La forme des 
syst~mes automorphes correspondants sera donc 

(32) 

IOx I[Oy Ox] 

y ~v ' y 

I D ( x ,  z) z D ( x ,  y) 
y D ( u ,  v) yI  D(~r v) - -  T; 

ce qui s'dcrit, en r~solvant 

(33) 
~x 

~v  ~ ~x'y~ 

Oz , Oz 

a ~vv - a ~uu 

~A = y(~z + fi), 

~A = y(~,z + / r ) ,  Ov 

= (~fl' - - f l~ ' )z  + r; 

et on trouve, comme conditions d'int6grabilif~, 

~ ~ '  ~fl * ~ ' + r - - - - ~  
(3 41) ~v ~u + a~' --/~a'  ~ o, ~v ~u 
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I o. Nous ealeulons maintenant les 6quations invariantes cherehdes, en 
adjoignant aux 6quations (33) les suivantes 

~-; = ~ + q ~ , 

e. -.X-d . 

3z 3z 
(35) o - [ - - - - - y [ a ( p + q z ) + f l q ] ,  - - = y [ a ' ( p - ~ q z ) + ~ 8 ' q ] .  Ov 

i~11iminant les ddrivdes par rapport ~ u et v; et, @arrant le eas singulier 
ou aft' ~ f l a '  serai t  nul,  ~ il v i en t  

(3 6) q y ~ z  - -  r 

E t  on montrera i t ,  comme dans l 'exemple prdcddent,  que tous les autres 

invar iants  diffdrentiels doivenf  s 'en ddduire par  diffdrentiat ions successives, 

au m o y e n  de paramStres diffdrentiels. Calculons ces param6tres  diffdrentie]s: 

nous par tons  h cet effet de l ' ident i td  

_ _ _  . J x , y , z , p , q , r , . . . ) = H  f l ' ' ' " ~ u '  "" ' 

et, en la dif fdrent iant ,  nous  ob t enons  

dJ  d.l ~ H 
~y ~ + y (~z + ~) ~ - ~ , 

d,  Y (~'~ + fl') d!~ - ~ ' 

d 'oh  on tire les parambtres  diff6rentiels 6quivalents  

(37) 

_,~H ~H 

d.r dJ / ~ -  ~ - A ( H ) ,  y (d~ + z ~i~) - -  ~ - -  ~,,-' 

dd a ~ - -  a v-~ B ( H ) .  

D(~, .V) 
i Dans ce cas, on aurait, d'apr6s les 6quations (32), ~ - ~  ~ - - o ,  et ce serait 

en contradiction avec l'hypoth6se que x et y sont deux variables ind@endantes. 
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Les seconds membres des relations ainsi obtenues sonf aussi des invariants 
diffdrentiels. En effet, ils ne doivent pas changer de valeur quand on fair 
sur u et v u n  changement de variables quelconque 

(3s) 

Or, par ce ehangement de variables, le syst~me (32) garde sa forme, los 
seconds membres 6tant remplac6s respectivement par los fonetions a, fl, 
a', ] ,  ~" de u ,  v ,  ddfinies par los formules 

(39) 

-a~ 3r 
3 u  

- 3 r  

c 3~t 

_ r 
r D(~, v) = Y" 

3r = , ,  
3 ,  

-3f  - 3 r  

On a done ~t considgrer le groupe [(38), (39)3- 
jusqu'au premier ordre sent 

(4Q) r t~v 3,~ ' r ~v 3uA {(@'--f la ' ) ;  

c.-k-d, los expressions qui interviennent seules dans los conditions d'intd- 
grabilitd (34), et la valour de l'invariant (36). I1 dtait du reste @ident 
que los conditions d'intdgrabilitd de (32) devaient ~tre invariantes par le 

groupe [(38), (39)]. 
Nous supposerons que l'on remplaee partout r par sa valour, tir~e 

de (34) 
3B 

- -  3v 3u ' 

Sos invariants diffdrentiels , 

On pourra alors abandonner la derni~re des 6quations (39); et los in- 
variants diff~rentiels seront seulement 

3a'  3a  3a '  3fl 

3u  ~v 3u  3v 

(4I) a f i ' - -  fla' ' a f f  - -  fla' ; 

[dent le premier est 6gal ~ un, d'apr~s (36); tandis que le second est 
l'6quivalent de l'invariant ( q y - - z ) ] - - ;  et ceux qui s'en ddduisent par l'emploi 
des param~tres diffdrentiels qui sent los seconds membres de (37). Nous 

Aeta mathematica. 28. Imprim~ le 11 fSvrier 1904. 43 
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n'aur0ns ~ considdrer que ceux qui proviennent ainsi du second des in 
variants (4I), les autres dtant tous identiquement nuls dans la question. 

(42) 

dent (36) est la premiSre. 
la forme 

(43) 

I I. NOUS obtenons done une suite d'identit6s de la forme 

J k ( x , y , z , p , q , r , .  . ) = H ~ ( a , f l , ~ '  ~ ) �9 ' f l " ~ - 7 ' " "  ' 

Tout syst6me r@ondant 'k la question sera de 

G(J , G ,  . . . ,  - -  o.  (h=  1,2 . . . . .  ~) 

Et  pour l'int~grer, nous le remplacerons par le systbme r~solvant form~ 
de la premiere des ~quations (34), et du syst6me 

(44) Fh(H~, H ~ , . . . ,  H , ) =  o. (~,=1,2 ...... ) 

Ce syst~me r6solvant intdgr6, on devra intdgrer ensuite le syst6me auto- 
morphe (46). 

La r6duetion de Pint@ration du systSme r&olvant se fera suivant la 
mdthode suivie au n ~ 7. Nous poserons, par exemple, pour le premier 
des tIk 

u ~ v 
(45) ad'--  d"-' -- u; 

et les suivants se r~duiront alors 

a' fi' 
,d ,  _ d,,, 

Comme on le voit en appliquant ~ l'identit~ (45) les op&atim~s A(F)  et 
B(F) .  Nous poserons alors 

t 
6~ 

(46) a d' -- fla~' -- ~; 

de sorte que deux des invariants H~, de l'ordre suivant, se r6duiront "k 

On voit done que quatre des invariants se r6duisent, en vertu des hypo- 
theses (45) et (46), ~ quatre fonetions de a,  fl, a', mdependantes. On ~ p �9 p 
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aurait donc p u l e s  remplaeer par des eombinaisons de ees invariants qui 
se seraient r~duites pr~eis~ment h a,  fl, ~', fi'; et les suivants se r~duiraient 
h des eombinaisons de ~z,fl,  a ' , f l '  e4c de leurs d6ri%es, d'ofi pourraient 
se tirer routes ees d6riv6es. Le systSme r&olvant sera ainsi rdduit aux 
dquations 

(47) 

IDa Da' Dv Du 

Dv Du 

+ aft'--  ~ '  = o, 

F u ( ~ f l ' - / ~ ' )  = o, 

. '  + ~ ( . Z ' - -  Z.') = o, 

jointes h un systSme qui peut ~tre le plus g6ndral de eeux qui, associds 
h ees 6quations (4I), constituent un systSme eompl6tement intdgrable. Un 
tel systSme n'admet plus aucune transformation en a ,  fl, a', fl', u,  v. I1 
ne pr~sente done plus rien de partieulier, au point de vue de la thdorie 
des groupes. 

Io. I1 nous reste h &udier l 'int6gration du syst~me (33). Elle est 
immddiate: x se ddtermine d'abord par l 'dquation 

,Dx Dz 
~--a~v----o, 

e.-h-d, en int6grant l '6quation diff~rentielle ordinaire 

~&~ + a'dv = o. 

On a ensuite, sans intggration nouvelle, 

Y--aD,t a ' D v '  Z = a [ y ~  al_yDv fl 

I3. Consid6rons, par exemple, le eas d'une seule 6quation du second 
ordre 

(4s) F(qy- -~ ,  (~y--p)y + . t f  z, t f )  = o. 

O n  obtiendra, pour adjoindre aux (~quations (47), la seule 6quation 

( P' ) 
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d'ofi on tirera 

(49) /~ '+  f (u ,  v)(~/~ ' - -~= ' )= o. 

On trouve alors, par un ealcul facile, 

fl, f('*,~) , 
6t) 

V 
/7 f(,,,,, v) I - -  ~2 2 1 - - .  

V V 

La seeonde des 6quations (47) se rdduit ~ une relation de la forme 

g(u, v) 6{ + I~(., v) 6{' V2 - -  O, 

d'o5 on tirera, par exemple, 6{' en fonction lin6aire de 6{, qui sera, par 
consdquent: ddterming par une 6quation lin~aire 

~a ~a  
a-~ + M(u,  v)a~---  P(u , v ) ~ -  O (u , v) = o, 

e.-k-d, par l ' intdgration du systSme 

du da 
(50) dv = M(, , ,  v) - -  1"(,,, ,&~ + q(,~, v) 

On a done g intdgrer une 6quation diffdrentielle ordinaire g deux variables, 
u et v; puis k effeetuer deux quadratures. 

Remarque. Dans eertains cas partieuliers, il deviendrait impossible 
de poser des 6quations de condition analogues k (45) et (46). C'est dans 
le cas oh les surfaces cherehdes vdrifient une relation de la forme 

(5 I) qy =-  z -=- constante, 

ou deux relations de la forme 

I (sy--p)y + t y ' z  = F ( q y - - z ) ,  
(5 2)  ! tv '  = G (qv - - * ) .  

Dans le second eas, on peut encore faire le ehangement de variables partiel 
tel que l'on air l 'identitd (45). Et  les 6quations (52) donneront 

[~, c G(u) G(~) I 
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et, en portent ces valeurs dens (45), il vient, en deartant la solution 
a ' =  o, qui ramdnerait h l 'autre eas singulier, 

- -  G + u F  + F G '  - -  G F '  ~-- o ,  

qui est la condition d'intggrabilitg du systSme (52); a e t  a' sont done 
assujettis h la seule eondi.tion 

86~ 86~' r 
+ F =  o. 

Comme le choix de la variable v e s t  encore arbitraire, ou prendra, par 
exemple 

__-- , a = Z ( u )  e T, (Z(u) arbitraire), 

e~ l ' intdgration du systSme (33) se r5duira h celle de 

v dv  + )(u)du = o 

c.-k-d, h une quadrature. 
Quant h l 'autre cas singulier, l ' int6gration es~ immgdiate. 
Les singularit~s pr6c6dentes tiennen~ encore ~ la nature m~me des 

choses, et non h la mdthode employde. Les int6grales du systSme (5 2 ) 
admettent chacune un sous-groupe de (G), h u n  paramStre; et celles de 
l 'dquation (5 I) admettent un sous-groupe ~ deux paramStres. 

w  Mdthode  gdndrale  d ' in td f f ra t ion .  

~4. Le earaetSre ggn6ral des raisonnements fairs dans les exemples 
prdcgdents est manifeste. Nous allons exposer maintenant comment ils 
constituent en effet le priacipe d'une m6thode gdndrale d'intggration des 
syst~mes diffgrentiels adme~tant des groupes, finis ou infinis, de trans- 
formations. 

Soient x , ,  . . . ,  x,, les variables ind@endantes, zl, . . . ,  zq les fonctions 
inconnues; (A) ]a syst~me donnd; et (G) le groupe qua ce syst6me admet. 
Les 6quations (A) ddpendent de x , , . . . ,  xn, de Z l , . . . ,  zq et des ddrivdes 

Z~ al'''am) ~ ~al+. . .+a, , ,Zi  



342 E. Vessiot. 

Le groupe (G) transformc entre dies routes los variables x~, ...,xm, z~, . . . ,  zq. 

Nous indiquerons plus loin les simplifications ~t apporter g la mdthode si 
eertaines de cos variables dtaient invariantes par le groupe (G), reals, m~me 
duns ee cas, ee que nous allons dire s'appliquerait encore. 

Chaeune des solutions de (A) reprgsente une multiplicit6 2~[, h m 
dimensions, do l'espaee ~ m-b q = ~* dimensions. D6signons, pour plus de 
nettetd, par y l . . .  y,,, les eoordonndes d'fin poin% queleonque: eela revient 

poser, par exemple, 

( s 3 )  Xl  - ~  Ya , " " ,  Xm - ~  Y , ,  , Zl ~ -  Y,,,+a , . . . ,  Zq ---~ y , .  

La multiplieitd M pout ~tre reprdsentde aussi par des 6quations 

(54 )  w = a ( t , ,  . . . ,  t,,,), (~=, , ,  . . . . . .  

oh t~ , . . . ,  t,, sont des variables nouvelles, .que nous supposerons n'~tre pas 
transform~es par le groupe (G); et nous reprdsenterons los ddriv6es des Yk 
par rapport aux th par la notation 

/ j ~  ... 5,,) _ _  a i ~ t + " ' + 5 , -  Yk 

Nous allons ehercher h r@artir los solutions M de (A)en families de 
multiplicit~ s hotnologues les unes des autres par rapport aux diverses 
transformations de (G). Une telle famillo de mul~iplieitds 21I, supposdes 
ddfinies par des dquations de la forme (54), est donnde, duns le eas gdn6ral, 
eomme on l'g vu au ehapitre prdeddent, par un sysf~mo automorphe 

( s s )  u , ( v l , . . . ,  v , , . . . ,  r = o , ( t , ,  . . .  ,t,,). ( ,= , , ,  ..... p) 

Los premiers membres de cos 6quations (54) sent enti5rement eonnus, ear 
ils so d6duisent des dquations de ddfinition des transformations finies du 
groupe (G), dquations qui se ddduisent elles-m4mes sans peine dos 6qua- 
tions (A) donndes; les seconds membres souls ddpendent du syst~me par- 
tieulier de multiplieitds M d6fini par les dquations (55)- Ce sent done 
ces fonetions 0, que nous allons prendre pour ineonnues auxiliaires. 

Elles satisfont d'abord aux conditions d'intdgrabilit6 du systbme (5 5). Soit 

(5 6) ~ 01,  . . . ,  Op, . . . ,  ~ . , ,  . . . .  o ,  ( , = , , ,  ..... p) 
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ces conditions d'intdgrabilit5. A ces dquations se joindront celles qui pro- 
viendront des dquations (A) donndes. 

I)our lea former, nous nous servons de ce que, dans le cas gdndrul, 
ces 5quations (A) sont des relations entre des invariants diffdrentiels de 
(G). Soit done 

(57) J(x~  , . . . ,  X m ,  Z l ,  . . . , Z q , . . . ,  Z~ a l  . . . . .  ) , . . . )  

un tel invari~nt diffdrentiel. ]m~ginons qu'on y fasse le changement de 
variables ddfini par les 6quations (53) e~ (54)" il prendm la forme, enti~re- 
ment  cxplieite, 

. . . . . .  y~, . . .~, , , )  . ) ;  ( s s )  J (x~,  , x ~ , z ~ ,  . . , z ~ ,  , z l  ........ ) . . . ) = ~ ( ~ t ~  ,y~,  . . ,  , �9 �9 . ~ 1 4 9  , ~ ~ o .  

et, si on suppose ensuite qu'on y remplace y ~ , . . . ,  y~ par une solution du 
systSme (55), cette fonction j deviendra une fonction 72(t~, . . . ,  t , , ) b i e n  dS- 
termin6e. Or J est un invariant de (G), dans les m~mes conditions que 
les Us; de sorte que l'6quation 

�9 y l  ~,...~o') . . ) =  ~ ( t ,  , to).  ( 5 9 )  ~ ( y , ,  . . . , y ~ ,  . .  , , .  , . . .  

admet non seulement la solution M de (55) considdrde, mais routes celles 
qui s'en dgduisent par les transformations de (G), c.-h-d, routes les solu- 
tions du syst~me (55). 

C_~tte 6quation (59) est done une cons6quence algdbrique des 6qua- 
tions (55) et de eelles qui s'en d6duisent par diff6rentiutions (si J est 
d'ordre sup6rieur aux Us). Done, en se servant du th6or~me gdngral d'al- 
gdbre qui nous a ddjh servi dans un autre travail, 1 on voit que ~ se cal- 
culera rationnellement en fonction des ~ st de leurs dSrivdes, sans avoir 

commitre lea expressions de ces fonctions; c.-h.d, qu'on obtiendra, dans 
les conditions suppos6es, une identitd 

( 6 0 )  J ( ~ l ,  " ~  , ~}n,  ZI, �9 *, Zq, . . . ,  Zi a! . . . . . .  ) ,  .* .) ~-- -/~'(01, . . .  , 0p,  ~ *, 01t""'Ym), ~  

oh on pose, pour abr6ger, 
0 7 ~ . . . ~  ) _ ~ , + . . - + ~ o ' 0 ,  

1 Sur la thdo~4ie de Galois et des diverses gd~zdralisatio~zs. N~ 5. Annales de 
l'~]cole normale, I9O 4. 
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En faisant ce calcul pour les divers invariants J~, J2, " - ,  J/~ qui figurent 
dans les 6quations (A), on obtiendra donc des fonctions 6quivalentes 
I t s ,  H ~ , . . . ,  tip.; et les 6quations (A) seront transformges, par lh-m~me, en un 
systSme (B) de relations entre H~, I I 2 , . . .  , H~,. Les gquations de ce systSme, 
jointes aux conditions d'intggrabilit6 (56), constituent le syst~me rdsolvant 
(C) que nous nous proposi0ns d'obtenir. 

15. ]~tudions ce syst~me r~solvant (C). II pr&ente, tel que nous 
i'avons form6, cet inconv6nient, qu'une mdme famille de multiplicit6s M 
homologues sera donn6e par une infinit6 de solutions du syst~me (C). 
Cherchons, en effet, la condition n6cessaire et suffisante pour que deux 
syst~mes (55) d6finissent la m~me famille de multiplicit& M;  6crivons, 
pour plus de nettet6, le second de ces syst~mes 

. . . ,  y ' ,(z '  ' z"), . . . )  = s : ( t ; ,  . . . ,  t ' ) ,  ..... , )  

en ehangeant le nom des variables ind6pendantes. Les 6quations (54) 
6rant celles d'une solution de (55); il devra y avoir une solution 

(62) Yk = f'k(t;, . . . ,  &), (*=,,"- ...... ) 

de (6i), qui repr&ente la mSme multiplicit6 M; et eela suffira, puisque 
les autres multiplicitds intdgrales de (55), ou de (6I), se ddduisent de 
celle-lh par les transformations de (G). Or la condition d'identit5 des multi- 
plicit& (54) et (62) est qu'il existe une transformation 

(63) t~ ~ r  &), (~,,2 ....... ) 

qui change les fonctions (62) dans les fonctions (54), respectivement. Mais 
cette m~me transformation change alors route homologue de (62) en une 
homologue de (54), puisque los transformations de (G) ne portent que sur 
y ~ , . . . ,  y,, et non sur les param~tres t; de sorte que la condition cherch6e 
est qu'il existe une transformation (63) par laquelle le syst~me (6I) de- 
vienne le syst~me (55)- 

Ce premier point acquis, raisonnons comme au n ~ 7 de notre mgmoire 
sur ]a thdorie des groupes. 1 Les fonctions U~ sont des intdgrales d'un 

t Sur la thdorie des groupes co~ffimls. Annales de l']~cole normale, I 9 0 3  . 
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syst~me complet, dont les 6quations ont pour premiers membres les pro- 
longements de certaines transformations infinitdsimules de la forme 

n 

(64) ~ r/t(y, . ,  ~t" 
k = l  ' "  " " ' Y ]~--~Y* " 

Ce syst6me complet admet par consequent route transformation infinit& 
simale de la forme 

of 
(65) ~ ~5,(t,,..., t,~) ~-/~, 

i = l  

prolong& duns les mdmes conditions; puisque le crochet des transforma- 
tions (64)' et (65) est 6videmmcnt nul. Ce qui revient ':t dire que le sy- 
stbme complet considdr6 admet route transformation de h forme (63). 
Done, par cette transformation, en posant, pour abr6ger l'dcriture, 

G = G ( y ~ ,  . . .  , y ~ ,  . . .  , yi(~'"'P"),  . .  .),  O=l,~,.. . ,p) 

on aura des identitds de lu forme 

v:  = P~(G, . . . ,  G I . . . ,  r176 

oh, suivant nos notations, 

~ + . . . + ~  9~i 

~'~'"~"~ = ~ t ~ ' . . .  ~t~" " 

0=1,~, ...,p) 

La condition pour que les systbmes (55) et (6I) d6finissent la m4me fa- 
mille de multiplicit& dg homologues est done que les fonetions O; soient 
li6es uux fonetions O, par les relations 

(66) 0', ~-/~,(61, . . . ,  6~ ] . . . ,  ~!a,...~,), . . .),  (,=,,, ..... p) 

assocides aux relations (63); les Fi dtunt des fonctions quelconques. Les 
6quations [(63) , (66)] ddfinissent un groupe infini, isomorphe au groupe 
ponctuel gdn&al ~ m variables: on connait l'importance de tels groupes 
duns la th6orie ggn6rale des groupes de transformations. 1 

1 Voir, par oxemple, lo m6moire cit6 N ~ 7, oh on trouvera los indications biblio- 
graphiques sur ce sujet. 

Acta ~nathematica. 28. Imprim4 le 18 avril 1904. 44 
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Le syst~me (C) est done un syst~me invariant par ce groupe inf ini  
[(63), (66)]; et une m~me famflle de multiplieitds M homologues est donn~e 
par les diverses multiplicit6s O 

( 6 7 )  O, ------ g s ( t l ,  . . . ,  tin) , ($=1.~ ..... p) 

qui sont elles-m6mes homologues par rapport ~ ee groupe [(63), (66)]. 

I6. :Nous allons essayer de ne prendre qu'une seule multiplicit6 0 
dans chacunc des familles de multiplieitds 0 homologues, donnges par le 
syst~me (C). Si nous r6ussissons, la r6partition des multiplieitds M en 
familles de multiplicitds homologues sera obtenue. 

Considgrons une multiplicitd M, repr6sentde par les gquations (54). 
Par le moyen de ces 6quations (54), tout invariant J de (G) devient une 
fonction 72(t~,..., tin), et l'identit6 (60) lui fair correspondre une ~quation 

(68) It(O , . . . , o , ,  . . . , . . . )  = , ; ( t , ,  . . . ,  t o ) ,  

laquelle conduiraient aussi, comme nous l'avons vu, routes les multipli- 
citgs homologues de M. Du reste H, provenant de l'invariant J ,  qui 
est indgpendant du choix des param~tres t, est un invariant du groupe 
[(63), (66)]. Si done on fair un changement de param5tres t, la relation 
(68) se transformera en celle qu'on obtient en faisant simplement ce change- 
ment de param~tres dans la fonction 7" 

Si done l'invariant J n'est pas une constante (en vertu des 6quations 
(A)), on peut choisir les param&res de mani~re que le second membre de 
(68) soit une fon&ion arbitraire de t l , . . . ,  tin. Et, plus gdndralement, si 
on peut trouver ~ invariants J1, J 2 , ' . . ,  J~, qui ne soient lids par aueune 
relation (en vertu des 6quations (A)), on pourra supposer les param&res 
tellement ehoisis que les fonctions //1,  H 2 , . . . ,  H~, 6quivalentes gces  in- 
variants par le calcul du Iq ~ I4, soient 6gales h ), fonctions arbitraires, 
indgpendantes, de t t , . . . ,  t=. 

Le cas le plus avantageux est celui off 2 = m .  On pourra alors 
assoeier au syst~me (C), en vertu du raisonnement prgc6dent, ]es 6quations 
nouvelles 

(69) H i ( 0 1 , . . .  , O r , . . .  , tg~rl""r~),...) = t~; (~=1,~ ....... ) 
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et, comme lenrs premiers membres sent invariunts par le groupe [(63), (66)], 
il est visible qu'elles n'en udmettent plus aueune transformation. 

Done deux solutions du systSme r6solvunt [(C), (69)] donneront 
toujours des syst~mes automorphes (55) fournissunt deux families, diff6- 
rentes de multiplicitds M homologues. Lu s6paration de ces familles de 
multiplicitds est ainsi obtenue. On pourruit, naturellement, remplacer les 
seconds membres des dquutions (69) par m fonctions inddpenduntes quel- 
conques de tl, . . . ,  tin: cela serait sans influence sur la nature des int6grations. 

Le syst6me [(C), (69)] n'offre plus rien maintenant de purtieulier si 
ce n'est de eontenir les conditions d'int~grubilit6 du syst6me (55) et les 
dquutions (69). 

Dans le cas oh • est inf~rieur ~ m, on ne pourra derire que 2 < m  
gquations de la forme (69); et la m6thode n'est plus aussi avantageuse. 
Mats on prdvoit, par ce qui s'est pr6sentd duns les exemples prdc6dents, 
qu'il se produira, duns ce cas, d'autres simplifications pour lesquelles il 
paralt difficile de donner des rSgles gdn6rales et prgcises. On devra chercher 
des dquations diffdrentielles uuxiliaires nouvelles en ti, ..., tin, Op, ..., 0~ r''''r'), ..., 
qui ach~vent de ddterminer le choix des paramStres, pour chaque multi- 
plicitg M; de mani~re ~ rgduire au minimum le degrg d'ind6termination 
du systSme r6solvant, comme nous pouvions le faire d'emblde duns le cas 
~ m .  

17. Nous concluons, en rdsumd, que notre m6thode fournit, au moins 
duns lecus  g6n6ral, la rdduction de l'intggration du syst6me (A) aux deux 
probldmes suivants successifs. 

i ~ intdgration du systdme rdsolvant [(C), (69)]. Comme il ddfinit les 
familles de multiplicit6s M homologues, la difficult6 de l'intggration de ce 
syst6me peut 4tre quelconque, (A) 6taut Fun quelconque des syst~mes diffd- 
rentiels de l'esp~ce considdrde. 

2 ~ intdgration du systdme automorphe (55). Nous avons rappel6 au 
chapitre pr6cgdent, ]es diverses r~ductions possibles, pour de tels syst~mes. 

Remarquons que nous avons 6cartd l e c u s  off le syst~me (A) con- 
tiendrait des 6quations invariantes, qui ne seraient pus des relations entre 
invariants; il est visible que, duns ce qu'elle u d'essentiel, la marche g6nd- 
rule indiqu6e s'appliquerait encore k de pareils syst~mes. I1 n'y a, en 
rdalit6, de chang6 que lu forme du sys~6me automorphe ~ introduire. 
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I8. Les calculs, ndcessaires pour former Ie systSme rdsolvant (C), 
seront simplifids, comme on l'a vu darts les exemples traitds, par la re- 
cherche gdn6rale des invariants dquivalenfs du groupe (G) et du groupe 
[(63), (66)]. La mdthode ~ suivre sera la suivante: 

:Nous partons des dquations (55), et nous leur adjoignons les relations 
identiques, fournies par les r~gles du calcul diffdrentiel, entre les ddrivdcs 
des z par rapport aux x et les d6rivdes des y par rapport aux t: ces rela- 
tions devant ~tre prises jusqu'~ l'ordre maximum des ddrivdes figurant 
duns les dquations (35). Soit (A) ce syst~me de relations. Si entre les 
dquations (55) et les dquations (&) on pent dliminer routes los ddrivdes 
par rapport ~ t, les 6quations rgsultant de cette 6hmination seront sdpar~- 
merit invariantes par rapport au gronpe (G)e t  au groupe [(63), (66)]; 
elles seront doric des relations entre certains invariants de ces deux groupes. 
Comme, du reste, on ne dolt pouvoir en tirer aucune relation, non iden- 
tique, entre des invariants d'un seul de ces groupes, elles pourront se 
mettre sons la forme 

" ,  , , ,  Z,~al . . . . .  ) , )~-~ /:~'h (~1 , , ~p) ;  (h=l,2 ..... a) ( 7 0 )  J h ( z l , . . . , z m , Z l , . .  , , . . . .  , 

oh les premiers et les seconds membres sont des iuvariants des deux 
groupes eonsidgrdes, respectivement. 

Si l'on faisait les m~mes calculs, en adjoignant aux 6quations (35) 
celles qui en rdsultent par diffdrentiation jusqu'~ un ordre quelconque, 
ce qui prdc~de subsisterait, sauf qu'on pourrait, en plus de relations de la 
forme (70), trouver des relations off ne figureraicnt que des invariants du 
groupe [(63), (66)] (et qui appartiendraient aux conditions d'intdgrabilit6 
du syst~me (35)); et m~me des relations, qui seraient des dquations in- 
variantes pour ce groupe (et qui seraient encore des conditions d'intdgra- 
bilitd). 

11 r6sulte des raisonnements fairs a u n  ~ I4 que l'on obtiendra par 
cette vote tons les invariants du groupe (G), avec leur expression 6qui- 
valente en invariants du groupe [(63), (66)]. 

On trouvera aussi tows les invariants de ce dernier groupe; car, qnand 
on transforme un tel invariant, en y remplagant les #, par les valeurs (35), 
on obtient un invariant de (G), qui ne d6pend pas du choix des t, c.4-d. 
qui est une fonction de z l , . . . , x m , z l , . . . , z q , . . . , z ~  ~' ..... ),...), h moins qu'ilse 
rdduise h une constante. Duns le premier cas, l'invariant consid6r6, grant 
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l'6quivalent d'un invariant de (G), de la forme eonsid4rde, s'obtient, d'apr~s 
ce qui prdeMe, par le ealeul indiqu4. Dans le second cas, on a obtenu 
une condition d'int4grabilitd du syst5me (35), et le ealcul indiqud dolt 
encore la fournir. 

I9. On pourra aussi simplifier les ealculs par l'emploi de param~tres 
diff4rentiels. 

Soit I l'ordre minimum jusqu'auquel il faille diffdrentier les 4quations 
(35) pour obtenir effeetivement des relations de 1~ forme (7o). Et  soit 

J(x,,  . . . ,  ~1, . . . ,  ~ ' ~  = / J ( 0 1 , . . . ,  %, . . . ,  @'"~') , . . . )  

l'une queleonque de ees relations, de l'ordre 2, ou d'un ordre sup4rieur: 
e'est toujours une eonsdquenee des dquations (35) diffgrenti4es et des 4qua- 
tions (A), poussdes jusqu% l'ordre n4cessaire. Et il en est de mdme des 
relations qu'on en d6duit par diff4rentiation 

~.~= dJ ~ d H 
~ = ~  ( /c=l,  ~, ..., m) 

Jointes aux dquations (A), et (35), diff&enti4es jusqu's l'ordre 2, ees rela- 
tions fourniront, en plus de formules d'6quivalence des invariants d'ordre 
2, m relations de la forme 

( 7 I )  t2, x l ,  . . . ,  z , ,  . . . ,  ' " ' "  d~ , , '  " ' "  

= A z  0 1 ,  . . . ,  ' " ' "  dt--~,' " ' "  ' ( ~ i . ~  ..... , ,) 

qui donneront, sous leur double forme 6quivalente, les paramgtres diffd- 

rentiels annonees. 


