
59 

ZUR K E N b l T N I S S  DER K R E I S P U N K T E  

VON 

ALLVAR GULLSTRAND 
in U P S A L A .  

Um die Constitution des im Auge gebrochenen Strahlenbiindels kennen 
zu lernen hatte ich nSthig das Normalenbiindel unter Hinzuziehung yon 
Differsntialquotienten der Fl~ehenglsichung his einschliesslich der vierten 
Ordnung zu untersuchen. Da diese Untsrsuchungen aueh die Normalen- 
biindel eines Fl~chenelsmentes, auf welchem sich sin Kreispunkt befindet, 
umfassen mussten, haben sis zu Ergebnissen gefiihrt, welche vielleicht aueh 
fiir den Mathematiker vom Fache Interesse haben kSnnen. 

Die folgende Darstellung ist zum grSssten Theile ein R6sumd von 
den das F15ehenelement betreffenden Rssultaten der an anderer Stelle aus- 
ftihrlieh publicirten Untersuchung; doch habe ich die Untersuchung der 
Kreispunkte hier, wo der rein mathematisehe Gesiehtspunkt ausschlagge- 
bend ist, in gewissem Grade verallgemeinert, w~hrend ieh mich dort auf 
das fiir den specisllen Zweck nSthige Gebiet beschr~nkt babe. 

Von den Kreispunkten hatte man damals keine andere Kenntnisse als 
dis Angabe v o n  DARBOUX, 1 nach welcher fiir den Fall, wo s~mmtliche 
Differentialquotienten drifter Ordnung der F15chengleichung yon Null ver- 
sehieden sind, die Zahl und Riehtung der in den Kreispunkt eintretenden 
Kriimmungslinien gefunden werden kSnnen, und, wie ieh sparer erfahren 
habe, sine Untsrsuehung einer speciellen Kreispunktsform y o n  FROST, 2 ZU 
welchsr CAYLEY 3 eine Bemerkung gefiigt hat. 

I Thdorie des surfaces. T. II, S. 357--359. 
On the direction of lines of curvature in the neighbourhood of an umbilicus. The 

quarterly journal of pure and applied mathematics, X, I87O, S. 78. 
3 Ibid. S. III. 

Aeta mathematiea. 29. Imprimd le 9 aofit 1904. 
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Zwar hatte schon l~ngst LIOUVILL~ 1 eine schSne Zeiehnung yon den 
Krfimmungslinien eines Ellipsoides gegeben, aus welcher ersichtlich ist, 
dass in die auf solchen vorkommenden Kreispunkte nur eine Krfimmungs- 
linie eintreten kann, aber dennoch scheint die Ansicht allgemein geherrscht 
zu haben, dass yon allen Seiten her Krfimmungslinien in einen Kreispunkt 
eintre~en, wie z. B. eine Stelle bei PICARD ~ andeutet. 

Die neueren Arbeiten fiber die dutch eine Differentialgleichung be- 
stimmten Curven waren noch nicht auf die Krfimmungslinien der Fl~che 
angewendet worden. 

Seit dem Erscheinen meiner Abhandlung 3 hat aber WAHLGRE~ 4 ge- 
zeigt, dass die Untersuchung der singul~ren Punkte der Krfimmungslinien 
auf eine Untersuehung yon Differentialgleichungen ersten Grades zurfic]~- 
geffihrt werden kann, fiir welche Untersuchung sehon frfiher BENDIXSO~ ~ 
die Mittel angegeben hatte. 

August 19o2. 

I. Das allgemeine Fgtchenelement. 

Es sei in einem reehtwinkligen Coordinatensysteme, in welehem der 
positive Theil der Z-Achse naeh vorn vom Anfangspunkt belegen ist, wenn 
die entsprechenden Theile der X- und Y-Achse nach rechts bezw. nach 
oben liegen, die Fl~chengleichung 

I 3 z = p x  + qy + ~(rx" + 2sxy + ty') ~ ~(ux + 3vx'y -t- 3wxy ~ -t- u~y 3) 

i 40 _4 6O~x2y~ ~04y4) -t- -~(~ x + 4~sXxSy -{- -{- 4~13xy 3 -~- - ~ - . . .  

und es werde eine Krfimmung als positiv bezeichnet, wenn das Curvenstfick 

x In seiner Ausgabe von MO)IOE, Application de l'analyse h la gdomdtrie, Paris 185o. 
Traitd d'analyse, T. III, S. 225. 

a Allgemeine Theorie der monochromatischen Aberrationen und ihre ntlchsten Ergebnisse 
fi~r die Ophthalmologie, Nova Acta Reg. Soc. Sc. Ups., Ser. III, 19oo. Separat im 
Buchhandel zugiiuglich. 

" Sur les points singuliers des dquations diffdrentielles du premier ordre et du second 
degrd, Bihang till  K. Svenska Vet.-Akad. Handlingar,  Bd. 28, Ser. I, N ~ 4. 

Sur les courbes ddfinies par des dquations diffdrentielles, Acta math., T. 24. 
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die concave Seite nach der betreffenden positiven Richtung kehrt, eine 
Torsion, wenn die Curve im Sinne einer Schraube rechtsgedreht ist, d. h. 
wenn, x als unabh~ngige Variabele angesehen, im Coordinatensysteme 
dz ~ - d y  ~ - d ~ y - ~  o das Produkt d~zdaydx  positives Vorzeichen hat. 

Die Hauptkriimmungen werden so bezeichnet, dass im Coordinaten- 
systeme 19 ~ q = s = o die Beziehungen 

D1 i i 
- -  - -  r ,  D11 ~- - -  ~ t 

gelten. 
Fiir die Ableitungen der Hauptkriimmungen nach den Bogenl~ingen a~ 

bezw. al~ der Hauptkriimmungslinien wende ich folgende Bezeichnungen an: 

dDl.-~ U, dD1 dDl' - -  W ,  dD11 
dal dall - -  V ,  da l daxl -~ ~ 

und nenne U bezw. /4F die directe Kriimmungsasymmetrie l~ings der be- 
ziigliehen Hauptkriimmungslinie, W bezw. V die transversale Kriimmungs- 
asymmetric l~ngs der ersten bezw. zweiten Hauptkriimmungslinie. 

Diese Asymmetrienwerthe, welche yon einander unabh~ngig sind, be- 
stimmen zusammen mit den Hauptkriimmungen und den Richtungscosinus 
der Normale s~mmtliche Differentialquotienten der Flfichengleiehung his 
einschliesslich der dritten Ordnung und umgekehrt. Im Coordinutensystem 
p = q -  s = o gelten die einfachen Beziehungen 

U = U l V = v , W = w , 1 4 [  ~ u t  . 

Die geodStischen Kriimmungen der beiden Hauptkriimmungslinien 
sind durch folgende allgemeingiltige Relationen gegeben 

VR1 ---- D1 - -  D11 ~ - -  WR11 

wobei R 1 bezw. Rll die beziiglichen Kriimmungshalbmesser sind. 
Fiir die Winkel ~1 bezw. ~xl zwischen den gauptnormalen der be- 

ziiglichen Kriimmungslinien und der Fl~chennormale, welche positiv ge- 
rechnet werden, wenn im Coordinatensysteme p ~--- q -~ s = o die betreffende 
Hauptnormale sich zwischen den positiven Theilen der beziiglichen Coor- 
dinatenachsen befindet, gilt: 

_ _  Pl _ _  V PlI  W 
tg  ~91 R~ D~(D~ Dt ~) tg  tg~ 1 - -  - -  _ _  , R ~ t  D 1 a ( D 1  - -  D 1 ~  ) 
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und die 
sind: 

ersten Kriimmungshalbmesser der beiden Hauptkriimmungslinien 

p' ~ p~ cos #1 = R1 sin vq~, P" = P~ 1 cos t91 ~ = R~ ~ sin ~ .  

Von den beiden Schalen der Krtimmungsmittelpunktsfl/tche sei die- 
jenige die erste oder tr'-Schale genannt, welehe vonder  zweiten Hauptnor- 
malebene der Fl~ehe beriihrt wird, und in welcher die Kantlinie der ersten, 
d. h. der von den Fl~ehennormalen l~ngs der ersten Kriimmungslinie ge- 
bildeten, abwiekelbaren Normalfl~ehe eine geod~tische Linie ist. 

Bogenelement da'~ und Kriimmungshalbmesser R' dieser Kantlinie oder 
a~-Linie der a'-Sehale sind: 

, U dal,  R' Y 

ihre rectificirende Linie ist die Polare der ersten gauptkriimmungslinie 
mithin ihre reetifieirende Fl/iehe die abwickelbare Polarfl~ehe dieser, ihre 
Torsion ist: 

T ' ~  D ~ V _ _ _ ~  Pl ~ t g O  I 
U(D 1 ~ D~I ) R1R' It' 

Die Beriihrungslinie zwisehen der ersten Evolutenschale und der zweiten 
abwickelbaren Normalfl/~ehe, die a~l-Linie der a'-Schale hat das Bogenelement 

, I D ,  - -  D~ ,  dall 
dan ~- - -~ /V '*  +-'D](D, - -  D,1):dtr,~ -~ Dlcos# 1 . 

Diese Linie wird yon der Polare der ersten Kriimmungslinie der Fl~che 
beriihrt, so dass die a 1- und a~l-Linien der Evolute eonjugirte Linien- 
systeme bilden. 

Die Normalsehnittkrtimmung der a'-Sehale l~ngs der al~-Linie ist: 

D 1 W cos s bq I 

(D 1 - -  DI,) ' 

Ftir die zweite Evolutenschale gelten die analogen Werthe, nur hat 
die Torsion der Kantlinie in diesem System entgegengesetztes Vorzeiehen. 

Fiir weitere Untersuchungen beniitze ich die Ableitungen zweiter Ord- 
hung der Hauptkriimmungen sowie die ersten Ableitungen der geod~tischen 
Kriimmungen der Hauptkriimmungslinien laut folgender Bezeichnungen 
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d2 D, d I ., d" D 1 _  , 

d 'D ,1  d ! d ' D ~ _  ~, ,  

und nenne r bezw. ~0" die direkte Abflachung l~ings der beziiglichen 
Kriimmungslinie, ~2" bezw. g2' die transversale Abflachung l~ngs der ersten 
bezw. zweiten Kriimmungslinie, w~hrend q"' und ~F" lediglich die geod~- 
tischen Kriimmungsasymmefrien sind. 

Diese sechs Werthe bestimmen zusammen mit den Kriimmungsasym- 
metrien, den Hauptkriimmungen und den Richtungscosinus der Iqormale 
s~mmtliche Differentialquotienten der Fl~chengleichung bis einschliesslich 
der vierten Ordnung und umgekehrt. 

Mit Ausnahme der zwischen den beiden transversalen Abflachungen 
bestehenden Relation 

P . ' - -  s ~ D ~ D ~ , ( D ~  - -  D ~ )  -{- V ( e V  - - N )  - -  W ( U ~  : W )  
D L - -  D,I 

sind sie yon einander unabh~ngig. Im Coordinatensystem p ~-q----s----o 
ergeben sie sich aus folgenden Beziehungen: 

3v  ~ 
eP' ~ ~ 4 o _ _  3 r 3  - b  -~-Z~-- t ' 

r - - t  

~F' ~ ~s ,  v ( 2 u - -  3w) ~ "  = _ _  ~ , s  w ( 3 v - -  2uO 
- t  ( * - - 0 '  ' ~ - - t  F ( , - - t ) '  ' 

~ ,  ~ ~ ~ r t  ~ ~ w ( u  - -  2w) r = ~o, ~ 3 t s  3 "  
r - - t  ' r - - t  

und es sind die iibrigen Ableitungen derselben Ordnung: 

2 u v  d~r _ (D ,  - -  D , , )  q;" 2 ~ 7 ~  
d U  _ ( D  _ D , , ) q : , / V  D,  D, ,  d . ,  D, D , , '  
datl l - -  ~ _ _  

w ( v - ~ )  ~ v  -_ ( D , - - D ~ , )  ~ " +  v ( ~ - -  w )  ~ w  _ ( D , - - 2 ) , , )  ~" + D, D,, 
da 1 D,  - -  DI~ ' da~, - -  ' 

d I [~' ~/"(]T _ _  ~ [ )  d I ~ '  W (  U - -  W )  + 
da,,  1r - -  -D, - -  D, ,  (D, - -  D , , ) "  do, R,~ D, - -  D H (D, - -  D~,)'* 
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aus welehen letztgenannten Werthen unmittelbar das bekannte Gesetzt yon 
LIOUVILLE" 

hervorgeht. 

d ! d I 
dall 1~ 1 21- 

0"1 ~11 
I I 

Die geometrisehe Bedeutung der Abflachungswerthe ist leicht darzu- 
stellen, wenn die Kriimmungsasymmetrien gleich Null sind. Wenn direkte 
Abflachung und Hauptkriimmung verschiedenes Vorzeichen haben, mithin 
ein numerisehes Maximum der Krfimmung im gegebenen Punkte sich yor- 

e 
finder, so ist D3 das Quadrat der Excentricitgt derjenigen conisehen 

Section, welche eine Beriihrung vierter Ordnung mit dem beziigliehen Haupt- 
schnitte hat. Liegt aber ein numerisehes Minimum der Kriimmung vor, ist 

r 
~0 + D ~ das Quadrat der Excentricit~it der Ellipse, welehe im Punkte kleinster 

Krhmmung eine Beriihrung vierter Ordnung mit dem beziigliehen Haupt- 
schnitte hat. Sind auch die geodgtisehen Krhmmungsasymmetrien gleich 
:Null, und besteht die Identitgt 

r r 3(a' + a") 

D-~+-D-~ - D ,D, ,  

so stellen die in unendlich kleinem Abstande yore fraglichen Punkte pa- 
rallel zur Tangentialebene gefiihrten Schnitte der Fl~ehe his auf unendlich 
kleinen GrSssen hSherer Ordnung als der vierten Ellipsen dar. Haben bei 
positiven Werthen der Hauptkri~mmungen die transversalen Abflaehungen 
hShere Werthe, als dureh diese Relation angegeben wird, so ist das Fl~iehen- 
clement in den diagonalen Riehtungen zwischen den Hauptnormalebenen 
relativ mehr zusammengebogen als ein solches, in welchem ein in der :N~he 
des Scheitelpunktes parallel zur Tangentialebene gelegter Schnitt eine El- 
lipse darstellt. Im entgegengesetzten Falle ist es in den genannten Richt- 
ungen relativ mehr ausgebogen. Eine vollst~indige Ber~ihrung vierter Ord- 
nung mit dem Scheitelpunkte einer Fl~che zweiten Grades erfordert das 
Bestehen der Beziehungen: 

r 3.Q" r 3-Q' 
D 1 D~ ~ D H D~ 
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Aus den geod~tischen Kriimmungsasymmeh%n erhfilt man die Torsion 
/'1 bezw. T~ der Hauptkriimmungslinien auf folgende Weise: 

cos~ t~l C~ ~t l  
T~--'-- D, ( q ; ' - - U t g # , ) ,  T ~ , = - - D ,  (~" ' - - /~ tg#~ , ) .  

Das Centrum der osculirenden Sphere der ersten Hauptkriimmungs- 
linie ist der Beriihrungspunkt zwischen der Polare und der Kantlinie der 
abwickelbaren Polarfl~che, mithin fiir parallelfl~chen gemeinsam. Wenn der 
Abstand dieses Centrums yon dem ersten Kriimmungsmittelpunkt der F15che 
mit l I bezeichnet wird, und lt l dieselbe Bedeutung fiir die zweite Haupt- 
kriimmungslinie hat, so gelten die Beziehungen: 

i D, cos 0, I Dr, 608 t~ll (~[ft,, ~g ~11)" 
z, - v ( r   tgol), = n - - K  

Wird die erste abwickelbare Normalfl~che auf eine Ebene ausgebreitet, 
und der Krtimmungshalbmesser ihrer Evolute mit A' bezeichneL so ist 

A' _, dR' r 3 U' 
= - - / ~  ~ = D---~ D~ 

Besteht keine direkte Kriimmungsasymme~rie, ha~ mithin die Kant- 
linie eine Spitze, so beriihr~ diese ihre eigene Evolute, und die Kanflinie 
kann, wenn anendlich Heine Gr5ssen hSherer Ordnung als der vierten in 
der Fl~chengleichung vernachl~issig~ werden, als Kreisevolven~e angesehen 
und konstruir~ werden. Mi~ derselben Ann~herung kann sie, wie es in 
der Op~ik gew5hnlich geschieh~, als semicubische Parabel aufgefass~ werden, 
deren Gleichung dann 

ist. 
Die geodiitische Kriimmung der a,x-Linie der a'-Schale tier Evolute is~ 

i cos' ~, ( W ( U -  2W)'~ 

und ergiebt, zusammengestellt mit dem analogen Werthe fiir die zweite 
Evolutenschale die allgemeingiltige Beziehung zwischen den beiden Schalen: 

I I I 

R~ cos ~ 0, B'/cos' 011 p,~ - -  p, 
ACta mathamattta. 29. Imprimfi le 10 aoftt 1904. 
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Durch die angegebenen der Evolute angehSrigen geometrischen GrSssen 
lassen sich sSmmtliche Differentialquotienten der Fl~ichengleiehung his ein- 
schliesslich der vierten Ordnung im Coordinatensystem p = q = s = o fiir 
eine beliebige Parallelfl~ehe ermitteln. 

II. Allgemeines ~ber die Kreispunkte. 

Da ein Kreispunkt niedrigster Ordnung erst dann vorliegt, wenn eine 
vollst~ndige Beriihrung zweiter Ordnung mit einer Sphere besteht, be- 
zeichne ich allgemein einen Kxeispunkt als yon der Ordnung n, wenn die 
Fl~che in ibm eine vollst~ndige Beriihrung der Ordnung n + i mit einer 
Sphere hat, d. h. wenn s~mmtliche Differentialquotienten der Fl~chen- 
gleichung bis einschliesslieh der Ordnung n + I, nicht aber s~mmtliche 
Differentialquotienten der Ordnung n + 2 mit denjenigen der Gleiehung 
der oseulirenden Sphere identisch sind. Die Differentialquotienten der 
Fl~chengleichung der osculirenden Sph~ire bezeichne ieh mit 2~1qi... oder 
~z  t 0 z  I 

OX ~ ~ y  ~ . . . .  

Wird Kriimmung und Bogenelement eines beliebigen :Normalschnittes 
mit D bezw. ds bezeiehnet, und setz~ man zur Verkiirzung 

so gilt bekanntlieh: 

rdz ~ + 2sdzdy + tdy ~ 
D =  

Nds" 

Besteht nun eine vollst~indige Beriihrung der Ordnung n + I mit 
einer Sphiire, so sind, wie ersichtlich, s~mmtliche Differentialquotienten 
der Normalschnittkriimmung his einschliesslieh der Ordnung n - - I  gleieh 
Null, da durch n - - I  successive Differentiationen eine Gleichung erhalten 
wird, welehe mit der fiir die osculirende Sphere erhaltenen identiseh ist. 
Die n-malige Differentiation muss aber ein yon Null abweichendes Resultat 
geben, da nicht siimmtliche Differentialquotienten der Ordnung n + 2 in 
den Gleichungen der Fl~che und der oseulirenden Sp~re iibereinstimmen. 
Wird diese Differentiation fiir beide Gleichungen ausgefiihrt, und dann die 
eine der so erhaltenen Gleiehungen yon der anderen subtrahirt, so erh~ilt 
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man eine Gleichung, welche, da sie nur Differentialquotienten der Ordnung 
n -{- 2 enthalten kann, im Coordinatensystem p ~-q----o auf folgende Weise 
geschrieben werden kann: 

d " D  d"+gz - -  d " + ~ ,  

:ds.  ~ ds"+~ 

Wird in dieser Gleichung dx und dy dureh dR cos~ bezw. dR sin~ 
ersetzt, wobei eine Zunahme yon ~ eine Drehung des :Normalsehnittes um 
die :Normale herum in der Richtung vom positiven Theil der X-Achse 
nach dem positiven Theile der Y-Aehse zu bedeutet, so kann naeh ~ diffe- 
rentiirt werden, wonach dx und dy wieder eingefiihrt werden kSnnen, kus 
einem beliebig herausgegriffenen Gliede z. B dem vierten 

(~ + 2)(n + I)~ ~"+~ dx ._ ldy  8 
I . 2 . 3  Ozn--l~Y a 

erhtilt man auf diese Weise unter Beriicksiehtigung der Identi~ten 

9n+2 z 9 .+1p ~ . + l q  
0 z . _ 1 0 y  a ----- ~ z n _ l ~ y  a ~ 0x ._10y  ~ 

die zwei Glieder 

- -  (n Jr- 2)dy (n + I)n(n - -  I) a"+'______E_p dx"- 'dy '  
I . 2 . 3  0Za--~0Y s 

"4- (n "t- 2)dx (n + I)n $"+'q dx ._ ldy  , 
I . 2 ~ x , n - - l ~ y  ~ 

wonaeh leicht ersichtlieh ist, dass die Differentiation der ganzen Gleiehung 
ein Resultat geben muss, welches durch folgende Gleiehung ausgedriickt 
werden kann: 

d d"-~D = (n ~- 2)(d"+'q -- d"+~q')dz- (d"+'P -- d"+~T')dY 
d~ ds ~ ds ~+" 

Wenn der Grad der Gleiehung 

d d 'D 
- - - - ~ ' 0  
d~9 ds" 

dy 
weleher in Bezug auf ~ dureh n - t -2  ausgedriiek~ wird, eine gerade Zahl 

ist, so muss sie jedoeh wenigstens zwei reelle W~zeln  haben, indem 
d,~D 

niimlieh ~ bei 0 = a- denselben Werth wie bei 0 = o hat, mithin wiihrend 
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einer ganzen Umdrehung wenigstens ein Maximum und ein Minimum 
haben muss. 

Setzt man dy = o, so finder man fiir den im Coordinatensystem 
p = q = o mi~ der XZ-Ebene zusammenfallenden Normalsehnitt unter Be- 

riicksichtigung, dass ~'+~z_~ ein Produkt aus D n+l und einem jederzeit aus 

der Gleichung der Sph~ire durch successive Differentiationen zu ermittelnden 
Koeffieienten k besteh~, 

On+2Z 
d ' D  a '+~z kD.+~, d d " D  _ (n  ..~ 2 ) . o z - 7 ~ y  
ds  ~ ax ~+~ dO ds ~ 

und es ist mithin die Schnittlinie der Fl~che mit der XZ-Ebene im Coor- 
~+~z d d~D 

dinatensystem p = q --  az,+lay eine Linie d-# ds ---~ = O. 

Die kiirzeste Linie zwischen den Iqormalen in zwei unendlich wenig 
yon einander entfernten Punkten auf einer Fl~iche muss senkrecht auf Beiden 
stehen, mithin die Tangente einer Parallelfl~che sein. Werden die Coor- 
dinaten eines Punktes der Parallelfl~che mit $, ~2, ~, die Riehtungscosinus 
der normale mit a,  ~8, r bezeichnet, so bestehen bekanntlieh die Gleichungen 

~ = x + k a ,  ~------y+kfl, ~ ' = ~ +  k r 

in welchen k eine Constante bedeuteL Werden diese Gleichungen diffe- 
rentiir~, dann quadrirt und addi~, und wird die so erhaltene Gleichung 
nach k differentiirt, so erh~lt mall als Bedingung daffir, dass das Bogen- 
element da auf der Parallelfliiche ein Minimum sei, den Wel4h 

dzda + dydfl + dzd r 
da" + dfl 2 + d'( ~ 

welcher der Bedingung 
+ d, dq = o 

dass die kiirzcste Linie Tangente einer asymptotischen Linie auf der frag- 
lichen Parallelfl~che sei, entspricht. Nach Einsetzen dieses Werthes erh~lt 
man sehliesslich: 

d~---~ dq(dz + p d z ) -  dp(dy + qclz) 
~/(i + q~)dp ~ -  2pqdpdq + (i + p')dq' 
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Bei einer vollst~ndigen Beriihrung der Ordnung n + I mit einer 
Sphere ergeben n - - I  successive Differentiationen dieser G/eiehung den 
Werth 1~ull. :Nach Ausfiihrung der n-maligen Differentiation sowohl fiir 
die Fl~che als ftir die osculirende Sphere erhiil~ man durch Sub~raktion 
fiir das Coordinatensystem p ---- q ---- o 

d.+~ o. ~ .  (d.+a q __ d.+~q~)d x __ (d,,+~_p __ d.+~p~)dy 

~/d 2 '  + dq 2 

wonaeh bei einer vollst~ndigen Beriihrung der Ordnung n-{-x mit einer 
Sphgre bei n > o und wenn 0 ein in der Tangentialebene belegener Winkel 
ist, allgemein 

d n+l a d d " D  = ( n - ~  2)D 
d~ ds" 

ist, und der kiirzeste Abstand zwischen den Normalen in zwei unendlich 
~r yon einander enffernten Punkten auf der Fl~ehe ein Unendliehkleines 

d d " D  
h6herer Ordnung ist, wenn die Punkte auf einer Linie d--0 ds --~- ~ o liegen, 

als sonst. 

Wenn man in den allgemeinen Ausdruck fiir die Torsion einer doppelt 
gekriimmten Linie - -  x als unabh~ngige Variabele betrachtet 

dz  (d ~z d 3y _ d Sz d 'y)  

(dyd~z - -  d z d ' y ) '  -[- (d'y)~dx ~ + (d~z)' dz  ~ 

den aus der allgemeinen Gleichung einer geodStischen Linie 

p ( d y d 2 z  - -  dzd2y)  - -  q d x d ~ z  - -  d x d 2 y  ~-  o 

ermittelten Werth fiir d2y sowie den durch Differentiation dieser Gleichung 
gefundenen Werth fiir d~y einsetzt, so ergiebt sieh als allgemeiner Ausdruek 
fiir die geod~itisehe Torsion einer Linie ant einer Fl~che: 

T -~ dq(dx  -{- p d z )  - -  dp (dy  -t- qdz) 
N ~ d s  ~ 

aus welchem Ausdrucke durch Zusammenstellung mit dem eben gefundenen 
das allgemeingiltige Gesetz 

da T 
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hervorgeht, und nach schon angewendeter ~/[ethode die ffir eine vollstSndige 
Beriihrung der Ordnung n-~  I mit einer Sphere allgemein geltende Be- 
ziehung 

d/~ ds, ds" 

hergeleitet werden kann, wobei ~ wie frflher, den Winkel zwischen der 
beziigliehen ~ormalebene und einer fixen Tangente bedeutet. 

Die Bedingung, dass die :Normalen l~ngs einer Linie auf der Fl~iche 
eine ]Jinie berfihren, d. h. eine abwickelbare Fl~che darstellen: 

d$ -t- ~ de = o, d~ zr gd~'= o 

ergiebt zusammen mit den beiden Normalengleichungen 

$ - - x  + z) = o ,  + z) = o 

nach Differentiation dieser 
d~ "F p d..._zz ~ dy "t- q dz 

dp dq 

wonach die Definition der ttauptkriimmungslinien als Schnittlinien tier 
Fl~che mR den Abwiekelbaren Normalfl~chen oder als Liniea ohae geo- 
d~tisehe Torsion oder dureh die Forderung, dass der kiirzeste Abstand 
zwischen den ~qormalen in zwei unendlich wenig yon einander entfernten 
Punktea auf tier Fl~che ein Unendlichkleines hSherer Ordnung sei, wean 
diese Punkte auf eine Hauptkriimmungslinie liegen, als sonst, eine and 
dieselbe ist, und in eiaen Kreispunkt n ter Ordnung nut l~ngs den Linien 
d d"D 

- - - - o  Kriimmungslinien eintreten k5nnen. Da mith~n eine Orthogo- 
d# ds" 

nalitfit dieser Linien im aUgemeinen nicht im Kreispunkt besteht, nenne 
ieh bei tier weiteren Untersuchung eine dutch den Kreispunkt gehende 
Kriimmungslinie eine s-Linie ohne Riicksicht darauf, ob sie nach beiden 
Seiten yore Kreispunkte einer und derselben Schaar angehSre oder nicht, 
und die diese Linie ausserhalb des Kreispunkts rechtwinkelig schneidenden 
Kriimmungslinien die t-Linien der F15che, w~hrend die entsprechenden 
Hauptkriimmungen mit D, bezw. D, bezeichnet werden. Von den beiden 
Beriihrungslinien der eiaer s-Linie der Fl~6he entspreehenden abwiekelbaren 
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Normalfl~che mit der Kriimmungsmittelpunktsfl~che, welche sich im Kriim- 
mungsmittelpunkt des Kreispunkts ~reffen miissen, nenne ich diejenige, 
welche zugleich Kantlinie der abwickelbaren 2qormalfl~che is~, die s-Linie, 
die andere die t-Linie dieser. 

Mittels den eben angefiihrten, fiir die Kantlinie geltenden Gleichung'en 
kann man den Werth yon D, in geeigneter Form erhalten, wonach durch 
Subtraktion dieses Werthes vom bekannten Werthe 

(I + q')r  ~ 2pqs + (I + p2)t 
NS 

fiir die Summe der beiden Hauptkriimmungen auch D, in geeigneter Form 
dy 

erhalten wird. )/[an finder auf diese Weise, wenn ~ mit 2 bezeichnet wird: 

Ds 

D t 

(I + q ' ) r - - p q s  + ,~[(i + q ' )s - -pqt]  
N ~ 

(I .+ ._iO')t --IOqa - -  ,~[(I + qs)S ~ p~t] 
N 1 

Aus diesen Werthen ergiebt sich allgemein fiir einen Kreispunkt #er 

Ordnung im Coordinatensystem p = q = a~.+l------ T = o und fiir 2 = o d. h. 

fiir eine die X-Achse beriihrende Kriimmungslinie" 

d"D, = d"r - -  d, rx = \ ~ . + ,  d -~ -~ jds  , 

d"+!D~ = d " + l r - -  d"+'r' \~z.+~ ~-~-77] , 

( ~n+2 z 
dnDt -~ d " t - - d " t ,  = k~z.oy . ~+.~y----~'~)ds", 

( O " + s z  O"+nz, ( n + I ) n  9"+~z d ~ y \ . . , 1  
d"+~Dt ---- d " + ' t ~ d " + ' t l  ~- \vz"+~vy" ~z"+'~y' + T a x " - ~ v y " ~ )  cts * " 

Verschwindet bei partieller Beriihrung h6herer Ordnung als n + i 
mit der osculirenden Sph~ire der eine oder andere dieser Werthe, so kann 
natiirlich die Differentiation beliebig fortgesetzt werden, aber die Resultate 
lasson sich nicht l~ngor so einfach ausdrticken. 
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Unter den genannten Bedingungen ergiebt sieh fi]r die Kantlinie der 
abwickelbaren F15ehe dutch die die Projektion des Kri~mmungshalbmessers 
auf die Z-Achse ausdri]ckende Beziehung 

die Relation 

N ( r  = 

I 

und mittels der Gleichungen d$ + pdr o, d~ 2 + qdr o" 

d ~  = d~72 = d~+~ = o, 

n 
d.+l~ = -~, d~D, ds. 

Fiir die t-Linie der abwiekelbaren Normalfiiiehe finder man naeh der- 
selben Methode: 

d ' ~ =  D~d~Dt 

und unter Anwendung der l~ormalgleiehungen" 

ds 
d'+'$ = [(n -t- z ) d ' D t - - d ' D , ]  E �9 

Im allgemeinen Falle beri~hrt also auch die t-Linie die Kreispunkts- 
normale, und zwar liegen, wenn n e i n e  ungerade Zahl ist, beide Linien 
jede fi]r sich ganz naeh der einen Seite vonde r  Kreispunktsnormale, 
w~hrend sie im entgegengesetzten Falle eine Spitze im Kriimmungsmittel- 
punkt des Kreispunkts haben und, jede fi~r sich, ganz naeh der einen 
Seite der durch diesen Punkt parallel zur Tangentialebene der Fl~che ge- 
legten Ebene belegen sind. 

Ist bei partieller BerShrung hSherer Ordnung als n + z mit der oseu- 
lirenden Sphere m bezw. # die Ordnungszahl des ersten Differentialquotienten 
yon /)s bezw. D,, weleher einen yon Null verschiedenen Werth hat, und 
ist dabei m ~ #  > n oder / ~ m >  n, so sage ich, der Kreispunkt ist l~ings 
der fraglichen Kriimmungslinie yon der Ordnung # bezw. m, indem diese 
Zahlen die bezSglichen Ordnungszahlen des ers~en yon Null verschiedenen 
Differentialquotienten von D , - - D t  sind, und letzSgenannte Ordnungszahl 
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iiberhaupt, auch wenn m = f t  = n ist, die partielle Ordnungszahl des Kreis- 
punkts l~ings tier fraglichen Kriimmungslinie angiebt. Der genannte Fall, 
wo die Ordnungszahl nicht nur des Kreispunkts, sondern auch der Oscu- 
lation mit der Sphiire l~ings tier fraglichen Kriimmungslinie grSsser als n 
bezw. n + ~ ist, stellt einen speciellen Fall dar, den ich nicht in dieser all- 
gemeinen Darstellung beriicksichtigen kann. Is t  nur die Ordnungszahl des 
Kreispunkts erh6hf, dabei aber m = #  = n, so sind die erhaltenen Werthe 
fi~r die s- und t-Linie der abwickelbaren :Normalfl~iche iibereinstimmend, 
und die beiden Linien haben eine entsprechende Beriihrung. Besteht 
wiederum nur eine partielle Osculation hSherer Ordnung mit der Sphere, 
so wird dadurch nut  der Typus der s-Linie geiindert, und is~ /~ > m bei 
m = n, so bildet die Tangente tier t-Linie im Kriimmungsmittelpunkt  des 
Kreispunkts einen endlichen Winkel  mit  tier Kreispunk~snormale, wobei 
diese Linie, wenn n eine ungerade Zahl ist, mit  einer Spitze die convexe 
Seite tier s-Linie beriihrt, im entgegengesetzten Falle aber die Kreispunkts- 
normale schneider und yon tier Spitze tier s-Linie beriihrt wird. 

Die Polare einer die fragliche s-Linie auf der F1/iche kreuzenden t- 
Linie f~llt mit der Tangente im entsprechenden Punkte der t-Linie der 

I 
abwickelbaren Normalfl~che zusammen, was wenn ~ die geodiitische Kriim- 

mung jener t-Linie ist durch das allgemein giiltige Gesetz 

R dDt = D , - - D ,  
t ds 

ausgedrilckt wird. Im allgemeinen Falle erh~ilt man nach n ~ i successiven 
Different~iationen dieser Gleiehung: 

/~t~--- O 

und durch die n-malige: 
dRt  d" Dt - -  d" D, 

ds ~ ~d" Dt 

Ist  die par~ielle Ordnungszahl v des Kreispunkts l~ngs der fraglichen Kriim- 
mungslinie grSsser als tt, so erh~lt man: 

Rt  ~ dRt  = d2R~ = . . .  ~ d'-~ R t  ~ o, 

d,_~,+,Rt = i . 2 . 3  .. .(r, -- t t  + I) d~Dt--dVDsds  
~(, - -  I)(~, - -  2 ) . . .  t~ d " D ,  

Aeta matt~rm~ea. 29. Imprim~i le 11 aofit 190zL 1 0  
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sons~ ergeben sich bei u = / J  ~hnliche Wer~he wie im allgemeinen Falle 
(auch wenn ~ > n ist) und bei m >/~: 

dRt 
ds ,a 

w~hrend im Falle ,u > m durch den Ausdruck 

i d m+l Dt 
Rt d m Dj ds 

der Limeswerth der geod~tischen Kriimmung der t-Linien der Fl~che bei 
Eintritt der fraglichen s-Linie in den Kreispunk~ angegeben wird. 

1Vfit diesen Werthen lassen sich unter Anwendung des S. 64 ange- 

fi~hrten LIOCVILLW'schen Satzes, dem man bei R~ i = -  am geeignetsten 
c o  

die Form 
.~  d I dRt "~ 

/ 

giebt, die Verlaufstypen der collateralen Kriimmungslinien einer in den 
Kreispunkt eintretenden s-Linie bestimmen. Wenn n~mlich die geod~i- 

i 
tisehe Kriimmung ~ der fraglichen s-Linie keinen unendlich grossen Wer~h 

hat, erhellt es, dass bci Abnahme yon Re nach Null hin die der fraglichen 
s-Linie-am n~chsten verlaufenden Kriimmungslinien derselben Schaar, d. h. 
ihre colla~eralen Kri~mmungslinien, ihr die convexe bezw. concave Seite 

dRt 
zuwenden miissen, je nachdem ~ W x positiv oder negativ ist. Da nun 

zugleich die Tangenten dieser collateralen s-Linien Normalen der t-Linien 
sind, so finder man, dass bei Eintritt einer Kriimmungslinie ohne unendlich 
grosser geodKtischer Kri~mmung in den Kreispunkt im allgemeinen Falle, 

dRt 
wo Rt naeh Null hin abnimmt, die collateralen s-Linien bei ~ - >  o mif 

divergirenden Tangenten ihre convexe Seife der fraglichen s-Linie zukehren, 
dRt dRt 

bei - ~ - +  x > o >-~-s ihre convexe Seite der fragliehen s-Linie zukehren, 

wfi.hrend die Tangenten nach einem zwischen der t-Linie und dem Kreis- 
dBt 

punkt gelegenen Punkt eonvergiren, bei ~ - 4 -  I < o sehliesslich die con- 

cave Seite der fraglichen s-Linie zukehren, w~hrend die Tangenten nach 
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einem jenseits des Kreispunkts belegenen Punkt convergiren. Ich nenne 
den Verlauf der collateralen s-Linien in diesen drei F~llen ausbiegend, an- 

schmiegend bezw. umbiegend, wodurch zwar yon den ansehmiegenden colla- 
teralen Kriimmungslinien gesag~ ist, dass sie l~ngs der Tangente der flag- 
lichen s-Linie zusammen mit dieser in den Kreispunkt eintreten, abet yore 
weiteren Verlauf der in Bezug auf eine in den Kreispunkt eintretende Kriim- 
mungslinie aus- bezw. umbiegenden eollateralen Kriimmungslinien nichts 

ausgesagt sein soll. Im Falle dRt ds ----o wobei also ~ >/J  ist, ergiebt sich, 

wenn ~'---# eine gerade Zahl ist, ein ansehmiegender bezw. ausbiegender 
Verlau[ der collateralen Kriimmungslinien, je nachdem d~-~+~Rc negatives 
oder positives Vorzeichen hat, w~ihrend im entgegengesetzten Falle dies 
nut fiir den positiven Theil der s-Linie gilt, l~ings dem negativen Theile 
aber die collateralen Kriimmungslinien den anderen dieser Verlaufstypen 

d/tt 
aufweisen. Der Fall -~s ~ I ~--o, in welchem die t-IAnie der abwiekel- 

baren Normalfl~che eine Beriihrung h6herer Ordnung mit der Kreispunkts- 
normale hat, wird welter unten beriicksiehtigt werden. Hat R~ einen end- 
lichen Limeswerth, unterscheidet sich der Verlauf der collateralen Kriim- 
mungslinien nicht yon dem beim allgemeinen Fliichenpunkte. 

d d"D 
Daraus, dass Kriimmungslinien nut l~ngs den IAnien d--~ ds ''-'~ ~ o in 

einen Kreispunkt eintreten k6nnen, folgt natiirlieh nicht, dass dies l~ngs 
allen solehen Linien der Fall sei. Es hat zwar fiir einen Kreispunkt n t'r 
Ordnung die n-malige Differentiation der Differentialgleichung 

(, +p:)s--_pqr + it[(, + p 2 ) t - - ( I  + q:)r] + A:[pqt--(~ + q:)s] = o 

fiir die Hauptkriimmungslinien die Werthe yon A gegeben, es miissen aber 
auch s~mmtliche successiven Differentiationen h6herer Ordnung reelle Werthe 
fiir d2, d22 u. s. w. ergeben. Im allgemeinen Fl~chenpunkte ist das immer 
der Fall, da im Coordinatensystem p----q ~--s ~ o bei 2-----o ein Differen- 
tial beliebiger Ordnung d~2 immer ersf in der dutch die m-malige Diffe- 
rentiation erhaltene Gleichung auftritt und zwar mit dem Coefficienten 
t - - r .  Auf ~hnliche Weise tritt derselbe Differentialquotient im Kreis- 

punkte n t~ Ordnung and im Coordinatensystem p ~ - q - - x . + l ~ - - - - o  bei 
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,t = o immer erst in der dutch die (n ~ m)-malige successive Differentiation 
erhultenen Gleiehung auf, aber mit dem Coefficienten: 

weleher theils aus der Differentiation des Produktes 2 ( t -  r)theils aus dem 
Differentialquotienten d " + ' s  stammt. It{ den F~llen wo ein solcher Coeffi- 
cient gleich Null ist, tritt entweder die fragliche Kriimmungslinie unter 
Bildung einer Spitze im Kreispunkt ein, oder es kSnnen die betreffenden 
Differentialquotieuten yon Gleichungen hSherer Ordnung bestimmt werden, 
wobei die fragliche Kriimmungslinie imagin~r sein kann, oder mehrere 
Kriimmungslinien lungs derselben Tangente eintreten kSnnen. Solche Ver- 

d" D, d" Dt gleich h~ltnisse kSnnen aber nur vorliegen, wenn sowohl ~ als T s "  

d d"D 
l~Iul[ sind, d. h. wenn l~ngs der fragliehen Linie ~ Ts- ---- o die Ordnungs- 

zahl nicht nur des Kreispunkts sondern auch der Osculation mit einer Sphiire 
hSher als n bezw. n A- i ist, und eben durum eignen sieh diesc F~lle nicht 
fiir eine allgemeine Untersuehung. Diese F~lle ausgenommen, kann er- 
siehtlieherweise in den dureh beliebig wiederholte successive Differentiationen 
erhaltenen Gleiehungen nur dann (und zwar nur in einer Gleiehung) der 
Coefficient des betreffenden Differentiales yon ,~ Hull werden, wenn die 

Bedingung (n -]- i) d"Dt > ,t" De> d"Dt ds" < cls" < ds" > o  erfiillt ist, d. h. wenn die fragliche 

in den Kreispunkt eintretende Kriimmungslinie ohnehin yon ansehmiegenden 
Kriimmungslinien begleitet ist. In allen anderen F~illen trit~ l~ngs einer 

d d"D 
Linie d-~ ds ----~ ~ o eine und nur eine Kriimmungslinie in den Kreispunkt 

ein, und fiir diese kann weder die geod~tische Kriimmung, welehe laut 
dem angegebenen Ausdruek den Wer~h 

~n+a z 

I 2 az.+" ~Y 

d"Ds _. d" Dr\ R ,  + , )  " _ + 

hat, noch irgend eine der successiven Ableitungen derselben einen un- 
endlieh grossen Werth haben, falls Kanten und Spitzen auf der untersuehten 
Fl~iche ausgeschl0ssen sind, was stillschweigend angenommen women ist. 
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Fiir eine Umdrehungsfl~ehe, deren Aehse die Z-Achse ist, gilt 

77 

qx ~/yt  d 

wonach, wenn die Fl~iche im Kreispunkt n te~ Ordnung eine Beriihrung 
wenigstens der Ordnung n + 2 mit einer Umdrehungsfliiche hat, die Gleieh- 

d d , D  
ung d-0 ds ----~ = o fiir alle Werthe yon # erfiillt ist. Dass bier l~ngs jeder 

Tangente des Kreispunkts eine Kriimmungslinie verl~uft, wird daraus be- 
wiesen, dass, wie die ebeu ausgefiihrte Untersuehung lehrt, in jedem Coor- 
dinatensystem p----q = o successive Differentiationen bes$immte, nicht un- 
endlich grosse Werthe fiir d2, d~2 u. s. w. geben. 

Wean man mittels einer geschlossenen Linie ein Gebiet um einen 
Kreispunkt abgrenzt, welches keinen weiteren Kreispunkt enth~lt, so hat 
die yon den Fli~chennormalen l~ngs dieser Linie gebildete geradlinige 
Fliiche einer Beriihrungslinie mit jeder der beiden Evolutenschalen, und 
yon den Schnittpunkten einer beliebigen Generatriee mit diesen Linien 
gehSrt immer derjenige, dessen liings der  Normale gemessener Abstand 
yon der-Fl~iehe der kleinere ist, einer und derselben Sehale an. Da das- 
selbe Verhalten auf den die genannte geradlinige Fl~ehe sehneidendeu, 
durch den Kreispunkt gehenden abwiekelbaren Normalfliichen s~attffindet, 
so ist es ersichffieh, dass das Vorzeiehen der Differenz 

die Sehar bestimmt, weleher die fragliche Kriimmungslinie angehSrt, wenn 
p wie friiher die partielle Ordnungszahl des Kreispunktes l~ngs dieser IAnie 
ist. Es geht daraus hervor, class, wenn diese Zahl gerade ist, die Linie 
beiderseits yon Kreispunkt einer und derselben Sehaar angeh6rt, im ent- 
gegeagesetzten Falle aber nieht. 

Ein weiteres Hilfsmit~el fiir die Untersuehung giebt die Differentiation 
d d~D 

der Gleiehung d-~ ds - - z  ------o ab. Wird diese auf dieselbe Weise ausgefiihrt, 

wie cliese Gleichung selbst gewonnen worden ist, so ergiebt sieh fiir 2-----o" 

d ~ d"D (n- i -  2) ( n 2 c  I) ds" 
dr9" ds n - -  ds" ] ~ \ '~s  W I . 
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Es folgt hieraus, dass umbiegende colla~erale Kr~mmungslinien nur 
d~D 

dann vorkommen, wenn ~ als Funk~ion yon ~ ein numerisches Maxi- 

mum in der fraglichen s-Linie ha~, anschmiegende nur, wenn ein nume- 
risches Minimum vorlieg~, w~hrend ausbiegende co|laterale Krfimmungs- 
]inien ein numerisches Minimum bezw. Maximum angeben, je nachdem das 

Produk~ d~ D~ d" Dt ds n ds" positiven oder negativen Werth hat. 

d ~ d'~D 
Da die Gleichung dt~' d8 n = o yon derselben Cxradzahl ist wie die 

d d~D 
Gleichung d--~ ds ---~ ~ o mithin die Anzahl ihrer Wurzeln nicht grSsser als 

diese Gradzahl sein kann, so erhellt es, dass eine in den Kreispunkt ein- 
d I d'~D dRt  

tretenden Kriimmungslinie, fiir welche dt~--- ~ ds---- ~- ~ o d. h. ~ - I - I  = o ist, 

ein Zusammenfallen yon wenigstens zwei Wurzeln der letzterwiihnten 
Gleichung repr~sentiren muss. Ist die Anzahl der zusammenfallenden 

d " D  
Wurzeln ungerade, so stellt die Linie wieder eine IAnie ds----- ~ ~ Max. bezw. 

Min. dar und hat dementsprechend umbiegende bezw. anschmiegende col- 
laterale Kriimmungslinien. Im anderen Falle sind die collateralen Kriim- 
mungslinien auf der Seite zunehmender bezw. abnehmender 8 anschmiegend 

d~D 
dS dnD dasselbe Vorzeichen wie ~ hat oder bezw. umbiegend, je nachdem dO----- ids------ ~ 

entgegengesetztes, auf der anderen Seite umgekehrt. Da, abgesehen yon 
diesen, ein Zusammenfallen yon wenigstens zwei Wurzeln der Gleichung 
d dnD d ~ d~D 

d---~ ds -'-'~ -~  o repr~sentirenden Izinien, d~ '  ds" yon L~nie zu Linie u 

wechselt, da welter anschmiegende collaterale Kriimmungslinien der Be- 

dingung ( ( n +  I) d"Dt d ~ D " ~ (  d~D~ d~D'.'~ 
ds n ds ~ ] \ ds ~ d8 ~ ] > o entsprechen, und das Vor- 

zeichen der Differenz d'~D~ dnDt ds n ds n entscheidet, welcher Schaar eine Kriim- 

mungslinie angehSrt, so ist es ersichtlich, was a priori pos~ulir~ werden 
kSnnte, dass wenn zwei consecutive Kriimmungslinien einer und derselben 
Sehaar angehSren, die eine anschmiegende collaterale Kriimmungslinien hat '  
und umgekehrt, sowie die UnmSglichkeit des Vorkommens yon zwei con- 
secutiven Kriimmungslinien, welche beide anschmiegende collaterale K_riim- 
mungslinien h~tten, daraus hervorgeht, dass dieser Typus einem numerisehen 
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d"D 
Minimum yon ~ als Funktion yon ~ entspricht. Ein Gebiet, in welchem 

Krilmmungslinien liings gemeinsamer Tangente in einen Kreispunkt ein- 
laufen, oder ein offenes Nodalgebiet der Autoren, ist also immer dureh 
eine Krfimmungslinie, l~ngs weleher innerhalb des fraglichen Gebietes keine 
ansehmiegende Kriimmungslinien eintreten, beiderseits abgegrenzt, und es 

dRt 
stellt das erw~hnte Verhalten bei einer Linie -~s q- z ~ o nur eine schein- 

bare Ausnahme yon dieser Regel dar, indem die eine Grenzlinie des offenen 
Nodalgebietes mit den einlaufenden Krfimmungslinien gemensame Tan- 
genre hat. 

Zu den angefiihrten Hilfsmitteln um die Kriimmungslinienfigur eines 
Kreispunkts zu untersuehen kann noeh der Limeswerth der geodiitisehen 
Kriimmungssymmetrie einer die s-Linie in unendlich kleinem Absfande vom 
Kreispunkt sehneidenden t-Linie gefilgt werden. Aus dem im allgemeinen 
Fl~chenpunkte gfltigen Wer~he 

~.,, = ~'~ w(3v - -  2nO 
r - - t  -{- ( r - - t ) '  

erh~lt man bei unendlieh kleinem Werthe yon /~,: 

d R t  ~ - - R ~  t d I _ _  2 m  _ _  2T4r 

dt dt Rt w 1V 

weleher Ausdruek, da im K_reispunkte n *~ Ordnung 

dsn- t  ~ n - t  ~;~n-lOyS 

sein muss, well die Differentialquotienten niedrigerer 0rdnung der Normal- 
schnittkriimmung gleieh Null sind, dureh Differentiation yon Ziihler and 
Nenner den Limeswerth 

2 - -  
d Rt 9 ~ - t  9y s 
d t d n Dt 

ds n 

ergiebt. 

Die angefiihrten Eigensehaften der s- and t-Linien der abwickelbaren 
Normalfl~chen reichen im allgemeinen dazu aus, die gestaltlichen Verh~ilt- 
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nisse der Evolute hinreichend kennen zu lernen. Fiir die einfacheren 
Kreispunktstypen kann man noch die Schnittlinien der Evolute mit der 
durch den Kriimmungsmittelpunkt des Kreispunkts parallel zur Tangential- 
ebene gelegten Ebene hinzuziehen, deren Tangenten bei Kreispunkten erster 
Ordnung durch eine quadratische, bei solchen Kreispunkten zweiter Ord- 
nung, welehe Schnittpunkte zweier auf der beziigliehen Fl~iche verlaufenden 
Symmetrielinien sind, durch eine als quadratisehe aufl6sbare Gleichung 
vierten Grades angegeben werden. 

Dureh Differentiation yon Z~hler und ~enner im allgemeinen Aus- 
druek fi~r das Kriimmungsmass der Evolute finder man, dass das Vor- 
zeichen des Kriimmungsmasses bei unendlieh kleiner Differenz der Haupt- 

kriimmungen dem Vorzeichen des Produktes dnD~ d"De entgegengesetzt ist, 
d s  n d s  ~ 

was fiir den Theil der Evolute gilt auf welchem die s-Linie einer abwiekel- 
baren, die Kreispunktsnormale enthaltenden, Flfiehe eine geod~tische Linie ist. 

Ffir eine mit einer t-Linie der abwickelbaren ~ormalfl/iche zusammen- 
fallenden Kante entseheide$ der Limeswer~h des fiir den allgemeinen 
Fl~chenpunkt giltigen Ausdruckes 

3w' ~" _____ 8 ot _ _  3 ts  - -  
. r ~ t  

ob sie naeh der Fl~iehe sehaut oder niche. Da die beiden ersten Glieder 
zusammen die Abflachung des auf der fragliehen s-Linie senkreehten :Nor- 
malsehnittes bedeuten, welehe mit ~t bezeichne~ werden mag, so kann dieser 
Ausdruek allgemein als eine Gleichung 

Rt 

zwisehen rein geometrischen yore Coordinatensystem unabh~ngigen Gr6ssen 
geschrieben werden. Man ersieht, dass in den Kreispunkten erster Ordnung 
@tbeim Durehgang der fraglichen s-Linie durch den Kreispunkt einen 
unendlich grossen Werth erhiilt und das Vorzeichen wechselt. Fiir diesen 
Fall setzt man am geeignetsten 

I R ,  

r 3 W + R~ pt 
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und erh:~ilt dutch Differentiation" 

dRt 
d 

0 ~ 3 W  " 

dDt d D, 

\ d s  / 
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Fiir die Kreispunkte zweiter Ordnung erh~lt man den Limeswerth 

6(d' q' 
Ct ~ ~t ~ d2Dt d~D, 

ds" ds' 

und fiir solehe hSherer Ordnung nach n -  I Differentiationen allgemein: 

(n - -  I)  dRtd"-~  ( ~t ~ ~t) = 3 d " - '  W 

mithin" 
(d~Dt~ 1 

d "-~ 4) t ~"+~z ~"+2z, 3n \ ds" ] 
ds n-~ - -  o x n - - ~ O y 4  oxn--2Oy 4 -~ n - -  I d 'Dt  d"D ,  " 

ds" d8 ~ 

Mit den angegebenen F[ilfsmitteln kSnnen nun die gestaltlichen Ver- 
h~ltnisse sowohl der Kriimmungslinien wie der Evolute eines Kreispunktes 

beliebiger Ordnung untersucht werden, wenn die betreffenden Differential- 
quotienten der Fl~chengleichung bekannt sind, indem nach numerischer 

d d~D 
AufiSsung der Gleichung dO d s " - - o  in den verschiedenen Coordinaten- 

Vn+~z d"D~ dnDt ermittelt systemen p ---- q - -  Vz,+,vy --  o die beziiglichen Werthe -h~-s" ' ds - - ~  

werden. Fiir eine allgemeinere Untersuchung yon besonderen Kreispunkfs- 

typen giebt es aber bequemere Mi~el.  So geni]gt z. B. die Kenntniss der 

Gleiehung d"ds ~D d" D, Wurzeln der - -  o um das Vorzeichen von ~ fiir jede der 

d d~D Linien - - o  zu bestimmen. Um Ahnliches aueh betreffs dnD-t und 
dO ds" d 8  n 

der Differenz d~D~ d"Dt erreichen zu k6nnen, kann man auf folgende 
ds,~ ds ~ 

d dnD 
Weise verfahren. Nach derselben Methode wie die Gleichung fiir d# ds" 

Acta mathamatica. 29. Imprim~ le 11 aoat 1904. 11 
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kann eine Gleichung ftir 

eonstatirenden Identi~ten 

d 2 d" D 

d#* ds" 
erhalten werden. Mittels der leicht zu 

d-od (d.+,p __ d"+'p,) = (n -b ,)[(d"s - -  d " s , ) d x - - ( d " r - - d " r , ) d y ] ,  

~ - -~(d"+~q--d"+~q, )  -~ (n + , ) [ ( d " t - - d " t , ) d x  - -  ( d " s - - d " s , ) d y ]  

und der sehon beviesenen Relation 

, d~Dt d ~ D ~  d" d " D _ ( n _ ~ _  2) ( n 3  t- I )  
d# ~ ds,  ds ~ / 

erh~lt man die Gleichung 

~ D t  ~ ( d"t  - -  d"t~)dz 2 - -  2 (d"s  - -  d " s , ) d z d y  + (d"r - -  dnr l )dy  2 
ds z 

d d " D  
wonach unter Anwendung der Gleichung di~ ds ~ - - o  in folgender Form 

( d " s -  d"s~) (dx  2 - -  dy  2) ~ ( d " r -  d"r ,  - - d . t  -~- d " t l ) d x d y  

fiir jede beliebige Kriimmungslinie die Gleichung 

d" t  ~ dz" + d.q__: ~ _ ( d , s _ _ d ,  s l)  d z '  + dy '  d " D , - - d " D t  ----- ( d " r - - d " r  1 - - d " t  "4- lJ-d--~z~ --  dy  2 d~dy  

dy 
besteht, in welcher dzz aus der Gleichung d d " D  d-# ds ----z ~ o zu erhalten ist. 

Zum Schlusse dieses Capitels mag es mir gestattet sein die Eigen- 
schaften der Kriimmungslinien im allgemeinen Fl~chenpunkte den hier 
bewiesenen Eigenschaften im Kreispunkte zusammenfassend gegentiberzu- 
stellen. 

Wenn allgemein Kfflmmung, geod/itische Torsion und Bogenl~nge 
einer Normalschnittlinie der Fl~iche bezw. der kiirzeste Abstand zwischen 
den Fl~chennormalen in zwei auf dieser Linie belegenen Punkten mit D, 
T und s bezw. a bezeichnet werden, und 9 den Winkel zwischen der 
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Tangente der Normalschnittlinie und einer fixen Tangente bedeutet, so 
gelten fiir den allgemeinen Fl~ehenpunkt die Beziehungen 

d D  da T 

d# - -  ~ T ,  d ~ - =  +---~/D ~ + T~ 

und es ist im Coordinatensystem 19 = q = o flir die die Coordinatenachsen 
beriihrenden Normalsehnittlinien 

d D  O~z 
- - + 2 - -  

wobei das obere Zeiehen fiir die die X-Achse, das untere fiir die die Y-Aehse 
beriihrende Linie gilt. Im Kreispunkt n ter 0rdnung, in welchem mithin 
eine vollst~ndige Beriihrung der 0rdnung n - [ - I  mit der osculirenden 
SphSre besteht, sind diese sowie die, s~mmtlichen successiven Ableitungen 
bis einschliesslich der 0rdnung n - - I  entsprechenden, Werthe gleich lqull 
und es bestehen die Relationen 

d d " D  (nut - 2)d"T d " + ' a  
d~  ds ~ - -  ds" ' ds'+~ - -  -+- - -  

d " T  

d s  n 

~/~- + T * 

wobei im Coordinatensystem 19-~q ~-o  fiir die die X-Achse bezw. die 
Y-Achse beriihrende Normalschnittlinie 

d d ~ D  (~-t- 2) a"+~z bezw. d d " D  ( n - - ~  " ~"~*z 
dO ds '~ ~ ~ , , + l ~ y  d#  ds" - -  2) ~z~y ,+1 

ist. 
Die Kriimmungslinien, oder die ohne geod~itische Torsion auf der 

Fliiche verlaufenden Linien, oder die Sehnitflinien der Fl~che mit ihren 
abwickelbaren Normalfi~ichen, haben allgemein die Eigenschaft, dass der 
kiirzeste Abstand der Fl~chennormalen in zwei unendlieh wenig yon ein- 
ander entfernten Punkten, wenn diese Punkte auf einer Kriimmungslinie 
liegen, ein Unendlichkleines h6herer Ordnung darstellt, als sons~. Im all- 
gemeinen Fl~ehenpunkt verlaufen sie in den durch eine Gleichung zweiten 

d D  
Grades bestimmten Richtungen ~ - - - - o  und werden im Coordinatensystem 

p ~ q ~ s = o yon den Coordinatenachsen beriihrt. Im Kreispunkte n ter 
Ordnung verlaufen sie in den dutch eine Gleichung vom Grade n-1-2,  
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d d~D 
bestimmten Richtungen d-~ ds - ~  -----o u n d e s  wird in jedem Coordinaten- 

~n+~ z ~nq'2 z 
system p -~ q ~- vzn+,vy o bezw. p ---- q - -  ~x~y,+ 1 o eine Kriimmungs- 

linie yon der X-Aehse bezw. yon der Y-Achse beriihrt. 
Wie ersichtlich, wiirden die Gesetze fiir den allgemeinen Fl~chenpunkt 

in den fiir die Kreispunkte geltenden enthalten sein, wenn man den all- 
gemeinen Fl~chenpunkt als Kreispunkt  y o n  der Ordnung Null  und eine 

Funktion uls ihre eigene Ableitung v o n d e r  Ordnung Null  bezeichnen diirfte. 

Unter  dieser Bedingung wiirde iibrigens der im Kreispunkt  geltende 

Wer th  fiir die geod~tische Kri immung einer eintretenden Kriimmungslinie 

auch im allgemeinen Fl~chenpunkte die Giltigkeit behalten. 

III. Die wicht igsten  Kreispunktstypen.  

1. K r e i s p u n k t e  e r s t e r  O r d n u n g .  

Es mag allgemein als eine Linie u ~ o bezw. eine Linie w ~ o 

u. s. w. eine Linie bezeiehnet werden,  welche in einem Coordinatensystem 
p ~ q --~ u ~ o bezw. in einem Coordinatensystem p ~ q --~ w ~ o u. s. w. 

mit der X-Achse zusammenf~llt. Die Kriimmungslinien sind also die Linien 

v----o deren Orientation durch die Gleichung d dDs d~ d ~ - -  o angegeben wird, 

welche folgende Form hat 

vdx  ~ -  ( u -  2w)dx2dy + ( u t -  2v)dxdy ~ - - w d y  ~ ---- o 

und in einem Coordinatensystem p-----q-~ v-----o fiir die Orientirung der 

beiden iibrigen Haupttangenten die quadratische Gleichung 

w t g 2 O - - u t t g ~  -t- u - -  ~w ---- o 

dy 
giebt, in welcher ~ mit tg # bezeiehnet ist. 

Fiir die die X-Achse in einem Coordinatensystem p-----q-~ v----o be- 

riihrende t tauptkri immungslinie haben wir nun, indem wir die mit den 
Bezeichnungen im allgemeinen Flfichenelemente analogen Bezeichnungen 

dD, ~-- U, dDt d~D, d2Dt __ 
ds ds ~- W ,  ds' ---- q~ ' ds' 
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einfiihren, laut  obigen Deduct ionen:  

U---- u, W ~  w, $ = ~ 4 o  3r a, t2 -= ~:~ - - r  3 + - -  

i ~,t dRt w- -~*  W - -  U 

R e  2 u  ~ 3 w  ' d s  w W 

2u --  3 w 

85 

Die Kr i immung  der s- bezw. t-Lime der abwickelbaren Normalfl~che 

deren Schnitt]inie mit  der Fl~iche die fragliche Kri immungsl inie  darstellt, 
I I 

welche mi t  /-~ bezw. ~ bezeichnet werden mag, ist: 

i _ _  r ~ _ _  D '  I r ' ( u  - -  2 w )  = _ _  D ' ( U -  2 W )  
R e u U ' tg --~ = w '  W'  

Fig. i. 

Es mSgen welter nach dem Schema der Fig. I die positiven Richt- 

ungen  der drei mSgl~chen Krf immungsl in ien mi t  s 1 sl~ sll 1 und die zwischen 

ihnen gebildeten, immer positiv gerechneten Winkel  mi t  to 1 wll W~l ~ sowie 
dRt 

die Werthe,  welehe u w ~ u. s. w. annehmen,  wenn der positive Theil  

der betreffenden Hauptkrf immungsl in ie  mit  dem positiven Theile der X- 
dRt dRt 

Achse zusammenf~llt mi t  U~Ul~ WlWl~ ds, ds,~ 

Aus der S. 82 angegebenen Gleichung 

d " D e - - d " D ,  -= (d"s - -  d"s l )  

u. s. w. bezeichnet werden. 

dx ~ + dy ~ 

d z d y  

welche in einem Coordinatensystem p----q-----v-~ o die Form 

_ _  W 

U ~ - -  W~ cos 



86 Allvar Oullstrand. 

hat, und in wclcher U, bezw. W~ die Werthe fiir eine Hauptkrtimmungs. 
linie angeben, deren Tangente mit der X-Achse den Winkel ~9 bildet, re- 
sultiren in den verschiedenen Coordinatensystem. p ~- q ----- v = o folgende 
Gleichungen 

cos% ~ - - c o s ( %  1 + to~11)-- w'~ - -  w l i ~  , 

�9 1/~111 - -  Wllt q t l l  W l l  

W l t I  ~ 1  
COS (/') 11 = = 

rut - -  W l  ~111  ~ ~'/111 

W l  Wl  1 
C O S ( / ) l l l  - -  

"U l t  - -  '~/)11 '~1 - -  W l  

aus welchen einestheils hervorgeht, dass das Product w ( u - - w ) i n  ailen 
Coordinatensystemen 19 = q  = v = o denselben Werth hat, d. h. dass das mit 

W 2 dRt dem negativen Wer~he dieses Productes identische Product ~ s  l~ngs 

jeder Hauptkriimmungslinie cinen und denselben Werth hat, anderentheils 
aber auch die Beziehung 

I dRt dRt dRt 
OOS(O t COS (/)11 COS (/)It  1 d s  I Us11 d S l l  1 

hergeleitet wird. 
Man erzieht hieraus, dass im Falle W( U - -  IV) < o, wobei immer 

drei Haupttangenten existiren, s~mmtliche Winkel eo spitz sind, und fiir 
dRt 

alle Hauptkriimmungslinien -~s > o ist. Bet W ( U - -  W) > o k5nnen eine, 

zwei oder drei Hauptkriimmungslinien vorhanden sein, einer der Winkel 

~o ist gr5sser als ~, so dass s~mmtliche Haupttangenten innerhalb eines 

dRt Quadrantes verlaufen, und ~ hat fiir alle einen negativen Werth. Den 

Obergang zwischen den beiden Typen stellen die F~lle W ( U - - W ) =  o 
dar, in welchen immer zwei orthogonale Kriimmungslinien und eine Linie 
v ~ u -  w -~ o existiren. L~ings der letzteren, welche mit einer der beiden 
anderen zusammenfallen kann, ist also der Kreispunkt yon hSherer Ord- 
hung, und bei dcm erwiihnten Zusammenfallen besteht noch dazu l~ngs 
dieser Linie eine Beriihrung h5herer Ordnung mit der Sphere, indem sie 

eine Linie v = u ~ w = o darstellt. 
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Wenn  in einem Coordinatensystem p -  q-----v = o aueh ut = o ge- 
funden wird, so ist das Fl~ehenelement bis auf unendlich kleine GrSssen 

hSherer Ordnung als der dritten symmetrisch zur X Z - E b e n e ,  und die t- 
Linie der mit dieser Ebene zusammenfallenden abwiekelbaren Normalfl~ehe 

stellt mithin eine Kantlinie auf der Evolute dar. Um diese fiir die ge- 

staltliehen Verh~ltnisse der Evolute bedeutungsvollen Kantl inien zu unter- 

suchen geht man daher am besten yon den F/~llen aus, in welchen die 
vorhandenen Linien ut ~ o mit den Kriimmungslinien zusammenfallen. 

Wenn  in der Gleichung dD, d--s-. ~ o mit Riieksicht darauf dass die Linien  

dz 
ut = o senkrecht auf den Linien u = o stehen, t g #  f i i r - - ~ y  eingesetzt 

wird, so erh[ilt man im Coordinatensystem p = q  = v----o fiir die Orientirung 

der Linien ut = o die cubisehe Gleichung 

u t g 3 0  + 3wtgO--u t - - - -  o 

welche nur eine reelle Wurzel hat, sobald 

u2ut ~ + 4wSu > o 
ist. 

Schnittlinien der Evolute mit der durch den Kri immungsmit te lpunkt  

parallel zur Tangentialebene gelegten Ebene, der Fokalebene, finder man, 

indem man in den Gleichungen der 2qormale 

---~ x(I - -  Cr) r ( ux '  + wy') ,  ~ = y(I - -  ~r) r ( 2 w x y  + ,uy') ,  

i y 
. . . .  y', ~ -  ~' einsetzt und dann den rosultirenden Ausdruek 

7' -~- 2wy' + uty '~ 
u + wy '~ 

differentiirt �9 
d~-- ~ 2(uw + ~uty' - -  w ' y  '~) 
dy' (u + wy'~) '~ 

indem die der Bodingung d~;--_--o entsprechende Werthe yon 7' bei nach 
dy' 

Null  bin abnehmenden Wer then  yon x und y die Tangenten tier Schnitt- 
linien der Evolute mit der Fokalebene im Fokalpunkte darstellen miissen. 
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Die Bedingung dafiir, dass die Evolute die 
ist mithin 

u w  -I" u u t y ' - - w 2 y  '~ = o 

d . h .  
u 2u12 -I- 4w3u > o .  

Fokalebene schneider 

Werden die Wurzeln dieser Gleichung fiir y' mit a~a~l und die ent- 
sprechenden Werthe ftir ~2' mit c~ c~1 bezeichnet, dann die Werthe 

U 2 ~ t t  2 -[- 21/)a~t UUt U a~ - i  t -  a ? l  = w '  
61 - J r - 6 1 1  ~ w a  ~ 6 1 6 1 1  - -  w ~  

in den Ausdruck 

2wa,  "4" uta~ 2wan "4" u~a~, 
C 1 " 4 - C l l  - -  u + w a ~  O r  u + w a ~ ,  

und den entsprechenden fiir c 1 c1~ eingesetzt, so finder man 

u t  ~/ 

- -  _ _  C 1 C 1 - -  _ C 1 "4- C 11 - -  W ~ 1 q~ 

d. h. fiin r[ die Gleichung: 

u w ~  '~ ~ uut~ '  - -  w ~ ~ o 

und die Identitiiten 
I I 

a H a l  

Wird dann der Winkel, den die in der Fokalebene durch den Kriim- 
mungsmittelpunkt des Kreispunkts gezogenen Tangenten der Evolute bilden, 
der E v o l u t e n w i n k e l ,  m i t e  bezeichnet, so hat man: 

q - -  ql  _ _  ~/,a'u~" + 4w86 
t g  ~ - -  

I + c  l q ~  w ( u - - w )  

Aus diesem Ausdrucke ersieht man, dass bei u2u12.-~ 4 w a u  < o d. h .  

w e n n  d r d  Linien sa----o vorhanden sind, die Evolute nicht die Fokal- 
ebene schneider, und dass, wenn zwei Linien ut = o existiren - -  bei 
u 2 u t 2 q  - 4 w 3 u  = o ~ nur eine Schnittlinie zwischen Evolute und Fokal- 
ebene sich vorfindet, w~hrend fiir Kreispunkte mit nur einer Linie ut = o 
immer zwei solche Linien existiren, deren Tangenten im Fokalpunkte den 
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Evolutenwinkel bilden. Die Categorie mit  nur einer Linie ~a ~ o umfasst 
theils die FSlle w ( u - - w ) > o  und w ( u - - w ) =  o, theils aber auch F~lle 

w ( u - - w )  < o. Hierbei muss aber, da nur eine Linie u ~-~ o vorhanden ist, 
immer eine I~[auptkriimmungslinie vorhanden sein, ]Sngs welcher u ein 

numerisches Minimum darstellt. Es muss also l~ngs dieser Linie u und 

2 w - - u  dasselbe Vorzeiehen haben, wonach, da w ( u - - w ) <  o ist, auch w 
und u dasselbe Vorzeichen haben miissen. I n  Kreispunkten mit nur einer 

Linie ut = o giebt es also immer ein Coordinatensystem p =  q - ~ v =  o in 

welehem sowohl u als w positive Werthe  haben und folglich der aus der 

:Normalengleichung erhaltene Wer th  fiir $ in der Fokalebene immer negativ 
ist. Es folgt hieraus, dass s~mmtliche :Normalen die Fokalebene innerhalb 

eines der vier Winkel  e treffen, wonach die Schnittlinien der Evolute mit der 
Fokalebene nieht den Fokalpunkt  iiberschreiten, sondern in ibm endigen. 

Der so bestimmte Winkel  muss also wenigstens so gross sein als die Summe 

der zwei kleinsten Winkel  co. Da nun bei w(u'--w) < o diese Summe gr6sser 

als -~ ist und beim Durehgehen des Werthes w ( u - - w )  durch ~qull, der 2 
Wer th  yon tg e durch cxv hindurchgeht,  so folgt hieraus, dass der ange- 
gebene Wer th  fiir tg e auch dem Vorzeichen nach die GrSsse des Evoluten- 

winkels angiebt, w~hrend seine Orientirung dadurch bestimmt ist, dass in 

einem Coordinatensystem/9----q ~-~ v--~ o, in welchem sowohl u als w posit-iv 
sind, der negative Theil der X-Achse innerhalb desselben verl~uft. N~her 

wird die Orientirung durch die Bissectrice bestimmt, welche mit der X- 

Achse in einem solchen Coordinatensystem den Winkel  

bildet. 

Die 
ziehung 

I cl + ci 1 I uu~ 
arc tg  I - -  c,c. --'-- 2 arc tg w(u + w) 

Bedingung u'za ~ + 4wSu > o bedeutet iibrigens aueh eine Be- 

zwischen den Winkeln co. Aus der fiir ein Coordinatensystem 

p = q = v ~ o giltigen Gleichung 

wtg2 0 - - u t t g O  + u - -  :w = o 

fiir die Orientirung der beiden iibrigen Hauptkrtimmungslinien, finder mad 

n~mlich, wenn die s~-Linie mit  der X-Aehse zusammenf~llt, und wenn 

t g ~  tg,9~ die beiden Wurzeln der Gleichung sind: 
A ~  math~mat/~a. 29, Imprim6 le 13 aoht 190~. ] 2  
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~ t g # l  tg#11 - -  _ _  
2w ~ u dRt 

w dsl 

wonaeh aus der fiir eo 1 + eo~l + eo~l 1 ----~ giltigen Beziehung 

die Identitiit 

t gw  x + tge%l + tgeol: 1 = tgw~ tg oJll tg oJ~ 1 

dRt tgcolt + tgeanl 
ds I tg co 1 

erhalten wird. Wird nun diejenige Hauptkriimmungslinie in einem Kreis- 
punkte vom Typus w ( u -  w ) <  o m i t  nut  einer Linie m----o, fiir welche 

w <> u <> o mithin dR, -~s < I ist, als die Sl-Linie bezeichnet, so erhellt es, dass 

die Bedingung u2 ,a2+  4w~u > o mit der Bedingung, dass die trigonome- 
trische Tangente eines der Winkel  w grSsser ist als die Summe der tri- 
gonometrischen Tangenten der beiden anderen, zusammenf~llt. 

In  den F~llen u 2 m 2 +  4w3u < o, in welchen sowohl u als w zwischen 
zwei consecutiven Coordinatensystemen 1o ~ q ~ v = o Vorzeichen wechseln, 
ist dass Kriimmungsmass der Evolute 15ngs den s-Linien der abwickel- 
baren Normalfl~chen 10ositiv, und die drei Linien zu = o kSnnen mit den 

Hauptkr i immungsl in ien  zusammenfallen, wonach sie ebenso viele Kanten 
auf der Evolute darstellen. Man finder, dass die beiden Evolutenschalen 
Triehter mit drei Kanten bilden und im Fokalpunktc sieh gegenseitig mit 
den Spitzen beriihren. 

In  den F~llen u ~ u ~ +  4 w 3 u >  o finder man, dass der auf der einen 
Seite der Fokalebene gelegene Theil der s-Linie der abwickelbaren Nor- 
malfi~che derselben Schale der Evolute angeh6rt wie der auf der anderen 
Seite der Fokalebene gelegene Theil der t-Linie derselben. Da nun diese 
mit der Linie ue = o zusammenfallen und somit eine Kante darstellen kann, 
so finder man, dass jede Evolutenschale eineKante hat, welehe im Fokal- 
punkte endigt, und dass die Schnittlinien der beiden Schalen mit der Fo- 
kalebene im Fokalpunkte dieselben Tangenten haben, welehe den Evoluten- 

d i 
winkel bilden. Der S. 81 angegebene Werth fiir ds ~* ergiebt in jedem 

Falle, dass die ]{ante der einen Schale nach der anderen Schale schaut. 
Die angeftihrten Relationen reiehen dazu aus, urn alle F~lle in Detail 

zu untersuchen ausser der Fi~lle, in welchen 15ngs einer Kriimmungslinie 
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sowohl die Ordnungszahl des Kreispunkts wie die Osculation mR der 
Sphgre yon h6herer Ordnung ist. Fiir diese dutch ein Coordinatensystem 
iP ---- q ~ v = u = w = o charak~erisirten F~lle, welehe man am besten durch 
die Untersuchung veto Zusammenriicken mehrerer Kreispunkte kennen lern~, 
so wie fiir die detaillirtere Untersuchung verweise ich auf meine a. a. O. 
gegebene Darstellung und beschr~nke mich hier auf folgende Zusammen- 
fassung. 

i. Umbiegende Kri~mmungslinien. In  den Coordinatensys~emen 

p = q = v = o  

ist w(u--w)>o.  Die zwei Evolutenschalen sind often und haben jede 
eine Kante, welche im Fokalpunk~e endigt. Sie schneiden sich beim Durch- 

Fig. 2. 

gang dureh die Fokalebene, wobei ihre in dieser belegenen Tangenten 

einen Evolutenwinkel kleiner als -~ bilden. SSmmtliche HauptSangenten 
2 " 

Bei ut ~ < 4w(u-- 2w) existirt verlaufen innerhalb eines Winkels yon 2" 

nur eine l:[aup~angente. Wenn in einem Coordinatensystem p ---- q ---- v = o, 
uP-~ 4w(u--2w) ist, so giebt es noch ein anderes, in welchem u = 2w 
ist, wobei die entsprechende Kriimmungslinie auf der nach dem spitzen 
Winkel  zwischen den z w e i  t taupt tangenten gewendeten Seite yon an- 
schmiegenden Kriimmungslinien begleitet ist. Bei ut~> 4w(u--2w) giebt 
es immer drei Haupttangenten, und diese Bedingung ist ftir alle drei Coor- 
dinatensysteme 29 = q ---- v ---- o erfiillt. Die mit~lere der drei in den Kreis- 
punkt eintretenden Kriimmungslinien ist beiderseits yon anschmiegenden 
Kriimmungslinien begleitet. S. Fig. 2. 

2. Ausbiegende Kri~mmungslinien. Drei Coordinatensystcme 

p = q ~ v = o .  
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In allen w ( u - - w ) < o .  •irgends mehr als zwei Haupt~angenten innerhalb 

S. Fig. 3. eines Winkels yon ~. 

a) u2ut ~ "4" 4w~u > o in den Coordinatensystemen p ~ q = v ~ o. Die 
Tangente des einen Winkels zwischen zwei l:[aupttangenten ist grSsser als 
die Tangentensumme der beiden anderen. Die Evoluten schneiden ein- 

Jede Schale hat ander in der Fokalebene. Evolutenwinkel grSsser als ~. 

eine Kante, welche im Fokalpunkte endigt. 
b) In  zwei der beziiglichen Coordinatensystemen ist uZut~-{ - 4w~u=o  

im dritten u ~ o. Die Tangente des einen Winkels zwischen zwei Haupt- 
tangenten ist gleieh der Tangentensumme der beiden anderen. Jede Evo- 
lutenschale hat eine Kante, welche in dem Fokalpunkt endigt. Die eine 
Schale geht mit nur einer Schnittlinie durch die Fokalebene. Die andere 
ist l~ngs einer diese Schnittlinie im Fokalpunkt beriihrenden Kante um- 
gebogen und liegt ganz auf der einen Seite der Fokalebene. 

Fig. 3. Fig. 4. 

c) In  allen Coordinatensystemen p -~ q ~- v ----- o ist u2~a 2 "4- 4w3u<o. 
Kein Winkel zwischen zwei ttaupttangenten hat eine trigonometrische 
Tangente, welche die Tangentensumme der beiden anderen erreicht oder 
iibersteigt. Die Evolutenschalen bilden jede einen gesehlossenen Trichter 
mit drei Kanten, sind auf verschiedenen Seiten der Fokalebene belegen 
und stossen mit ihren Spitzen im Fokalpunkt zusammen. 

3. Eine durchgehende Kriimmungslinie und zwei orthogonale. Fiir alle 
beziiglichen Coordinatensysteme ist w ( u - - w ) ~  o. Der Kriimmungslinien- 
~ypus zeigt eine Combination yon ausbiegenden und umbiegenden Kriim- 
mungslinien. S. Fig. 4. Beide Evolutenschalen schneiden die Fokalebene. 
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Der Evolutenwinkel is~ ~. Die eine Schale ist ohne Kanten, die andere 2 
hat eine durch den Fokalpunk~ hindurchgehende. Die zwei orthogonalen 
Kriimmungslinien entsprechen Coordinatensystemen/9 = q = v = w = o. Im 
dritten Coordinatensystem 19 = q =  v = o ist u = w und die Ordnungszahl 
des Kreispunkts eine gerade. Ist in einem Kreispunkte w ( u - - w ) ~  o 

l~ngs der Linie u = w die Ordnungszahl des Kreispunkts eine ungerade, 
so gehSrt er dem Typus mit umbiegenden Kriimmungslinien bezw. dem 
Typus mit ausbiegenden Kriimmungslinien und u2u~2W 4w3u> o an, je 
nachdem l~ngs dieser Linie der erste Differentialquotient der Differenz 
D , ~ D ~  welcher yon Null vcrschieden ist, dasselbe Vorzeichen wie w hat 
oder umgekehrt. F~llt die Linie u - - w  ~ o mit einer der orthogonalen 
Kriimmungslinien zusammen, wobei l~ngs dieser nicht nur die Ordnungs- 
zahl des Kreispunkts, sondern auch der Osculation mit der Sphere h6her 
ist, so entstehen besondere Typen. 

2. K r e i s p u n k t e  z w e i t e r  O r d n u n g .  

d d*D, 
Die Gleichung d-~ ds "---z- = o fiir die Orientirung der Haupttangenten 

lautet: 
8a 'dx '  dr (3~2'--  ~'~ + 3(8 la - -  831)dx'dy2 .-~ 

-'1- (~o, __  3~2~)dxdy, __  ~l ,dy4 = o 

und in einem Coordinatensystem p = q = ~ 1  o gelten fiir die von der 
X-Achse beriihrten Hauptkriimmungslinie die Werthe 

: ~4o__ 3r3, ~ : ~ 2 _ _ r 3 ,  r : ~ O 4 ~ r  8 69g 
~P-- g '  

x ~4~ dRt . ( 2 -  

R, 3 (r  - -  29)' ds 2Y2 

Die s- und t-Linien der yon der XZ-Ebene in diesem Coordinatensystem 
beriihrten abwickelbaren ~ormalfl~che bilden im allgemeinen Falle Spitzen 
im Fokalpunkt, welche bis auf unendlich kleine GrSssen hSherer Ordnung 
als der dritten mit denjenigon yon semicubischen Parabeln zusammenfallen. 

Die der s-Linie entsprechende semicubische Parabel ist 

9 ~ 2 = - - 8 D 4 ( ~ "  p)8 
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r 
deren Spitze eine Evolute vom Kr~immungshalbnesser Jr D-~ hat. 

Krfimmungshalbmesser ist fi]r die t-Linie 

4~23 

Dieser 

und die Gleichung der ihr entsprechenden semicubischen Parabel 

9~235 = = __ 2 D 4 ( r  3B)=(~'--p) 3. 

Von den Kreispunkten zweiter Ordnung sind diejenigen, welche zwei 
Symmetrieebene besitzen zugleich die wichtigsten und der Untersuchung 
am leichtesten zug~nglich. Sic haben zwei Coordinatensysteme 

~9 = q ~ ~31 = ~13 -~- O,  

in welchen also sowohl die Y- als die X-Achse Haupt tangenten sind and 
kSnnen ausserdem noch zwei symmetrisch zu diesen Haupt tangenten ver- 
luufenden Kriimmungslinicn haben. Dio geometrischen GrSssen, welche 
die yon tier X- bezw. Y-Achse in einem solchen Coordinatensystem be- 
riihrten Hauptkriimmungslinien charakterisiren, mSgen mit (P~ r bezw. 
~n ~'~ u. s. w. bezeichnet werden, die fiir die beideu iibrigen gemeinsamen 
mit (~111 (~tlll U. S. W. Da nun abet ~2~ = ~2~ ist, mag fiir diese Werthe 
die Bezeichnung t2 gebraucht werden. 

In  einom Coordinatensystem p = q = ~3~ = 313 = o erh~lt man fiir 
einen beliebigon I%rmalschnit t  

d'D~ _ ~1 c~ -[- 6~2c~ -b (Pll sin4~ 
d s  2 

und ffir die beiden sl~l-Linien 

4)1 - -  3.9 

woraus resultirt 
q)1 r - -  9/J~ 

r = r + ~ 1 1 - - 6 9  

Die S. 82 angebene Gleichung ffir d"D,- -d"D~ l~ings einer beliebigen 
Hauptkrfimmungslinie hat die Form 
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Auf der Evolute ha~ das Kriimmungsmass l~ngs der s-Linie einer 
abwickelbaren Normalfl~che entgegengesetztes Vorzeichen gegen dem Pro- 
dukt (Pt2. Als Bedingung fiir Sehnittlinien zwischen Evolute und Fokal- 
ebene finder man auf ~hn~iche Weise wie in den Kreispunkten erster 
Ordnung 

aT '  ---_ + ( r  r  - -  + 
dy' (0 t + 3zqy'~) ~ 

woraus resultirt 

y,2 _ 3 9~ - -  ~, r -+ ~/(r ~,, - -  t2')( o ,  r  - -  9 ~2~) 
- -  2 0 , , ~  

Dieser Ausdruck lehrt, dass, wenn ~1 und (Pll verschiedenes Vor- 
zeiehen haben, fiir y'~ immer ein positiver und ein negativer Werth er- 
h'alten wird, so dass immer zwei symmetrisehe Sehnittlinien mit der Fokal- 
ebene existiren. Wenn alle drei Gr6ssen dasselbe Vorzeiehen haben sind 
bei t 2 ~  4)1r vier bezw. zwei Schnittlinieu vorhanden. Haben endlieh 
r und r dasselbe, t2 aber entgegengesetztes Vorzeichen So muss die 
Bedingung r  ~ erfiillt sein, wenn Sehnittlinien der Evolute mit 
der Fokalebene vorhanden sein sollen, und man finder dabei wieder vier 
bezw. zwei dieser Linien, welche immer paarweise symmetrisch zu den 
orthogonalen Haupttangenten verlaufen. 

Von den mittels dieser Hi~lfsmittel erhaltenen Resultaten gebe ich 
bier eine kurzgefasste Zusammenstellung, in welcher ieh zu meiner a. a. O. 
gegebenen Dars~ellung einige durch die Untersuehung der Kantlinien 
mittelst der Werthe r gewonnene Details hinzugefiigt habe. 

K r e i s p u n k t e  z w e i t e r  Ordnung mit z w e i  S y m m e t r i e e b e n e n .  

I. Einlaufende Kriimmungslinien der einen Schaar und unkreisende der 
anderen, t2(t~i--t2 ) > o, t2(C~--t2) > o. Zwei oder vier Kriimmungslinien, 
jede zweite beiderseits yon anschmiegenden Kriimmungslinien umgeben. 
(Figg. 5 und 6.) Die Evolute bildet zwei gesehlossene Trichter auf einer 
und derse]ben Seite der Fokalebene. Die eine Schale is~ ohne Kanten, die 
andere ha~ zwei oder vier durch die Spitze hindurchgehende Kanten je 
nach der Zahl der vorhandenen Itaupttangenten, wie es die Fig. 7 in zur 
Fokalebene parallelen Sehnitten der Evolute andeutet. Doeh kann bei Vor- 
handensein yon nur zwei Haupttangenten die eine durch die Spitze hin- 
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durchgehende Kante in drei zerfallen, so dass vier anstatt zwei Kanten 
vorhanden sind. In Falle ~ = ~11 = 3~2 besteht eine Berfhrung hSherer 
Ordnung mit dem Seheitelpunkte einer UmdrehungsflSehe, wobei jede Tan- 
genre des Kreispunkts eine Haupttangente ist, und eine Vermehrung der 
Anzahl der Kanten auf der betreffenden Evolutenschale bezw. das Dege- 
neriren dieser in eine Umdrehungsaehse stattfindet. 

Fig. 5. Fig. 6. Fig. 7. 

0 

2. Ausbiegende Kri~mmungslinien. ~2( ~ 1 - -  ~2) < o, ~2( q)1(-,- P,) < o. 
Immer vier Haupttangenten, jede zweite einer anderen Schaar angehSrend. 
Die Evolutenschalen bilden entweder zwei geschlossene Trichter, einen auf 
jeder Seite der Fokalebene, mit je zwei dutch die Spitze hindurchgehenden 
Kanten und posifiven Kriimmungsmass der Fl~ehen, oder es ist einer der 
Triehter theilweise durch die Fokalebene hindurch umgebogen, wobei ent- 
weder vier Sehnitflinien mit der Fokalebene und zwei auf dem nicht um- 
gebogenen Theil durch den Fokalpunkt hindurehgehende Kanten vorhanden 
sind, oder auch nur zwei Schnittlinien der Evolute mit der Fokalebene 
existiren, in welehem Falle die Kanten der fragliehen Evolutensehale ver- 
sehwinden. Im s~mmtlichen Typen kann eine Vermehrung der Anzahl der 
Kanten vorkommen, indem eine Kante in drei zerfallen kann. 

3. Eine durchgehende Kriimmunyslinie jeder Schaar. 

( - - -  < o .  

Zwei offer vJer Haupttangenten. Im letzteren Falle geh5ren flrei, welehe 

innerhalb eines Winkels yon ~ verlaufen, einer und derselben Schaar an, 2 
wobei die mitflere beiderseits yon ansehmiegenden Kriimmungslinien begleitet 
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ist (Fig. 8). Die eine Evolutenschale bildet einen geschlossenen Trichter 
mit einer durch den Fokalpunkt hindurchgehenden Kante. Die andere 
kann einen auf derselben Seite der Fokalebene gelegenen geschlossenen 
Trichter mit drei durch den Fokalpunkt hindurchgehenden Kanten bilden, 
wie es die Fig. 9 in zur Fokalebene parallelen Schnitten andeutet -- bei 
A sind vier Haupttangenten vorhanden, bei B ist ffir eine Kri~mmungs- 
linie ~2 > o, ~ - -  4~2 > o. Bei erheblicher Zunahme dieser Differenz k6nnen 
auch die drei Kanten in der Fig. 9 B in eine nach aussen schauende zu- 
sammenfullen. In  anderen F~llen ist die fragliche Evolutenschale theil- 
weise durch die Fokalebene hindurch umgebogen, wobei entweder auf der- 

:Fig. 8. Fig. 9. 

selben Seite wie die erste Schale vier BlOtter bleiben, yon denen zwei eine 
gemeinsame durch den Fokalpunkt hindurchgehende Kante haben, vier 
Schnittlinien mit der Fokalebene vorhanden sind, und auf dem umgeboge- 
nen Theile zwei Kanten durch den Fokalpunkt gehen, oder aber auf der 
urspri~nglichen Seite der Fokalebene nur zwei BlOtter mit einer gemein- 
samen durch den Fokalpunkt hindurchgehenden Kante bleiben, nur zwei 
Schnitffinien mit der Fokalebene vorhanden sind, und keine Kante auf den 
umgebogenen Theilen verl~uf~. Der in diese Categorie gehSrige Specialfall 
~2 ~ o bietet eine Evolutenschale auf jeder Seite der Evolute dar mit je 
einer Kante, deren Tangente in der Fokalebene belegen ist und diejenige 
der anderen Schale rechtwinkelig schneider. 

4. Kreispunkte, welche ldings einer oder zwei Kriimmungslinien yon h6- 
herer Ordnung als der zweiten sind. ( ep~-  ~2)(4),~- .q)----o oder ~2-----o 

Acta mathematica, 29. Imprimd le 31 aofit 1904. ] 3  
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bei ~ ~ > o. Diese Ffille, welehe man durch Untersuchung des Zusammen- 
fallens yon zwei oder mehreren Kreispunkten erster und zweiter Ordnung 
kennen lernt, bieten versehiedene Combinationen der erw~hnten Typen dar. 

. 

Aus der Beziehung 

erhellt es, da 

K r e i s p u n k t e  h 6 h e r e r  O r d n u n g .  

d " D  ds 2 = d"+~z - -  d'+~z~ 

dn+2 z _ _  d"+ 2 zl  

nur Differentialquotienten der Fl~chengleiehung yon der Ordnung n-4-2 
enth~lt, dass s~mmtliche Glieder und folglich auch s~mmthche Wurzeln 

d"D 
der Gleichung d s " -  0 frei gewiihlt werden k6nnen. Es k6nnen also 

s~mmtliehe Wurzeln reell sein. Dabei muss aber in jedem Coordinaten- 
~n+2 z 

system p ~--q-----~z,+~y o, in welchem die Gleiehung die Form 

~x-+~ + 2 \~z-~y ~ 
~ + 2 Z 1 ~  
~z"~y'/  tg2 ~ + "'" 

d n D, d" Dt 
hat, wegen der Bedeutung der Coefficienten, --~;-s. d-- 7 < o sein. Da nun 

d d"D 
wenigstens eine Linie d-~ ds - - - ~ - ~  O d. h. eine ttauptkriimmungslinie immer 

zwisehen zwei Linien d"D ds" ~ o belegen sein muss, so finder man, dass un- 

abhiingig yon der Ordnungszahl des Kreispunkts immer ein Typus existirt 
mit n + 2 Hauptkriimmungslinien, yon welehen jede zweite einer anderen 
Schaar angeh6rt, mit allseitig ausbiegendem Kriimmungslinientypus und 
positivem Kriimmungsmass der Evolute l~ngs den s-Linien der abwiekelbaren 
Normalfl~chen, und in welchem die Evolute zwei gesehlossene sich gegen- 
seitig mit den Spitzen im Fokalpunkt beriihrende Trichter mit n-4-2 
Kanten bilden, einen auf jeder Seite der Fokalebene. 

In den Kreispunkten ungerader Ordnung ist die ZaM der Glieder in 

den Gleichungen d"D d d"D ds" = o und - - - - =  o eine gerade, und jedes Glied 
dl~ ds" 
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mit gerader Ordnungszahl der Gleichung d d " D  d-~ ds - -~  ~ o enth~lt zwei Glieder 

mit ungerader Ordnungszahl der Gleichung d'~D ds  ~ ~ o ,  das letzte ausgenom- 

men, welches nur das vorletzte Glied dieser ~leichung enth~lt. _guf die- 
selbe Weise enth~lt jedes Glied ungerader Ordnungszahl der Gleichung 
d d~D d'*D 

d~ ds . ~ o, das erste ausgenommen, zwei Glieder der Gleichung ds , ~ o, 

und zwar in der Weise, dass siimmtliche Coefficienten und folglich auch 

siimmtliche Wurzeln der Gleichung d dnD d--~ ds - ~  ~ o frei gewiihl~ werden kSnnea, 

wobei auch s{immfliche @lieder der Gleichung d " D  ds" --  o eindeutig besfimmt 

werden. Man kan also erstere Gleichung so w~hlen, class nur eine reelle 
Wurzel existir~. Es resultirt fiir alle Kreispunkte ungerader Ordung ein 
Typus mit nur einer K_riimmungslinie, umbiegendem Kriimmungslinientypus 
und einer Evolute, welche aus zwei die Fokalebene schneidenden Schalen 
mit wenigs~ens je einer im Fokalpunkte endigenden Kante besteht. 

In  den Kreisptmkten gerader Ordnung ist die Anzahl der Glieder in 

den Gleichungen d" D d d ~D ds--- z -~ o und - - - - = =  o eine ungerade, woraus folgt, 
d~ ds" 

dass in letzterer Gleichung woh] alle Glieder gerader Ordnul)gszahl, nicht 
aber alle Glieder ungerader Ordnungszahl frei gew~hlt werden kSnnen, 

d ' D  d dnD 
sowie dass die Gleichung ~ ~ o nich~ durch die Gleichung d-~ ds - -~-  ~ o 

eindeutig bestimmt is~. Wenn aber s~mmtliche Glieder gerader Ordnungs- 
dnD 

zahl in der Gteichang d,- ~ o  gleich :Null sind, so sind auch s~mmtliche 

Glieder ungerader Ordnungszahl der Gleichung d dnD d--~ ds  - - - z  ~ o ]qull, und die 

iibrigen Glieder kSnnen frei gew~hlt werden. Setzt man alle diese Glieder 
mit A_usnahme der zweiten und der vorletzten gleich Null, so nimmt diese 
Gleichung die Form 

ds~ ds--~ / c ~  O sin # ~ (n -~ i ~ .  cos 0 sin "+~ ~ = o 

an, wobei mit s~ bezw. s~ die mit der X- bezw. Y-Achse zusammenfal- 
lende Kriimmungslinie bezeichnet wird. Da nun die betreffenden Glieder 

clef Gleichung d'~D~ ds--:~-~ o erst dann bestimmt werden, wenn noch eine Be- 
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ziehung zwischen den vier in obiger Gleichung enthaltenen GrSssen ein- 
gefiihrt wird, so kann man, wenn mit k eine beliebige Zahl gemeint wird, 
eine der Bedingungen 

d" D~ d" Dt + _ _  

benutzen, woraus dann erhellt, dass bei Kreispunkien gerader Ordnung 
immer sowohl ein Typus mit zwei einlaufenden Kriimmungslinien der einen 
Schaar und umkreisenden der anderen wie ein Typus mit einer durch- 
gehenden Kriimmungslinie jeder Sehaar vorkommt. 

Wie man ersieht, kehren in den Kreispunkten hSherer Ordnung die 
in den Kreispunkten erster und zweiter Orduung vorkommenden Haupt- 
typen wieder. Es l~sst sieh aber erwarten, dass die Zwischenformen mit 
sbigender Ordnungszahl der Kreispunkte immer eomplicirter werden. 

4. I A n i e n  s p h d r g s c h e r  K r i ~ m m u n g .  

Von diesen giebt es zwei Hauptformen: solche mit variirender und 
solche mit constanter sph~rischer Kriimmung. Erstere Form besteht aus 
einer unendlichen Reihe yon Kreispunkten erster Ordnung mit einer durch- 
gehenden ](riimmungslinie und zwei orthogonalen. Die Krfimmungslinien 
jeder Sehaar sehneiden also, unter sieh orthogonal, die Linie sph~rischer 
Kriimmung unter endlichea Winkeln, biegen aber in den Schnittpunkten 
rechtwinkelig urn. Die Schnitffinie der Fl~che 

mit der XZ-Ebene giebt ein Beispiel fiir eine solehe Linie ab. 
Linien constanter sph~rischer Kriimmung kommen auf Umdrehungs- 

fi~chen vor, und sind yon Kreispunkten zusammengesetzt, welche l~ings dem 
Meridiane yon gerader oder ungerader Ordnung sind, je nachdem die 
Evoluie dieser Linie im betreffenden Kriimmungsmittelpunkt eine Spitze 
hat oder nicht. In ersten Falle gehSren die Meridiane auf beiden Seiten 
der Linie sph~rischer Krfimmung derselben Schaar an, im le~zteren biegen 
die Kriimmungslinien beiderseits rechtwinkelig in die Linie sph~rischer 
Kriimmung urn, und die Meridiane auf der einen Seite geh6ren derselben 
Sehaar an wie die Barallelkreise auf der anderen, wobei die Umdrehungs- 
achse aus Theilen beider Evolutensehalen entstanden ist. 


