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SUR LA REPRI~SEbITATION ANALYTIQUE D'UNE BRANCHE UNIFORME 

D'UNE FONCTION MONOGt~NE 

(einqui~me note)  

P A R  

G. MITTAG-LEFFLER. 

J'ai consacr6 le w 2 de ma quatri~me note ~ ~ une dtude approfondie 
d'une ggngralisation de l'int6grale LaPLXCE-ABEL dent les consgquences ont 
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gtd rdsumgs dans le ~h6or~me 7 b. J ' a r r ive ra i  dans la note  prdsente p a r  

une seconde voie h une  nouvelle g6n6ralisation qui  amine  ~ un rdsulta~ 

J. MALMQUIST. Sur le ealcul des intdgrates d'un syst~me d'dquations diffdrentielles 
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Sulle fun~ioni meromorfe. R. Ac. d. Lineei .  Vol. I2. 2 sere. 
Serio 5, 22 nov. I9O 3. 

:E. PHRAGM]~I% Sur une extension d'un thdor~me classique de la thdorie des font- 
tions. Co journal. T. 28, pag. 351--368. 

]~MILE PICAm). Sur certains ddveloppements en sdries ddduits de la m~thode de 
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final de la m~me port6e que l'autre, ayant de plus l 'avantage d'etre d'une 
tr~s grande simplici~d et de mettre men probl~me sous un jour nouveau. 

l~appelons d'abord la  d~fini~ion de l'int6grale LAPLACE-ABEL. Soit 
ko, kl ,  k 2 , . . ,  une suite de constantes assujeffdes ~ la condition que la 

limite sup~rieure des valeurs limites des nombres ]~/k~l soit finie. ~ On 
salt que l'inverse de eette limite sup6rieure, soit r ,  est le rayon de con- 
vergence de la sgrie. 

J 'exprimerai avee M. PRI~GSHE~ ~ cette propri6t6 des constantes k0, 
k~, k~, . . .  par la formule 

v - -  I Lira I {/k, I - -  ; 

et je ddsignerai par Y(x) la fonctdon analytique qui est~ ddilnie par les 
constantes k o , k~, k 2 , . . . .  

On salt que 

L a  P " serle 

est done une sgrie toujours convergente. C'est alors l 'intggrale 

/ e-~ 
0 

off l 'intdgrale est prise par rapport aux valeurs positives de ea qui est la 
cdl~bre intdgrale LAPLXCE-ABEL. 

Monsieur BO~EL dans une sdrie de travaux 3 d'une tr~s grande ira- 

Un nouveau thdor~me gdndral de la thgori~ des fonctions analytiques. Comptea 
Rendus  etc. T. I38 , II  avrll IOo4, pag. 881--884. 

Une nouvdle fonetion enti~re. Comptes Rendus  etc. T. I38, I8 avril 19o 4, 

pag. 94t, 942. 
1 c. f. premiere note, pag. 43, note I2. 

ALFRED PRINGSHEII~I. Z~r Theorie des Doppel-Iniegrats. Sitzb. d. math. phys.  
C1. d. K. bayer. Akad. d. Wiss. Bd. 28. 1898, H. I, pag. 62. 

3 u surtout: 
~ I L ~  BOREL. Mdmoire sur les s~ries divergentes. Annales  de l ' ~co le  normale. 

S4r. 3. T. I6. Annie I899. 
]~mL~ BOP~L Lemons sur les series divergences. Paris, Gauthier-u I9ol.  
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portance est arriv6 le premier ~ fixer le domaine de x pour lequel l'int6- 
grale converge. 

Ce domaine est une 6toile de centre z6ro inscrite dans l'gtoile prin- 
cipale d~finie par les constantes k0, kl ,  k 2 , . . ,  et ch'conserite au cercle de 
convergence de la s~rie k o ~ k lx  --I- k2x 2 ~ . . . .  1 Je  dgsignerai dans la 
prgsente note cette 6toile par la lettre B ~.  L'6toile s'obtient de la mani~re 
suivante. On limite chacun des vecteurs l issu du centre ~ une longueur 
p qui est la limite sup6rieure d'une autre longueur d, limitant l elle-m~me, 
et telle que le cercle ayant d comme diam~tre fasse partie de l'gtoile 
principale A. 

~ .  BOREL avait dgmontr~ la convergence de l'int~grale LAPLACE-ABEL 
pour l'int6rieur de B r M. PHnAGM~ -2 est arriv6 ~ montrer que l'int~- 
grale LAPLAcE-ABeL ne peut pas converger en dehors de B ~.  L'~toile 
B ~ est donc quant ~ la variable x une vgritable 6toile de convergence 
pour l'int~grale LA~LAC~-ABE~, de m~me que le cercle C de centre z~ro 
et de rayon r est un cerele de convergence de la s~rie ko -{-kxx ..~ k ~ x ~  . . . .  
L'~galit~ 

(3) FB(~)( x) = ? e - ' F ( o x ) d w  
0 

a lieu pour un domaine quelconque ~t l'intgrieur de B ~) de m~me que 
l'dgalit6 de TArLOR 

(4) F C ( x )  = Lim k,x" -~ E k J  

a lieu pour chaque domaine h l 'intdrieur de C. 
Voyons maintenant une mani~re fort simple de gdndraliser l'intdgrale 

LAPL~CE-~BEL qui permet d'obtenir une gtoile de convergence plus dtendue 
q u e  B ~1) s'approchant inddfiniment avec la variation d 'un certain param~tre 

1 voir pour la d~finition de ~l'~toile~, ~l'~toile principale~, ~6toile inscrite, et 
�9 ~toile circonscrite,: premiere note page 47, seconde note page 200, seconde note 
page I83. J'ai d~sign~ auparavant l'~toile A comme ~toile principale des constantes 
k., 1_2 . . . . .  

I E. PHRAOI~II~N. Sur le domaine de convergence de l'intggrale infinie / F(az)e-ada. 
O 

Comptes Rendus. etc. xo lain I9OI. 
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de l'6toile principale A. Introduisons au lieu de , la fonetion g~n6ratriee, 
d'ABEL F(x)  une nouvelle fonetion ggn6ratrice un peu plus g6n~rale d~- 
finie par l'6galit~ 

,-o I~ 
(5) 

05 

(6) 

et oh a ddsigne une quantite positive donnde. On a 

(7) F , (~)  = ~(~) ,  

et on volt que /7 (~)  est une s6rie toujours eonvergente de m~me que if(x).  
J ' introduirai  done au lieu de l'int6grale LAPLACE-AB~r~: 

} e-".F,(eax)dta 
0 

l ' int6grale nouvello plus g~n6rale 

<s) f(x) = f -- f 
@ @ 

et je d6monh-erai le th~or~me suivnnt: 

,L ' intggrale f(~)  poss~de par rapport ~ x une 6toile de convergence 
B (~) qui est inscrite dans l'6toile A et qui tend ind6finiment vers cette 
6toile en m~me temps que a tend vers z6ro. L'~galit~ 

~Bco~(~) = [(z) 

a lieu partout h l 'int6rieur de B (')., 

La d~monstration de co th~or~me sere pn.rtagge en trois parties diffg- 
rentes. 

~~ ,L' int6grale f(xo) 6rant eonvergente l'int6grale f(x) est uniform~- 
ment convergente pour le domaine OXo(O o < 0 < i), Oll 0 0 dg- 
signe une quantit6 positive., 

2 ~ ,L'int6grale f(xo) grant eonvergente l 'int6grale f(x) repr~sente sur 
le vecteur (ox0) la fonction FC(x)ainsi que sa eont inuafon 
analytiquo le long de ee vecteur. 

A0~ m a t / ~ , n a ~ .  29. Imprim6 le 3 septembre 190~. 1 4  
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Faisons pareourir ~ x o tOllS les points ~ l 'int~rieur de l'6toile 
A pour lesquels le domaine ~ 

- - a  < A r g  < a ~  

- -  ~r < Arg ( ~ )  < ~r 

(si o < a < 2 )  

(si a ~ 2 )  

est situ6 ~ l 'int6rieur de A et appelons B (a) l'6toile obtenue de 
cette mani~re. L'intggrale f (x)  n'est jamais convergente en dehors 
de B (a). t 

3 ~ L'ini6grale f ( x )  converge d'une mani~re uniforme pour tout do- 
maine ~ l 'int6rieur de Br 

Les deux propositions I et 2 seront d6montrdes dans le w I. Quant 
h la proposition 3 elle demande pour dtre d6montr6e l ' intervention d'une 
nouvelle transeendente qu'on obtient en simplifiant F~(x) en faisant 

k 0 = k  1 = k ~ - - . . . = k , = . . .  = I 

e~ que je dgsignerai par 

(9) - -  

Des propri~t~s diff~rentes de cctte transeendente seront dgvelopp6es dans 
les w167 2 et 3. La ddmons~ration complete de la proposition 3 sera donnge 
dans le w 4. 

Dans le cas a = i l 'intdgrale LAPLACE-ABEL 

f 
0 

pouvait gtre transformde dans l'expression de M. BOREL: 

Lim~= ~ e -~' ,=0 (ko "4- k~ x "4"... -t-" k ,x  ~) 1~ ~ i 

qui a l e  m~me domaine de convergence B ~ que l'intggrale. J 'obtiendrai 
darts le w 4 pour a quelconque une nouvelle expression ayant la m~me 
forme que ceUe de M. BOR~L. J 'obtiendrai de m~me deux nouvelles ex- 
pression d'une forme interessante. Dans le w 5, off je laisse tomber la 
condition que l'6toile de l'expression dolt gtre une 6toile de convergence 
j 'obtiendrai encore des nouvelles expressions. 

1 Je  d6signe par R ( z )  la partie r6elle de z et par Arg(z) l 'argument de z. 
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Je commence par 6tablir le tMor~me suivant. 

A .  ,Si on admet que l'in~!grale 

" 1 t /.b 

f(Xo) 
J 

est convergente, l'int6grale 

f ( O x ~  --- e-"" F.(w 0z.) ~ 
0 

est ndeessairement uniformdment convergente pour le domaine Oxo(Oo<05<I )  

oh 00 ddsigne une quantitd positive., 

On voit l'analogie complete avec le cgl~bre th6or~me d'ABEL pour la 
sdrie de puissances. I La d6monstration est absolument la m~me que ceUe 
que M. PHRAGM~,N a donn6e pour le eas a ~-I .~  

Posons 

~(w) et r ~tant r~els. Los deux int~grales 

/ / s s 1-- s 

~(a~)e-'" do)', r -'~ do)" 
0 0 

m m ( m -  ~ ( ~ ' ~  - -  I)(f/% - - 2 ) l ~ s  -l- . . . .  1 l~echerehes sur la sdrie I + - - z  + I ) ~  + 
I I . 2  I . 2 .  3 

Th6or~me 4. O e u v r e s .  Nouvelle 6d. T. I, pag. 223 . 

1 E. PHRAOM~. Sur  le domaine de convergence de l'intdgrale infinie F(a~)e -~da .  
o 

C o m p t e s  R e n d u s  etc. xo juin IOOI. 
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convergent, et il s'agit de ddmontrer, que lea intdgrales 
a 

~(O~)e- '"  d,o=, O(O,o)e -o~ d~ ~ 

0 0 

convergent  de In ,me d'une mani~re uniformo pour le domaine 0 o < 0 < I ,  

0 o 6runt positif, Considdrons par exemple la premiere. On a: 

1 1 1 

~/)2 a I 1 (O[~  ~t ( . ) a  I 

0 ~ 
1 1 

,,a (Oe,)a 
1 

(co,2) ~ 

' f -'( , -' 
- -  e - ~ ' a  o - - a - - 1  ( 0  d o 9  a . 

1 

0 ~ I 

( e ~ , )  a 

Appliquons maintenant le second thgor~mo do la moyenne pour los int6- 
grales ddfinies et nous aurons: 

1 1 

e - ~ ( ~  C(eo)e - ' ~  deo -d e - '~  --- ~(  oj )e - '+  do,= 

1 1 

(O~t) a ( Oaq) a 

dgsignant une oertaino valour entre fox et t%. II s'ensuit imm6- 

diatement que l'int~grale ~(O~o)e-'~dw ~ converge uniform~ment pour 

0 

0 o < 0 <  I, 0 o grant positif. 
Le th~or~me A est par eons6quent d6montrC 
Quant h la fonetion F,(toxo) la seule condition ~ laquelle elle soit 

assujetie dans le th6or~me eat, on le voit, que l'expression 

1 l 

e - =  ~ Fo(ox)doo 

soit intdgrable. L'importanee de eette remarque qui a 6t~ d6jh faite par 
M, PnRA~M~ sera raise en 6vidence dans une autre occasion. 
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L'int6grale f(OXo) peut ~tre transformde de la manibre suivante 

(,o) ( )' Fo( )d<,> 
~* 1 1 r ~" 1 

f(Oxo) = [ e-O';.F,,(oJOxo)dofi = i -Y e -  cox o i 

,J 

o 

Posons encore 

1 

1 1 

�9 f - 

(~ ~) @:(~) = e - ' :  Fo(,,,xo)d., ~. 
0 

L'intggrale f(xo) grant convergente la limits supgrieure de l'intggrale ~)~(w) 
reste dvidemment time. 

Oil a :  

r(O~o) = _'  e_.O (0-~ ,) e~~ a<,,; i l__ 

0 <' d<o= 

On obtient par consdquent en faisant l'intdgra$ion par pattie: 

f ' ( ' ) 
(I3) f ( O X o ) = I (  I ) --'~ ~--~__, ~a(eo)doj ~ ~-7 --7 - I  e 

0 ~ O~ 0 

Le second membre de cette 6galit6 converge 6videmment pour 

8 6tant ou rdel ou complexe, c'est h dire il converge pour 
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Par consequent: 

B .  ~ L'int~grale 

O. Mittag-Leffier. 

i__ 1_ 
f ( x o )  ----. e - ' ~  F,~(eoxo)da~ ~ 

0 

dtant convergente, la transformde do l'intggralo 

savoir 

(I4) 

Oh 

f ( x )  = e - " ~  F, , (~ox)dm ~ 

0 

1 'int~grale �9 

f 
" 1 1 

- _~.a  x*~, a 1 1 

o 0 

1 

w ~ 

f ' , 
~ (  . ,  ) = e-o  o F~( . ,xo)d . ,O 

0 

est convergente tan~ que 

L'intdgrale 

~>I.~ 

> I ;  

repr6sente 

0 

~videmmen~ pour chaquo domaine 

: k ~ r - -  ~ ~- < A r g  < 2 k~r -t- a ? 
2 
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une branche fonc$ionnelle. Cette branche est on gdndral pour chaque do- 
maine diffdrent la branche d'une fonction diff6rente. La seule considdration 
int6ressante pour l'instant est cello du domaine qui correspond it k ~-o.  
Co domaine embrasse le veeteur (OXo), et l'~gali~6 

-~- _ " , (  , ) , 

e -~'~ F . ( t oOxo)dw;  ---- - 7  - -  I e - ' ~  ~  r162 ~ �9 

0 ~ 0 0 

a lieu pour les valeurs positives do O, 0o__~ O <  I. Par consdquent: 

C. ,L'intdgrale 

e - ~  F~ (wxo) dw"  

0 

6rant convergente ,  l'intfigrale 

f e | .F,(wx)deo a 

0 

repr&ente sur le vecteur (Ooxo, xo), oh Oo est une quantit~ positive si 
petite qu'elle soit, une fonction analytique do x . ,  

Los thdor~mes B et C sont encore valables comme l'&ait auparavant 
le thdor~me A quand la seule condition it laquelle soit assujettie la fonc- 

1 1 

tion F,( tox)  est que l'expression e-" '~F,~(wx)dw a sera intdgrable. 
Duns notre cas off la fonetion F , ( x )  est ddfinie par l'6galitd (5) nous 

montrerons que la fonction analytique qui est repr&entde le long du vecteur 

(oxo) par l'intdgrale 

f e Fa(.,z)d.," 
0 

est identique it la fonction F C ( x )  et  it la continuation analytique do F C ( x )  

le long du m~me vecteur. 
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En realitd on sait que 

'- j I t o ~ d t o "  = e-~ • I ' (av  + I) ----- a__~v. 
0 

0 

A cause de la supposition exprim6e par la formule (I) on peut toujours 
en dgterminant un nombre positif z aussi petit que ron voudra trouver 
un entier positif n tel que 1'on air 

~lk~l.lxlY<~ 
pourvu que 

Ixl<~'<r. 
Pour ee domaine de x,  en ddsignant par to' et to" deux quantitds 

positives telles que t o ' <  to" on aura done 

1 

~ U f  - e--" to.dto~l xl, < ~_ 
Y ~ n  1 

D'autre part pour ce mdme domaine de x en choisissant w' suffisamment 
grand on aura 

1 

E e -~a toYdto ~ x Y < e - - o  
2 

Is~O 1 

c~'a 

Par consequent, en prenant s et r' arbitrairement on peut toujours trouver 
un nombre positiv to' suffisamment grand pour que 

1 

~ 0  1 
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pourvu que 

Ix]<r ' < r .  

(5) 

La s&ie de puissances 

est toujours eonvergente. I1 en est donc de m4me de la sgrie: 

1 
1_ :* - 

v=O 

L [ "  s L 
consid6r6e par rapport ~ to ~ . On ob~ient done 3 e- '~F . (wx)dw ~ en 

int~gran~ chaque terme separ~ment et~ on a le droit d'~crire 

(I7) 

i , ~  ttt-t~ 

e -~'a W X  d(.o g ~ -  e - ~ a  r a X ~. 

1 v ~ O  1 

On a par suite en vertu de (I6) 

pourvu que 

L'int6grale 

e - ~ a  cox  

L 

Ixl<r'<,'. 

< r  

1 ! 

f - 
(9) e-'r F,,(r~ d~ 

0 

�9 " t regard~e comme fone~ion de x est done umformemen eonvergente dans 

chaque domaine 
[ x l < r '  < r .  

A o t a  m a t h s m a t i ~ a .  29. I m p r i m 4  le 5 sep tembre  1904. 1 5  
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On a maintenant en d4signant par % ,  m2, e%, . . .  une suite de con- 
stantes positives croissant au delh de route limite: 

1 
1 

r a w t * + l  

f'--~176 'f'= ' 2 f ' -  1- e F.(eox)do~ ~ e-"" F~(eox)dw ~ -}- e-~ ~ 

0 0 ~ = 1  i 

a 

1 I 

o) l  Ct ~ 1  a 

f ,  1 
- -  t ~  2 - -  - -  

= k o q  - k, e_~,~,todto~,x q._~.z e_,,~,to~&o,,x~..{_... 
0 0 

WY'{- 1 1 1 1 1 

= 1 1_ 

w v r v 

dgalit6 valable pour le domaine ]xl<<r'< r. 
On a donc en vertu du th6or~me fondamental de WEIERSTRASS 1 

(I9) 
f s , | 

e - ~  ~ ' . ( ~ z ) d ~  ~ = Z k y  = r e ( x )  

0 

dgalitd valable au moins pour chaque domaine h l'int&ieur du cercle de 

convergence C de la s&ie ~ k~x ~. 
Y = 0  

La fonction analytique qui, l'intr 

f 1- , 
0 

' KArL WE1EI~TRASS. Zur Funetionenlehre. Werke .  Bd. 2, pag. 205. 
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~tant convergente, est reprdsentge par l'intdgrale 

f ,_ e - ' ~  Fa(cox) dto" 
0 

le long du vecteur (oxo) coincide donc pour los points I x I < r sur ce vecteur 
avec FC(x). Par cons6quent" 

1 1 

D .  ~>L'int~grale _te-'-~F~(toxo)do~ ~ d~ant convergente l'intfigrale 

0 
r 

e -'~ F~(o)x)&o ~ repr~sente sur le vecteur (OXo) une branehe fonctionnelle 

0 

qui est identique ~ FC(x) et ~ la continuation analytique de FC(x) le  
long de vectear.~ 

Soit maintenant B (") une ~toile d~finie comme ~ la page IO6. L'intg- 

grale e-~'-~F~,(eOxo)dw -~ ne peut pas ~tre eonvergente en dehors de B (~). 

0 

On a en effet en admettant qu'elle soit convergente et en posant 
1 

to a 

( I I )  ~,~(to) "= e-~'~'F, ,( toxo)dto ~ 

O 

l'dgahtd" 

~y e_a#~. 1 1_ ( ~ ) 1 ( < ~ > 1 )  a "-- I a 1 1 
F .  d o ,  a = . ,  )do, ~ . 

0 t )  
0 

Le premier et le second membre reprdscntent tous les deux la m4me 
fonction analytique sur le vecteur (ox0). Le second membre nous montre 
que cette fonction est r6guli~re partout dans le domaine 

--a ~2<Arg(~)<a 2~ (si o < a < 2 )  
> i ;  
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On volt donc en vertu du thdor~me D et de la ddfinition de B (~) que 

le point xo ne pout pas ~tre si~u6 en dehors de /~(4. 

Par consdquent" 

E .  ,Faisons parcourir ~ xo tous les points h l 'intdrieur de l'dtoile 

principale A ddfinie par les constontes ko, k l , . . . ,  ks, . . ,  pour lesquelles 

le domMne 

> I ;  

= (~-)  a -~ (si o < a < 2 )  - -a~<Arg < 2 

--, 'r<Arg(~)<~r (si a > 1 )  

est situd • l 'intdrieur de A et ddsignons par B (~) l'dtoile qui est obtenue 
de cette moniSre. 

L'int6grale 
r 

f 'F o( e - J  fox 

0 

ne peut jamais ~tre convergente en dehors de B(~)., x 
to 

f '  , I1 reste maintenant ~ voir si l'int6grale e -~"; F~(mx)dofi qui ne peut 

o 
pas ~tre convergente en dehors de B (~) converge parlour g Fintdrieur de 

B (~ C'est seulement si ee~te eireons~anee a lieu et si la convergence est 

uniforme pour tout domaine ~ l 'intdrieur de B (a) que B (~) est en realit6 
une dtoile de convergence ~ notre int6grale. 

On ne volt pas au premier abord la possibilit6 d'dtendre au cos gdn6ral 

off a est quelconque la ddmonstration que j'oi employde dons la note 4, 
w 2, pour le cas a = I. I1 faut donc chercher une autre voie. 

Je  simplifierai d'abord le probl~me en introduisont au lieu de F(x) 

Ia fonction dldmentaire i 
I - - X  

Je  ddmontrerai ensuite qu'on peut romener le cas gdndrol ~ ce cas. 

' En  parcourant de nouveau ma note 4 j 'a i  remarqu6 une omission dans la d6mon- 

I 
stration page 378. J ' y  suppose tacitement - -  rbel et je  ne mentionne pas le cas 

~o - -  ~ 

g'6n6ral qui so ram~no du roste imm6diatement au cas r6el. 
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M1Y[. PFIIr e t  ]30]IEL I de leur  c6t6 on t  d d m o n t r6  que  si l ' on  

sal t  d6ve lopper  i en u n e  sgrie d e n t  Ies ~ermes dif fdrents  s en t  des fonc- 
I - - X  

t ions  ra t ionne l l es  de x ,  on  o b t i e n t  i m m d d i a t e m e n t  le d d v e l o p p e m e n t  de 

F ( x )  en une  parei l le  sdrie. Lorsqu'ils on~ publi6 louts  r6su l ta t s  ils n ' o n t  

pas r e m a r q u 6  que  j ' ava i s  ddmont rd  ce m~me thdor~me il y a ddj~ plus  de 

v i n g t  e t  u n  ans. ~ 

1 EMILE BOP.EL. Addition au mdmoire sur les s~ries divergentes. Ann. Sc. Ec. 
~Iorm. Sup. T. I6. &nn6e I899, pag. I32--134.  

E. P~IRA(~M]~I~. Sur une extension d'un thdor~me d~ Mittag-Leffler. Co m p te s  
R e n d u s  I2 juin I899. 

Fullst~indig analytisk framstiillning af  hvarje entydig monogen funktion, hvars siu- 
gulh'ra st~illen utg6ra en vtirdem~ingd af  fSrsta slaget. ( ) f v e r s i g t  af  K. Vet.  Ak. 
F S r h a n d l .  8 robt. 1882. 

J ' y  ai d6montr6 (pag. 25, 26) la formule 

F(*)  = Bok . + Blkl~ + . . .  + Bnk,,z" 
8 ( /'))] + F(z) i I B ~ + B , Z + . . . + B ,  z dz -- g~ Z Z 

o4l B o , B z , . . . ,  B ,  sent des constantes par rapport s z main non par rapport s x,  et 
off S e s t  un contour limitant une surface simplement connexe pour laquelle F ( z ) e s t  r+- 
guli~re: J 'ai  m~mo donn~ la formule sous la forme plus g~n~rale 

• F(x )  = Bok o + B ,k , x  + . . .  + B,k,,~" + G~ ~ - -  2..B~'A~' -~ 
v~O ~0 ,g 

~---~/~' I I I (  + z Ba(z)  ) ]  gg " B o Bt z + " " " + + F(z) z -- ~ z dz 

oh la fonction, uniforme pour la surface limit6e par S e t  r6guli~re sur le contour S 
lui-m6me, poss~de un hombre limit6 de points singu]iers a~ , % , . . . ,  am s l'int6rieur de 
S; et o~ G ~ ( z ) , . . .  G,n(z) sent des fonetions enti~res d6finies par l'6galit6 

qui a lieu dans le voisinage do av, l'6galit$ 
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qui consiste ~ ramener l'6tude 

deux raisons suivantes. 
Mes d@eloppements seraient 

solument les m~mes et j'aurais 
plut6t formelle que r6elle. 

G. Mittag-Leffler. 

Si dans ce m~moire je n'ai pas eu recours auparavant ~ la m6thode 
I 

de F(x) ~ celle de I - - z  c'es~ pour les 

dans les deux cas devenus au fond ab- 
obtenu par eonsdquent une simplification 

En second lieu - -  et c'est la raison qui m'a ddtermin6 pour rues 
trois premieres notes - -  j 'ai voulu arriver au but par des considdrations 
directes et purement dldmentaires, et par consdquent sans avoir recours 
l'intggrale de CAuctlr. Mais la m6thode qui consiste h ramener le dd- 

i prdsuppose essentielle- veloppement de F(x) au d@eloppement de i - - z  

ment  le passage par 
n'est plus le m~me 
d'abord 

l'intdgrale de CAUCltY. Or dans cette note le cas 
et la simplification h laquelle on arrive en 6tudiant 

1 
= 

I - - X  

devient d'une importance capitale. 

ayant lieu dans le voisinage de z = O. Ma formule montre imm6diatement qu'en ayant 

I = L i m - I  B o + B 1 - ~ + . . .  + B~ 
Z ~  n = ~  Z Z 

rint6rieur d'une figure g6n6ratrioe (c. f. troisi~mo note, page 219) passant par les points 
o ,  z et enveloppant la ligne (o~) l'6galit6 

F ( z )  = Lim (Bok o + B, kt~ + . . .  + B~k , z  ~) 
n = m  

a lieu pour une 6toile E qu'on obtient en construisant autour de chaque vecteur issu de 
l'origine la plus grande des figures g6n6ratrices clui n'embrasse aucun point singulier 
de F ( x )  et en adjugeant s E la partie du vectour entre l'origine et x. 

G'est justement le m~me th6or~me qui ~ 6t6 d6montr6 par MM. BOREL et P~mAGM~. 
1 Les auteurs qui ont parl6 de la simplification de ma premiere d6monstration s 

laquelle d'autres auteurs seraient arriv6s apr~s moi (voir p. ex. PRINGSrmlM, JACQUES 
:HADA~IARD. La s~rie de Taylor et son 10rolongement analytique. A r c h i v  d. l~ath,  und  
P h y s i k .  3 Rdhe. Bd. 3, pag. 289) ne paraissent pas avoir saisi le fond de ma pens6e. 
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En faisant 
I 

(2o) F ( x )  = I - �9 

w 

x + z + x ' + . . .  

on obtient pour F~(x) la s6rie: 

(9) E . ( x )  = ~ x~ v . 

Darts le paragraphe actuel j 'aborderai l'6tude de la fonction E~(x) 
l'aide de la formule sommatoire de MACLAUXUN delaircie par les mdthodes 
d'AB]~L et de CAUCHY. 1 

J'imposerai encore au nombre positif a la restriction suivante" 

( 2 I )  2 ~_CI > O. 

Ddsignons par e une quantit6 positive plus petite que un et par n 
un hombre entier positif. Soit R u n  rectangle dent deux cbtds situ6s 
la distance n de par~ et d'auh'e de l'axe %el sent parall~les ~ eet axe et 
dent les deux autres perpendiculaires h cet axe passent l 'un par le point 

e et l 'autre par le point n + I - - e .  
Nous aurons: 

B 

i Voir par exemple: 
JULIUS PETERSEN. Vorlesungen i~ber Functionstheorie. Kopenhagen. Andr. Fr. 

Host & son I898. Kapitel 8, w167 78 , 79. 
Hz. MELLI~. Die Dirichlet'schen Reihen, die zahlentheoretisehen Funetionen und die 

unendlichen Produkte yon endlichem Geschleeht. A c t a  Soc. Sc. F e n n i c a e .  T. 3I ,  n ~ 2. 
:ERNST LINDELSF. Quelques applications d'une formule sommatoire gdndrale. A e t a  

Soc. Sc. F e n n i c a e .  T. 3I ,  n ~ 3. 
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~+in  n+l--~+ia 

0 n-t- i--~: 

(23) 

oh 
R~ 

(24) 

(25) 
off 
trouve: 

Rl /J- 

--e--~n n.~ l--e--in 

Faisons 
R R1 /~ 

R~ d6signo la ligne ( n n  t- i ~ r  , n ff- I ~ r  h - i n ,  ~ r  ~ )  et 
la ligne ( - - r  I - - e - - i n , h A -  x ~ r  

En introduisant: 

z =  r - t -  i t ,  

X ~ Te i~ 

r, t, ~ d6signen~ des quantit~s r~elles e~ oh r est le module Ix 1, on 

I1 

I $z / I rn+l--r -~ t  

e ' '~  - -  t ]az dz = i e - '~ ' - ' '~ '  - -  I I a(n + I - -  ~ + it) 
0 
n + l - - r  

f I fVe-q, r~.e~rdr 

- - 8  

(26) 

I t  

r~t e~(.+ l-~) dt 
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(27) 

R 2 n 

f i ~ �9 f i r'+ l-%r it) r_it eir247 l_s dt 

0 

n + l - - ,  

f I rre~" i~) r-i" e~dr 

~ f i e  -'L~i~+-2=t - -  I a(--  ~ - -  it) 
r - ~  e - i ~  dr.  

Par eonsdquent: 

(2s) 

.s 

R 

~.n+ l--r e--~t 

- ,  [ a ( n +  , - ~ + r  

~.--it $,n+l--e e~t ] 

~- e -2~i~+~'t- I la(n+ I --z--i t)  dr 

n+l--~ 

+ e ' 2~+~ ' - , l a ( r - i l~ )  -e ~'~'~-2 . . . .  ,]a(r+in) ei~dr 

I T--it T--z 6~t 

~ i  e-:i~+~t_ I [ a ( - s - i t )  
o 

~.it r-'~ e-r ] - i  § a t  

Pour discuter la formule (28) il nous faut 

L'expression de WnIEaSTRt:SS nous donne: 

I 
connaltre le module de t z .  

1 Voir par exemple: SCHL61~IILCIt. Compendium der h6heren Analysis. 2 te~ Band. 
3 Aufl., pag. 248. 

Acta mathematica. 29. Im!orim~ le 5 septembre 1904. 1 6  
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I I 

I~-+~:t I~-- ~t 
_ _  ~ c ( r 4 i t ) H (  I _.]_ ,~ / " . e c('r-it) I .df v _ _ i t  

oa 

~b 
n = l  

2"l" 

r' + e \  - -  ) e n 

v--lt 
e n 

b 

Par consdquent" 

(~9) [I 
de 

le 

(I• ~ ,,=~ ~ -~ (~. + @ 

I < I ~ / e  m - -  e - ~ '  

I ~- + i t  = I ~_ 2 . t  ; 
r > o ,  + c~ > t > - - o o ,  

V/ t' 
I + ( ' - * ) ' ;  0 < $ < I .  

Consid@ons maintenant  la premiSre intdgrale duns le second membre 
la formule (28). En vertu de la premiSre formule (29) et puisque 

minimum des deux modules I~-~"e-~;'--, I et I~-~"~--~-~'1; o < t  est 
une quantitd h diffgrente de z@o, on aura: 

(so) 

L'intdgrale 

(3~) 
, rn+ l - -~  

L'expression [a(~, + I - -  S) 

de l ' int4grale 

. .2 
o 

. . . .  I d~(" ~ ~- ~) d t  e - ' ~ - ~  - ~  I . ( ~ + ,  - s + i t )  -t e-~,~+ TM - i ] . ( ~ +  i - s - i t ) j  

r n + l _  ~ | i / ~  e - a m  

du second membre est eonvergente si f remplit la condition 

~ > 9 ~ >  ~ . 

I 

t e n d  i n d d f i n i m e n t  v e r s  z4ro avec  - .  L e  m o d u l e  

T--it Tn + 1-- e e ~ct ] 

~- e - ' - ~ - ~ ' ~ m -  I l a ( n + I  z - - i t )  d r ( "+ l -~ )d t  
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I 
s'approche done inddfiniment de zdro avec ~, rant que f remplit la con- 

dition (3I). 
Consid6rons maintenant la seconde intdgrale du second membre de la 

formule (28). On a en vcrtu de la secondc des formules (29) 

(3~) 

f - - l n  ,i, r e~fn ?.ir~ ~,v e - - f n  ] . 

r 

. .  , /oo . . :_o  . . . .  
< I--~:F~,u I + (t --e) - - - - - ~  v 2am~ -~r dt 

co 

l'intdgrale dr ayant une valeur finie. Le second membre de la for- 

mule (32) tcndra ind6finiment vers z6ro avec ~, rant que ~ remplira la 

conllition: 

(33) 2 r - - a ~ > ~ ' > a  2" 

Cette condition suppose essentiellement 

(34) 2 > a  > o .  

En ajoutant h la condition (2 I) pour a eette nouvelle condition (34) et 
en supposant que F remplit la condition (33) on volt done que le module 
de chacune des deux premieres int6grales du second membre de (27) tend 

I 
ind6finiment vers z6ro avee - .  

~b  

On obtient done la formule fondamentale: 

(35) E.(z) = ~ ""  
l i f o  

r 

�9 s  r , ,  9.--~ e~t 9.1e 9.--z ~--~t ] . 

, i,~(_~_~t ) + ._~o,._., i i , , ~  ~-;~)]e-" '~at. 
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O n  a :  

G. Mittag-Leffler. 

(3 6 ) 

[ r--it r--x e~t ~.it O.--z e--~t ~ . _ _ _  --Ws 

o 

< h r -z_ar (e-(2~:-~)t 3f_ $-~t) I + --(,-e)" - -  ~ dr. 

L'intdgrale du second membre est convergente rant que ~ remplit la 

condition (33). Les deux conditions (34) et (33) grant vdrifides l'intdgrale 
du second membre de la formule (35) est par consdquent convergente. 
Mais la formule (35) nous donne encore un autre renseignement prdcieux. 
O i l  a :  

Lim ~-~ - - O  

tandis que l'intdgrale: 

(e -(2rc-9)t "-~ e - r  I "~- (I - -  ~)~ V 2a~Zt 

0 

dt 

est ind6pendante de r. 
Par consdquent le th6or~me suivant h lieu: 

~ ' .  ,Supposons 

(34) 2 > a > o. 
x 

Le module de E~(x) s'approehe ind6finiment de zdro avee - quand 
9" 

x tend vers l'infini dans un angle int~rieur ~ l'angle 

(33) 2 ~ r - - a ~ >  ~ > a ~ . ,  

En faisant a = I on obtient une propri~tg connue de la fonction ex- 
ponentielle E l ( x  ) = e ~. Par ce tMor~me se trouve encore tranchge une 
question importante soulev6e il y a quelques annges par M. BOREL. 1 

1 Intorm6diaire dos math6matieiens. T. 6, n ~ 4, avril I899. 



Sur la representation analytique d'une brancho uniforme d'une fonction monog&ne. 125 

,Pout-on trouver une fonction enti~re dent le module ne d@asse l'unitd 
qu'h l'intdrieur d'un anglo aussi petit que l'on veut donnd d'avance, ou 
si non, pout-on ddmontrer rigoureusement que cette question dolt ~tre 
rdsolue par la ndgative?>> 

La question dolt ~tro rdsolue par l'affirmative et on obtient en E~(x) 
la fonction ddsirde en dormant seulement h a une valeur suffisamment 
petite. I1 n'cst pas difficile de former encore d'autres fonctions que la 
fonetion E~(x) jouissant de cette m~me propri~t& 

Une pareille fonction est la suivante par exemple, 

~ + a., + . . .  + a,~ = a .  

La fonetion 

y•O 

�84 X v  , 

e n e s t  une autre. 
Le raisonnement que nous avons employ6 pour E,(x) nous fair voir 

de m~me que le module de chacune de ces fonctions tend inddfiniment 
vers z~ro quand Ix[ croit au dela de route limite le long d'un vecteur 
si~ug duns l'angle 

(33) 2 r c - - a ~  > ~ > a 2 .  

Nous connaissons donc la croissance de E,(x) dans cet angle. Abordons 
maintenant la question de la croissance de E,~(x) dans l'autre partie du 
plan, c'est ~ dire dans l'angle 

(37) a~_> f > - - ~ .  

. R I 

Revenons ~ la formule (~3) off nous ferons subir it l'int~grule f u n e  l~g~re 

modification. 
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On a: 

I I 

Par consdquent, 

f '  ( 3 9 )  ; ~ , . r / ;  I lazdz = - -  d ~ -  e_2ziz_ i [azd~. 

~Z 

La fonction ~ se comporte d'une manibre r6guli6re g l'intdrieur du rect- 

angle ( - -  ~ , n + I - -  e , n +  I - -  s -4- i n  , - -  e A-  i n  , - -  z )  ef~ sur son 
contour. 

Par suite 

/7 i n + l - - e  
I1~ z X v 

~ 8  

On a d'autre part: 

(4I) 

R1 

f [ $z - -  e -2rriz -- I ]~zdz 

n 

= ~ i j  L 
I Tn+l--ee - f t  

+ 
n-{-l--~ 

f I ~.r e~a 
~--~'~+'=-- X I~(T+i~ ) ri"e~Vdr 

0 

I T - -~e  - ~  

~ §  - i I ~ ( "  ~ + it---) r~' e - ' ~  a t .  
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On a donc en vertu des formules (23), (39), (40), (4I), (27) 

(42) 

R 

f I ~z ~2~riz _ I ] a.._z~ dz  

n + l - - 8  

- - 8  

n 

f [  ,--,, + i [ _ , ~ , ~ ,  _ 

0 

?.n + l--e e~t 

l l a ( u + ! - e - i t )  

8 2 ~ r i s + 2 m  - -  I 

~+I--8 

f [ r--in rve~n 
- - 8  

n 

- - -  i ] [e_2r.8+,~m--I I(z(--~--i 6 
0 

~'n + l--z e--ft ] 
a ( n +  t - - e + i t )  d~("+'-8)dt 

r * n  ,gv l3- - r  ] . 

e - ' z i r + ' z = n  - I [  ~ n ) ]  e'~dr 

e "~'~i8+2'~t - i [ a ( - e + i t )  e - ~ d t  

formule qui est un pendant 'X la formule (28). 
L'intdgrale: 

fl - -  dr 

- - 8  

est eonvergente pour routes les valeurs de r et de f .  
eonde intdgrale du second membre 

On a pour la se- 

(43) 

[ e -~=iTTYTrt- 
,rn+ l--e r 

, ] .~ (~  + ,  - ~ -  i t )  

--d,a,+~.~- i l a(--d-+~-~ it)] d~("+~-~)dt 

0 
dr. 
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I 
Le module de cette intggrale tend done inddfiniment vers zdro avee -  

pourvu que F remlJlisse la condition: 

(44) 

Quant h la troisibme intdgrale du second membre de la formule (4 2) 
On ll~: 

(45) 

I 
Le module de cette intdgrale tend done inddfiniment vers zdro a v e c -  

n 

lorsque F remplit la condition: 

(46) ( ; )  
On obticnt par consdquent" 

(47) Ea(x) = s ~" 
V~O 

f f( .. .-.e-., 

r--it q'--e eft I 
e-~*+~ ' : ' -  i la(-s-/ t) i  e-~'dt 

formule qui doit 8tre raise h cbt~ de la formule (35) et oh l'intggrale: 

(48) 
r--it f-- e e~t \ . 

est convergente rant que la condition (46) est remplie. Le module de 
l'intggrale 6rant infdrieur h Kr --~ oh K est une constante inddpendante de 
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r (c. f. la discussion concernant la formule (36)) tend ind~finiment vers 
z~ro en mgme temps que r augmente au dela de route limite le long d'un 
vecteur situ~ dans l'angle (46). Quant ~ la quanfit6 positive a la condi- 
tion (46) revient simplement 

(49) 4 > a > o 

et la convergence de l'int~grale (48) a lieu sous les deux conditions (49) 
et (46). 

La formule (47) donne: 
m 

(50) E~(x) = e ~ ---- e "''~ = dr -i- 

Dans cede formule l 'argument 9 de ~ est suppos6 remplir la condition 

(5 i) 3~ > ~, > _ 3~ 
2 2 

I ! 
qui d~rive de (46). Le module de 3()) diminue ind~finiment avee ~-] =7-  

quand ~ tend vers l'infini le long d 'un veeteur situ~ dans l 'angle (5 I). 
On a" 

~"  I a 
jar d r _  ----- -a ~r dr. 

--s --as 

Par suite en ver~u de (50) et en y in~roduisant az au heu de e et en 
dSsignant par ~ ')  la transform6e de d~l) par cede substitmtion: 

/ l~ �9 i '- '~- x ~ )  
-- dI" -" - e ra e a -- a r a 

D~ 

~galit6 qui exige que la condition 

3 ~  
(52) = ~ > p > - - = ~ -  

soit remplie. 
Ae ta  math~na/l~.a. 29. Imprim6 le 10 septembre 190& 17 
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En retournant ~ la formule (47) on obtient par consdquent le thdo- 

(52) 

O n  a :  

(53) 
L i ~ _ 

--erae a + 
a 

oh le module de e(a) diminue inddfiniment en m~me temps que Ix I ~ - r  
augmente au dela de route limite.~ 

Les deux thdorbmes • et G pris ensemble nous renseignent complbte- 
ment  sur la eroissanee de E,(x) dans routes les diffdrentes directions, 

pourvu que: 

(34) : > a > o. 

On pourra done dnoneer le thdor~mo suivant: 

Thdor~me 8 a. La fone~ion E~(x) off a ddsigne une eonsgante po- 
sitive vdrifiang la condition 

(34) 2 > a > o 

se eomporte quant ~ sa croissanee dans les diverses directions de la manibre 

suivante: 
On doit dlstinguer trois cas diffdrents. Le module de x augmente 

inddfiniment dans an angle intdrieur ~ l 'angle 

7r 

(33) 2 r - - a ~ > ~ > a i .  

r~me suivant: 

G. ~ Supposons 

(49) 4 > a > o. 

Darts le eas oil x est si~ud dans un angle intdrieur ~t l 'angle ddiini par 
les deux conditions" 

(46) 2 ~ r - - a 2 > ~ o > - -  ~ r - - a  , 

>~a>--a~- 
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Dans co cas le module ]E~(x)] tend on mgme temps indgfiniment vers 
zdro. Le module Ix] augmente ind6finiment le long d'un des deux vecteurs: 

9 = + a ~ -  

Dans ce cas le module IEa(x)l tend en m6me temps ind6finiment vers 

_I. Le module I xl augmente ind~finiment dans un angle int&ieur ~ l'angle 
6t 

~r lr 

Dans cecas  le module IE (x)l auganente on mgmo temps au dela de 
route limite, tandis quo 

_ _ !  e •. " a 

diminue inddfiniment. �9 

Pour a = x on retombe sur la propridtd connue et caract&istique de 
la fonetion exponentielle E l (x  ) ~ e x. 

Le thdor~me G nous renseigne encore sur la croissanee de E,,(x) 
dans le cas 

{ X ~ 2  

pourvu que 

Nous voyons clue IE (x)l augmente ind~finiment en m~me temps que 
I xl  tend vers l'infini dans un angle int&ieur ~ l'angle 

tandis que 
'- 

2 

d]minue en m~me temps inddfiniment. 
Mais ni le th~or~me F ni 10 th6or~me 

de lo oas 

9 =  +~r. 

G ne donne la croissanee 
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Cette eroissance s'obtient au contraire directement si on a 6gard h l'dgalitg 

eG + e-  ~/~ e ~ ' ~ + e -~g ' 

d 'oh l 'on tire 
1 

(54) E,(re '~) = E , ( - -  r) ---- cosr ~ . 

Dans le prdsent paragraphe nous avons donc compl~tement gpuisd la 
question relative ~ la croissance de E~(x) dans le eas 

Je  montrerai clans le paragraphe suivant qu'on peut encore arriver h la 
connaissance complete de la croissance de E. (x)  dans le cas 

a > 2 .  

w 

Dans le paragraphe prdcddent j 'ai ~tudid la croissauee de la fonction 
E.(x)  ~ l'aide de la formule sommatoire de I~ACLAURrS. La constante 
gtai~ alors soumise ~ la restriction 

Je  suivrai dans ce paragraphe une nouvelle vole et nous verrons que celle- 
ci nous conduit ~ la connaissance de la croissanee non seulement d'une 
fonction E.(x)  qui correspond ~ une valeur a limitge par la restriction (2 ~), 
mais en m~me temps ~ la connaissanee de la croissance d'une fonction 
E.(x)  eorrespondant h a r~el positif quelconque. 

Quelque temps apr~s la publication du m~moire de RIEMANN sur 
les nombres premiers 1 HANKEL publia un m~moire fort remarquable 2 oh 

Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gr6sse. 1Konatsber .  
de r  Ber l .  Academia .  Nov. 1859. Gos. W e r k e .  Zweite Aufl. pag. I45. 

2 Die Euler'sehen lniegrale bei unbesehrtinkter Variabilitiit des Argumentes. Zur Ha- 
bilitation in der philos. Facult~tt der Universit~t Leipzig bearb, yon Dr HERMAN~ HANKEL. 
In Commission bei Leopold Voss. I863. Z e i t s c h r i f t  f t i r  Math.  und  P h y s i k .  Neuntes 
Jahrgang, pag. 1--21.  
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I 
il obtenait une expression pour ~_z au moyen d'une int6grale dgfinie ana- 

logue ~ celle donnde auparavant par RIEMANN pour la fonetion ~'(z). ~ 
Cette expression est: 

8 

(55) , i f  _ _  _~ - - .  eft  - ~ 

oh le contour S est un contour ouvert laissant l'origiue k gauche, parcouru 
dans le sens positif et qui peut 6tre d6fini de la mani~re suivante. 

On introduit deux quantit6s positives p e t  e dent l'une e est plus 
petite que le nombre deux. Le contour se compose de trois lignes diffg- 
rentes. D'abord la partie d'un vecteur, issu de l'origine et ayant pour 

argument - - / ( I  + e)~ entre l'infini et le point pe  -<~+')~ Ensuite l'are 

de cercle tracd par l'extremitd d'un vecteur de la longueur p tournant autour 

de l'ofigine dans le sens direct de p e  -I(1+~)~ ~ p e  ~~ Finalement la 
pattie d'un nouveau vecteur, issue de l'origine et ayant pour argument 

(i+~)~ et l'infini. i ( I  -~- e) ~, entre le point pe 

Werke.  Zweite Auflage, pag. I46. 
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Supposons: 

IX I <~pa 
n o u s  a u r o n s :  

I~ 2~ j \,~-o \to/] ~ = ~-~ j ~ tz:--~" 

Faisons 
t~=ea  

et dgsignons par ~ un nouveau contour ouvert dans le plan des m laissant 

l'origine ~ gauche et form~ de la partie entre l'infini et p~e d'un 

vecteur issu de l'orlgine et ayant pour argument m ia(I-'[-e)~, de Fare 

de cercle trac~ par l'extremit~ d'un veeteur de longueur p" tournant autour 

de l'origine dans le sens direct de p~e -~~ ~ p'e '~~ et ensuite de la 

par~e entre p"e ~11+~ et l'infinl d'un vec~ur issu de l'origine et ayant 

pour argument i a ( I  "Jr e ) ] .  

"+i 
7 

5 § 
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Nous aurons: 

oh l'int4grale est prise dans le sens direct. L'int4grale repr4sente une seule 
et m~me fonction de x rant que x est situ4 du mgme cbf~ de ~ que 
l'origine. 

Regardons le cas: 

(34) 2 > a > o. 

La quantit4 positiva e 4rant aussi petite qu'on veut, la formule (56) 
I 

nou~ montre q~e IE~(~)I dlmi~ue infiniment a v e e -  (z=re'~)quand z 

tend vers l'infini darts un angle int4rieur s l 'angle 

7g 
(33) 2 z ' - - a ~  > ~ >  a~,. 

C'est le th4or~me / ~  w 2. 
La formule (56) nous renseigne encore sur la croissance de Ea(z) dans 

l 'angle 

(37) a~>~,>--a~= 

darts le cas (34) et nous donne darts le cas 

(57) ~ > 2  

la croissanee de Ea(x) darts routes les diff4rentes directions. 
Supposons que a 4rant quelconque x soit situ~ clans l 'angle (37). 
Introduisons deux contours diff4rents ~ savoir $1 correspondant au 

rayon p = Pl et ~ correspondant au rayon p = p~ off 

p, <i~l<p,.  
On a: 

(58) 

z, 

- -  e r  ~ ~ E ~ ( x )  ' ' a s  
a (.o~ 
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D6signons par R un quadrilat~re, form6 des quatres lignes suivantes. 
L'arc de cercle trac6 par l'extremit6 d'un vecteur de longueur p~ tournant 

autour de l'origine dans le sens direct de p~e -~+~)~ ~ p?e ~0+~)~ . La 
. ~r a / aO+s )  ~ 

pattie entre p~e '~'~ et p~e du vecteur issu de l'origine et ayant 

pour argument ia(I + e)-~. L'arc de cercle trac6 par l'extremitg d'un vec- 2 
teur de longueur p~ tournant autour de l'origine dans le sens invers de 

a 'a('-I- $) ~ --,a(1 +e) ~ --,a(lq-s)~ --,a(1-~ ~) ~ 
p~e h p~e Finalement la pattie entre p~e et p~e 

du vecteur issu de l'origine et ayan~ pour argument - - ia ( I  Jr-e)~. 

ia(t + t)~ 
p~e 

e 

/ "  - iaO + ~) 
pTe 

On a: 

(59) I _e~I - d~ -- ! ~ - - 4 - - - - d ~  i _I e ~ . . -  d~ 
2 ~  a m - - X  2 ~  a ~ - - ~  
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L'int6grale 
~z 

I _I e . ~  d ~  
a (.U--fi~ 

qui reprdsentait une seule et m~me fonetion de x quand x ~tait situd du 
m~me e6f6 de :S~ que l 'origine repr~sente aussi bien une autre seule et 

m~me fonction de x quand x est situg du cbt~ opposd h l'origine. Cede 

intggrale tend inddfiniment vers zdro en m~me temps que x va vers l'infini 

dans l 'angle: 

(60) 

l~ous mettons done: 

I I - d~o 6(a)" 
( 6 I )  z ~ ~ , - ~  

I1 s'ensuit qu'on a dans l 'angle (60) 

R 

I I - deo 
(62) E~(x) ---- 2 e ~  - -  + 6~ ~ 

o5 le module de 6? ) diminue mdefimment avec [ - ~ - - ~ . .  

Dans le cas 

(34) e > a > o 

on a en choisissant 6 sugisamment petit 

(63) 

R 

f I I - dw I - 
_ _  _ e w a  - - -  _ e ~ 
2 ~ i  a e a  - -  �9 a " 

On obtient done dans ee cas" 

(64) Eo(x) = a  
Acta mathcmatiea. 29. Imprim~ le 10 septembre 1904. 18 
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ggalit~ valable dans l'angle (60) et le th~or~me 8 a est par cons6quent 
dgmonfr6. 

La formule (62) nous fournira encore le moyen do faire une ~tude 
complete de la eroissanee de la fonction 

(65) 

Cette fonetion est d 'une autre nature que la fonction 

(66) E . (x ) ;  2 > a > o 

et paralt bien moins importante. I1 est pourtant intdressant de voir que 
les propridtds caract~ris~iques des deux fonctions ddrivent de la mSme source. 

Pour simplifier nous ferons en sort~ que dans l'intdgrale 

(56) Ea(x) = ---.' e""- da~ 
27t~ a l ~  

les parties infinies du ehemin d'int~gration se eonfondent routes deux avec 
l'axe rdel positif (ou dans un eas par~ieulier avec un vecteur voisin de cet 
axe). Cela est possible parce que dans le cas 

(s7) 
il existe toujours un hombre pair tel que 

a 3 a  
(67) ~ < 2m < S-" 

Le hombre m fitant fixg le chemin d'intggration ~ sera compos6 des parties 
suivantes: 

I ~ la partie de l'axe rgel extdrieur K un cercle d 'un certain rayon pa 
cet axe ~tant parcouru dans le seas n6gatif; 

2 ~ la circonf6rence de rayon pa parcourue 2m fois dans le seas positif; 
3 ~ la par~ie de l'axe r6el nomm6e dan s I ~ parcourue dans le seas positif. 

1 

Nous d6terminerons la fonctions aJ a de mani~re que, au point de 
l'axe rdel oh finit l a m  e et commence la (m-b I) e circonf~renee, elle air 
une valeur rdelle et positive. Grace ~ eette d6termination on aura, sur les 
parties du ehemin d'int~gration situ~es ~ distance infinie 
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.!11 TM 

to z ~ ~ e•  ~ 

ce qui ddmontre h cause de l'indgalitd (67) la convergence de l'intdgrale (55). 
Revenons maintenant ~ la formule: 

R 
1 

(62) E a ( x ) - - -  ~-~ a ~----~ " 

L'intdgrale 
R 

1 

so rdduit ~ la somme de 2m intdgrales 

t dea 

le chemin d'intdgrafion, qui est le m6me dans routes les intdgrales, dtan~ 
celui indiqud dans la figure ei-jointe. 
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C e  qui est diffdrent dans les diverses int~grales e'est la d~termination 
1 

de la fonction ~o ~ . En effet, en posant ea = pe ~~ on doit prendre 

1 1 i__~ 

dans la (m Jr I)e int6grale:  ea ~ = p~ e ~ 

�9 o ~ ~ . �9 �9 �9 , ~ �9 �9 �9 �9 ~ ~ , �9 �9 ~ ~ �9 ~ ~ �9 

L 1__ i 8 + ' ~ v r  

dans la (m + I + ~)e int~grale: ~a  = pa e (UffiO, ..., m - - l )  

�9 �9 ~ �9 �9 ~ �9 �9 , ~ �9 ~ ~ �9 �9 �9 �9 l . . �9 �9 �9 ~ �9 

1 1 . O - - 2 , - r  

dans l a m  e in~grale:  e o ~ =  p~e " 

�9 ~ ~ �9 ~ ~ ~ . ~ . ~ ~ o �9 ~ �9 �9 �9 �9 ~ ~ ~ ~ ~ , 

1 1 i 8 - - 2 v ~  

d a n s  l a  (m + I - -  p)e i n t e g r a l e :  w a = p a  e a (~ml ,  ...) m) 

Par eons6quent en 6crivant 

( 2 5 )  x = re'  

et en supposant 
o < ~ < 2 ~  

on a pour la (m + i + ~)e int~grale 

1 a if+2w 
I - d o )  I - a 
_ e(U ~ _ _  e r  ~ e 

J 'a i  done ddmontrd cet~e formule 

(u=~m... +(m--1)) 

(68) E , ( x ) =  Z I-e'~' ~ "{-~(~) 
a 

formule qui dans les suppositions (57), (67) est valable pour 
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Le cas ~ = o est rest6 exclus jusqu'iei. Mais il est facile de modifier 
la dgmons~ration de mani~re ~ embrasser ce eas. En effet en faisant 
tourner le chemin d'int6gration 8 d'un petit angle ~ dans le sens n6gatif 
on ddmontre de la m4me mani~re que ci-dessus que l 'on a toujours 

(68) :e +*(2 E . ( x )  = 
y ~ t  - - t t ' a  

mais avec cette modification que la formule est valable pour 

La formule (68) est done valable encore pour 

9 - - - o .  

On d6montre d'une mani~re analogue qu'elle est valable pour 

~, = 2 7 r .  

I1 est done dgmontr6 que la formule (68) a lieu pour 

(69) o__< fr < ~ ' .  

I1 est 6vident qu'on peut nggliger dans la formule (68) t o u s l e s  termes 
pour lesquels on a: 

(70) > ?- 

En effet puisque on a dans tous ces termes ~ cause de (67): 

(7 I) < 2mz < __ 
= fit 2 

chaeun d'eux tend vers zdro quand r devient infini. 
Nous sommeu par consgquent arriv6s ~ la formule finale: 

�9 L ~'~+r - ~ r  

(72) Ea(x)= Z ~era~ " "4- ~ a 
(0 
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off la sommation s'gtend ~ tousles  nombres (~ ---- ~ m , . . . ,  ~- (m- -  I)) pour 
lesquels 

(73) I ~ I - -~"  

Co rdsul~at peut dtre r~sum6 dans le th6or~me suivant. 

off a ddsigne une constante po- Th$0r~me 8b. ,La fonction /i~a(x) 
sitive remplissant la condition 

(S7) a__>2 

se eomporte quant h sa croissance dans les diverses directions de la ma- 
nitre sulvante. 

Choisissons un nombre entier m qui sera soumis h la restriction 

a ~ 2 m  <: 3a (67) ~ ~-.  

Quand [x[ augmente au del& de route limite le long d'un vect~ur 
queleonque (x ~- re i~; o ~ ~ ~ 2 rr) le module 

E o ( x ) - -  ~er~e a 

oh la sommation s'gtend & tous les  nombres entiers 

remplissant la condition 

(73) 

- - ( m -  , ) ,  . . . ,  m - -  I 

a ~ 2  

diminue en m~me temps ind~finiment.~ 

On Voit que [E~(x)[ tend vers l'infini avee Ix [ pour ~ous les vecteurs 
sauf l'axe rSel n~gatif. On a encore: 
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(74) / ] im IE . (r )  I = 
t ' ~  w 

1_ 

Lime- "lE.(x)l = o; 

Pour l'axe rdel ndgatif on obtient: 

(75) (, a ~ v + l  1 

Ea(--r) = - cos sin 2u+ , - -  o 
t 2  ( l  

La fonetion Ea(x) (a>>2) partage done avee sinx la propridt~ que 
son module augmente au dela de route limite avee I xl quand x tend vers 
l'infini le long de tou t  veeteur, un seul except& D'autre part le module 
d'une fonction enti~re rationnelle G(x) augmente sans exception au de la 
de route limite avec I xl quand z tend vers rinfini le long d'un vecteur 
quelconque. 

I1 est done nature1 de poser cette question. Existe-il des fonctions 
enti~res transcendantes dont le module sans exception eomme eelui de G(x) 
augmente avec I xl au de 1~ do route limite quand x tend vers rinfiai le 
long d'un vecteur quelconque ddtermin6? 

M. HELaE VOS KOCH a r6pondu d'uno mani~re affirmative ~ eette 
question 1 on donnan~ eomme exemple la fonction ~ ( x ) =  x sin(x + i) qui 
poss6de 6videmment eette propri6t6. Une autre fonction de cette nature est 

(76) = G(x) + Eo( ) 

On peut exprimer la diff6rence entre la mani~re dont les fonctions G(x) 
et ~-(x) tendent vers l'infini en disant que G(x) tend vers l'infini d'une 
mani~re uniforme pour routes les directions tandis que ~-(x) devient infini 
d'une mani~re non uniforme. La fonction G(~) de son c5t6 peut ~tre 
ddfinie par la proprigtg de tendre vers l'infini d'une mani~re uniforme. 

U n e  autre question plus profonde se pose iei. 

1 HELGE VON KOCH. Sur une classe remarquable de fonctions enti~res et transecn- 

denles. A r k i v  f. Mat.  As t r .  o. F y s i k .  Stockholm. Bd I, 9 sept. I9o3. 
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La fonetion 
E,,(x); o < e < 2 

tend vers l 'infini seulement ~ l ' int6rieur de l 'angle 

--~ ~<~. 

En  faisant diminuer  a on peut  rendre eet angle aussi pet i t  qu'on veut. 

Est-il possible de former une fonction enti~re qui ne devienne infinie que 

si [x[ augmente  le long d 'un  seul veeteur, mais qui diminue ind6fini- 

men t  si Ix[ augmente  le long de t o u s l e s  autres veeteurs? U n  de mes 

61~ves 1V[. J.  MALMQUIST est parvenu h donner  un  tel exemple. 1 La 

fonetion 

o < o < i  

poss~de cette propri6t6. Elle tend en r6alit6 ind6finiment vers z6ro quand 

[x[ augmente  au dela de route limite le long d 'un  vecteur d6termin6 situ6 

dans l 'angle 
o < 9 , <  2rc 

tandis qu'elle augmente  au dela de route limite quand x tend vers l 'infini 

le long de l'axe rgel positif. On le ddmontre faeilement en suivant une 

marehe presque identique h celle que j 'ai  employ6e dans le w 2. 

1V[. E. LINDELOF de son c6t6 en se rat tachant  h ma note pr61iminaire 

des C o m p t e s  R e n d u s  ~ et en s 'appuyant  sur un  th6or~me fort remarquable 

trouv6 par lui s vient de former la fonction 4 

= o g  u-k- 

0 < ~ I <  I 

t j .  MALMQUIST. ~lude d'une fonction entidre. &eta math. Ce t6me. 
2 mars I9O 3. 

* Acta Soc. So. ~enn. T. 31 , n ~ 3, pag. 2 9 . 
4 Bull. dos Sc. Math. Aofit I9O3, pag. 224--225. 
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qui possbde les mgmes propridtds que eelle de M. MALr~QUmT. Une telle 
fonction est encore la suivante" 

(77) ~ e-'~176 O < a <  x. 

1 

En introduisant dans l'intdgrale (56) au lieu de e "~ une nouvelle font- 
t-ion de to nous rencontrerons duns une note suivante une nouvelle elasse 
de fonefions de cette espbee. ~ 

Ddsignons par {~(x) une fonction de cette nature. A l'aide d'une 
teUe fonction on peut rdpondre ~ une autre question intdressante. Existe-il 
des fonctions entibres qui tendent inddfiniment vers zdro quand Ix I aug- 
mente au delh de route limite le long d'un vecteur quelconque ddtermind? 

La fonction 

(78) e -%'(') - -  e-n'"(~); a' > a" 

possbde dvidemment eette propridtd. On volt sans petrie que l'explication 
de ce phdnombne qui paralt d'abord assez paradoxal est que le module de 
la fonction diminue d'une manibre non-uniforme quand x tend vers l'infini 
le long de diffdrentes directions. 

13 est facile de voir que duns tous nos exemples la fonction ~ ( z )  
n'est pus de genre tint. Existe-il de pareilles fonetions de genre tint? La 
rdponse est ndgative h cause d'un thdorbme de la plus haute importance 
qui vient d'gtre ddmontrd par M. PH~AQM~S s e t  qui n'est pus sans rapport 
avee les propridtds caraetdristiques que j 'ai ddmontrdes coneernant la fonc- 
tion 3~.(x). Ce thdor~me duns les propres termes de son auteur est le 
suivant: ' 

~Soit a et p deux quantit~s satisfaisant aux indgalitds 

I 
o < a < 2 ,  o<p<~ 

' c. f. E. Pn'aAG~tI~N. Bur une eztension etc. Ce ~ournal. T. 28, pug. 357, 358. 
Ainsi que rnes denx notes Un nouveau th~ordme etc. Comptes  R e n d u s  ! I avril I9O4 

ot Une nouvelle #onetion etc. Comptes  R e n d u s  I8 avril 19o 4. 
Sur une eztension etc. 

s e. f. ma note des C o m p t e s  R e n d u s  etc. pour le 12 oetobre I9o3. 
aeta mathanatica. 29. Imprim~ le 12 septembre 1904. 19 
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et supposons que la fonction enti~re E ( x )  satisfasse aux deux conditions 
suivantes. En posant 

x ---- re i~ 
o n  a 

~o [E(x)[e -~'<A pour - - a 2 - -  ---- ~. 

et 

2 ~ [ E ( x ) I < B  pour a i < 9 , < 2 ~ ' - -  2 

A e t  B 6tant deux oonstantes. 
Je dis que torte fonction E(x)  sera ndcessairement une eonstante., 

Je n'entrerai pas cede lois dans une 6rude plus approfondie que celle 
qui vient d'dtre faite des autres propridt6s de la foncfion E~(x) .  Je 
laisserai d'abord la parole ~ M. A. WIMAN qui vient de terminer un travail 
fort intdressant I sur la distribution des z6ros de cede fonction. Je rap- 
pellerai encore que M. E. PHRAGMff.N ~ a montr6 que la fonction E , ( x )  

est h un certain point de vue la plus simple de son esp~ce. Pourtant il 
convient avant de terminer do voir si la propri6t6 qu'a la foncflon E 1 (x ) - -e  ~ 
de satisfaire h uno dquation diffdrentiello lin6aire h coefficients rationnels 
en x pout 6tre gdn6ralisge h savoir pour E=(x),  a ayant d'autres valeurs 
que un. C'est en rdalit6 co qui a lieu quand a est rationnel. 

Faisons 

~ t  

( 7 9 )  = = - n 

oh m e t  n sent des nombres entiers positifs. On trouve imm~diatement 
on employant la forme symbolique: 

( S o )  

n--1 _ m  

v=l - -  ~ P 

/ d " m  ra )= 

(:) + E .  , 
n 

t giber die 2Vullstellen der Funetionen E~(m). Ce Tome. 
Sur une extension etc. T. 28, pag. 357. 
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OU 

(8~) 

1-~ d \ "  
n - - 1  

- - -  + E ~ ( ~ ) ;  7~> I, 

On a done par exemple: 

(82) 

E~(x)=~__-I-:xE,(x),_ 

E; (~) = -'1-~ 
I,L 

ge,,t__ 1 X 
+ . . .  dr- nx"-l Eq (x), 

E I P X 

4z 

(8) 

Je reprendrai maintenant ~ l'aide des thdor~mes 8 l'~tude de l'intdgrale 

f 1- , e -*'a F~(wx) deo ~ . 
o 

Je la simplifierai d'abord en faisant 

Ecrivons comme auparavan~ 

(2s) 

e~ considdrons d'abord le cas 

(34) 

Fo(x) = E~(x). 

X, ----. ~'e ;~ 
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A cause du th6or~me 8 a et en dfisignant par # une quan~i~6 positive 
qui peu~ devenir aussi pefif~ que l 'on voudra et en faisant eroi~re suffisam- 
men~ la quan~i~6 positive to, on a: 

(83) 

1 1 

e-~ e 

1 1 

,-o~ I Eo(o,,~) I < ~,-o~ 

! 

I t  

< & - "  ; --a~<9,<a~, 

I1 s'ensuit que l'int~grale 

w 

f '- ) ,_ 
(84) e - '~ ' /~( tox  dto ~ 

0 

est convergente tan~ que la variable x se ~rouve du mgme c6~ de la ligne 

1 

(85) r~ -~ = i ;  - - a 2  < 9 , < a -  
a 

que l 'origine: c'es~ h dire h l 'int~rieur de l'6~oile de centre zdro hmit~e 
par la ligne (85). 

Cet~e ligne qui passe toujours par le poin~ x = x a dans le cas 

une forme d'apparence hyperbolique et possMe les deux asymptotes 

�9 7r _ ia_~  s a ~  
r e  of, r e  ~ . o < r < o o  

Quand a s'approche de zdro elle s'aplatit donc de plus en plus jusqu'h se 
confondre avec la ligne droite ( I ,  + cxg). 

Dans le cas 
~ - - ' I  

elle devient la perpendieulaire ~ l'axe r~el au point x = i. Darts le eas 

2 > a > I  

elle a au contraire une forme d'apparence parabolique et s'dloigne quand 
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�9 rr  

~ e~ s'approche des angles a~ e ~ - - ~  inddfinimen~ des deux lignes re ' ~  

re  ; o__<r <-]-cxv. Dans le eas 

a ~ 2  

elle devient un parabole. 

J 

! 

/ -  
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L'dtoile de centre zdro qui est limitge par la ligne 

! 

(~ 

es~ pour l'intdgrale 

! 1 / (84) e -~ E~ (~x) d,,, ~ 

0 

l'6toile que nous avons ddj~ ddsignde au w I (Thdor~me E ) p a r  B (~). Le 
th6or~me E montre q u e l a  convergence de l'intdgrale ne peut pas avoir 
lieu en dehors do B (~). L'dtoile B (~) est done une dtoile de convergence 
pour l'intdgrale (84). D'autre part il s'ensuit du thdor~me D que l'dgalitd 

L 1 
I 

(86) I - z -~- e -~'' E,,(o~x) dm" 

a lieu partout ~ l'inf~rieur de ~ ) .  
Etudions maintenant l'intdgrale (84) dans le cas 

(57) a > 2 .  

I1 s'ensuit du thdor~me 8 b qu'en faisan~ croltre suffisamment la quan- 
titd positive to et en d6signant par ~ une quantit~ positive qui peut de- 
venir aussi petite que l 'on voudra on a: 

I!,' , I ' ( ' i  (87) e -'~ E ~ , ( ~ o x ) - - ~ e  < d e  ' - - 7 r < ~ < r .  

Par eonsdquent l'int~grale 

(84) e-~"~ E ,~ ( tox )d~  " 

0 

dans la supposition 

(57) a > 2  
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est convergente h l 'intdrieur de l'dtoile de centre zdro limitde par la ligne 

1 

(88) r~cos f = i ;  - - r r < ~  <~r.  

Cctte ligne comme nous l'avons ddjh remarqud (page I49) est une para- 
bole pour a = 2. Pour a >  2 elle devient une ligne fermdc symdtrique 

par rapport h l'axe rdel et coupant cet axe aux deux points r = i, f--~ o 

ct r = - -  ; ~ = • ~-. Quand ~ tend vors l'infini elle s'approche de 
\~os~/ 

plus en plus du cercle de centre zdro et de rayon un. 

@ 

On voit par les m~mes considdrations que dans le cas 2 > a  > o quc 

l'dtoile de centre z6ro qui est limitdc par la ligne (88) est unc dtoile de 

convergence pour l'intdgrale (84). 
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On vol t  encore que l 'ggalit6 

1_ 1 
(86) I __ e_,,,a E,,(eox)doaZ 

o 

a l ieu pa r tou t  fi l ' int6rieur de c e t ~  6toile. 

Nous  sommes  done arriv6s au th~or~me suivant" 

Th~orSme 9. ,L ' in tdgra le  

1 1 

(84) f e-'~Eo(.,~)d.,; 
o 

oh a est une  constante  posi t ive assujet~ie ~ la condi t ion  

~ > a > O  

possgde par  rappor t  h x = re ~+ une  gtoile de convergence de centre  zgro 

limit~e par  la l igne 
1 

(85) r ~ c o s f  = i ;  - - a ~ < f < a - .  
a ., 2 

On a pa r tou t  h l ' int~rieur  de cette ~toile 

f ' , 
I e - " '  Ea(wx)dog '  . (86) i - z = 

o 

L'expression 

(89) 
[ '- ,_ 

L i m  e - -a  E,(a~x) dco ~ 
a = o  t ]  

o 

poss~de par rappor t  h ~ une  ~toile do convergence de centre z6ro form6e 

par  t o u t  le p lan  h l 'exelusion de la l igne droito (I , co).  On a pa r tou t  

l ' in t6r ieur  de cet te  6toilo qui  est l '6toile pr incipale des constantes  I, I, I , . . .  

l '~galit6 

f '-Eo( ' I ( = L i m  e - ~  o~x) dw".  90) : I - z :-o 
o 
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Quand d'autre part 

(57) a > 2  

l'int6grale 

(84) e -~" Ea (cox) dm ~ 

0 

poss~de une dtoile de convergence de centre z6ro limitde par la ligne 

1 

(88) rZcosf  = x; - - r < 9 < ~ r  

et l'~galit6 

f 'Ea( (86) ' - I - �9 "-  e - ~  ear) doff 

0 

a lieu parlour h l'intgrieur de cet;~e 6toile. 
L'expression 

(9i) 
L 1 

Lira e-"Ea(~x) do; 
0 

poss~de par rapport k x le cercle de convergence de centre z6ro et de 
rayon un et on a partou~ ~ l'intgrieur de ce cercle 

1 l 
! 

(9 2) ~ ----- IAm e-~'~E~(om)deo-d., 
0 

A 
naissance complete de l'int6grale g6ndrale 

, 

(8) e -~176 Fo(~)d~. 
0 

data mathematie, a. 29. I m p r i m $  le 31 oetobro 1904. 

l'aide du th~or~me 9 il est maintenant facile d 'arr iver ~ ]a con- 

20 
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Je  reviens ~ men th~or~me' de i882 (voir la note page I I7) et au 
lieu de l'intdgrale 

I$ 

( I_ Bo + B1Z +.. .  + B. dz" 
Z g 

je consid~re l'int6grale analogue: 

(93) f F ( Y ) I ' y  /e -~E~(y)d ' )dY 
I I I ~ 

~ .  X - i t )  . 2~ i y 
0 

L'dtoile B (~) a gt~ construite de la mani~re suivante (Thdor~me E ) .  
Autour du vecteur rd  ~ on eonstruit dans le cas 

2 > r  

une figure g~n6ratrice 

(94) p-~r cos a ; - - a ? < ~ h < a ~  

et dans le cas 

une autre figure gdndratriee 

a > 2  
= 

(95) p - -  r cos ; - -  ~_____< q~ __--< 

off p ,  ~b sent des coordonnges polaires relatives au vecteur et oh r est 
ddtermin6 en sorte que la figure appartient enti~rement ~ l'dtoile principale 
A des constantes k0, kl ,  k2, . . . .  1 Si /~ d6signe la limite sup6rieure de 
r le contour limite de B (") sera ddcrit par /~e~; oh 9, parcom4 les valeurs 
o ~  < 2~-. 

Consid6rons de plus pros la ligne (94). C'est une ligne ferm6e s y -  
mgtrique par rapport au vecteur r ,  ~ et qui passe par les deux points 
p-----o, p ~ r .  Pour ~ =  I, et e'est le eas de M. BO~EL elle devient un 

i voir pour la signification des oonstantes k page IO 3. 
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eercle ayant la droite (o, ~ ; r ,  ~) pour diam~tre. L'ordonn6 du point 

( (p, ~b) par rappor~ h la ligne (r, ~) est r cos sin 4. On volt done que 

la ligne s'aplatit de plus en plus jusqu'h so eonfondre avecla  ligne droite 
(o, r  ~) quand a tend vers z6ro. I1 s'ensttit que l'6toile B ~ gap- 
proehe infiniment de l'&oile principale ,4 quand a tend vers zdro. 

La ligne (95) au eontraire est aussi une ligne ferm6e sym6trique par 

(:)" rapport ~ la ligne r ,  f qu'elle coupe aux deux points r et - - r  cos 

Elle embrasse done le point z6ro. Quand a tend vers l'infini eLle se 
rapproche infiniment du cercle de centre z6ro et de rayon r. L'6toile 
B ~) s'approehe par cons6quent infinimeat du curule de centre z6ro inserit 
duns l'&oile prineipale A en mdme temps que a tend vers l'infini. 

Revenons ~ l'int6grale: 

(9a) 

oh x sera situ6 h l'int6rieur de B (') et S sera un contour ferm6 qui em- 
brasse la ligne (o, I) ainsi que la figure g6n6ratrice par rapport h cet~e 
ligne et qui est tel que le contour correspondent d6crit par ~y sera en 
mdme temps situd h l'int6rieur de B (a). 

On a: 

(96 ) 

8 i j '  ( [ ' I I e_~a ~i  F(xy) y~S y j E,, do) '~ dy 
0 

i F(~y) e-*'~E,~ dta ~ dy 

0 

or l'int6grale 

(97) 

(F r 1 I 

/ 
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est prise le long d'un petit cerele de centre zoo. 
l'int6grale 

0 

=(~ la sgrie qui repr6sente l a  fonetion . Y ; on aura: 

(99) 

(o) 

i F(~y) do; dy 

0 

f of ) = e-'" 2~i y-~4vdY--~v d~ 

0 

In~oduisons duns 

o) 

----- e - ~  o ;  

0 

1 1 

----- f e - ' ;  F~ (ox) do ; .  
0 

Par cons6quent: 

( i o o )  

F(~) = 
0 

ts 

+ ~ F(xy) v----i 

" i s 

f e ~176 F:(ox) do: 

o 1 t \  

-~ f~--==.(-'I=o= I==. 

Pour chaque valeur do y qui appartient ~ S nous avons 

f1(~1 (IOI) I I e_,~E,, o_ do; 
v -  ~ = } \ v /  ; 

0 

d'ob. 

( i o : )  F(x) = e-'a Fa(ox)deo " 

0 
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dgalitd qui es~ valable pour chaque doraaine X situ~ ~ l'in~6rieur de l'4~oile 
B (~). Si on se rera6raore raaintenant les thdor~mes D et E on voR que 
l'dr B (~) est une d~oile de convergence de l 'intggrale 

(s) e -~" F~ (tax) dto ~ . 

0 

L'gnonc6 donn6 dans l ' introduction de cette note es~ done compl~tement 
d6montr6. 

J'attsirerai encore l 'at tention sur la formule 

1 

(IO3) FB(~)(x) Lira Z k~ - - --~ .,=| e - ' ~  toV d t o  a x /  

u = O  O 

qui est une eonsdquenee irara6diate de la formule (99) et oh B (~) es~ une 
~toile de convergence de l'expression liraRe du second raembre. 

La "" serle 
1 

r (z 

/ ' 
[ ~  e -~ to~ dto~ 

v = O  0 

est une fonc~ion entibre de x qui d6pend de deux p a r a m ~ e s  to e~ a. 
E11e s'approche ind~finiraent de FB(a)(z) quand to augraente au dessus de 
route liraite, et de .FA(x )  quand a s'approche ind~finiraent de z6ro. Par 
consgquent: 

G a .  >>Soit F A ( x )  une branche fonetionnelle queleonque appar~enant 
aux constantes k0, kl, k~, . . . ,  k~, . . . ,  dont A est l'~toile prineipale. On peut 
toujours ~ l'aide des constantes k former une fonction enti~re de x, G~,~(x) 
qui, en ou~re de ~ et des k, dgpend de deux parara~tres positifs to et 
a et qui est telle que 

Lira Lira G,,, ~ ( x ) - -  F A  ( x ) 

et que l'expression 

diverge en dehors de A. 

Lira Lira G., ~ (x) 
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On peut ehoisir G,~,~(x) de telle mani6re qu'on obtienne en m~me temps 

Lim G~,,~(x) --  F.B(')(x), 

Lim Lim G,~,~(x) = .FC(x) 

et que les expressions" 

Lim G~,~(x); Lira Lira G~,~(x) 

divergent, la premibre en dehors de B (~ et la seconde en dehors de C., 

Si on laisse tomber la condition que l'expression qui aura FA(x )  
pore- limite aura en m4me temps A pour dtoile de convergence, il est facile 
de choisir la fonction enti~re de telle manibre qu'elle ne ddpende que d'un 
seul param~tre. Nous le verrons dans la suite au w 5. Le thdorbme est 
analogue au thdorbme suivant de WEIERSTRASS 1 auquel le grand analyste 
attachait une importance spdciale. 

g .  ,,Soit f (x)  tree fonetion queleonque rdelle et continue de x. I1 
est toujours possible de former une foncCion entibre de x, soit go(x) qui 
ddpend, en outre de x d'un parambtre posifif eo et qui est telle que 

Li~a~ = f(~) 

pour routes les valeurs rdelles de x . ,  

La formule (lO3) peut 4fro transformde d'une mani~re intdressante. 
O n  a :  

1 1 ( / ) { e_,~ e~ v l e_~a ear+ 1 1 
(ko + k,x + .. .  + k,x v) d ~ e , J - -  [~(~+ ii dod 

v=O 0 

1 1 

1_ L " - 

__ ] a ( n +  x) d ~ ' .  
v~O 0 v~O 

1 WEIEI~TRASS. ~Jber die analytisehe DarsteUbarkeit sogenannter willki&licher Funk- 
tionen reeUer Argumente. Theorem A. BerL  S i t z u n g s b e r . ,  9 Juli z885. W a r k e ,  

Bd 3, Pag. 4. 
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On a de m~me" 

~a 
1 

Lira x - 1-- 
e -~'a OJndO) ~ ~ 0 

0 

159 

et par consdquent (voir 4 ~m~ note page 370  la note) 

1 
w a 

"=" I ,=o 1,,(,~+ I) d~ = o .  

On obtieng done" 

1 
o0 a w 

Z ]Cv -- _ 

e_,,,a Wv do) a x ~ 

v--O 0 

1 

1 

f = (k~ + k,~ + . . .  + k~x ~) e-'" 
0 

~'~+' )a  
[ a ( V +  I )  O~ 

et par suite: 

( I o 4 )  F/~")(x) 

1 
w a 

• )f = L i m  (k 0 + k ix  + . . .  + k~x" e - ' a  
~ oO v~O 

0 

(-Or "{- 1 t I 
I~(y+i  )" doJ~" 

Pour a = z cette formule devient celle de M. BOREL savoir" 

: ~  (3--w (Or+ l 

FB(')(x) = Limo=. ~:0 (k~ + klx + . . .  + k~z ~) iV~i  �9 
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Le second membre de (Io4) est uniform6ment convergent par rapport ~ ~. 
On peut faire par cons6quent: 

( I 0 5 )  l a ( l~ t "  I ) / / t_-~0 k/sxg d o g ; .  

La formule (Io4) nous fair voir qu'on aurait pu obtenir les quatre formules 
fondamentales (IO2), (Io3) , (Io4), (Io5) en faisant subir h l'int~grale (93) 
la transformation 

(I06) 

1 

( Z +) 8 wa 1 1 

0 

(/( >)] I I E a~ E ~ I 

et en appliquant au second membre des considdrations tout h fair semblables 
celles du w 2 de ma quatri~me note. 

Igous sommes donc arrivgs aux 6galitgs suivantes: 

(~o7) 

! 

W a 

FB(">(~)-- (ko + k :  + . . .  + k :  ~) e - :  
~ = o  .~ I~( ~+ 0 d~a 

0 

1 
{[Da 

1 - b , , +  

= FB<~ +-:~ 2 L,i o: 
0 v~O 

P 1 

I s (u+ . / . :o  j 

1 

~a 

= Ft~a)(x) Z k, a' ~ x ~ _ _  e - ~  a d t o  g 

v=O 0 
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1 

0) O~ 
. ,  t_ l 

--__- FB('~)(x) - -  j e -'= F,,(ox)doo'g 

0 

A f  ' = F(~v) v -  

1 

f : 
I e-  .Ea o., 
Y 

0 

(lOS) 

1 

FB(")(x) ---- L i r a  ( k o +  klx + ... +k,x," e-"" 

0 

~ i)')do,~ I<,@+ 

f , (.Or = e-O~ ~ 
0 

ojv+ l \ v \ - ]  L 

1 

2~f ' ' 

L i m  k, - - e - ' ~  co' deo a x '  

v = 0  0 

w 1 1 

0 

( lO9) 

[ 
aeta mathe, matiea. 

1 

1 
- -  f o r  

= L i m  L i m  (ko + k~x + . . .  + k~x ~ e -~ 

0 

Qo 

L i m  ~(~+ I )  / 
a = O  

0 

1 

to ~ 
oo I 1 

:LimLim Z ~f~-.~.~: r - ,_ x ~ = L i r a  e- '=  F=(~ox) &o=.  
a = 0  ~o= oo a = 0  ~ /  

v = 0  0 0 

29. I m p r i m *  l e  31 o c t o b r o  1904.  

r \ 1- L~)d'o~ 

21 
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J 'a i  obtenu par eons6quent le thgor~me suivant: 

Th6or~me 10. ,Ddsignons par A une 6toile de centre a, par a une 

quantit6 positive et par B (') une 6toile concentrique h A,  inserite dans A 
et engendr~e dans le cas 2 > a  > o par la figure g6ndratrice 

( p ~- r cos - - cx  __--< ~_<a~ 

et dans le cas a >  2 par la figure ggndratadce 

p ~ r cos 

off p e t  q9 sont des coordonn6es polaires relatives au veeteurs x -  a----rd~; 

o < 9 < 2 7 r .  L'gtoile B (a) s'approche infiniment du cercle de centre a 

inscrit en A quand a tend vers l'infini. Elle augmente continuellement 
I 

avec - et devient pour a = i l'6toile de BOa~L (Thgor~me 7 a). Elle ren- a 

ferme dans son intdrieur tout domaine situ6 h l 'int6rieur de A pourvu que 
a soit chosi suffisamment petit. 

L'6toile A grant l'6toile principale des constantes F ( a ) ,  F ~  . . . ,  

F(Z)(a), . . .  assujetties h la condition de CAUCHY, l'dtoile B (~) est une ~toile 
de convergence pour l'expression" 

1 

(o (s 

Lim,=| v=o F(a)+--~-_ _ ) e ~l-~v_ la(-~,~)deo 
0 

r 1 1 

0 

1 

fo  R oa 

=lAin.:. :=o Iv_ lay e-""e~176 ( x - -a )V= e-O'"F,(eo(x--a))&o"; 
0 0 

F( ' ) (  a ) (~ - a)  

Fo( -a) = + - la.x I 

F(")( a ) (~ - ~ ) '  
_ _  + F ( ' ) ( a ) ( z  - a)____ t + 13- I a .  3 "{- . . . .  
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D e  p l u s  o n  a l '4galitd" 

F~=)(x) 
1 

o ~ 
I )f " (  O)u Obu+i ) ' = L i m  F(a)+ F(~ e-~'~ ]-d~ la(u+O daft 

o = . . o o  Iz 1 ~_ 
o 

: f+- . : [ •  
~ v '  L v : O  - -  

0 

1 

~ F(~)(a) i - - 

---- Lira.= ~ ~=0 I- ~ _ _  e - ~  ~ d d r .  ~ (x  ~ a) ~ 

0 

0)~+ 1 ~ 1 

/e-=~F~( ( )) '- to x - -  a d t o  ~ . 

0 

L ' e x p r e s s i o n  l imi to :  

) FO>(a)(x__ a) + . . .  + (x--a)" Lira Lim E(a) + T T 
a=O r ~ = 

1. 

oj r 
1 

X f e-':(l~ 
o 

a = o  d L v = o  _ _  
0 

l 
co 6t 

I--~,):  le 

1 

1-77r 

1 1 
~ Fe<~) ~ - - 

= Lim~,=0 Limo= | ~=0 I_v lay__ e - ~  e d  do., ~ (x  - -  a ) '  

o 

= L i r a  e -.+' F~(to(x a))dto" 
a=O , . . I  

0 
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poss~de une ~oile de convergence identique ~ l'd~oile A e~ on a l'dgali~6: 

( F(')(a) ( x -  a ) + . . + / v @ ) ( a )  ( x -  a)") = Lira Lira iV(a) + ~ . 

Lira f e-';- w, 
a = O  J 

0 v ~ O  

~ F{')(a) 
= Lim Lira i_ ~ 

a ~ O  0 ) ~  co v = O  

1 

W ~ 
I 

0 

o+, ) ) ] ,  
p,=9 

1 

--la_.__~ e-'~' w~ d~ ( x ~  a) ~ 
0 

L 1 
�9 ~ ( o l z  Llm e .F~(m (x - -  a))dofi .  

a ~ o  J 
o 

D'tm autre c6M l'expression limite: 

~0( Fro(a). Lira Lira F(a) + ~ i x -  F(~)(a) "x ""\ 
~)+...+-E-~ ~ -~))  

1 

~ a  

X e -~ ],~O,+I)' d~ 
0 

--  f o r  r  

~ , :oL 
1 

to ~ 

= LimLim ~ . ~ . .  ,.=. ~ i~vje-'"o~dw;(~--a)'=Lim,=. J e -  F~(w(x--a))doo" 
0 0 
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poss~de le cercle de convergence C de centre z6ro inscrit dans l'dtoile 
principale A,  et on a l'6galit6 

"++.  al') FC(x)  = L i m L i m  F(a) + ( x - - a )  + . . .  + --~-_ i x - -  

X 

1 

0) ~ 

f ~-(~ ~ i) ' 
0 

/- 
Lim e -~ ' :  ~ '  
a = ~  t /  

0 

oJ'+' ZF~)(~)(x__a)4]dto~ l :(.+-~) " + 
. : 0  t_~ /J 

1 

1 

= L i r a  L i m  [Z e-+" 

0 

1 

to" dto a (z - -  a)" 

t~ 
1 

�9 / --~ L~m e F . ( t o ( x - -  a) ) dto g . 

Si dans l'intggration on s'arr~te dans le passage h l'infini ~ un nombre fini 
to on aura l'dgalit& 

FBc')I~)-- o ( r ( x ) + - - ~  (~--~)+. . .  +--E-- 

o 

X 

I 

1 1 

f _ ( r176 eo~+ 1 \ - e-:: i~_~ ~ [ a(-~ o )dto: 

0 
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o 

! 

= tZB(')(x) - - f  ~- 

G. Mittag-Loffler. 
! 

! ! 

e - ~  ed dea ~ (x - -  a) ~ 

1 

w ~ e -  F~ (ea (x - -  a)) dea ~ 

0 

aP ~ 

I I - 
= z e -~a oJ r 

Z - - ~  Z 

0 

qui a lieu partout h l'intdrieur de B (~), S ddsignant un contour ferm6 
embrassant la ligne (ax) ainsi que la figure g6n6ratrice par rapport ~ cette 
ligne et situ6 en m4me temps ~ l'int~rieur de B(~)., 

On peut former de plusieurs mani~res diffdrentes, je le montrerai duns 
le paragraphe suivant, des formales tout h f a r  analogues aux formules 
(IO7), (Io8), (Io9); mais il paralt difficile de les 6tablir de telle mani~re 
que l'6toile off dies convergent reste r la fonction 6rant quelconque, 
une ~toile de convergence. C'6tait lh au eontraire, je viens de le d6montrer, 
une propridt6 fondamentale des formules (lO8), (lO9). 

w  
Regardons l'int4grale 

8 

,o) J(x) = v -  f 

F(x) 6rant comme toujours d6fini par l'6galitd 

(4) EC(x) .-~ k o + k,x + k~x' + . . .  

off C est un cerele de centre z~ro et de rayon r dgtermin6 par l'6galitd: 

v - -  I (,) Liml  /k,I ; 
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et .E(x) d~signant une fonction enti~re de x telle que 

( I I  I) .~(O) = I .  

Le contour S doit faire la limite d 'une surface simplement connexe pour 

laquelle la fonction F(xy) reste rdguli~re. I1 dolt 4tre parcouru dans le 
sens direct et embrasser les deux points y = o, y = I. 

On a: 
(o) 

(~2) J ( x ) = F ( ~ ) + ~  y-,  \ ~ - - i  dy 

on 

(zx3) E(,+I)(_~)~,+, J(x). 
F(x) = ,=0 G + k~x + . . ,  + k,x ') i,+~ + 

La sdrie 

~ E(')(- ~o) h, 
E ( - -  ~ + h) = .=o i_ ~ 

grant pour routes les valeurs de m toujours convergente par rapport h h 

D ' u n  

WEIERSTRASS 1 

on a pour route valeur de to 

I </ - I I= o 

aut re  cbtd en m e t t a n t  r I < r et  en dds ignan t  par  gl 

pour  

et  pa r  cons6quent  

la limite sup~- 

Ixl = r , ,  on a d'apr~s le th6or~me de CAUCHY- 

, 

E I kyl<g~ \ n/ (l~l~ ' ~ -  
\ r ,  / I - - -  

r,  I~I 

W~IERS~RASS. W e r k e .  Bd. I, pag. 6 7. 
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L a  " "  se r l e  : 

O. Mittag-I~ffler.  

.=o (Ik.I + I kl~l + "' " + Ik~ ' l )  E"+"(-T;-$; ca)h'+l 

est done pour routes les valeurs de x et de m une s6rie ~oujours con- 
vergente par rapport ~ h. Elle est encore, ~o et h 6tan* fixds, uniform6- 
ment  convergente pour un domaine quelconque de la variable x. Par 
cons6quen~ (cf. pag. 158) 

[o 

rE(~+~) ( - ca) ca~+ x dca 

(ii4) Lim(Ik.l + Ikl~l + ~ : . .  " . .  + I~.~'I)0 i~+~ = o  

et encore en faisant 
r 

E(v+l)(- ca) tov+l f (E(~+~-ca) ~ 

0 

E(v+2)( -- ca) a ~ + l ~ d a  ) 
] 

et ~ cause du th~or~me fondamental de WEIERSTRASS 1 

( I I 5 )  
E(,+l) ( -  ca) 

(k,, -t-- k l~  -'1"- . . .  + k~x ~) [~,+~ ,,,,+l 

(,+1)( _ ca) 

= 

La quantit~ ~ dtant fix6e, les deux membres de cette 6galit6 sont ~oujours 
convergents par rappm~ ~ x. 

Soit maintenant W un domaine fini dans la varidt~ ~o, soit p une 
quantitg positive aussi grande qu'on voudra et ddsignons par g la hmite 

s u p ~ e ~ e  de I E ( - - ~ + h ) l  quand to appa~en~ ~ W e~ h ~ Ihl____<p. 
On a alors 

I  gp 
En se rappelant la formule 

I Z~.l=< g~,.;-' 

x WEIERSTRASS. Zur Funvlionenlehre. W e r k e .  Bd. 2, pag. 205. 
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on voi~ done que 

I E('+~)(-a,)I k, i_ ~ < ( ~ +  ~) ga, 

Par eons~quen~ la sdrie: 

E (,+~)(- ~) (~x)' 

x appartenan~ ~ un domaine fini donn~, est par rapport ~ to uniform& 
ment convergence pour un domaine fini quelconque. On a done le droit 
de faire 

,_ J •  
*" E('+~)(- a,) k, 1('+~)( - <,,) (o" da, x'. (,,6) k, I. (~ )"  d~ = I~ 

I--  
0 v=O 0 

On a par cons6quent e~ ~ cause de ( i io ) ,  ( i i 3 )  , ( , I 5 )  et ( , i 6 )  l'6galit6 
suivante: 

( I I 7 )  

-~(X) - -  ,,=o (k~ + k l x  -{- " " " + k'z~) ].u-4- I 

. / .  ) 
= F ( x ) - -  k , ~ /  ~-~)to~dto x '~ 

/ " - F'(~+l)(-a'!(tox),]& o 
0 

_ , _  

tov+l 

Nous voyons imm6diatemenf que par un proc~dd absolumen~ 6gal au 
prdcgden~ on obtient encore la formule: 

Acta mat~mat~ca. 29. Imprim~ le 3 novembre 1904. 22  
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(,,8) | i E ( ~ + ~ ) ( o )  

F ( x ) -  ~ (ko + k,x + . . .  + k~x ~) E(o~) I~+ ~ 

B ~ 

@. 
J zm y -  I E(~)  

_ _  (.D '~+I  

Pour obtenir les expressions de F ( x )  que nous cherchons fl s 'agit donc 
de trouver des fonctions E ( x )  telles que le dernier membre, soit de (I I7) 
ou de (I I8), s'approehe de zgro en mgme temps que to v a v e r s  Hnfini. 

Regardons d'abord la formule (x I8) et mettons 

t:(z) = Eo(x). 

Soit B (') l'~toile de centre z6ro appartenant aux constantes ko, ks, k2,... 
ddjk considdr6e au w 4 et soit z an point h l 'int6rieur de B (~). Suppo- 
sons d'abord 

(34) : > a > o. 

La figure g~n6ratrice par rapport ~ la ligne (oi) est 

1 

pg ~ cos - ~ ; 
a 

- - a ~ -  < (b < a -  . 
2 ~ l ~  2 

Choisissons pour S u n  contour qui embrasse cette ligne, et tel que xy 

soit situg h l 'intdrieur de B (a). 
i 

Ddsignons par S l e  contour ddcrit par z------ en mgme temps que S y 
est ddcrit par la variable y.  

La ligne S est fermde, embrasse l 'origine et reste toujours extdrieure 
h la figne 

~t 

1 

qui est la transform6e de la ligne p ~ =  cos -r au moyen de la substitution 

I 

y 
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On salt que Lim E:@z) s'approehe ind6finiment de z6ro pour chaque 

point de S situ6 dans l'angle 

' pour les points de S oil et que Lim]E~(toz)l = 
o)=oo  

On sait encore que 

= + a ~ .  

( " 
~ 0  

pour chaque point de ;~ qui est situd dans l'angle 

D'apr~s la supposition concernant S e t  8, la partie de ~ qui est situde 
dans l'angle 

- - a ~ < r  2 

reste toujours par rapport h la ligne ~ c o s  ~ = ,  du mgme ebtd que l'ori- 
5~ 

gine. La limite sup6rieure de 1 cos~ dans eet angle est par cons6quent a 
toujours plus petite que 'ten. 

On volt done que" 

L i r a - -  = o '  2 > a > o  
o:+ Eg~) 

pour chaque point de S et on voit encore que " Y /  E.@) s'approche d'unc 

maniSre uniforme de zdro pour tous les points de S. 
On arrive au mgme rdsulfat pour 

~ > 2 .  
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La figure g6n~ratriee par rapport h la ligne (o I) est alors 

1 

p ;  = c o s -  r ,- ~ ~r < r < r 

et on a (e. f. (87)), ~ d6signant une quantit6 positive qui devient infini- 
I 

merit petite avec - "  
(O 

I 0= rac~ J ~ar aeos~ 

Revenons maintenant h la formule (1 I8). 
On a: 

s 

(119) Lim / F(*~) E ' ( y )  
+:| d y -  I E=(oJ) dy  ~-  o 

Par cons6quent: 

(120) 
FB(~)(x) ---- Lim~=| ~=o (k~ + k~x + . . .  + kY)E,,(a,) t~+~ 

= Lim~= i _ + kl~ + "'" + k'x~) J a(~+I) 

_ _  O )  v + l  

6galitd valable partout ~ l'intdrieur de l'dtoile B (~) et off l'expression" 

121) E+o - + k~x + . . .  + k~x) j,~(~ + ~) 

est uniform6ment convergente pour tout domaine int6rieur ~t B ('). 
On voit l 'analogie complete avec l'expression de M. ]3OREIJ qu'on 

obtient en faisant a----I .  
Faisons encore la remarque qu'on peut mettre pour E(x) au lieu de 

E~(x) une fonetion de l'esp~ee que j 'ai  eonsiddrde page 51; c'est h dire 
une fonetion qui s'approche inddfiniment de z6ro quand x tend vers l'infini 
]e long d'un veeteur quelconque autre que l'axe rdel positif, tandis qu'elle 
sera une quantit6 rdelle positive croissant au del~ de route limite quand 
x tendra vers l 'infini le long de l'axe r~el positif. En choisissant en outre 
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cette fonction de telle solve que _E(~.) s'approche de zdro d'une mani~re 

uniforme rant que x appartient h un domaine fini situ~ en dehors do la 
partie de l'axe r6el positif compris entre x ~ I et l'infini, on obtient une 

expression 

I +I (122) Lira E--~) (ko + k i x  "4- . . .  4- k,~x ~) E(~+')(~ t o~+~ 
t o = ~  

qui est uniformdment convergento pour tout  domaine intgrieur '~ l'dtoile 

principale A et qui reprdsente la branche fonctionnelle F A ( x )  partout h 

l 'int6rieur de cette dtoile. 
J 'ai  consid~rg ailleurs ~ une telle fonetion E ( x )  et j'y reviendrai dans 

une note suivante. 
Le r6sultat auquel nous sommes aa'rivfis par l 'dtude de la formule (I 18) 

pout &re rdsumd dans le th6or~me suivant: 

Thdor~me 11. ~Ddsignons par A une dtoile de centre a, par a une 

quantitd positive et par B (~) une d~oile concentrique ~ A inscrite on A et 

engendrde dans le cas 2 :> a > o par la figure gdndratriee 

( p = r cos ; 
2 = = =  ~ = 2 

et clans lo cas a > 2 par la figure gdndratrice 

p = ~ 
\ a~ ~ 

oh p e t  r sont des coordonndes polaires relatives au vecteur x - - a  = rd~; 

o < F < 2~. L'&oile A &ant l'&oile principale appartenant aux consfantes 
F ( a ) ,  F ~  F ( . ' ) ( a ) , . . .  assujetties h la condition de CAUCH~:, on 
a l e s  deux 6galitds" 

Ua nouveau thdor~me gdndral de ta thdorie des fonctions analytiques. Comptes 
Rendus etc. T. 138 , II avril 19o 4. 

Voir encore pour cette fonction: 
E. "PnR,~G.~t~. Sur une exlensiou d'un thdordme elassique de la th&~'ie des fmw- 

tions. Ce jotu-aal, t. 28, p. 357--359. 
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=: Lml . . . .  ~ Z (F(a)  "4- I F(O(a)(x - a ) + . . .  F / ~ o ) ( x )  . , 
p=O 

I ) 
+ !-;- F~(~)(~  - -  ~)~ ~~§ I . ( z +  ~ ) '  

F A ( x )  = Lira L l m - ~ ; - -  .F(a) "4- I~ F~  -Jr.. .  

\ a~+ ~ 
-4- F(I~)( a )(x - -  a)") I .(f,+ I) 

off E~(x) ddsigne la fonction: 

et off to est une variable positive. 
La premiere de ces 6galitds a lieu partout h l'int~rieur de B (") et la 

seconde partout h l'intdrieur de .4. Le second membre de la premibre 
dgalit6 est uniformdment convergent pour tout domaine intdrieur h B (~), 
le second membre de la deuxi~me dgalit6 est uniformdment convergent 
pour tout domaine intdrieur ~t A. 

Si on s'a,rrgte dans le passage h l'infini ~ un hombre iini to on aura 
l'dgalitd 

' F(~) + ~ z~'~'~(~)(~--.) +... + ~ F~(a)(~-- ~)~ I~(~ + ,) 
F B  (~ - E 2 7 o i  ~=o , _ 

I ;F( z )  E~ co 

~t~, 

qui a lieu partout h l'int6rieur de /~) si on ddsigne par S u n  contour 
ferm6 qui 6tant situ6 ~ l'intdrieur de B (~) embrasse la figure gdndratrice 
par rappol% h la droite (ax). 

En ddsignant par E ( x )  une fonction relic que, pour chaque domaine 
fini situ5 en dehors de la partie de l'axe rdel compris entre x =  I ot 

l'infini E(,o,~) E(~o) s'approche lmiform~ment de zdro lorsque w augmente au delh 

de toute limite on a 
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= Lira ,,-7~, ~ ( F ( a )  + a)(x a ) + . . .  F A  ( x )  " ' ' F ( ' (  - -  

lt=O 

oh le second membre est uniform6ment convergent pour tout domaine '~ 
l 'int~rieur de A. 

Si on s'arr~te dans le passage ~ l'infini h /m hombre fini a, on a: 

t-" 
I F(a)  + ;~- ~'~ - -  a) + . . .  + ( a ) ( x - -  - -  r "~'1 

I ]" F(z) E to zT~., a 

off le contour S est un contour ferm6 qui ~tant situ6 ~t l'int6rieur de A 

cmbrasse la droite (ax)., 

Revenons maintenant h la formule (t17) et faisons y comme aupara- 

r an t  dans la formule (I i8) 

E ( x ) = E ~ ( x ) .  

Supposons encore: 
2 > a > o .  

Faisons dderire h la variable y autour de la ligne (or) une figure cun6i- 

forme composde de deux arcs de cercle sym6triques par rapport h cette 

ligne et se coupant aux deux points o e t  I sous l 'angle a~r. 
D6signons par V (~) l'dtoile de centre z6ro inscrite dans l'6toile princi- 

pale A qui est engendrde par cette figure cun6iforme comme figure g~n~- 

ratrice. ~ 

' pour la d6finition de  *figure g6n6ratrice* engendrant une 6toile inserite clans 
une aatre 6toile, voir page 219 de ma troisi6me note. 
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rl 

0 

C'est, ldg~rement modifi6e la m~me dtoile que j'ai discutde autre fois 
avec  ~][. V I T 0  VOLTERRA. 1 

Choisissons pour S une ligne qui embrasse la figure gdndratrice par 
rapport ~ la ligne (o I) en grant en mgme temps situ6e h l'intdrieur de 

i 
l'dtoile V (~). D6signons par ~ une ligne ddcrite par z ----- en mgme temps 

Y 
que y dderit la ligne S. A la figure cungiforme dans le plan des y qui 
a la ligne (o I) pour axe correspondent dans le plan des z deux demi- 
droites symmdtriques par rapport ~ l'axc rdel passant par le point z---- I 
et se coupant sous l'angle at:. 

La ligne ~ est donc une ligne fermde qui embmsse l'origine et reste 
toujours du mgme c5t6 des deux demi-droites que l'origine. On voit donc, 

cause de la propridtd connue de la fonction E~(x), que 

Lim E~ (o~ (z - -  I )) 

s'approche inddfmiment de z6ro et d'une mani~re uniforme, pour tousles  
points z qui appartiennent i~ 8. 

On a par cons6quent: 

1 voir page 229 de ma troisi~me note. 
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et on obfient au moyen de la formule (I x T): 

(I24) 

~ . , ( v + l ) ,  _ , 

= L mo=  (ko + + . . .  + 

v=0 \ \  0 ~-- I 

FV(~>(z) = k. l_ v (tox) ~ dto. 

o 

r 

En faisant a = ~ on obtient pour l'~toile V (~) l'fitofle de M. BOREL que j 'a i  
ddsignde par B (1). La premiere et la troisi~me formule deviennent alors 
celles de M.  Boar, L, la seconde eelle que j 'ai  indiqu6e dans ma quatTi~me 
note (formule (37)). 

Si on introduit  au lieu de Ea(x) une fonetion E(x) de l'esp~ee que 
j 'ai  eonsid6r6e clans rues notes des C o m p t e s  R e n d u s  aux dates du I I  et 
du i8 avril I9o4 e'est h dire une fonetion telle que E(o)i----I er que, 
quand la variable r6elle et positive ~ augmente au dessus de route limite, 
E(tox) s'approehe d'une mani~re uniforme de z6ro pour un domaine fini 
quelconque de x ne comprenant pas l'axe r~el positif, on obtient les for- 
mules: 

iFA(x) = Lira s (k o -4- k~z 4" ... + k,x '~) E('+')(-  ,,) 
co=~ ~=0 1 y ' ~ I  ( / ) v + l  

( / w )  FA(x)----- L i m Z k  ~ , " ~  - ;Lff)tovdto x '~, 
\ 0 - -  / /  

~'A(x) = k,~ r; (,ox; d,,, 
I-- 

off les seconds membres sont uniformdment convergents pour chaque do- 
maine fin] situ6 h l ' intdrieur de l'dtoile prineipale. 

A a a  ma#h~matiea. 29. Imprim~ ,le 5 novembre 1904. 23 
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Les r6sultats que nous venons d'obtenir par la considdration de la 
formule (I I7) peuvent ~tre rgsum6s dans le th6or~me suivant" 

Th~or~me l l b .  ,Ddsignons par A une dtoile de centre a, par ~ une 
quantit6 positive plus petite que 2 et par V (~) une 6toile concentrique 
A, inscrite en A et engendrde par une figure cundiforme ayant l 'angle at: 
e~ tournant autour d 'un de ses sommets qui doit ~tre situd au centre a. 
L'dtoile A 6tant l'6toile principale appartenant aux constantes F(a),  
F ~  F~')(a) , . . .  assujetties h la condition de CAUCHr on a l e s  
deux syst~mes d'6galit6s. 

FV(')(x)-~- Lira ( F ( a )  --}- i~ F(')( a )(oc - -  a) Jr-.. .  

q- ~ F(~)( a ) (x - -  a) ~) E~(v+i)(-e~ (o~+1 

k I yor'I 
w ~ f E(~+')(-,o)~o',&o 

0 FV(~)(x) = Lim, o=, (I_~), F<~)(a)(x - -  a)", 

FV(a)(~)-~-/(~-~E(~+l)(-')l?(~)(a)({~ d ' ~ ~  -"u~(,_)  ~" " 

0 

FA(x)  = i L i m  Lim (/V(a) + - F~ a)(x - a) -k . . .  !_ 
q__~?~I F(,)( a)( x _ _  a)') E~"+I)(~,+I ~) ~"+~ ' 

a~ 

f 
F A  (x) ---- Lim Lira " 

~=o .,=| ~ (:'~)" 
V = O  

F(~)( a)(x - a)", 

F A ( x )  = 
Lim.=o ~o (l_u) " 

0 
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oh E,(x) d~signe la fonetion 

E o ( x )  = .=0 t. ~ 

et oh to est une variable positive. Le premier syst~me d'figalit6s a lieu 
partout ~ l'intdrieur de V (") et le second partout ~ l'intgrieur de A.  Les 
seconds membres du premier syst~me sont uniform~ment convergents pour 
tout domaine ~ l'int6rieur de V ("), les seconds membres du deuxi~me sy- 
st~me sont uniformdment convergents pour tout domaine h l 'intdrieur de 
A. Si on s'arrgfe clans le passage h l 'infini h u n  nombre fini to on aura 
l'6gaht~: 

~ ( ~ F(')(a)(z--a) + 

+ 1~_I F(9(a)(x - a),) E@+I)(- to)}v+t to'~+' 

= FV(:>(x) -- 
? E(j+~)(-.,):~ d,. 

~ o  (1_~) ~ 
Y = 0  

0 

qui a lieu partout h l 'intdrieur de V (") si S ddsigne un contour fermd 
situ6 h l'int~rieur de V (~) et embrassant la figure g~n6ratrice par rapport 

la droite (ax). I 
Si on introduit au lieu de E~(x) une fonction E(0~) telle que E(~x) 

s'approche ind6finiment de z6ro quand la variable reelle positive to aug- 
mente au dessus de route hmite taut que x appartient '~ un domaine fini 
ne comprenant pas l'axe rdel positif, on obtient les formules 
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F A  ( x ) -=. Lira 
o J = ~  

F A ( x )  = Lim 2 . = ~  

Y=O 

to 

f B('~+l)( _ o~)to~dto 
0 

(1~)' 

+ _~t F(O(a)(x __ a f  ) B(~+l)([~+ I- r t~ ' 

/~'(~> ( ~ ) ( x  - -  a ; ,  

oo 

E ( ~ + I ) (  - 

(tv-) to) F(~>( a)(to(x __ a))~dt ~ 

oh les seconds membres son~ uniformdmen~ convergents pour toutG domaine 
l ' int&ieur de A. 

Si on s'arrgte dans le passage 'X l'infini h un nombre fini to on aura" 

FA(x) -- ~ (~(~) + ~ Fo)(,,(x--a) + ... 

= FA(x ) -  

I + ~ F(~>(a)( x - -  a) ~) ~<~+')( 
�9 

to 

0 ............ (1~)-,- . . . . .  F(~)( a)(x - -  a) '~ 

= F~(x)- /~ ,=o ~<'+'>(-~)(L~) , F<'>(a)(,,,(~--a))"ato 
1 

8 

- -  2~---; z -  z z - ~ /  ' 

oh S ddsigne un contour fermd embrassant la ligne (ax) et situ6 h l'intdrieur 
de l'~toile A . ,  
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L'expression 

k j  

Y=O 

dans lc second membrc de l'dgalit6 

w 

0 
(126) FA(x)  =:Lira, o:.. ([~), k~x '~ 

V = O  

est une fonction enti~re de la variable x. 
L'ggalit6 (I26) nous permet par consdquent de completer ainsi le 

thdor~me G a. 

b. ,Soit  FA(x)  unc branche fonctionnelle quelconque appal~enant 
aux constantes k o , k 1 , . . . ,  k~, . . .  dont A est l'dtoile principale. On peut 
toujours h l'aide des constantes k former une fonction enti~re de x, G,~(x) 
qui en outre de x et des k ddpende d 'un param~tre rdel et positif to et 

qui soit telle que 
Lim G~(x) ---- FA(x).~ 

I1 y a, comme je l'ai d6j~ remarqu~ h la fin du paragraphe precd- 
dent, cette diffdrenee entre les formules obtenues alors et eelles du present 
paragraphe qu'il n'est pas 6tabli que les derni~res ont une 6toile de con- 
vergenee. 


