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REMAROUES SUR IJN THI~OREME FONDAMENTAL DE LA TH~0RIE 

DES ENSEMBLES 

(Ext raCts  d e  desex  l e t t r e s  a d r e s s ~ e s  ta 1VL M i t t ~ g - L e f r ] e r )  

PAR 

E R N S T  L I N D E L O F .  

En dtudiant ces derniers temps la thdorie des ensembles, j 'ai  dfg 
amend it m'oecuper en particulier du th6or~me fondamental de MM. CA:, T- 
TO~: eL BE~DIXSO~, ~ th6orbme sur lequel M. SCHO~,'SLI~S est revenu dans 
une publication r6cente. ~ Les d6monstrations de tons ees autem-s reposent 
sur la notion des nombres transfinis que M:. CA~XTOIt a introduits dans 
l 'Analyse. Cependant, la partie la plus importante du th6orbme en question, 
eelle qui eoneerne la ddeomposition d'un ensemble ferm6 en un ensemble 
parfait et un ensemble dgnombrable, semble assez gtrang~re "~ la notion du 
transfini, et il est done d~sirable d'en trouver une d6monsh'ation oh eette no- 
tion n'intervienne pas. C'est aussi, si je ne me trompe, l 'opinion que vous 
avez exprim6e lors de notre derni~re entrevue. Or, je me suis aper~u qu'on 
pent y parvenir en apportant h la ddmonstration de M. BESDIXSO~ une 16- 
g~re modification qui, en somme, revient h u n  ehangement de terminologie. 
C'est ce que je me permettrai de vous indiquer en quelques roots ci-apr~s. 

Quant h Ia seconde partie du m~me thgor~me, la propridtd fonda- 
mentale des ensembles ddrivds, jointe ~ la seule ddfinition des nombres 
transfinis, surf-it pore" I'dtablir une lois qn'on aura ddmonfr6 la premibre 
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partie. Je n'en parlerai donc pas duns la suite, er je me bornerai ~r la 
premibre partie du thdor~me qui s'dnonce a insi: 

:lbut ensemble ferm6 non ddnombrable se compose d'un ensemble parfait 
et d'un ensemble ddnombrable. 

I. Toutefois je me placerai d'abord h u n  point de vue plus g6ndral, 
en considdrant un ensemble non d~nombrable quelconque, (P), term6 ou non; 
je suppose cet ensemble situd dans un espace h u n  nombre fini n de di- 
mensions, ou plutbt, pour simplifier, duns une r6gion limitde T de cet 
espace, hypothbse qui no restxeinr e n r i e n  la gSndralif~, puisqu'on peut 
toujours la r6aliser par une projection convenable de l'espace. 

Voici maintenunt une nouvelle notion que j'introduirai et qui va jouer 
un rble fondamenfal'dans la ddmonstration: 

Je dirai qu'un point donnd C de la r6gion T constitue un point de 
condensation de l'ensemble (P), si une sphere construite de ee point comme 
centre, quelque petit qu'on en choisisse le rayon, renferme toujours une 
infinit6 non d6nombrable de points P.  

Cela pos6, je d6montre successivement les propositions suivantes: 

(a) La rdgion T compr(~nd au moins un point de condensation C de 
l' ensemble ( P). 

La ddmonstl'ation est analogue h celle par laquelle on prouve qu'il 
y a dans T au moins un point limite de (P). On peut supposer tout 
d'abord que la r6gion T affecte la forme d'un cube dent les argtes sent 
parall~les aux axes des coordonndes. Divisons T par exemple en 2" cubes 
6gaux par des plans parall~les aux plans des coordonndes. L'tm au moins 
de ees cubes comprendra n6cessairement, h l'int6rieur ou ~ la surface, 
une parole non ddnombrable de l'ensemble (P); car si ehacun d'eux n'en 
comprenait qu'une par~ie ddnombrable, la somme de tous ces ensembles 
partiels serait dgalement ddnombrable or, par suite, il en serait de mgme 
de (P). En choisissant done, suivant une convention ddtermin6e, Fun des 
cubes qui renferment une infinitd non ddnombrable de points P ,  puis en 
divisant celui-ci en 2" cubes plus petits, et en continuant de la sorte, on 
arrivera bien h prouver l'existenee d'un point C jouissant de la .propridtd 
distinctive des poin~ de condensation. 
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(b) L'ensemble C des ~oints de condensation de (P) est un ensemble 
feting 

Soit en effet C' un point limite de l'ensemble (C). Toute sphere 
d6erite de C' comme centre, quelque petite qu'elle soit, comprendra n~- 
cessairement des points C clans son intdrieur et renfermera par suite, 
d'apr~s la d6finition mgme des points C, une pattie non d6nombrable de 
l'ensemble (P). Le point C' est done lui-m~me un point de condensation 
de (P) et figure, par consdquent, dans l'ensemble (C), C. Q. F. D. 

En ddsignant maintenant par (B) l'ensemble des points P qui ne 
figurent pas dans l'ensemble (C), je d6montrerai cette nouvelle proposition: 

(c) L'ensemble (R) est ddnombrable. 

A cet effet, je n'ai qu'~ r6pdter une dgmonstration donnde par M. 
PHnAG~N, ~ en y changeant seulement la terminologie. 

Puisque (C) est un ensemble term6, les distances d'un point donn6 
quelconque de l'ensemble (R) aux diff6rents points C admettront un mi- 
nimum d~termin6 3 distinct de z6ro. Fixons une suite de hombres positifs 
d@croissant vers zero: 

> o ~  > . . . > o ~ > . . .  l i r a  = o), 
v--cq 

et divisons (R) en des ensembles partiels: (R1) , ( R ~ ) , . . . ,  (R~), . . . . . .  , 
(R~) d6signant l'ensemble des points de (R) qui vdrifient la condition 

Je dis d'abord que chacun de ces ensembles partiels est ddnombrable. 
En effeL si (R~) par exemple dtait un ensemble non d6nombrable, il en 
existerait au moins un point de condensation dans la r6gion T, d'apr~s la 
premiere proposition ddmontrde ci-dessus. Ce point serait aussi point de 
condensation pour 1'ensemble (P), dont (R~) fair partie, et figurerait par 
suite dans 1'ensemble (C). Mais cela est impossible, ear le point en 
question, dtant  point limite de l'ensemble (R~), aura ndcessairement une 
distance ~o~ ~ l'un quelconque des points C. Done (RJ est bien un 

1 A c t a  m a t h e m a t i c a ,  t. 5. 
Acta mathematica. 29. Impr im~ le 2 fdvr ier  1905. 24 
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ensemble d6nombrable, et comme nous n'avons qu'une infinit6 d6nombrable 

de tds ensembles, leur somme, e'est ~ dire (R), sera 6galement d6nom- 
brable, C. Q. F. D. 

(d) L'ensemble (C) est parfait. 

Puisque j 'ai d6jh dgmontr6 que eet ensemble est fermd, il ne me 
reste plus qu'h faire voir qu'il ne saurait renfermer de points isol6s. Ad- 
mettons donc un instant que C~ soit un point isol6 de (C) et, de ce 
point comme centre, d~crivons une sphere S luissant ~ l'extdrieur tous les 
autres points C. La partie (/))s de l'ensemble (P) qui est intdrieure h 
eette sphere doit ~tre un ensemble non dgnombrable, puisque C~ en est un 
point de condensation. Mats, d'autre part; tous les points P compris duns 
S, except6 le seul point C~ duns le cas oh eelui-ci figure duns l'ensemble 
(/)), font partie de l'ensemble (R), et comme celui-ci est ddnombrable, 
d'apr~s la proposition (c), il en dolt done gtre de mgme de (P)s. Cette 
contradiction prouve l'exactitude de la proposition 6noncde. 

En somme, j'ai donc ddmontrd ce thgor~me: 

I~,tant donnd un ensemble non ddnombrable quelconque (P) situd duns un 
espace dt un nombre tint de dimensions, les points de cet espace qui constituent 
des points de condensation de l'ensemble ( P) ferment un ensemble parfait  ( C), 
et les points de (1)) qui ne figurent pas duns (C) ferment un ensemble dd- 
nombrable ( R). 

2. On voit qu'il y a des points P,  et m6me une infinitd non dd- 
nombrable de ces points, qui figurent duns !'ensemble (C), et on peut 
ajouter qu'une sphere urbitmirement petite ddcrite d'un point quelconque C 
comme centre renfermera toujours une infinit6 non d6nombrable de points 
P faisant partie de l'ensemble (C). On pent en tirer, en particulier, cette 
consdquenee: 

Tout ensemble infini de ~ooints, situd duns un espace ~t un hombre tint 
de dimensions et tel, qu'autour de chacun de ses points on puisse construire 
une sphdre qui n'en renferme qu'une partie ddnombrable, est lui-m~me un en- 
semble ddnombrable. 

Je feral remarquer qu'en s'appuyant sur cette proposition qui, au 
premier abord, semble presque intuitive, on peut ddmontrer en quelques 
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mots le thdorbme d u n  ~ I. I1 serait done intdressant de trouver une 
d6monstration directe et simple de la proposition en question. 

3- En revenant maintenant aux consid6rations ddvelopp~es au n ~ I, 
j ' introduirai cette nouvelle hypoth~se que 1'ensemble (P) est fermd, c'est 

dire qu'il comprend tous ses points limites. Tout point de condensation 
6tant en m~me temps point limite, on voit que l'ensemble (C) est dans 
ce cas compris tout entier clans l'ensemble donn6 (P), de sorte qu'on aura 

(P) = (R) + (c). 

C'est lh prgcis6ment le thdor~mc de MM. BENDIXSON et CANTOR que je 
voulais ddmontrer. 

Helsingfors, juillet 1903. 

I I .  

Une remarque de M. BOREL, ~ qui j'avais communiqud le contenu de 
ma derni~re lettre, m'ayant conduit ~ gtudier de nouveau la proposition 
que j 'y ai gtablie au n ~ 2, je me suis aper~u qu'on peut la rat~acher 

un thdor~me gdndral tr~s ~l~mentaire, qui constitue d'ailleurs l 'extension 
directe d 'un th6or~me de M. BOREL. Par cette voie, on arrive ~ une nou- 
vellc ddmonstration du thdor~me fondamental de M1V[. CANTOR et BE~ ,- 
DIXSON qui me semble remarquable par son caract~re direct et intuitif, 
et que je me permettrai de vous prdsenter ici. 

I. Je  commence par dfimontrer le lemme suivant, qui est d'ailleurs, 
gdomdtriquement, presque dvident. 

~,tant donnd, dans un espace it un hombre fini de dimensions, un en- 

semble bornd quelconque de points, (P), si, de chacun de ses points comme 

centre, on construit une sphdre d'un rayon supdrieur ou dgal de une longueur 

donnde r, on pourra toujours choisir un hombre fini de ces sphdres de telle 

sorte que tout point de (P) soit int~rieur de l'une d'elles. 
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Dans l'ensemble (P), je prends au hasard un point /)1, puts .ie 
choisis un point P~ dent la distance h P1 soit > r ,  puts un point P3 
dent la distance ~ ehacun des points P1 et P~ soit >_>r, puts un point 
P4 dent la distance ~ chacun des points P~, P~, P~ soit > r ,  et ainsi de 
suite, jusqu'~ ee qu'on ne trouve plus de point satisfaisant aux conditions" 
requises. 

I1 est en effet @ident que le proedd6 que je viens de ddcrire ne 
saurait fournir qu'un nombre tint de points 

(1) P , ,  P , ,  . . . .  

Pour le faire nettement voir, il suffit de eonstruire 4e chacun de ces 

points comme centre une sphere de rayon r et, d'autre part, une surface 
2 

fermde T enveloppant tout l'ensemble (P) et ayant ~ Fun queleonque de 

ses points une distance sup6rieure ~ _r. Les spheres seront extdrieures 
2 

l'une '~ l'autre, mats int6rieures ~ la surface T, de sorte que la somme de 
leurs volumes sera inf6rieure au volume V limit6 par cette surface. Donc 

le nombre n des points (I) sera certainement infdrieur ~ V -- on d6signant 
y 

r 
par v le volume d'une sphere de rayon 2" 

Tout point P ayant, d'apr~,s ce qui prdc~de, une distance infgrieure 
h r de l 'un au moins des points (I), on volt d~s lors que les n spheres 
S correspondant h ces m~mos points jouissent bien de cette propridt6, que 
tout point P e s t  intdrieur h l'une d'elles. 

2. J'arrive au th6or~me g6n6ral annonc6 au d6but de ma lettre. 

Th~or~me. ~tant  donnd un ensemble quelconque de points, (_P), situd 

dans un espace ~t un hombre tint de dimensions, si ~ chaque point _P on fair 
correspondre une sphere S ayant ce point comme centre, on pourra choisir 
une infinitd ddnombrable de ces spheres de telle sorte, que tout point de l'en- 
semble donnd soit intdrieur ~t l'une d'elles. 

Comme on peut dgcomposer un ensemble quelconque en une infinitd 
ddnombrable d'ensembles born6s, il suffit dvidemment de ddmontrer le 
thdor~me dans le eas off l'ensemble (P) est born& 
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Fixons une suite ind6finie de nombres positifs d6eroissant vers z~ro" 

r~ > r 2 > . . .  > r~_~ > r,~> . . .  (limr~ = o), 

divisons les sph6res S e n  ensembles partiels 

(S) , ,  (S)~, . . . ,  (S)~, . . . ,  

suivant que leurs rayons vdrifient los indgalitds" 

r >~ rl, resp. r l > r > r  2 , . . . , r ,_l  > r > r,  . . . ,  

et ddsignons par 
( P ) , , ( P ) , , . . . , ( P ) , , . . .  

les parties de 1'ensemble (P) formges par les eentres des sphbres S com- 
prises resp. dans les ensembles precedents. 

D'apr~s le lemme d6montr6 ci-dessus, on pourra choisir un nombre 
tint de sphSres de 1'ensemble (S), de telle sorte que tout point de l'en- 
semble (P)I soit int6rieur ~ l 'une d'elles; de mgme un nombre tint de 
spheres de 1'ensemble (S)2 de telle sorte que tout point de l 'ensemble (P)2 
soit intdrieur h rune d'elles, et ainsi de suite. En somme, on aura doric 
une infi~td ddnombrable de spheres S telles que tout point de 1'ensemble 
donnd soit int6rieur '~ l 'une d'elles au moths, C. Q. F. D. 

St, en particulier, on suppose 1'ensemble (P)  born6 et fermd, on peut 
d6montrer qu'il existe un nombre t int  de spheres S r6pondant aux conditions 
voulues. C'est 1~ le thdor~me de M. BOREL ~ dont j 'ai parld au dgbut de 
cette lettre, et sur lequel il avait bien voulu appeler mort attention. 

Du th~or~me que je viens de ddmontrer dgeoule immddiatement la 
proposition suivante, &ablie au n ~ 2 de ma derni~re lettre: 

l~,tant donnd un ensemble de points, (P),  situd darts un espace tt un 

hombre t int  de dimensions, st, autour de chacun de ses points, on peut con- 

struire une sphdre qui ne renferme qu'un hombre d6nombrable de points P ,  

on peut affirmer que (P)  est un ensemble ddnombrable. 

En effet, d'apr~s le th6or~me pr6c6dent on pout, parmi les spheres 
envisagdes, en ehoisir une infinit6 ddnombrable de telle sorte que tout point 

1 C o m p t e s  r e n d u s ,  4 mat I9o 3. La condition que l'ensemble (P )  soit ferm6 
n 'y figure pas express6ment, 6videmment par inadvertance, puisque cetto condition joue 
un r51e essentiel dans la d6monstration qu'avait donn6e M. BOREL p. 4 2 - - 4 3  de ses 
Lemons sur la thdorie des fonctions, et ~ laquelle il renvoie dans la note eit6e. 



190 Ernst Lindel(if. 

P soit intdrieur h l'une d'elres, et comme chacune de ees spheres, par hy- 
poth~se, ne renferme qu'un nombre d6nombrable de points P, il s'ensuit 
bien que 1'ensemble (P) est lui-mgme d6nombrable. 

3. Apr~s ces prdliminaires, voici maintenant avec quelle facilitd on 
dtablit le thdor~me fondamental de MM. CA~TOR e~ BENDIXSO~: 

Tout ensemble fermd non-d@ombrable (P), situd darts un espace ~t un 
hombre fini de dimensions, se compose d'un ensemble parfait et d'un ensemble 
ddnombrable. 

l~erivons ( P ) = ( R ) +  (C), l'ensemble (R) comprenant tout point P 
tel qu'on puisse l'entourer d'une sphere qui ne renferme qu'une partie 
d6nombrable de (P), et 1'ensemble (C) tousles  autres points P. 

De la dernigre proposition d6mon~rde ci-dessus, il rgsulte immediate- 
merit que l'ensemble (R) est ddnombrable et que, par suite, l'onsemble (C) 
existe effectivement e t  comprend une infinitd non dgnombrable de points. 

D'apr~s la ddfinition m~me de ce dernier ensemble, tout point C jouit 
de cette propri6t6 qu'une sphere arbitrairement petite ayant ce point comme 
centre renferme une infinit6 non d~nombrable de points P.  Or, 1'ensemble 
(R) 6rant d6nombrable, la sphere considgrde renfermera n~cessairement aussi 
des points C, et mgme une infinit6 non ddnombrable de ces points; d'ofi 
cette cons6quence que l'ensemble (C) ne comprend pas de points isolds. 

D'ailleurs tout point limite C' de rensemble (6') fait  lui-mOme partie de 
cet ensemble. En effet, le point C' est d'abord compris darts l'ensemble 
(P), puisque celui-ci est ferm6. D'autre part, si de C' comme centre on 
construit une sphere aussi petite qu'on voudra, celle-ci renfermera ~ Fin- 
tdrieur des points C et, par suite, une infinit6 non d6nombrable de points 
P. Donc C' figure bien dansl'ensemble (C), ce que nous voulions d6montrer, 

Par consdquent, (C) est un ensemble parfait, et la d~monstration se 
rouve ainsi achevde. 

Kelsingfors, aofit 1903. 


