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UBER DIE NULLSTELLEN DER FUNKTIONEN E~(x) 

VON 

A. WIMAN 
in  U P S A L A .  

F fir n~here Angaben fiber Lage und Dichtigkeit der l~ullstellen einer 
in der Gestalt einer Potenzreihe gegebenen ganzen Funktion sind zwar im 
Allgemeinen hSchst komplizierte Betrachtungen erforderlich. Doch lassen 
sich derartige Fragen ffir die ganzen Funktionen 

ao 

E . ( x )  = ,) 

in ganz einfacher Weise erledigen. Diesen Umstand verdankt man den 
f fir die Untersuchungen fiusserst bequemen Darstellungen dieser Funktionen, 
welche yon Herrn MITTAG-LEFFLEIr gegeben sind. 

Die fundamentale Identit~t ist hierbei die folgende 

2 r t i a  eo - -  x 

Die Integration wird fiber einen Kurvenzug ausgefiihrt, dessen Anfangs- 
punkf und Endpunkt unendlich entfernt liegen, und zwar, falls a eine 
positive reelle Gr6sse bezeichnet, bez. in den Riehtungen ~-----~ art; tiber- 
dies sell die Stelle x bei der Integration auf der linken Seite gelassen 
werden. H~lt man letztere Bedingung nicht aufrecht, so sind nur die 
n6tigen Residuen hinzuzuffigen. Als Integrationskurve kann man also auch 
die beiden Geraden ~ ~---~arc in ihrer ganzen L~inge nehmen; nur ist 

Acta math6matiaa. 29. Imprimd le 9 fdvrier 1905. 28 
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eine kleine Ausbiegung vorzunehmen, falls die Stelle x eben auf einer yon 

diesen Geraden liegen sollte. Naeh einer solehen Wahl  bekommt man 
fiir x = r e  *i 

t 
�9 t ~+2xrr i [ ~  - 

- e ra e ~ I e ~'a do )  
(3) E ~ ( x )  = a , + 2r, ia  ~ - - ~  ' J 
we z die positiven und ncgativen ganzen Zahlen (inclusive Null) dureh- 
l~uft, fiir welche die Bedingung 

(4) - -  a,-z" < 9~ + 2zr, < r 

erfiillt ist. 1 

Das in (3) auftretende Integral  lgsst eine Entwickelung in e ine  halb- 
konvergente Reihe zu. Schreiben wir n~imlich 

, o - - . = - -  

so ergiebt sich 

1 

- - -  e'~ ~ P(- -a~  + i) + 2a-/a,," ~ - .  
/ 2  x 1 " 

Ohne grosse Schwierigkeit finder man, dass bei geeigneter Wahl  yon n das 
1 

Restglied~ih6chstens v o n d e r  Gr6ssenordnung e -I*P wird. 

Der zwischen den Geraden ~ ~ ~ a r r  enthaltene Teil von der eo- 
Ebene ist hier als eine durch die Relation 

(6) t~ ~__~ a~ 

vermittelte Abbildung der t-Ebene aufzufassen, so dass den beiden Ufern 
der negativen reellen Halbaxe der letzteren Ebene die Geraden ~ - - - -~  a~ 
entsprechen. 

1 e. f. G. r ]~IITTAG-LEFFLER. Sur la repr&entation analytique d'une branche uniforme 
d'une fonction monogkne. Cinqui~me note, w 3. Ce tome pag. I32--I47. 
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In  ~hnlicher Weise gestaltet sich die Sache, falls a eine komplexe 
Zahl /~ + i~- bedeutet; ~ es muss f l >  o sein, damit E~(x) eine ganze :Funk- 
tion bezeichne. Doch tritt hier der Unterschied ein, dass fi~r t = pe ~ die 
Geraden r = q und die Kreise p = p~ durch (6) in logaritmische Spiralen 
transformiert werden. Schreiben wir n~mlich to = Re ~r so erhalten wir 
aus (6) die beiden Relationen 

(7) f l l o g p ~ v r = l o g R ;  ~-logp + fir = r  

Den Strahlen r = r ~  entsprechen demnach die Spiralen 

r /~' r' ~ + r____~' (8) r  + ~  B r~=r B r~, 

wenn r = r die der positiven Italbaxe zugeordnete Spirale bezeichnet. 
Setzt man jetzt 

(9) r = r + r 

so werden die den Strahlen der t-Ebene entsprechenden Spiralen durch die 
Gleichungen 

fl' + r ~ 

definiert, und die t-Ebene wird auf den durch die Spiralen 

---F-" 

begrenzten Teil der eo-Ebene abgebildet. 
Andererseits entspricht einem Kreise 

(I I) abgegrenz~e Teil der Spirale 

p = p~ der durch die Spiralen 

(~2) logn-  ~r  ~ logpl- fl~+r.~+fllogp,. 

Man bekommt also fi~r je zwei Stellen auf den Spiralen (i I), welche dem- 
selben Punkte auf der negativen Halbaxe der t-Ebene entsprechen, ver- 

schiedene /~-Werte, n~mlich bez. 

(~s) n = e~'p~. 

1 C. f. G. ]V[ITTAG-LEFFLER. Sopra la funzione E,(x). g. Accad. dei Lincei, 
Atti. Ser. 5. Vol. 13, 3 Gennaio 19o4, pag. 3--5- 
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Ffir 

finder man 

A. W i m a n .  

x -~ re~r r ---- ~log r + 9~ 

t t (9+2x~)i 
e. a ~--- erP e a (x=0, +1, + 2,...) 

Der Funktion E~(x) kSnnen wir jetzt die folgende Darstellung geben 

! 

t (9+~x~r)i f - 

a ~ ~ 1 ( - -  a~ + I )  + 27ria~" ~, - -  

wo die Summation fiber die den Ungleiehungen 

(4') p p 

geafigenden ganzen Zahlen erstreckt wird, und ffir die Integration die 
Spiralen (II)  dieselbe Rolle spielen wie in dem frfiher betrachteten speci- 
ellen Falle die Geraden ~-~  :g at,. 

2. 

Sei zun~ehst a eine reelle GrSsse > 2. Es ist dana ersiehtlieh, dass, 
falls man vom Anfangspunkte in einer bestimmten anderen Riehtung als 

= z fortschreitet, in der Entwicklung (5) das Glied 

I 
- e  
a 

dem absoluten Betrage nach gr6sser als die Summe der absoluten Betr~ge 
der fibrigen Glieder wird, wenn Ix I einen gewissen Wert fibersteigt; in 
einer solchen Richtung k6nnen also Nullstellen h6ehstens ffir begrenzte 
Werte yon [x] liegea. Daraus folgt zwar noeh nicht, dass die Nullstellen 
eben auf der negativen Halbaxe liegen sollen. Doeh kann man fiir grosse 
Werte der Moduln einen Beweis hierfiir in sehr einfacher Weise erbringen. 
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F fir ~ ---- ~r besitzt die Entwicklung (5) zwei Hauptglieder. Betraehten 
wir deren Summe 

(I 4 )  a ke -+- e " "  = a c o s  r ~ s i n  a ' 

so finden wir, dass diese Glieder einander verst~irken ffir 

1 

( 1 5 )  r ~ sin -~ ---- kz, 

aber einander aufheben ffir 

(I 6) / s in  -" - I 

( k  = 1 ,  2 ,  . . . )  

Die Saehe gestaltet sieh doeh ffir die dureh (I5) bestimmten r .Werte in- 
sofern versehieden, als der Ausdruck (I4) positiv oder negativ ist, je nach- 
dem k eine gerade oder ungerade ganze Zahl darstellt. Dies trifft auch 
fiir die Funkt ion E~(x) zu, da ja ffir die fragliehen r-Werte-das betreffende 
Glied yon hSherer GrSssenordnung als der Rest ist. Zwischen je zwei 
derartigen r-Werten muss demnach E.(x)  (jedenfalls fiir genfigend grosse 
Zahlen k) eine Nullstelle besitzen, und zwar in der iN,he der zwisehen- 
liegende Stelle (I6). Far die Anzahl de;" negativen Wurzeln, deren Moduln 
< r sind, haben wit mithin den Ausdruck 

r a Sin - 

(I7) a 

erhalte~. 
Dass die Funktion E~(x) h6ehstens eine begrenzte Anzahl von ima- 

giniiren Nullstellen besitzen kann, folg~ jetzt daraus, dass (I 7) die genaue 
Anzahl der Nullstellen angiebt, wenn r dureh eine Identitdt (x5) bestimmt 
wird, und k genfigend gross ist. Um dies zu beweisen, bereehnen wir 
das Integral 

(,s)  fe ogEo(x), 
wenn die Integration in der positiven Richtung fiber den Kreis [x[ = r 
erstreckt wird. Naeh der Zerlegung yon E~(x) in zwei Faktoren: 

(I9) E=(x) == e"=" ~ (I q-u) (--~r < ~_< ~r) 
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bekommen wit 

(:o) I I r~ e~ I fdlog(I + u). f dlog E (x) ---- + 

Es ist aber bei Bezugnahme auf die Identifier (I5) 

1 

i ~ vi r z sin 
---. r~e ~ ~ - - - - - - - k .  
2 ~  ,'r 

Anderseits hat man 

(22)  fdlog(1 + u)=o 

Um die Richtigkeit  yon (22) einzusehen, bemerken wir zun~ichs~, dass auf 

e ~t Grund der speeiellen Wahl  yon r der Ausdruck e ~a (und folglich auch 
u) fiir r  und F ~---~r einen und denselben Wef t  besitzt. KSnnen 

wit jetzt noch naehweisen, dass bei dem ganzen Umlaufe von ~ = -  
bis F ~ ~ I ~ u ein positives Glied enth:dlt, welches grSsser ist als der 

absolute Betrag des Restes, so folgt hieraus, dass man mit  dem urspriing- 

lichen Argumente ftir I ~ - u  zuriickkommt. Es ist abet eben dies, was 

in (22) ausgesprochen wird. 
Den fragliehen Nachweis kSnnen wit in der folgenden Weise erbringen. 

Ausser in der N~he der nega~iven Halbaxe ist offenbar schon I >  l u[.  
Fiir F = = -  7~ zr d oder F----7: ,--3 braucht dies zwar nicht der Fall zu 

sein, falls d geniigend klein ist. I n  diesem Falle ist abet das in u ent- 

haltene t tauptgl ied eine positive GrSsse. Betrachten wir z. B. den Fall 
= - - ~ r  q -3 ,  so finden wit als einziges Glied in u, dessen Betrag mit  

I vergleichbar sein kann, 
! 

- - 2 r  s i n  a s in  - - / c o s  

= e cos 2 k,'r eos 7z + ~ 2 k~r cos �9 

Schreiben wir 
3 

2k~cos-  ~ 2k,'r--v, 
a 
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so ergiebt sich zun~chst 

2 k ~ s i n .  ~ 2 ~/k-~, ~ I  - -  ~-~, f) 

und es nimmt jetzt der Ausdruck (23) die Gestalt 

(24) e- ~ ( c o s  v - -  i sin v) 

an. Der zugehSrige absolute Betrag nimmt also mit wachsendem v sehr 
rasch ab, und bei niedrigeren Werten yon v ist, wie wir behauptet haben, 
das in (24) und also aueh in u enthaltene Hauptglied eine positive GrSsse. 
In ~ihnlicher Weise erledigt man den Fall ~-----~r--3. 

Da es nicht ohne weiteres ersiehtlich ist, dass die obigen Auseinander- 
se~zungen fiir niedrigere Werte yon k anwendbar sind, so ist die UnmSg- 
lichkeit einer endlichen Anzahl yon imagin~ren Nullstellen noch nieht er- 
wiesen. In dem speciellen Falle a -  2 hat man 

und die ~ullstellen 

(1 1) 
i 

W~(x) = ~ e;; + e -x~ , 

sind alle negativ. Man kann aueh fiir a > 2 allgemein naehweisen, dass die 
Funktion E~(x) auf der negativen Halbaxe eben so oft Zeichen wechseln 
muss, wie erforderlieh ist, damit s~mmtliche Wurzeln reell sein sollen. 
Es liisst sieh in der Tat mit Benutzung der Entwicklung (5)wirklich dar- 
legen, dass E~(x) fiir jede durch (I5) bestimmte Stelle eine positive oder 
negative GrSsse bedeutet, je nachdem k eine gerade oder ungerade ganze 
Zahl darstellt. 1 Fiir a ~  2 besitzt demnach die Funktion E~(x) keine ima- 
gin~ren Nullstellen. 

1 Die  E n t w i e k l u n g  beg inn t  n/ imlich s te ts  mi t  (e inem oder  mehreren)  Gl iedern  

1 

- e COS ill - , r a ~ - - -  X =  O ,  I , , �9 , 

~ : sin 

we lehe  dasselbe  Zeichen  wie  ( - -  I) ~ besi tzen,  und deren  absolu ter  B e t r a g  gr i isser  als die 

Summe der  absotuten Bet r / ige  der  res t ie renden  Gl ieder  ist .  
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{}3. 
E s  sei  zwei tens  o < ~ < 2. Die bestimmeuden 

wicklung (5) sind jetz$ ~ 

I era e a ( O~Tt a~r~ 

und 

P ( - -  a + I) 

Glieder in der Ent- 

[st Ix[ geniigend gross, so muss also tier absolute Betrag yon 

I [ L !~__ i r _ i e _ g i  ~ 
(25) ~ ~e '~ ~ + ~ /  

grSsser als die Summe der absoluten Betriige der fibrigen Glieder sein, es 
sei denn, dass die Moduln der beiden in (25)e ingehenden  Glieder an- 

n~hernd gleieh gross sin& Es ist in der Tat 

11(--  2a -}- I )  

das bestimmende Glied unter den Restgliedern, so dass der absolute Betrag 
des Restes yon der GrSssenordnung 

T--2  

ist. Von hOherer Gr6ssenordnung kann also bei einer Nullstelle die Differenz 

1 

r a cos ~ _ ~.--I  
(26) e 

I r ( -  ~)l 

Ffir a---- ! verschwinden die Glieder der halbkonvergenten Reihe 

identisch, und die Funktion El(z ) reduziert sich auf das einzige Glied e ~. Auf diesen 
Fall haben demnach die Auseinandersetzungen des Textes keine Anwendung. 
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der absoluten Betr{ige der beiden Hauptglieder nieh~ sein. Die Relation 

1 

ra cos ~- ~,--1 
a 

(27) e Ir(_ ~)l(i +ur-')i 

besfimmt mithin bei den Nullstellen eine zwar ver{inderliche aber endliche 
GrSsse u. Aus (:7) erhalten wir durch Logaritmierung 

1 

(281 - - r  ~ cos ~-= logr + log I F( - -  ~)[ + u,r-', 
a 

we U 1 eine andere endlieh bleibende Gr6sse bedeutet. 
Aus (28) ersieht man, class bei waehsendem r die Argumente tier 

l~ullst611en auf der oberen bez. unteren tIalbebene immer weniger yon 

a bez. a lr - - ~ r  abweiehen diirfen. Da sieh alles symmetrisch in Bezug auf 

die reelle Axe verh~lt, so brauchen wir offenbar nur die Verh~ltnisse auf 
der oberen Halbebene besonders zu untersuchen. Sehreiben wir 

a 

(29) r  

so geht (28) in 

(30) r)  sin-3------ logr  § log[ r ( - -~ ) [  + ulr- '  
g 

fiber. Mit 
Kurve 

(3*) r ~ sin-~ = logr  + log I r ( - -  ~)l; 
a 

man finder ja (yon niedrigeren Gliedern abgesehen) als Abstand 
1 

Aus (3 I) erh{ilt man ann~iherungsweise 
1 

(3:) e =  ~ [ ogr + l o g l r ( -  
a 

Sueh~ man jetzt den Abstand einer Nullst~elle yon der Geraden f----=? ~r, 

so finder man hierffir in erster Anniiherung 

1 1 

(33) ~ e =  ~ -~ 0ogr + !og[ r ( - -  ~)l). 
Av'ta mathemaJ/va. 29. Impr iml l  le  12 f6vr ie r  1905. 29 

wachsendem r n~hern sich also die NullsteUen unbegrenzt der 
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Dieser Ausdruek gestattet unmittelbar Folgendes zu ersehliessen: 

Hat man a < i, so nahern sich die Nullstellen au f  der oberen Halb- 

ebene mit wachsendem r unbegrenzt der Geraden ~ = ~ ~r. Ist  dageyen a > I, 

so wachst der Abstand der Nullstellen yon der in Rede stehenden Geraden 

mit r iiber jede Grenze. In beiden Fallen ist aber nach (32) 3 eine mit 

wachsendem r gegen Null abnehmende_positive Gr6sse. 

Aueh bei der folgenden Diskussion gestaltet sieh die Saehe etwas 
verschieden, je nachdem o < a < I oder I < a < 2. 

a) o < r  I. 

Da hier F ( - - a )  eine negative Gr6sse bedeutet, so fiihrt die bei einer 
:Nullstelle anniiherungsweise geltende Bedingung, dass die Argumente der 
beiden in (25) enthaltenen Glieder als Differenz ein ungerade Vielfaches 
der GrSsse ~ haben sollen, auf eine Relation 

1 

(34) r z s i n ~  = - - ~  + 2k~ 
~Z 

oder naeh Benutzung der Substitution (29) 

L 3 a 
(35) # cos . . . .  ~ r - - 3 +  2kz'. 

~Z 2 

Beachtet man nun den in (32) gegebenen l~herungswer t  fiir 3, so liisst 

3 -~- 
sieh erschliessen, dass c o s - -  I yon der GrSssenordnung x ~(logr) 2 sein a 

muss. t t iernach liisst sich (35) dureh eine relation von der Gestalt 

(36) r ~ = + 2k~r + r -'~ (logr) '  
2 

ersetzen. Sollte nun hier zu jedem ganzzahligen Wel~ yon k eine Nullstelle 
sowohl auf der oberen als unteren ttalbebene geh6ren, so-wiire die Anzahl 
der ~ullstellen, deren Moduln < r sind, sehr genau dureh den Ausdruek 

1 

angegeben. 
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In wie weir diese Vermutung best~itigt wird, wollen wir jetzt unter- 
suchen, indem wir aueh hier das Integral 

(18)  fdlog  ( ) 

bereehnen. Dabei ist es vorteilhaft den Integrationskreis Ix I = r so zu 
wShlen, dass der Kurve (3 I), und folglich aueh der symmetrischen Kurve 
auf der unteren Kalbebene, in einem solchen Punkte begegne~ wird, dass 
die Argumente der beiden in (25) enthaltenen Glieder sich um ein Viel- 
faches der GrSsse 2zr unterscheiden. Es soll demnaeh ffir den Schnittpunkt 
mit der Kurve (31) eine Relation 

1- 3 a 
(3 7) r ~ cos . . . .  

a 2 

gelten, wobei die positive ganze Zahl k geniigend gross gew~hlt werden 
muss, damit die folgenden Auseinandersetzungen einwandfrei seien. 

Jetzt zerlegen wir E~(x) in zwei Faktoren, so dass das jedesmalige 
Hauptglied in der Entwieklung (5) den einen Faktor liefert: 

- e  ( i + . / .  (38) E , (x )  = I  

(39) Ea(X)--ai~(__a) ( I 21-u) 
(: o ) 

~ -~- ~ < ~  < 2 ~ - - ~ r - - ~  . 

Ffir die Argumente + ~" + ~ sind die GrSssen e "a e a und F(--a-------~ auf 

Grund der spociellen Wahl yon r einander gleich; dasselbe gilt mithin 
auch von den beiden in (38) und (39)auftretenden u-Werten. Es ist 
also I + u l~ngs der Integrationskurve eine kontinuierliche Gr5sse. Da 
sich welter in derselben Weise wie die entsprechende Tatsache im vorigen 
Abschnitte nachweisen l~sst, dass diese GrSsse stets ein positives Itauptglied 
enth~ilt, so hat~ man auch hier 
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l~immt man jetzt auf (37), (38), (39) und (22) Bezug, so ergiebt sieh sofort 

(40) I fdlogEo(x) - -  i e .  , 
2-~ 2.i # + 2.~--~ 

_ a - l r _ ~  2 
L 

r a c o s -  

2 

a a 3 a 3 a 3 
I + 2 + - - -  -~- 2 k - ~  I - -  I -}-?.~-~-- 2k. 

7C 2 7C 7t 

Man hat aber 

t 0 
f .a  COS - 

,+?+-= 
7r 7~ 7~ 

[j1 ] 
a ~ 2 --~I+~+ ( l o g r )  . 

Hiernach ergiebt sich 
! 

(41) r ~ a 
~r 2 

als Ausdruck fiir die Anzahl der Nullstellen, deren Moduln < r sind. Man 
hat sogar bier, jedenfalls fiir geni~gend grosse r-Werte, die genaue Anzahl 
der 2Vullstellen, falls r so gewahlt wird, dass (4 I) eine gerade Zahl bedeutet. 

lo) i < a < 2 .  

Die Modifikationen, welehe bier die vorangehenden Entwieklungen 
erleiden miissen, well jetzt F ( - - a )  eine positive Gr6sse bezeiehnet, bestehen 
eigentlieh nut darin, dass die gerade Zahl 2k dureh die ungerade ZaM 
2k + I ersetzt werden soll und umgekehrt. 

Fi~'r die Anzahl der Nullstellen, deren Moduln < r sind, hat man also 
auch in diesem Falle den Ausdruck (4 I). Es besteht abet der Unterschied, 
class man jetzt die genaue Anzahl der Nullstellen bekommt, wenn (41) eine 
ungerade Zahl bedeutet. 

Die hieraus zu ziehende Folgerung, dass die Funktion Ea(x) in diesem 
Falle eine ungerade Anzahl negativer Nullstellen (und also mindestens eine) 
besitzt, wird dadureh bes~tigt, dass fiir limx = - - o o  das Hauptglied 
I ~g--1 

und mithin auch Ea(x) eine negative GrSsse ist. Hieraus folgt a t ( - -  a) 
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ja, da E~(x) fiir positive x-Werte positiv ist, dass die Funktion auf der 
negativen Halbaxe eine ungerade Anzahl von Zeichenwechseln erleiden muss. 

Man hat den Fall a = I in solcher Weise als Grenzfall aufzufassen, 
i 

dass fiir a = I - - ~  oder a = i ~  die Nullstellen, zu denen die niedrigsten 

Moduln gehSren, sieh mit  abnehmendem 3 immer mehr yon dem Anfangs- 
punkte enffernen. Die Bedeutung des Ausdruekes (4 I) fi~r die Anzahl 
der Nullstellen f~ngt dann also erst bei verh~ltnissmRssig grSsseren r- 
Werten an. 

Man iiberzeugt sieh dureh ziemlieh einfache Betraehtungen, class die 
endliche Anzahl negativer Nullstellen, welche E~(x ) f i ir  i < a < 2 besitzt, jede 
gegebene Grenze i~berschreitet, wenn die Differenz 2 -  a ~ 3 geniigend klein 
wind. Betraehtet man n~mlich die Verhiiltnisse auf der negativen Halb- 
axe, so ergiebt sieh leieht, dass fi~r niedrigere r-Werte nieht das Glied 

I T -I 

a f ' ( - -  a ) '  

sondern 

I e a + e , , ,  , j  2 ,.~o~"- 
- ~ - e  a c o s  T a s i n  (I4) a a 

den bestimmenden Einfluss ausiibt. Man hat also Grund anzunehmen, es 
seien den ersten Zeiehen~inderungen yon (I4) Nullstellen der Funktion 
E~(x) zugeordnet. Unter  der Voraussetzung, dass dies zutrifft, so lange 

1 

2 r c o s -  I T - 1  

a F ( -  ~)' 

wiirde man in erster Ann~herung den Ausdruck 

= ' ( 2  - -  , ,)  , o ~  2 - ,, 

fiir die Anzahl der negativen Nullstellen erhalten. 
Ist andererseits a - - I  eine kleine GrSsse, so ersehliesst man dureh 

~hnliche Uberlegungen, class die Funktion E , ( x )  blos eine einzige Null- 
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stelle auf der negativen I-talbaxe besitzt. Sueht man eine Entwicklung 
fiir den zugehSrigen Modul, so ergiebt sieh als Hauptglied 

I 
I n  �9 o~ a - -  x 

Da diese Nullstelle nach aller Wahrscheinlichkeit  die dem Anfangspunkte 
n~chstliegende ist, so ersieht man hieraus, wie die :Nullstellen ins Unend- 
liche r~icken, wenn a sich dem Werte I n~hert. 

w  

Is t  zuletzt a eine imagindire Zahl -----fl+ iT, so gestalten sieh die 
Saehen in ganz a'naloger Weise. Der wesentliche Unterschied ri~hrt davon 
her, dass F = eonst, jetzt nicht 15nger eine gerade Linie, sondern eine 
logarithmische Spirale bedeutet. 

Zun~iehst finder man, dass, falls die Umgebung yon einer oder zwei 
~-Spiralen ausgenommen wird, die Entwieklung (5') stets ein einziges Haupt-  
glied enth~lt, dessen absoluter Betrag ffir geniigend grosse r die Summe 
der absoluten BetrSge der tibrigen Glieder iibersteigt. Die _Nullstellen mussen 

also jetzt eine oder zwei Annahmespiralen begleiten. 
Unter den in (5') auftretenden Gliedern betraehten wir zuerst die- 

jenigen yon der Gestalt 

t yo 

e ~z~ ~ = e ~ cos e~+--/~sinfl, (4:) 

wo mit Riicksicht auf (4') die Ungleichungen 

(4") 

sta~tfinden sollen. Wird nun der absolute Betrag 

- - T t "  

(43) e ~+~~ 
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fiir O = 6/0 ein Maximum, so ergiebt sieh die Identitiit  

F 
(44) tg~9,~-~ /~" 

H i e r a u s  finder man zwei mit (4") vertriigliehen L6sungen. Doeh liefert 

r, ~r liegt. nur diejenige ein Maximum, fiir welehe are tg zwisehen 2 u n d 2  

Fiir das Maximum yon (43) hat man nach dieser Festsetzung 

1 ~ Y-- a r c  tg ~- 

(45) e )  r  

I s t  fiir das Maximum 6/0 = o, so muss r = o, d. h. a eine reelle GrSsse 
sein. Geht man rechts oder links yon dem besonderen Argumente 6 / =  6/0 
aus, so wiichst (43) mit r fiber jede Grenze, so lange 

(46) 2 ~  ?' < O <  2B re, 

und man erkennt, dass far ~ + 2xzr= 6/ es stets ein derartiges Glied in 
der Entwieklung (5') geben muss, falls 

a) 

In  diesem Falle (sowie aueh, wenn das Zeiehen > durch ----- ersetzt wird) 
sind also die Hauptglieder in (5') stets v o n d e r  Gestalt (42). 

Fiir welehe 9-Spiralen bekommt man nun zwei derartige Haupt- 
glieder? Da die Glieder, fiir welehe die Bedingung (46)erfi i l l t  isL immer 
mehr abnehmen, wenn 0, sei es rechts oder links, sieh yon 0 o entfernt, 
so ist es leicht ersichtlieh, dass dieser Fall dann und nur dann eintritt, 

wenn fhr 0 1 > 8  o > 8 1 - - 2  

x YOl t 7(O~--2rr) 
rfl e~2+72cos ~Ot r~' e ~ 2+7~ cos ~(O,--~r) 

(47) e 

Hiernaeh ergiebt sich 

2~F 
2~p--f~ 2~r'f 

f l O  e ~ + r  ~ - -  cos fl~ + r~ ~r/9 er  2 + r ' - -  I 

(48) tg/~ r '  2 ~  = tg/~, + r '  + 2~B 
s i n  s i n  - -  
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Die einzige L6sung hierzu, welche den besprochenen :Nebenbedingungen 

fl~ + r '  geniig~, reduziert sich nur in den beiden Grenzfdllen ? = o und fl - - 2  

au f  81 = 7r. 

Es  ist um diese Spirale 9~ = 0~, dass sieh die Nullstellen htiufen, und 

zwar so, dass ihre Entfernung v o n d e r  Spirale fiir lim r ~ oo unendlich 

klein wird. 

Die Anzahl der Nullstellen, deren Moduln < r sind, l~sst sich auch 
hier durch die Berechnung des Integrals 

bestimmen, indem man E~(x) in zwei Faktoren zerlegt: 

(49) E~(x) ---" ! e ,~ e~,>--4-~ (I q- u) 
~Z 

Wird r so gewghlt, dass ersterer Faktor fiir 9 = O 1 und ~ ~ O ~ -  2~. 
Argumente, welche um ein Vielfaches yon 2~r differieren, besitzt, so lgsst 
sich in derselben Weise wie in den vorigen Abschnitten beweisen, dass 

Man bekommt alsdann 

(so) 

fd log ( ,  + o. 

i f  I 27,-/ dlog E . ( x )  - -  z ~  

rO 5 0  . 

| 

--_ r-2~ e ~ w e ~ 2 + ~ _  : cos  fl, + r - - - - ~  �9 

Dieser verh~iltnissmgssig komplizierte Ausdruck vereinfacht sich in den 
Grenzf~llen, wo 01 --~r  = o. Fiir ~-= o, also a ~ fl, ergiebt sich dem- 
nach der schon in w 2 hergeleitete Ausdruck 

(xT) 

1 

r a s i n -  
a 



0bor die Nullstellen der Funktionon Ea(z). 

Ist dagegen f l~-{-r~= zfl; so liisst sieh (5o) in die Gestalt 

233 

1 

2~r + e -~  

umformen, d. h. man bekommt fiir die Anzahl der Nullstellen den gleichon 
Ausdruek wie im Falle 

b) //' + r '  - - - - ~  < 2. 

Da jetzt zwei Hauptglieder in (5') auftreten, so miissen (ebenso wie 
im vorigen Absehnlt~e) an den NullsteUen die Moduln dieser Glieder an- 
n~hernd gleieh gross sein. Hieraus folgert man leicht, dass die Rolle der 

_ a~r in Bezug au f  die Nullstellen jetzt yon den Spiralen Strahlen ~ = + --~ 

--f l '  + r' ~a = + z ~  7r i~bernommen wird. In Ubereinstimmung hiermit wird der 

Abstand der :Nullstellen yon der zugehSrigen Spirale mit waehsendem r 
B ' + r '  ~' r' versehwindend klein oder nicht, je naehdem fl < I oder fl+ => I. 

Ebenfalls empfiehlt es sieh hier behufs der Berechnung des Integrals 
(tS) die Funkfion E , ( x )  in zwei Faktoren zu zerlegen, indem das jedes- 
malige Hauptglied den einen Faktor angiebt. Also 

~ ( P~+r '  / / ' + r '  o~ ) (38') K ( X ) =  I-erflea(I - -  2fl 7C--~1~r 2 ~  Tr 

(39') E ~ ( x )  = I Ig -1 (fl~ ',-I- ~'1 9 5 2 ~ ' - - f l '  + ~.t ) ,~r(_,~)(~ +u) ,  ~ +  ~<  ~ - G  \ 2fl = 2// 

wenn fiir ~----- 
//' + r s /9' + r '  

2fl r : ~  t~ bez. 2 ~ - -  :r q- $ die Differenz 

(26') I '-~ 
I r ( - -  ~)1 

gleich :Null wird. In einer ttinsicht stellt doch die Sache sich hier we- 
niger bequem, well jetzt nieht r so gew~ihlt werden kann, class u an beiden 

Act~ math~rmat~a. 29. Imprim4 le 10 mars 1905. 30 



234 A. Wiman. 

Grenzs~ellen gleiche Werte in (38') und (39') erh~l~. Ffir die Umgebung 
dieser Grenzs~e|len kann man aber die Diskussion an die Substitution 

anknfipfen, wobei man noch eine solehe Wahl yon r treffen kann, dass 

ffir den Kreis I~I = ~ ~e Ungleiohung I vl <x erffin~ i~. mn a~de~ ~o 
ohne Schwierigkei~, class der Ausdruck (5 1) hier dieselbe Rolle fiir die 

1 

~,a 
AnzaM der Nullstellen spielt wie im vorigen Absclmitte der Ausdruck-- ,  

auf welchen er sieh ja ffir ~* = o reduzier~. 
Die Anwendbarkeit der obigen Metoden l~ss~ sieh insbesondere nach 

zweierlei Richtungen erweitern. 
Ers~ens kann man n~mlich Ea(x) dureh die Differenz yon Ea(x) mit 

einer, konstanten Gr6sse oder einer einfaeh gebau~en ganzen Funktion er- 
setzen. Es ~reten dann nut in den Entwieklungon (5 )und  (5 ' )neue 
Glieder hinzu, und die Rolle der Hauptglieder in den versehiedenen Teilen 
der komplexen Ebene wird in anderer Weise ver~eil~. 

Zweitens erlauben die M:etoden des I-Ierrn MITTAG-LEFFLER andere 
Funktionen in mannigfaltiger Weise (aueh solehe yon unendlieher HShe) 
zu bilden, ffir welehe sieh analoge halbkonvergente Entwieklungen wie (5) 
und (5') ergeben. Es lassen sich dann in ~hnlieher Weise wie bier Unter- 
suehungen fiber die Nullstellen ausffihren. 


