
333 

ESSAIS SUR LE CALCUL DU NOMBRE DES CLASSES DE FORMES 

QUADRATIOUES BINAIRES AUK COEFFICIENTS ENTIERS 

]PAR 

~i. LEI~CH 
FI~IBOURG.  

I n t r o d u c t i o n .  

I. Le prdsent m6moire a dtd compos6 d'apr6s les notes manuscrites 
qui re'oat restd en rddigeant mon mdmoire du mdme titre auquel l'Aca- 
ddmie des Sciences de Paris avait accordd le grand prix pour I9oo;  1 
ddfaut d'une copie exacte, il en cliff,re par le style et peut ~tre mgme en 
mati~re tans qu'il s'agit des d6tails seeondaires. Son objet est d'exposer 
certaines formules qui se ra~tachent h la thdorie des formes quadratiques 
aux coefficients entiers tclles que 

ax ~ - ~ - b x y + c y  ~ ou bien (a ,  b ,c ) .  

J'appellerai 6quivalentes deux formes (a , b, c) et (a', b', c') lorsqu'elles 
sont proprement 6quivalentes dans le seas de GAuss, c'est ~ dire, si l'on 
peut passer de l'une h l'autre en effectuant une substitution lindaire aux 
coefficients entiers et au ddterminant dgal h plus un (x ~ - a x ' ~  fly', 

P o u r  des formes 6quivalentes l'expression D = - b ~ - - 4 a c  a la m~me 
valeur; on l'appelle le discriminant. 

Le probl6me mis en concours a 6t6 pos6 comme suit: Perfectionner en quelque 
point important la recherche du uomb're des classes de formes quadratiques d coefficients 
entiers et de deux ind2termindes. 

Avta mathcmativa. 29. Imprimd le 22 juin 1905. 
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],es diseriminants sour alors des nombres entiers, positifs ou ndgatifs, 
qui satisfont ~ l 'une ou l'autre de deux congruences 

D ~  I, D ~ o  (mod4). 

Reciproquement, tout entier qui satisfait h une de ces congruences est 
le discriminant d'une infinitd de formes. Nous exclurons ccpendant le 
cas oh D serait un carrd parfait, car dans ce cas la forme quadratique se 
ddcompose en produit de deux formes lindaires. 

L'ensemble de forme, en nombre infini, 6quivalentes entre elles, 
s'appelle une classe de formes. Pour un discriminant donn6 les formes se 
distribuent cn un hombre fini de classes. Ce hombre des classes est une 
fonction arithmgtique du discriminant; son calcul effectif prdscnte des diffi- 
cultds mat6rielles qui augmentent avec la grandeur du discriminant; l 'objet 
de nos recherches sera de diminuer ces difficultds pour rendre le calcul 
r p �9 eahsable. 

Darts la solution de ce probl~me on peut se borner ~ certaines re- 
strictions qui n'alt~rent pas la gdndralitg du probl~me. 

Le plus grand commun diviseur 3 des trois coefficients a, b, c e s t  le 
m~me pour routes les formcs d'une classe; les quotients 

a b c 
a ' = ~ ,  b' = ~ ,  c' = -  3' 

seront alors les coefficients d'une forme (a', b', c') du discriminant 

D 
D' ~--- 3~. 

Les classes de formes admettant lc diviseur 3 sont done ramendes aux 

classes de formes primitives d 'un discriminant moindre D_. 
3' 

On appelle primitives les formes et les classes correspondantes qui n 'ont  
aucun diviseur plus grand que un. 

On peut se borner h la ddtermination du hombre des classes primitives 
eorrespondant h un discriminant donn6. C'cst ce nombre-lh que je d~- 
signerai dgsormais par CI(D), si le discriminant D est positif. 

Pour les discriminants n6gatifs on peut aller plus loin; dans ce cas 
le signe des coefficients extremes a et c reste le m~me pour routes les forints 
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d'une elasse. On peut se borner h la ddtermination du nombre des classes 
primitives et positives (pour lesquelles les dits coefficients sent positifs), 
car les classes n6gatives qui restent sont au nombre 6gal. 

Je  dgsignerai alors par C l ( - - A )  le hombre des classes primitives et 
positives du discriminan~ n6gatif - - A .  

2. Darts les oeuvres de GAuss et de DIRICHLET ont 6tg considdr6es 
les formes telles que 

ax ~ -5 2bxy -Jr cY 2, 

de sorte que le coefficient moyen 2b est pair; le hombre n - ~  b 2 - a c  

s'appeluit le ddterminant de la forme; on ~tait obligd de distinguer entre 
les formes proprement primitives et les forints improprement primitives; 
ces derniSres ont 2 pour leur plus grand diviseur. 

Dans la thgorie que nous acceptons qui est plus ancienne et qui a 
gt6 reprise par KRONECKER les formes proprement primitives du ddtermi- 
nant n ne sont autre chose que les formes primitives du discriminant pair 
D =  4n. 

Les formes improprement primitives du ddterminant n s'obtiennent en 
multipliant par deux les formes primitives du discriminant n. 

Par ces remarques-l~ la correspondance des deux thdories, classique et 
moderne, est compl~tement caractgrisde; la diffdrence n'est pas grande, ce- 
pendant la simplification qui rSgne darts la thdorie moderne et qu'on dolt 
~t KRONECKER, m6rite l 'attention. II n 'y  s'agit pas, en rdalitd, des fai~ 
nouveaux, la modification n'a qu'une portge mdthodique mats consid6rable. 

Pour la dgtermination du hombre des classes on a l e  procddd de rg- 
duction dfi ~ LAGRANGE et ~t GAUSS, puts les formules directes que la 
science doit ~ LEJEUNE-DII~ICHLET; c'est en nous appuyant sur les d~- 
couvertes de ce grand ggom~tre que nous sommcs parvenu h des mdthodes 
moths simples en thdorie mats plus expdditives dans la pratique. 

' La th~orie de :KRoNECKER Se trouve expos~e dans l'exeellente oeuvre du savant 
P~re J. de S~guier, S. J.: 

Formes quadratiques et multiplication complexe. Deux formules foncIamenlalcs d'apr~s 
Kronecker. Berlin, Felix L. Dames, I894. 

La connaissance cl'une partie de ce livre est indispensable pour le lecteur de ce 
m6moire. 
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Saul ces mdthodes on poss~de des th6or~mes d'une rare beaut6 qui 
rdsultent directement des recherches de LEGENDRE et de GAUSS sur la re- 
pr6sentation des hombres par la somme de trois carr6s et qui ont 6t6 
mis sous la forme analytique par KROS~CKEI~. ~ Cet illustre savant les a 
obtenus comme cons6quences des 6quations de la thdorie de la multiplica- 
tion complexe des fonctions elliptiques, tandis qu'une d6duction dirccte et 
relativement 616mentaire des r6sultats en question est due h HERMITE.  ~ 

I1 me semble que eette derni~re vole, int imement lide avec une autre 
crdation fdconde de ce grand g6om~tre, celle de l'616ment simple des fonc- 
tions elliptiques de troisi~me esp~ce, puisse mener ~t des connaissances 
nouvelles, vu la circonstance que la dire transcendante fournit l'dvaluation 
des sommes de GAuss. 

Les thdor~mes de KI~ONECKEI~ ont donn6 naissance aux nombreuses et 
importantes recherches de plusieurs g6om~tres, et routes ces d6couvertes 
rendraient d'cxcellents services s'il s'agissait de dresser une table de la 
fonction C I ( - - A ) ,  mais elles abr~gent pea les calculs lorsqu'ils s'agit 
d'obtenir le nombre des classes pour un d6terminant isold, la r6duction 
allant par grands hombres voisins au d6terminant donnd de sorte qu'il 
faudrait reprcndre un grand nombre de fois la rdducfion pour descendre 
aux petits arguments pour lesquels la fonction est connue. La recherche 
directe des formes rdduites serait cn tout cas plus exp6ditive, et c'est'donc, 
sauf dans leur fdcondit6, dans le rble qu'ils vont jouer dans l 'arithm6tique 
de l'avenir que repose l 'importance des ddcouver~es de KI~O~ECKBR et de 
ses suceesseurs. 

3. Pour faire reasortir clairement la signification des diffdrents sym- 
boles dont nous aurons besoins, je vais rappeler succinctement quelques 
notions et thdor~mes connus, en renvoyant pour leur ddmonstration au 
livre de M. I)E S~UtER. 

1 Uber quadratische Formen yon negativer Determinante. ]~Ionatsberichto der 
kSn. preuss. Akad. der Wissenschaften, I875. 

Sur la thdorie des fo~wtions eUipliques et ses application, s d l'arithmdtique (Journal 
de Liouville, I862), puis: Sur quelques consdquences arithmdliques des formules de la 
thdorie des fo,,clwns elliptiques (M61anges math. et astren, tir6s du Bullet in  de 
l'Aead, de St. P6tersbourg; r6impr. Acta, 5). 
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La signification du symbole de la th~orie des r~sidus quadratiques 
appel6 le signe de LEGE~D~E 

a subi~ sous les mains de J'ACOBI et de KRONECKER des modifications dont 
voici la forme d$finitive. 

m,  n dtan~ deux enr on pose 

(~) = o s'ils ont  un d i v i s e ~ s  c o m m u n  plus g~and que i o , l 'unitd; 

2 ~ S i n  es~ impair et 

n -~ ~ p ' p " . . .  

sa d~composition en facteurs premiers, on prend 

3 ~ . S i n  est pair e~ alors n = 2"n ' ,  n '  dtant impair, on prend 

--  2-~n' = 

4 ~ On convient de prendre 

Dans cefte ggn6ralit~ le symbole perd certaines propri6tgs dont il a 
jou6 dans le sens primitif de ~.~EGENDRE et de JACOBI; mais il les retien~, 
si le ,numgrateur,  m est un discriminant. 

Je  rappelle en particulier que l 'on a 

I ~ Pour un diseriminant positif D 

par exemple 

.tcta ~ n ~ J ~ t i e a ,  29. Impr im6 le 4 avr i l  1905. 4 3  
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Pour un discriminant n4gatif D = -  A 

( - - ~ )  = ( -q~)sgn . (mm') ,  sim------ m' (mod A); 

(--2-)---- (~-~) 
ou bien 

( ~ )  = -  (x~A). 
L'4qua%ion 

n'a lieu que pour des discriminants impairs D, m 4tant quelconque. 
Si ensui~e D 1 et D~ son~ deux diseriminants de signes quelconques 

mais premiers entre eux, on a 

1-- sgn. D, l--ugh, D~ ----<o~,)/o~)=<_,~ . . 

de sorte que ce produit est 4gal ~ + I, si un au moins des deux diseri- 
m~nants est posifif. 

Pour tousles  discriminants on a la relation 

Cela est dviden~, 
la suivan~e 

si / )  est n4ga?~f; si ~ est positif, cet~e relation revient 

X (~)= o, c~>o/. 
~ |  

Ensuite , pour D posi6.f, 

D--1 

n,'~l 
- - o ,  (D>o), 

si, par exempl% o < m < A,  on aura 
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cela rdsulte de ce qui prdebde en substituant~ n - - - D  m m; la somme de- 
viendra alors 

D--1 

1 

la premibre par~ie dtant nulle, on aura 

/ ) - - I  

d'ofi le rdsultat annonc6. 
D'autres propridtds ont lieu pour les discriminants de nature parti- 

culibre mais assez gdndraux pour que le probl~me concernant le nombre 
des classes puisse s'y borner. Ce sent les discriminant que KRONECKER 
appelait fondamentaux et dent voici la ddfinifion. 

Un discriminant est dit fondamental, s'fl ne eontient aucun carrd im- 
pair et qu'il contient le facteur carr6 4 seulement si cela est indispensable 
pour conserver sa forme de discriminant. I1 n'est donc jamais un mul- 
tiple de 1 6. 

En reprdsentant par P un hombre positif ou ndgatif, produit d'un 
certain nombre de fac~eurs premiers ditYdrenta et qui satisfalt ~ la congruence 

P~--- I (rood4), 

les discriminants fondamentaux D o auront l'une des quatre formes suivantes: 

Do=P, Do=--4P, Do= +8P. 

En convenant de reprdsenter par ~/~ la racine ari~hmdtique (positive) 
de D, si D est posifif, et la quantitd i~/--D, si D est ndgafif, on a 
l'dqua~ion trbs importante dent on trouvera la ddmonstration dans l'ouvrage 
citd de M. DE SkaUIER et dans les mdmoires de L~BESGUE parus clans le 
J o u r n a l  de L i o u v i l l e  (T. 15, I85o): 

h = l  

(Do un discriminant fondamental, A 0 - - I  D01, m un' enfier posifif). 
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En sgparant les deux cas D o > o  et D o ~ - - - A o < o ,  on a en par- 
ticulier 

o o  _ = 

'(Do~ sin ~------~ 
\ h  / D, O~ 

Z C O S ~  --- O~ 
h ~ l  /~0  

h = l  

4. Ces pr6hminaires rappelds, nous passons h dnoncer les rdsultats 
classique ~rouvds par LEJEUNE-DIRICHLET pour dvaluer le nombre des 
classes. En reprenant l'dcriture de KRONECKER, nous ferons correspondre 

chaque diseriminant nggatif D l e  nombre r qui est dgal ~ 6 pour 
D = - - 3 ,  puis r = 4  pour D = - - 4  e~ r = 2  pour D < - - 4 .  

Dans le cas de discriminant positif on est obligd d'introduire la solu- 
tion fondamentale de l'fiqua~ion de FERMAT 

T ' - - D U ~  = 4; 

c'es~ le couple des plus pet-its nombres positifs T ,  U qui satisfont h cette 
~quation. On pose, pour abr6ger, 1 

T + v q ~  = E ( D ) ,  
2 

e~ les r6sultats de DIRICHLET s'6criron~ comme il sui~ 

(2) 
n ~ l  ~b 

Gette 6criture n'est pas d'ailleurs tr~s bien choisie, le symbole, E(z) ayan~ 
d~j~ une signification g6n6ralement accept~e. 
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DlmCHLET lui-mgme effectua la sommation de ces sdries darts le cas des 
discriminants fondamentaux sous forme finie et, apr~s les modifications nd- 
cessaires, ses r6sultats se r6sument par les deux fiqua~ions 

A - - I  

(3) C/(-- A) ------ ,k ~1 (-~-)h, 

(4) CI(D)logE(D)=--~ logsin ~ 
h m l  

(D et - - &  grant des discrimlnanf~ fondamentaux). 

Thdoriquement ces r6sultats ~ldgants ne laissent rien ~ d6sirer, mais il en 
sera autrement si 1'on veut s'en servir dans la pratique oh leur emploi 
devien~ extr~memen~ laborieux. 

DIRICnLET a trouv6 lui-mgme, pour des discriminants ndgatifs, des 
formules plus simples, dont la recherche lui a dr6 indispensable puisque 
il a voulu mettre, darts les signes de LEGENDRE, le discriminant au dg- 
nominateur. 

Ses r6sultats, pr6sent6s sous la fagon de la th~orie de KRO~ECKER, 
s'expriment par les formules suivantes: 

(5) 

1 
"C 

1 

[i~ 
= c / ( -  8D), 

Nous retrouverons ces formules du grand gdom~tre eomme consdquences 
imm6diates de deux relations (dquivalentes d'ailleurs) plus gdndrales que 
void: 
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(6) 

t Z ~ ]  Y ~ I  ~ ~ 2 

off l 'on suppose que D et - - A  soient deux discriminants fondamentaux, 
le premier posi6f, le second nfigatif. 

Les exemples des discriminan~s - -  559 ---- - -  43 .13  e~ I 159 = - -  59.2 I 
que j 'a i  trait~s dans le texte, font voir que l 'emploi des formules (6)prd- 
sente l'avan~age sur ta recherche direete des formes r6duites, ~andis que 
l'emploi de la premiere des formules (5) devien~ ma~driellement impossible. 

Mais ce procdd6 ne fournit une m6~hode applicable que pour des 
discriminants composds, eontenus, bien entendu, dans eertaines limites. 

Si A est premier, la difficult6 subsiste, et il faudra chercher une 
autre vole. Dans eertaines limites la formule suivante qui est dgalemen~ 
exac~e pour tons les diseriminants fondamentaux pourra g~re utile: 

(7) 
41 

x 2 

Dans d'autres cas on pourrai~ reeommander l'emploi des approxima- 
tions analytiques qui se prdsen~en~ vdritablement en foule et don~ voici 
les exemples les plus simples: 

: C l ( - - & )  i - - 7 -  2 . . . .  e + ~ e-:'~ d x  , ( 8 )  ~- ,~ _ 

off u signifie une quantifil positive arbitraire pour laquelle on prend le 
mieux l'unit6; 

(9) - c z ( - - ~ ) =  

e Z + I  sin h y p -  
t$ 
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oh on prend le mieux u-----~/2-~-, 

I I (Io) ~lr C / ( - - A ) =  aretge ~ + ~ / ~  ra 
~n75 

cos hyp - -  

(I  , )  - -  ~ e l  - - h )  = r , . . . ~  , ,  , . .~  ; 

1 e ) 5  - - I  e " ~ -  I 

en diffdrentiant et prenant u----x, on en ddduit 

C I ( - -  A ) --- - -  r '"_Z~ 

L'emploi de ees d@eloppements devient autant plus commode, si l'on 
connait un facteur du nombre ehereh6 C l ( - - A ) .  La distribution des 
classes en genres fair voir que (pour des discriminants fondamentaux) ee 
hombre sera divisible par 2 ~-1, si A contient ~ facteurs premiers diffd- 
rents. Au m~me but peuvent servir les congruences suivantes qui corres- 
pondent aux discriminants- form6s de deux ou trois faeteurs premiers et 
dont la premiere est due ~ M. I{URWlTZ: 

(,3) Cl(--pq)  =-- I - -  (p) (rood4), 

( p e t  q ~tant des notables premiers). 

(~4) ,,Si les trois nombres premiers p ,  q,  r sont eongrus h moins un 
pour le module quatre, on aura 

si 

mais 

Cl(--l~ r) --  4 (rood 8), 

C/(--pqr) __= o (mod 8), 

si eette derni~re condition n'est pas remplie.~, 
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(15) 

ou bien 

M. Lerch. 

Supposons p ----- q ----- ~ r ~ i (rood 4),  alors on a ou 

) 

Pour les discriminants positifs l 'emploi de la formule de DIRICHLET 
est encore plus pdnible; KRONECKER a rdussi de combler cette diffieultd en 
la ramenant h la recherche des formes rdduites d'un discriminant ndgatif. 
Pour rappeler le cdl~bre rdsultat de l'illustre gdombtre je pose 1 

H ( oo ) = e -~  ~= l ( i - -  e~"'~' % 

~o dtant un quantitd ~t partie imaginaire positive. 
Etant donnd un diseriminant fondamental et positif D,  choisissons 

un discriminant fondamental ndgatif - - A 1 ,  premier avec le prdcddent, de 
sorte que le produit - - A  ~ ~ AID  sera aussi un diseriminant fonda- 
mental. 

Cela dtant, ddterminons un syst~me eomplet de reprgsentants ~ des 
diffdrentes classes positives du d i s c r i m i n a n t - - A  que je ddsignerai par 
(a,  b ,  c) de solve clue 4 a c u b ~  A:  Pour une forme (a, b, c)les signe$ 
de LEGENDa~ 

- -  IX cy'). 
az i + bzy + 

ont une valeur inddpendante de x et y pourvu que l 'entier a x 2 +  b x y +  cy 2 

soit premier avee A .  En eonvenant de ddsigner ce signe invariant par 

D'apr~s M. DED~,~XND on so sert du symbole ~(aJ); mais la lettre ~ ayant b,t~ 
employee par WEIERSTRASS dans une signification route diff~rente, je pr~f~re une ~eriture 
nouveUo. 

g Repr~sentant d'une classe s'appelle une forme quelconque y appartenant. 
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la formule de KR0SECKER s'~crira comme il suit: 

~- Cl(-- A,)CI( D) log E(D) (~6) ~, 

= (,~b,r ( --a_.~, c) log a 

la leffcte r~ ayant pour le discriminant ndga~ive - - A  1 la signification ha- 
bituelle de r. 

Le caleul de la valeur du second membre devient le plus commode, 
si l 'on choisit pour les (a, b, c) les formes rdduites. La seule difficultd 
sdrieuse qui pourrait se prdsenter dans les applications consiste dans la 
recherche des formes rdduites d'un discriminant multiple de D. 

~Tous avons essayd cependant de tirer de la thdorie de DIRICHLET 
des moyens qui conduisent au m~me but dans terrains cas et que je veux 
rdsumer en quelques phrases" 

Un rdsultat anoned par CAUCHY et qui gdndralise les recherches an- 
tdrieures de GAuss, JAC0BI et DIRICHLET, consiste en ce que pour un 
discriminant fondamental quelconque le polynbme irrdductible F(x) du degrd 

2 ~  

~(IDI) qui s'annule pour ~ = e  ~-, admet la ddcomposition s~v~nto 

4 F ( x ) =  Y(x)'--DZ(x)', 

Y(x) et Z(x) grant deux polynSmes aux coefficients entiers des degr~s 
I I 

respectifs ~ ( [ D [ )  et ~ ( [ D [ ) - - , .  En ajoutant la condition que les 

coefficients des termes les plus 61evds soit positifs, les dits polynbmes seront 
compl~tement d6finis. 

Cela dtant, soient D 1 et Dg deux discriminants fondamentaux du m~me 
signe et premiers autre eux, et repr~sentons par :Y~(x) et Zl(x ) les po- 
lyn6mes Y e t  Z formds pour le discriminant D~. Posant enfin pour abr6ger 

I1),1 = ~ , ,  I D, I = ~ , ,  .ous avons la relation 

('7) Cl(DaD,)logE(DaD,) -~ Z log / ~y:~\ / 2h~\ 

Acta mati~natica. 29. Imprim~ le 4 avril 1905. 4 4  
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qui, pour des discriminants compos6s, pourrait simplifier le calcul dans des 
cas nombreux, si 1'on disposait d'une table soigneusement construite des 
polynbmes Y e t  Z. 

En passant sous silence eertains d~tails que nous avons trouvgs ou 
retrouv6s sur les fonctions Y(x) et Z(z)  et qui se trouvent exposgs au 
chapitre I I I ,  le leeteur trouvera dans ce qui suit les formules directes pour 
le ealcul du hombre des classes d'un diseriminant positif formamental, 
savoir 

(xs) 
n un" 1 ~ n2 ~ 

D u  

u signifiant une quantit~ positive arbi~aire, pour laquelle on.prend le 
mieux l'unit~; puis 

(I9) 
I ~ (n)  I I ~ (D) " ~CI(D)logE(D) = ~/~ ~ ~,,~ + log x + e 

e ~ I  I - -e  

oi~ on peut prendre u = ~/2-~; et enfm 

U 

oi~ il se reeommande 
somme 

de prendre u-~  g~.  

1 

A cause de pr6sence de la 

laquelle est d'ailleurs 6gale h l'expression plus simple 

4_2 h 
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cette dernibre formule no pout 6fro employdo que pour los valours de 
D assez moddrdes. Mais los deux autres formules sent assez commodes, 
puisque le facteur IogE(D)  est souvent de mdme grandeur que ~/~. 

Plusieurs de nos rdsulfats no prdsentent qu'un intdr~t thdorique. 
Telles sent par exemples los dquations obtenues au I ~ chapitre dent je 
veux rappeler un 

CZ(D~ D, . . . D,) 

z , - l _  ~ 1  z,-z h, h, ~__~,) 

h l = l  h~=l h r= l  

off Dz, D ~ , . . . ,  D, sent des discriminants fondamentaux don~; 2~ + I 
ndgatifs, puis gdngralement A = [ D,]. 

Notre mdmoire se termino par eertains ddvoloppoments somiconvergents. 
Nous n'y averts pas d6veloppd nos recherches analytiques qui intdressent la 
th6orie des modules singuliers et ne s'appliquent pas au probl~me patti- 
curler qui nous occupe. Je me rdserve d'y revenir dans une aufre occasion 
et me contente do signaler los rdsultats suivants, d'un genre diffdrent: 

Roprdsentons par ~R(x) le plus petit reste positif de la quantit6 rdelle 
x et posons pour abrdger 

m - - 1  

p = l  

Cola 6rant, prenons un entier positif arbitraire r et posons 

2 2 

en supposant que D soit un discriminant fondamental positif, et T ,  U la 
solution fondamentale de l'dquation de Fc.I~MAT. 

Concevons maintenant un syst~me templet de reprgsentants (a, b, c) 
des diffdrontes classes du discriminant D, choisis de la sorte que a soit 
positif; alors on aura 

au,  2 + i2~ 
(a, b, c) 
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Si en second lieu D est le produit de deux discriminauts nggatifs fonda- 
men~ux - - / x  et - -  A ,  ausquels correspondent les hombres h e t  r~ 
autrefois repr~sent6s par r, on a 

- - , A  1 b .  - t \  t 

2 ) "~ I2~  

C H A P I T R E  I. 

I. Le point do d6par~ do notre exposition est l'6quation' fondamen- 
tale de ~)IRICHLET. Soit D u n  discriminant quelconque, Do le discriminant 
fondamental qui lui corresponde de la sorte que D-~DoQ 2, l'entier Q 
devant se r6duire ~ l'unit6, si le discriminant donng est fondamengal. 

Notons par (a, b, c) les repr~sentants des diff6rentes classes de formes 
primitives du discriminant D, en convenant de ne consid6rer que des classes 
positives dans le cas de discriminan~ n6gatif, et supposons que l 'on a choisi 
les formes oh a > o. 

Posons ensuite r =  I pour D > o ,  r = 5  pour D = - - 3 ,  r = 4 p o u r  
D = - - 4  et r - ~ 2  pour D < - - 4 .  

Cela 6tanS, l'gquation de DIRICH~.T s'~crira comme il suit 

(~) ( Q' ) 
Z Z" a.' (a,b,c) m,,~ "b bmn + cn ~ F(am~ + bmn + cn') 

- 

Pour F(z) on peut prendre une fonction quelconque qui assure la 
convergence absolue des deux sgries h double entr6e; quant au second 
membre, les conditions sommatoires sent 6videntes, et au premier, il faut 
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mettre pour (a, b, c) successivement tons les reprdsentants rappel6s plus 
haut, et pour une forme (a, b, c) fixde, la sommation relative ~ m, n varie 
avee le diseriminant. 

Si D est ndgatif, on devra prendre pour m et n tousles  entiers 
positifs, nuls et ndgatifs h l'exception de la seule eombinaison m ~--n = o, 
tandis que dans le cas de discriminant positif les conditions sommatoires 
s'gcriront 

en posant pour abrdger 

m > gn,  n>_~o, 

T - - b U  
g ~ 2aU 2 

off les lettres T et U reprdsentent les plus petits nombres positifs qui 
satisfont h l'6quation de FERMAT 

T '  - -  D U ~ ---- 4. 

La fonetion .F(z) dtant enti~rement arbitraire, notre dquation n'est 
qu'une pure iden~itd et elle revient h affirmer que, pour un hombre positif 
l, premier avee le hombre Q, la totalitd de solutions des diffdrentes gqua- 
tions ind6termin6es aux ineonnues m e t  n 

am 2 + bmn + en' = l, 

sera donn~e par la somme 

( m,n-~o, +_ l, + 2,...,~ 

m > g n ,  n > o  p o u r / ) >  o)] 

dtendue h tons les entiers positifs h ,  k ayant le produit dgal h 1. 
Ce thdor~me tr~s intdressant sur le nombre de repr6sentations d'un 

nombre fixe par les diff6rentes classes du diseriminant D a 6t~ ~tabli 
l'aide des moyens purement arithmdtiques par DIRICIILET et par M. H. W•- 
hER (GSt t inger  N a e h r i e h t e n ,  I893). Si l'on ~tait en eonnaissance d'une 
fonetion F ( z )  qui serait nulle pour z suffisamment grand et telle que les 
sommes 

Z ~ am' + bran + on' F ( a m '  + bmn + cn') 
r ~  S 
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aient une valeur commune 8, diffdrente de z6ro, on aurait dans la formule 

une expression sous forme finie et purement arithm6tique du nombre des 
classes du discriminant /) .  

Or on ne eonnait aucune fonction de l'esp~ce anonc6e et pour parvemr 
la d6te~mination du hombre des classes on est obligg de faire usage des 

raisonnements analytiques, 6trangers h la th6orie dl6mentaire des hombres. 
Nous choisirons une quantif6 positive X et prendrons 

F ( z ) = I  pour z < X ,  

F ( z ) = o  pour z > X ;  

nous diviserons alors par X les deux membres de la formule (I) et pas- 
serons h la limite pour X infini. 

Pour une forme (a, b, c) fixe, la somme 

am ~ + bmrt + cn ~ F(am~ + bmn + cn ~) 

revient ~t un entier, hombre des combinaisons m, n qui remplissent certaines 
conditions. La recherche dfant plus facile lorsque Q = I, je commence 
par traiter le cas d'un discriminant fondamenf~l. Dans ce cas la quantitd 
N(X)  n'est autre chose que le hombre des points aux coordonn6es enti~res 
et diff6rents de l'origine qui satisfont h la condition 

ax 2 + bxy + cy~ < X,  

laquelle, dans le cas de discriminant positif, s'ajoutent encore les deux 
suivantes 

x >  gy, y ~ o .  

Cette reprdsentation gdom6trique de la question nous permettra d'obtenir 
facilement la limite du quotien N ( X ) : X  pour X infini. 

Pour y parvenir la distinction des deux cas est ndcessaire et je com- 
mence par l'hypoth~se 

l ~ D=--&<o. 
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La quantit6 N(X)  sera alors le hombre des points aux coordonnges enti~res 
plac6s dans l'aire de l'ellipse 

ax ~ + bxy -b cY ~ ~ X.  

Le quotient N(X)" X sera ~gal h la surface somme de N(X)  carrds ayant 
I 

pour c6t6s la longueur commune ~/~. Construisons les points aux coor- 

donn~es  
z y 

ils se trouvent gvidemment dans l'aire de l'ellipse 

(a )  a t '  -}- b~7/ 'k c~ '  = I 

et les N(X)  carr6s en question peuvent ~tre disposals de la sorte que los 
points (~, 7/) deviennent leur centres. Ils rempliront simplement route 
l'aire de l'ellipse dont l'6quation est (~), si l'on ne compte pa~ une rdgion, 
tr~s mince pour grandes valeurs de X, qui entoure le contour (a), et si 
l'on n6glige le carrd ayant pour centre l'origine. 

La limite pour X infini du rapport N ( X ) : X  sera done exactement 
l'aire de l'ellipse donnde par l'6quation (a) et sera exprimde par l'int~grale 
double 

f f  + be, + <= , ,  

que je reprdsente par J .  
La condition de limites pouvant s'dcrire 

(2a~ ~- b~) g -{- A~__< 4a 

je pose dans l'int6grale 

ce qui donne 

J =  2a ffd ar 

d'oh d S =  ~lA dr 
2 a  

4 ~ 
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L'int6grale 6t~nt ainsi raInen6e g celle qui exprime l'aire du cercle 

ayant la quantit6 r  pour rayon, on conclut 

j~___~A 4 a ~ r ~  27r, 

ou bien 

en supposant D = -  A ,  
Soit en second lieu 

lim/v(X) = :~r 
x 

2 ~ D > o ,  Q =  t. 

Les coordonn6es enti~res x et y dos points que n0us devons consid6rer 
satisferont alors aux conditions 

ax 2 + bxy + cy~ < X,  x > gy , y > o, 

et si nous posons 
z __ y 

les points (~, ~) se trouveront dans l'aire limit~e par l'hyperbole 

a~' + bSq + eq' = x 

et par les deux droites ~2 ~ o, ~ = gT. 
I 

En construisants les carr& du c5t6 ~gal ~ ~ ayant leurs centres aux 

diffdrents points $ ,  7 dent nous venons de parler, leur surface totale sera 
prgcis6ment ggale ~ la q~antit6 N ( X ) : X .  Or les dits carrgs remplissent 
simplement l'aire de la figure dent nous venons de parler, si l'on ne compte 
pas une bande tr~s mince pour X tr~s grand. I1 s'ensuit que la limite 
pour X infini du quotient N ( X ) : X  sera donnde par l'int6grale double 

J'-.--- f f d~d7 ,  a ~ ' + b & q T c ~ ' < I ,  $ > g 7 ,  7 > 0 .  

La premiere des conditions de limites s'6crivant 

.(2a~ + b~) ~ ~ D T '  _< 4 a, 
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je pose 

353 

ee qui donne, en observant que 

T 
~ag + b - -  U , 

la formule 

T 

T 
Pour tm 7/ donn6 r variera de ~ h ~/4a + D~', et la condition 

T 

donne, si l'on fair usage de l'6quation 

la limitation suivante 

I1 vient donc 

j ,  

Faisant 

il vient 

T 2  - -  D U 2  - ~  4 ,  

,~ < rr r 

i f  ( ~,) 
0 

2z ~/a 

0 

et la formule ~16mentaire 

Aa~a math6mat~.  29, Imprim~t 10 5 avril 1905, 45 
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donne le r4sultat 

d'oil la formule cherchfie 

M. Lerch. 

i T..b U~/D 
J '  = ~-~ log  z --  

~ l o g  

lorsque D > o, Q = I. 
Pour traiter le cas ggn4ral oh D n'esi  plus fondamental nous aurons 

besoins de la fonetion num4rique #(n) introduite par MOEBIUS; 1 elle est 
4gale h z4ro, si n admet uu diviseur carr6 plus grand que un, mais 
# ( n ) = ( - - ~ )  ~, si n se compose de $ facteurs premiers diff6rents; enfin 
p( I )  = I. Cette fonction jouit  de la propridt6 qui s'exprime par l '6quation 

Xz(d)=o, 

Off d parcourt tous les diviseurs du nombre n > I. 
Si n = I, la somme se r4duit au terme unique dent  la valeur est 

C'est au moyen de cette propridt4 qu'on vdrifie l 'identit4 suivante qui 
est ~rbs importante 

~ = 0  ' = 

et dans laquelle d parcourt t o u s l e s  diviseurs de Q et f(z) signifie une 
fonetion quelconque qui assure la convergence des sdries que la formule 
con~ient. 

Enfin, pour obtenir l'expression de LEGENDRE 

~ 2 

sous une forme plus simple, je suppose les repr~sentants (a ,  b,  c) ehoisis 

' Oette notation est maintenant presque g6n6ralement adopt6e; KRONECKER s'est 
servi du symbole ~. au lieu de p(n). 
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de la sorte que les hombres b e t  c soient divisibles par tous les facteurs 
premiers du nombre Q e~ que a soit premier avee Q. Alors on aura 

a m '  + bran  + c n  ~ ~ ~ ~ 

e~ la formule fondamentale de Dm~C~LET s'derira d'une mani~re plus simple 

(I 
( a , b , c )  m , n  = I t ~ l  

La foncfion E(z) grant toujours la mgme, je vais d'abord traiter le 
cas du discriminant ndgafif D - - - - -  Ix; la somme partielle correspondant 
un reprdsentant fixe (a, b, c) sera eomme plus haut 

N(X) ~ ~ + bmn + cn2); = (~-) F(am' 

en la transformant au moyen de la formule (2) elle devient 

N(X) = E/.L(d) E '  ti'(am2d ~ + bmdn + cn~), 
Q : d  m , n  

la somme h double entr6e ~ '  se rapportant ~ tous los entiers posififs, nuls 
�9 .f e~ negatl s m,  n, h l'exception de la seule eombinaison m-----n = o, et d 

parcourant tousles  diviseurs du nombre Q. 
En posant maintenant pour abr6ger 

~ '  t/(ad2m ~ ..{- bdmn + cn 2) ~-- N(X; ad 2, bd , c), 
m j  n 

on a dvidemment d'apr&s les rdsultats obtenus plus haut, la formule 

lira N ( X ;  a d  ~, b d  , c) = 2re 2 ~  

x = ~  X ~]4acd  ~ - -  b ' d  ~ - -  d ~ l - ~  ' 

et par consdquent 

Or, 9(Q) ddsignant la fonction num6rique d'EULER e~ de GAuss exprimant 
la totalitd des nombres premiers avee Q qui no surpassent pus Q, on a 

_ -  

Q:d d 
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de sorte que 

M. Lerch. 

lira N~X! ~(Q) 2~ = q "r  

- - A  dtant un discriminant n6gatif ggn~ral ( A -  AoQ2). 
Lorsque le diseriminant D est positif, not-re quanfitg N(X) est ggale 

la sdrie ~ double entrge 

Q| 
N ( X ) - - -  ~ Z ( -~)F(am'-4-bran "4" c~2); 

n = O  m > g n  

en lui apphquant la mfithode de transformation tirde de la relation (2), 
nous aurons d'abord 

IV(X) --- ,~..~#(d) Z ~, F ( a d ' m '  + bdmn + cn'). 
�9 n = O  d m > g n  

La condition sommatoire dm > gn peut ~tre dcrih3 comme il suit 

dT - -  bdU 
m > 2ad*U ~' 

et prendra une forme plus simple, si l 'on introduit les notations 

d T  ---- I'1, U = U,, ad 2 = al, bd = bl, c ----- q ,  

et enfm 

On aura 

DI = b ~ -  4alcl "- Dd 2. 

T~ - -  D1 U~ ---- 4d 2, 

et la condition sommatoire s'derira 

r e > g i n  , Oh gl = T~ - -  b' U~ 
20~ 1 U 1 

En cherchant la limite pour X infini de la quantitd 

XI .~o , ~>g,. F(al m 2 "4- bl mn "4- c, n 2) 

le raisonnement 'sera tout semblable h celui que nous avons expos6 plus 
haut et on parvient h obtenir la valeur de la limite en question sous la 
forme de l'intdgrale double 
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j , , _  i f f  T, 

Elle est dvidemment dgale it la quantit6 

,f 
0 

qui coincide avee l'expression 

T +  I e I 

d J  = d ~ log 

On aura done la valour ehereh~e 

ou bien 

lira N(X)  , ~  f,(d) ~ T + U~/-D 
z=| X = , - -  d ~--~log 2 

l i m N ( X )  ~((2) t T + U~/'D 
X --  Q ~/~ log 2 

ce qui r6sout le problbme dans le cas de diseriminant positif g6n6ral. 
Les formules obtenues plus haut pour les discriminants fondamentaux 

r6sultent des formules gdndrales en y prenant Q----I. 
Pour r6sumer, j'emploie pour un moment l'6criture 

M---- ~(Q) 2= Q ~/~, lorsque D - - - - - - A = - - A o Q  2, 

et 

M =  r ' T + U~/~ Q ~/~ log 2 , lorsque D = D  oQ~>o. 

Nos rdsultats obtenus jusqu'ici se rdsument par la formule 

lim ~_. ( Q'I + bmn + cn') = M.  x . . . .  ,, \m/F(am2 

i Pour 6viter tout malentendu j'emploie le earact6re 3 au lieu du symbole habituel, 
pour d6sigaer la diff~rentielle. 
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En faisant usage  de ce resultat dans l'~quation qui r~sulte de la 
formule de DIRICHLET (1 a) 

"r } 
(a,b,c) Xffi:o m,n \ ~  ] 

= r lim F(hk) , 

on observe que le premier membre se compose d'autant de fois la quantit6 
M qu'il y a des formes (a, b, c), c'est ~ dire qu'il y a de classes diffd- 

�9 rentes. On a doric 

MCl(D) = r lim -~ F(hk) . 

L'gvaluation de la limite qui constitue le second membre donnera 
dvidemment une expression du nombre des classes Cl(D) du discriminant 
D.  La limite en question se simplifie d'abord en lui appliquant la formule 
(2) qui donne 

- 

 (hk) = P(dhk), 
k = l  

et puisque pour notre fonetion F(z) sp~ciale 

k m |  

en faisant usage de l'dcriture habituelle E(z) pour ddsigner le plus grand 
entier contenu dans z, nous aurons 

Q2 

h = l  = Q:d h = l  

et notre rdsultat prend la forme 

MCI(D) = r l im Z / t ( d )  ~ �9 
X = ~  Q:d hffil 
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:Nous verrons bientbt  que les limites 

existent et ont  pour valeur la sgrie 

il s 'ensuit  que ron  a 

X ~  h = l  

et notre r6sultat devient 

M a ( D )  = 

h=, h ;  

X ~th= 1 

Z ( d ) ~ ,  x 

Q'd 

En faisant usage de la formule 

une rdduetion se pr6sente tout  de suite, 

off 

et 

Q 

et on aura la formule 

~oVZ(D) = r ~, 
h =l  

2 ~  :~o= /~ ,  si V = - - A < o ,  

, T +  V~/~ 
M o = ~ / ~ l o g  2 , si D > o .  

359 
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En d'autres termes on aura les relations elassiques de LEJEUNE-DIRICHLET 

(3) c ' l ( -  a )  = ( -  A 

(4) C l ( D ) l o g T  + U~/-D __ ~ (D) ~/-D 
2 h = l  T "  

2. Cette ddmonstration des rgsultats elassiques de DIRICHLET qui 
vient d'dtre exposde est en principe due ~ ~tERMITE 1 qui l 'a succinctement 
publide dans les C o m p t e s  R e n d u s ,  t. 55 (1852). 

Je vais la compldter en 6tabhssant le lemme sur lequel elle s'appuie 
et sur lequel le grand ggom~tre n'~ pas insistd; il s'agit de la formule 

lira ~ ~. 
m = ~  h ~ l  ~ h = l  

Je l'envisage eomme un cas par~ieulier de la limite plus gdn6rale, eeUe de 
la somme 

E(~v,) (a) 
h = l  

On est amend h cette expression par un autre probl~me tout 6tranger 
l 'Arithmdtique, en se demandant si l 'on parvient ~ une valeur approeMe 
de l a  s6rie infinie eonvergenfe 

w,, v,,, (lira vh---- o), 
h ~ l  h = ~  

en rempla~ant les quantitds positives % par leurs valeurs approch6os prises 
avee un hombre fini k des ddcimales. En ddsignant IO k par m, la valeur 
approehde de % est en effet la fraction 

E(mvh) 

et on est amend h l'expression (a). 

1 Sur la thdorie des formes quadratiques. 
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La formule qu'on sup~onne ainsi 

F,(mv~) "0 

(b) lira w h - -  ~ E Wh Vh 
m = o o  hf f i l  ~ h = l  

peut eependant ne pas ~tre exacte en g6ndral, si la convergence de la s~rie 
infinie n'est pas absolue. En effe~, si l 'on change l'ordre de termes de la 
s6rie pour lui attribuer une somme diffgrente, on a tout de suite un exemple 
voulu, ear la limite qui constitue le premier membre est ind6pendante de 
l'ordre des termes. 

La formule (b) reste cependant exacte pour les s6ries absolument con- 
vergentes eomme cela est facile ~ voir, puis pour certaines classes parti- 
culi~res de s6ries. Parmi ces derniSres je me borne h. consid6rer celle qui 
s'applique '~ la question particuli~re qui nous occupe. Je vais supposer 
alors que les quantit6s positives 

V 1 } V 2 ~ V 3 ~ . . . } V~ ~ ~)yq-I } �9 �9 �9 

ne vont jamais 
quantit6s 

en croissant et qu elles tendent verz z6ro; enfin que les 

W 1 ~ W 2 ~ W 3 ~ �9 �9 . ~ W ~  ~ W v +  1 ~ . . . 

sont telles que les sommes 

% + %  + . . .  + w ~ =  s~ 

sont en valeur absolue plus petites qu,une certaine constante g. 
Cela grant, l'identit6 bien connue d'ABEL 

w,v, + w~v2 + . . .  + w.v. = sl(v,--v~) + s~(v~--v~) + . . .  

+ s ._ l (v ._ l - -v . )  + s .v.  

fair voir que la sdrie 

est convergente. Je 
limite pour m infini 

pose 

,..q= Zw~v~ 

ensuite l'expression dont il s'agit d'dtudier la 

E(mv~) 
S ~  W ~  

A c t a  mathemat lca ,  29. I m p r i m ~  le  5 a v r i l  1905.  46 
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et j'emploie les dgcompositions suivantes des sommes S e t  S~: 

oi~ 

S = S ' + S " ,  s ~ - - ~ ' +  s , ,  

S' = ~ w , v , ,  S" = ~ w , v , ,  
YDI Y~n 

,-1 E(mv~) ~ w, E(mv,) 
m m YDI y ~ n  

L'emploi de l'identit6 d'ABEL permet de mettre les restes S" et S" sous 
la forme suivante 

s " =  ~.(~.-- v.+,) + (~. + w.+,)(v.+,-- ~.+,) 

+ (w. + w.+~ + w.+,)(v.+,- v.+,) + . . . ,  

S~; = w.(v'--v'.+,) + (w. + w.+,)(v'+~--v'+,) 

+ (w. + w.,,  + w.+,)(v,.,, + ~,.+,) + . . . ,  

off j 'ai pos6 pour abr6ger 
V'~ ~ E (mv~) 

Les quantit6s v: dgalement comme les quantitds v~ ne vont jamais en crois- 
sant, do sorte que les diffdrences 

Vn+y--Va+v+ 1 e[ V~+v--Vn§ 1 

ne sont jamais nggatives. EnsuRe, les sommes 

w .  -t- w . + l  -t- .-  �9 + w . + .  = s . + , -  s . _ ,  

restant, grhce ~ l'hypoth~se, plus petites en valeur absolue que la quantit6 
constante 2g, on aura 6videmment les in~galit~s 

IS"l  < ~g[(v.-- v.+,) + (v.,, --v.+,) + . . . ] ,  

IS"l  < ~g[(v- -v , .+ , )+  (v, ,+l-v, .+,)+.. .]  

ou bien 

I s,,  I < ~gv~ I ~= i < 2g Ec~v.) < 2gv.. 
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En choisissant n suffisamment grand, les sommes compldmentaires S" e 
S :  seront alors aussi petites qu'on le voudra, et d'autre part les somme 
S' et S~, diff6rent autant peu qu'on le veut, si l'on prend pour m un 
quantit6 suffisamment grande. I1 s'ensui~ que l'on a sous les hypoth~se 
anone6es 

lim Sm = S. 

Dans les s~ries de DIRICHLET Oil a spdcialement 

V v ----- _ W v ~ ; y ~  

les conditions du thdor~me seront v6rifi6es, si l'on observe que grace au: 
relations 

IDI 

les sommes 

• 
Y=I 

n'ont que [D l -  I valeurs diffdrentes. L'dquation dont fl s'agit 

lim ~ (D)E(h) _ ~ (D) I 
m = ~  h = l  ~ h = l  

se trouve alors d~montr6e. 

3. Les formules (3) et (4) qui viennent d'gtre ddmontrdes ram~nen 
la ddtermination du nombre des classes ~ la sommation de la sdrie infini, 

h = l  

pour d6signer cette s~rie KRONECKER s'est servi de la lettxe H(D), mat 
puisque nous conservons la le~-re H pour dgsigner la fonctrion 

H(a~) = e ~ IT (i - - e  ''~'~) 
n = l  
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ce qui 4vite route confusion entre les formules de WEIERSTRASS et DED~- 
KIND, il a fallu de changer la notation du grand g d o m ~ e .  De l'autre 
cbt4 je crois pouvoir conserver la notation r41afive au cas de D > o, 

(6) P + - 
2 

puisque une confusion avee la fonction E(z) de LEGENDRE ne parait pas 

probable. 
KaO~ECKEa est all4 un peu plus loin, en acceptant une signification 

du symbole E(D) aussi dans le cas D < o ,  ce qui lui a permit de con- 

denser les deux r4sultats (3) et (4) en une seule 4quation. 
l~ais cette simplification est seulement apparente, les deux cas D > o 

e~ D < o sent de nature tellement diffdrente que route fusion ne puisse 
~tre qu'artificielle et nc pourra se tenir qu'en peu de formules. 

Nous devons maintenant nous occuper de la sgrie P(D) et des deux 
formules de DIRICHLET qUe J e  prends sous la forme 

a) = a), (3*) VX 

�9 I 
(4*) ~D Cl( D) log E( D) = P( D). 

Une premiere remarque consiste en ce que la s4rie P(D) (en con- 
siddrant ensemble los deux cas D > o et D < o) peut se sommer au moyen 
de la ddrivde logarithmique de la fonetion gamma. 

Posons, pour abr4ger, ]D I = A e~ consid4rons la somme finie 

~=1 

on aura 4videmment limP,~ = P ( D )  (pour m. infini), g n  posant h = a + A~, 

cette somme devient 
zJ ( D r,,-1 I . 

a=l 

cela 4rant, les iden%it4s 
A 

a ~ l  
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permettent  d'6erire 

I i 
P "  -= ~ a - log m , 

a=l v=o ~ "{- y 

et en faisant usage de la formule 61dmen~ire 

) lira I log m ---- 
~ = |  , , ~ = o  ~ ~ ~ r(~) ' 

le passage k la limite pour m infini nous donne le rgsuitat voulu 

(7) P(D)= s .=, r - - ~ ;  (A ---- IDI)" 

On en tire, en s@arant les deux cas, les dquations 

(7 ~) 

365 

(7 ~) 

La relation 

permet de suite de simplifier (7~); mettons-y en effet A -  ~ au lieu de 
et ajoutons membre ~ membre avee (7a); on aura 
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et la relation bien connue 

F'(t - -  z) F'(z) .=- ~rcot x~r 
r(x - -  ~) r ( z )  

donne imm~diatement 

(8) 
- -  z ~ - - I  

T h = l  

ou en r6unissant les termes dgaux 

(s  ~ ) 
_ 

T h = l  

On parvient au m4me r6sultat en se servant, pour obtenir la somme (7a), 
de la formule eonnue de GAuss 

1" hrc 2ah:r ar~ 
(a) / " ( I ) - -  log 2& - -  ~eot x + ~ log sin ; e~ K 

F o~--1 

mais eet~e demi~re permet~ aussi de traiter le eas de diseriminant positif; 
la formule (7 b) donnera alors 

D--1 D--I  

(9) ~/~ C l ( D )  log E ( D )  ---- - -  log sin ~ cos --D--- �9 
~ 1  = 

Cette dquation beaueoup plus comphqu6e que la formule (8)se simplifiera, 
si l'on se borne aux discriminants fondamentaux.  Pour un tel discriminant 
a lieu l'dquation 

Z cos ~ - -  a qD, (~/D>O), 
h = l  

et la formule (9) deviendra 

D--1 

= - -  l o g  s m  7 '  
a = l  

D 6~ant un discriminant posi~f fondamen~l.  
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En rdunissant des termes dgaux, on peut ~erire le second membre 
comme il suit 

I,'ol G) 2 ~ log sin ~ .  
a = l  

4. Nous parviendrons ~ la somme de la s6rie .P(D) d'une mani~re 
plus dldmentaire, de rla sorte que la formule (a) de GAuss n'est plus in- 
dispensable. Mais nous voulons d'abord ramener la d6termination du nombre 
des classes d'un discriminant ggndral h celle duns le cas d'un discriminant 
fondamental. On peut ramener d'une mani~re plus g~n~rale la quantit~ 
_P(DS 5 ~ la quantit6 T(D). 

Je reprends pour ee but la formule 6tablie plus haut 

P(DS ~) ----- lira \--h--t ] - - ~  ' 

et j'emploie l'6quation (2), h savoir 

J 'y  fais 

h = l  

et j'aurai d'abord 

(d parcourant tous les diviseurs de S). 

f ( h )  = , 

h = l  ~ F  
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puis en passant h la limite pour m infini, 

.P(DS') = Z It(a) 7t 
d 

d pareourant tous les diviseurs du hombre S. 
Cela grant, reprdsentons par s tous les facteurs premiers diffdrents de 

S, on aura 6videmment 

I = H (  __ (D)~)  
d 

et puis la formule chereMe 

P ( D Z ' ) = P ( D ) [ I ( I - - ( D ) ] ) ,  

o5 s pareourt les faeteurs premiers diff6rents du hombre S. Les formules 
(3*) et (4*) permettent alors de conclure 

2~r 
~/AS' ~ c t ( - -  a s ' ) =  ~P(-- as'), 

i Cl(DS') log E(DS') = P(DS') ~/~-~ 

et par consdquent 

~t(- -A)  - - ~ S  ~ - -  ~ , 

(i3) Cl(D) logE(D) ----S x - -  . 

I1 s'ensuit que la d&ermination des nombres CI(.DoQ' ) et C/(--AoQ2 ) 
revient 5 eelle des nombres Cl(Do) et Cl(--Ao)  qui correspondent aux 
diseriminants fondamentaux. 

Nous allons maiutenant considdrer la sdrie P(D) correspondante "X un 
discriminant fondamental. Son ~valuation s'obtient au moyen des dg- 
veloppements suivants 
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I t -~ s i n  2hxz 
(~) �9 2 -  h= 

h = l  

(r) - -  log sin xr, = log 2 -4- s cos 2hxTt 
h 

qui ont lieu sous la condition o < x < I  et qui ne sont que des con- 
sdquences de la sdrie logarithmique. 

Soit - - A  un diseriminant n~gatif fondamental et posons, dans l'dqua- 

tion (fl), x = ~ ,  multiplions de part et d'autre par le signe de LEOE~DRE 

(----~-) et ajoutons les rdsultats pour ~ - - - - 1 , 2 , . . . ,  A - - I .  II vient 

A--1 ~ I A--1  

v = 1 s i n  ~ 

ou, si l'on fair usage des relations 

Am1 A--1  
2hu~r 

_ _ VN p ( _  ~ ) .  

La derni~re quantit6 6rant, suivant (3"), 6gale 

tel(-- a) ,  
T 

on u ""  --'t'equa-~1on c o n n u e .  

T 
(~4) e l ( - -  4 )  = - - 2  A 

A--1 

En op6rant d'une mani~re analogue sur l'6quation (~-) on trouve l'6quation 

D--I 

(9*) Cl (D) log  E ( D )  = - -  ~ ,  log 

qui a 6t6 obtenue plus haul. 
Ae~a m a t ~ .  29. Imprim~t le 5 avr i l  1905. 

�9 ~IT 

sin 

47 
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5. De ces rdsultats de DntlCnLET nOUS allons exposer une gdndralisa- 
tion laquelle nous para~ de pr6senter un certain intdr~t thdorique. 

Dans l'identit6 analytique 

--l~ --z) = U, I 1< ,, 
1 

remplagons z par la quantit~ 

h 2 hr 2m{h + ~ +...+ ~)  

en reprdsentant par A 1 , A2, . . . ,  A les valeurs absolues des diseriminants 
fondamentaux de signes quelconques D ~,  D 2 , . . .  , D,., puis apr~s avoir 
multipli6 les deux membres par le signe 

ajoutons les r6sultats qu'on obtient en faisant varier l'indice h 1 de I h 
/x 1 - I ,  h~ de x ?~ A - - 7 ,  et ainsi de suite. 

Z n 

La somme suivante qui les t  le coefficient de - au second membre 
n 

. /h i  h2 

Z Z . . .  ,v, . . .  
hi h2 "~ 

est dvidemment ~gale au produit des sommes simples 

D ~ 2nhl mi D, ,~ ,- 
e ' j~  e ~*  'J" 

�9 " " - - -  \ h , /  ' 
h 1 h 2 h f, 

ou bien en faisant usage de la formule connue, au produit des quantitds 

les raeines earr6es ~/~ sont ou bien positives (si Da > o) ou bien imaginaires 
positives (si Da < o). 
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On aura donc l'6quation suivante qui a lieu sous la condition ]z I < i, 

( i5) ~/D, ~/D~. . . ~/-D~ ~ x D,D. ._ . .D~ 
= '11~ '17, 

En supposant que le hombre D = D1D~...D,. n'est pas un carr6, il 
sera alors un discriminant et dans la sdrie qui figure au premier membre 

1 

on pourra faire tendre z vers l'unit6. Si pour certaines combinaisons de 

va leu r s  hi ,  h2, . . .  , h,. la somme 

h~ h,~ hr 
+ . . .  + ,,,% 

se rdduit ~t un entier, le terme logarithmique correspondant au second 
membre se rdduit ?~ la quantitg 

_++ log (I - -  z). 

La somme de t o u s l e s  termes devant rester finie pour z -~  I, il s'ensuit 
que ees termes se ddtruiront deux ?~ deux, de sorte que 

~)dans le second membre de l'dquation (I5) on peut supprimer routes 
les combinaisons hlh2...h,, lesquelles rendent enti~re la somme 

h, h~ h, + + - - ) ;  

Cela pos6, soit u une quantit6 rdelle positive; nous aurons quelquefois 
considdrer les deux testes 

u - -  E(u )  = ~(u),  u--E(u-t-~)=l:t(u), 

dont le premier s'appelle le plus petit reste positif, le second le plus petit 
reste absolu. 



372 35. Lerch. 

En posant pour un moment 

(I,, 

e2~(~ +~+"'+ ~) _ e2~,~, 

on a 6videmmen~ 

(O<X< I), 

et puisque, grhce h la condition o < x < I, 

o n  R u r a  

l o g ( I - - e  '"~(~'+~+''')) 

h~ . h. 1 h~ •i 

Done en passant ~ la limite pour z :  I clans l'~quation (x5) il vient 

4 ~  ~D,,.. " 4 ~ P ( D )  

h, l (•) = - -  ~ '  (h~) (h~)"""  (h~) logls in  7r(~----~' Jr ~,, J r . . . - { -  At !  ] 
(n) 

h~ 
(n) 

oh les conditions sommatoires sont 

o < h l < A  1 , o < h 2 < A  2 , . . . ,  o < h ~ < A ,  

et oh l'on eonvient de suprimer les termes infinis. 
Distinguons maintenant les deux cas D > o et D < o. 
Pour D ndgatif et 6gal ~ - - A  le nombre des termes nggatifs dans 

la suite D1, D2, . . .  , Dr sera impair 2~ d - I ,  et il vient 

Si done, clans l'dquation (~), on compare les parties imaginaires des deux 
membres, il vient 
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Puisque iei A > 4 ,  o n  a r - - - - 2  et l '6quation (3*) donne 

P ( - -  A) = r A), 

et par consequent, notre r6sultat devient 

�9 . .  , =  

ou bien 

(16) 

373 

C l ( D  I D a . . .  D~) 

=(-)~+'~,~v, v, " ~ h z  ~ + ~ + " +  
ht=l hz=I ht=l  

(D~, D=, . . . ,  D r d6signant des diseriminants fondamentaux dent 2v + I 

sent ndgatifs, puis A i ,  A2, . . . ,  A,. leurs valeuxs absolues correspondantes). 
Supposons en second lieu que D est positif; alors parmi los facteurs 

D~, D2, . . .  , D,. il y on aura un nombre pair 2v qui soient n6gatifs, et 
le produit ~ / ~ , ~ / ~ . . . ~ / ~  sera exaetement ( - - I ) '~ /D.  En eomparant les 
parties r~elles dans l '6quation (d), on aura doric 

/ h, h 2 

et puisque 
~/-g P ( D )  : C l ( D ) l o g  E ( D ) ,  

il vient 

(17) 
=_(--,;+~ 

CI(DID2  . . . D~) log E ( D I D ~  . . . Dr) 

, D, o.. /h ,  h~ 7,,~ 

(D1, D~, . . . ,  D,. d6signants des discriminants fondamentaux dent 2~ sent 
nggatifs, puis A1, A~, . . , ,  A,. leurs valeurs absolues; les conditions som- 
matoires dtant 

o < h ,  < A i  , o < h 2 < A  ~ , . . . ,  o < h r < A ~  

avec supression des termes infinies ou absurdes). 
Ces formules gdn6ralisent 6videmment los rdsultats (I4) et (9*); en 

effet, si r =  I, D = - - A < - - 4 ,  on aura ~R = ~  et l'6quation (16) 

s e  rgduit ~ (i 4), puisque v -= o. 
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On peut transformer la formule (I 6) en sorte que la fonction numd- 
rique ~R(x) se trouve remplacge par la fonction de 7LEGENDRE Z(x); cette 
transformation suppose eependant que le nombre r des facteurs D~. surpasse 
l'unit6. On a en effet, par ddfinition, 

~ ( h ,  h, 
, , ,  

- , , ,  + a + . . .  + + + . . .  + s  

et puis, grhce h l'hypoth~se de r > i, 

la formule (I 6) devient alors 

(i6") C I ( D 1 D 2  . . . D~) 

=( - ' ) , , _ , ,~  ~ ...X,,h,/ ,,.,,,, ~+..-+.,, ,~/ 
= / ~ = 1  h , , = l  

en supposant eomme plus haut que 2v + I signifie le nombre des termes 
ndgatifs de la suite D1, D2, . . . ,  D~; r >  I. 

:Nous parviendrons plus tard h des formules 6quivalentes et nous dd- 
velopperons les consdquenees qu'on en peut tirer, mais h prdsenb .ie veux 
consid6rer l'6quation (I 7) pour montrer qu'elle permet de simplifier l'6qua- 
tion de DIRICHLET (9*) en cas oh le discriminant D est un nombre pair. 

Si D esL un discriminant pair, positif eL fondamenta], il ne peut 
avoir que l 'une des trois formes suivantes 

D ~ 4 A ,  D = 8A ,  D = 8D1, 

off - - A  et D 1 sont des .discriminants fondamentaux impairs, le premier 
ndgatif, le second positif. Dans le premier cas on a D 1 ~ - -  A,  D 2 = -  4, 
done r = 2, , = i, et la formule (I7) devient 

C l ( 4 A ) l o g E ( 4  A )  

'~-~ - -  A I / h, 
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en supriman~ toutefois les valeurs de h I qui rendraient entier le hombre 

+ ~; or de telles valeurs de h 1 ne se pr6sen~ent pas et l'on a comme 

la valeur du second membre 

et en faisant usage de l'identit6 

sin~(4 + $) t g r  (~ + ~) I + tg ~z:, 

sin z ( ]  -}- ~) - -  I -- tg$Tr '  

il vient 

(,8) 
h=l  

hT~ 

log 
I ~ t g ~  

Les termes du second membre coincident deux h deux et on peat l'6crire 
aUSS1 

1 ~(z-1) 

x (_~) ~o~ 
h=l  

]~Tr 
, -{- t g ~  

]bT~ 
I - -  t g ~  

On trouve en poursuivant la voie analogue les deux autres formules que 
je me borne ~ indiquer 

(,9) c,~8~/lo~<8~> = ~ (~)log ~(~_~) 

(20) ~l<8~>lo~E~>~ �84 ~ (~)l~247 
h=l  
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6. La formule (I4), h savoir 

A ~ I  

peut ~tre transform6e en expressions plus simples qui se pr~tent mieux aux 
applications. Je suppose en premier lieu A impair 2n + i ;  la somme 

qui figure au second membre de la dire formule peut se d6composer comme 

il suit 

S = ~ + ~ + ~). 
1 1 

Or, A 6rant impair, on a 

2 - - A  2 ~ A  

et en faisant 2 ~ -  I = 2, il vient 

La premiere partie du second membre peu~ s'6crire 

~ - ,  

et on aura en d6composant la seconde partie en deux sommes 

Or l'expression entre parentheses { } n'est autre chose que la somme 

et on a la  relation 
1 

01 = 1, 3j ~;, . . .  2 n - - 1  
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d'ofi en rempla~ant S par sa valeur 

A cz( - -  ~), 
2" 

la formule suivante 

( - -  A ~tant tm diseriminant fondamental impair, et 2 parcourant les valeurs 

I ,  3 ,  5 ,  . . . ,  A - - - : ) .  
Cette formule subsiste aussi pour A pair, mais alors les deux membres 

sont nuls. 
En  restant dans l'hypo~h~se de A impair, on peut  faire usage de la 

formule 

_ 

et les differences A - -  2 = 2~ ayant les valeurs 3 , 4 , 6 , . . . ,  A - -  z, il vient 

et la formule (2I) devient la suivante 

~ (,~-1) 

Nous allons voir qu'elle subsiste aussi pour A pair. Dans ee cas on a 

toujours A-----4n et la somme ddsignde plus haut  par S est ici dvidemment 

S =  ~ ( - ~ ) ~ ;  (il-I,$,G ..... .n-l) 

en rempla~ant les nombres 2 > 2n par l'expression 2n ~ 2 il vient d'abord 

Or on a eomme eela est ais~ de voir 

- - A  

Aeta ~ t b ~ t ~ .  29. Imprim~ le 5 avril 1905, 48 
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et il reste, apr~s r6duetion, 

(~t~ 1,3, . . ,  2n- - l )  

co que l'on peut 6erire, on introduisanL de brmes nuls, 

~----,,, x (-~). 
V = I  

En remplagani par S sa valeur - - ' A  2 C l ( - - A ) ,  il d e n t  
T 

~(~-~) 

V = I  

mais e'est prdeis6ment l 'dquation (22) pour & pair, puisque darts ce eas 

(~) = o. 
L'6quation (22) est done g~n~rale, et si l'on observe que la formule 

(12) donne pour S =  2 

c ' l ( - -  4 , ' )  = ;. ~ - -  c l ( - -  ,,,,), 

on a l '6quation ~quivalenb 

~(~--i) 
(~'~ X ( - -~ ) - -  ~,(-4,,~. 

C'est done le hombre des classes de formes positives et primitives 

ax ~ "1" 2bxy + cy 2 

qui appartiennent au ddterminant - - &  = b 2 - - a c .  

On parvient ~ une forme diff6rente si, dans la somme S, on trans- 

z A en y faisant v - - - A - - / x ;  il vient alors forme les termes off v > 

~= ~ (--~)~ + x (2--t )~"- , ' ) ,  <~_/, 
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ou bien 

[}J] • ~ [}~] 

X 
En substifuan* la valour de S e t  de la somme (22), il vient  

v = l  %" 

La somme au premier membre sera donc 6gale 

forme 8 k - -  x. 

Pour  obtenir la somme 

h z&o, si A est de la 

on cas du A impair, je pose ~ = A - - 2 / t ;  ello dovient 

( I  = I ,  8, ~, . . . ,  a - - 2 )  

ou en faisant usage des formules (22) et (23) , 

,{ 2 2 

( - -  A 6rant un  discriminan~ fondamental  impair et la somma~ion s 'gtendant  

aux valeurs de 2 : I , 5 , 5 ,  . . . ,  A - -  2). 
Pour  A pair le premier membre n 'est  autro chose que 

iS= ---~ el(-- A). 

Reprenons la formule (22) pour A impair plus grand quo 3, 

-(~-1) 
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En repar~issant les valeurs de ~ en paires 2# et impaires ~, e~ posant 

dans les termes correspondants ~ ces derni~res 2 = A -  2p, on aura 

x i A < p < I  A 

et la somme s devient 

~= ~ ( ~ ) -  ~ ( ~ ) =  (~)[~ ( ~ ) -  ~ (~)] .  

I1 s'ensuit 

et on a ~videmment 

~(-~)+ ~(~)=~, 
d'oh 

,+(~) ~(-~)= ~ ~, 

~-(~) ~ (-~)- , 8 .  

En substituant la valeur de s il vient 

[,'- ~] 
~(-~)= 
p ~ l  

x ( ~ )  

2 
~ ( _  A), 

2 
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d'oh~en distingant les deux cas ( ~ ) =  + I, on tire ais4ment 

381 

(~5) 

/tffil ( - ~ )  __ I d - _ _ ~ ) C I ( - -  /~) ' 

Une de ces deux quantit4s est nulle, l'autre est diff4rente de zgro, et 

le caleul se ram~ne h ddterminer [ ~ A ]  signes de LEGENDRE. 

:Nous terminons par la ddtermination de la somme 

zt--1 

x 
1 

En y rempla9ant ~ par A ~ ,  on aura 

T= ~ (A --~)' A'-- 2Au + ~'] 
1 

ou bien 
A--1 

d'ofi il vient 

ou bien 

.(~6) 

A--1 

A--1 

v~l T 

11 peut avoir quelque int4r~t de connaltre les sommes 

A--I b--I 

h=l h~l 
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aussi dans les eas off les diseriminants - -  A at D ne sont plus fondamentaux. 
Ces sommes se d~terminen~ aisdment au moyen de l 'identitg (2) 

d parcourant  les diviseurs de Q. 

Soi~ en effet A---_ AoQ~ ' oh - - A  o est un diseriminant fondamental; 
en faisant, dans la formule (a), 

elle devien~ 

pour h < < A ,  et ,f(h)----o pour h > A ,  

ou bien 

(fl) 

/I 

A--1 .~ou 

Cela dtant, l'expression 
Aem 

h = l  

se ddtermine en faisant h.~p-.]-Ao~ (p~--I 
on aura 

Ao--1 m-- I  

, 2 , . . . , A o ,  U-----O, I ~ . . . ~ m - -  I ) ;  

zJe--1 

1 

or, - -  ~o grant un discriminant fondamental, on peut appliquer la formule 
(I4) qui donne 

A -= --m o 40) 
~o 

ou bien 

(27) 
h ~ l  T~ 
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L'expression qui figure au second membre de l 'dquation (fi) 

h ~ l  

aura done pour valour 

et il vient 

Q~ 2 
d ho - 0 l ( - -  40)  ro 

1 To d 

La somme dtendue aux diviseurs d du nombre Q 

n'est autre chose que le produit 

dtendu aux faeteurs premiers diffdrents du nombre Q. On aura par con- 
sdquent le rdsultat voulu 

A--1 Y 

(A ~ AoQ2 ' - - A  o dtant un diseriminant fondamental et q parcourant los 
facteurs premiers diffdrents de Q). 

Considdrons maintenant la seconde somme, cello qui correspond au 
diseriminant positif D=.DoQ 2, off D o est un discriminant fondamental. 
En faisant, dans la formule (a), 

( D ~  pour o<h<DoQ ~, f(h)= 

puis f(h)----o pour h~DoQ ~, nous aurons 

= 

Q2 
Do-~---1 

~ f t ( d )  T log sm ~--~ �9 
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Pour ~valuer la somme 

B ___ log sm ~-~o 
1 

on pose h=-pA-Do~ ( p ~  I ,  ~ , . . . , D o ;  u----o, I , . . . ,  m - -  I), et il vient 

Do--1 

p = l  

m m l  

~ log sin 7r(m--~ "t- ~ )  ; 

la sommation relative ~t ~ s'effeetuera au moyen de l'identit6 

qui donne 

p = l  

ou bien 

] . hrr 

1 

Au moyen de cette fonnule le r6sultat obtenu plus haut devient 

~ log sin 
1 d 

ou bien 

(29)  - -  ~ log sin ~- ----- 
h = l  

(D=DoQ ~, D O ~tant un diseriminant fondamental et q pareourant les 
faeteurs premiers cliff,rents de Q), 
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C H A P I T R E  I I .  

I. Los considerations suivantes basent sur la relation bien eonnuo 

y w 

que j'~erirai encore une fois en prenant oJ-----ix, x > o: 

~ e -~r ( I )  . . . .  = 

Cola pos6, soit D un discriminant fondamental positif; dans l'dquation 
h 

(I) je pose u = ~  et aprbs avoir multipli6 les deux membres par le signe 

de LEGENDRE ( D ) j ' a j o u t e  les r6sultats pour h = i ,  ~, . . . , D - - , .  On 

re coit de la sorte au premier membre l'expression 
@ 

~/D ~ (D) e - ~ '  

et pour simplifier le r6sultat qui se pr6sente au second membre, il faudra in- 
troduire un nouvel indice sommatoire n-----h-t-Du; on obtient ainsi l'~quation 

-~_ -=_ e -~Gx " 

Elle prendra une forme plus 61~gante en rempla~ant x par ~ et en 

r~unissant des termes ~gaux, ~ savoir 

( 5 )  

Si au contraire on 
fondamental n~gatif, 

AC, a m a t h e m a t ~ .  29. Impr tm6  le  12 a v r i l  1905. 

e - - ~  e 

op~re d'une mani~re analogue pour un diseriminant 
on n'obtient aucun r~sultat, les deux membres de 

49 
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l'~quation obtenue ~tant nuls. Mais en prenant la d~riv6e des deux membres 
de l'identit6 (I) par rapport ~ u, on parvient h l'dquation 

][  - -  

h En prenant, pour un diseriminant fondamontal n d g a t i F -  A,  u - - - -~  et 

en ajoutant, apr~s avoir multiplides les deux membres par le signe de 

L E G E N D R E  ( ~ - ~ ) ,  il vient 

ou bien, si l'on change x en ~ et simplifiant, 

( 3 )  ~ e  ~ i - - - - - : -  ~ / e  , ix  . 

Oeeupons-nous d'abord de eette derni~re 6quation. Elle fair voir que 
la fonction suivante 

F----- d x  n e  ~ .-]- n e  J~ 

z 0 

ne d6pende pas de la variable z suppos6e positive. Pour z infiniment 
petit la seconde intggrale disparalt et il ne reste que la premi&re, ~savoir 

l i 2 2 7 g  

qui, pour z----o, se r6duit ~ la quantitg 

F ~ r cz(-- m). 
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La constante F 6rant ainsi d4termin6e, nous aurons la relation suivante 
oh z est une quantit6 positive quelconque: 

2 C,(__ A , -- ~/-~ ~ (~n& ) ~_e "*'~ + ,~ X ( _ ~  f ,,. 
0 

L'intdgrale se simplifie en faisant x = & - ~ ,  et on aura ce r6sultat dd- 

finitif 

2- ~YI ( ~k ) ~ ~k I zJ 2 
(4) -- - e + e-~ dx. 

r - 
t t  = ~ n 

Cette formule fournirait un moyen des plus expgditifs pour le nombre des 
classes des grands diseriminants nggatifs, si les tables de valeurs de l'in- 
t6grale 

/ e-O~= dx 
t* 

6taient plus completes, e'est h dire calcul6es pour les valeurs de l 'argument 
petite diff6rence; cette difficult6 externe, et provisoire peut-6tre, diminue 

l'utilit6 de la formulo (4), les nombreuses interpolations dans le caleul 
grant bien fatigantes. 

La formule fournira l 'approximation la plus commode en prenant 
z = I ; on aura ~ peine besoins d 'un nombre de termes 6gal ~ ~ ,  puisqu'il  
s 'agit d'un nombre entier dent on connait d'ailleurs assez souven~ eer~ains 
diviseurs, si A est un nombre eompos6. 

Passons maintenant ~ la formule (2); elle f a r  voir que la quantit6 

a o +  7 
z 0 

est indgpendanfe de la quantit6 z suppos6e positive; on obtient sa valeur 
en passant ~ la limRe pour z = o co qui donne 
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En employant cette valeur de G et les formules faciles k obtenir 

-g __. e-~" d x  , 

0 n2~ 

Dz 

on aura le ddveloppement k eonvergeance rapide 

(s) lX(-~) f x:(~-) f Cl(D)  log E ( D )  - -  2 ~/-D i e -~'dx "4- e-" dz 

n z"~ 1 

D z  

Le nombre de termes qu'iI faut calculer est encore plus petit que 
dans le cas prdcgdenf, ~ cause de la pr6sence du facteur log E(D)  au 
premier membre, dont la valeur paralt, d'apr~s l'exp&ience, dire comparable 

~/~. La valeur de z qu'on peut recommander est z = I. 
Ecrivons maintenant, pour abrdger et d'une mani~re provisoire, 

C I ( D ) l o g E ( D ) =  A ,  n,z, "D ~ C, = , ,  

l'dquation (5) s'dcrira alors 

1 1 

Soit  m a i n t e n a n t  u une  cons~ante  pos i t ive ,  m u l t i p l i o n s  les deux  m e m b r e s  

par e -"" dz ~/~ et  in t6grons  de z = o ~ z ~ o o ;  on  aura 

v/~ x f X ~ 
A n I d~ - 7  - ~  dz 

1 I 0 
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L'intdgrale double se simplifie en faisant usage de la formule de CAUCBY 

j ;  - 
~/i Y u  

@ 

e~ on aura 

" " e ; /  e - T  -u* d z  ~__ e--~w �9 ; 
q z  z 

1 0 1 

en ehangeant x en x 2 la derni~re quantitd prend la forme 

-f 2 e " - - }  

1 

et notre formule devmnt 
w 

1 

e-=.  ~'a d z  + e -=- �9 

1 

L'intdgrale 
posani~ c x  = u t  2 ce qui donne 

qui figure en seconde s6rie s'exprime sous forme finie en 

c~ + ~ ~/;, ~ /~  

1 d 
no~re dquation sera ainsi 

o n  

_ _  

dt  _ 2 u 
-~ + x ~ c u  arctg j ;  

V'- E T, 

1 

bien en modifiant l'intdgrale e~ substituant les valeurs de c ,  ~ ,  A el, 

Du ~ w2 ' posant pour plus d'~l~ganee 

(6) \In ] nrr aretg ~ -b e-  ~ d_~z, 
2~lwrr 

D 

w ~tant une quantit6 posit~ive quelconque. 
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L'avantage de cette formule n e s t  pas trop grand, la convergeance de 
la premiere sdrie grant trop lente. I1 s'ensuit que lorsque w surpasse une 
certaine limite, la quantit6 

log E(D) 

a sa partie enti~re cons~nte qui est dgale ~ C I ( D ) - - I .  

2. Une source do relations arithmgtiques consiste dans la reprdsenta- 
tion analytique de certaines fonctions arithmdtiques. En particulier la 
fonction E(x) de LEG]~NDRE a gt6 reprdsentde ~ l'aide d'une sgrie trigono- 
mdtrique par SCHAAR 1 et ST]raN; ~ ce dernier en a tit6 plusieures cons6- 
quences arithm6tiques. RIEMANN et dans son comentaire M. DEDEKIND 3 
ont rencontr6 eette fonction, avec d'autres analogues, dans an domaine 
analytique important; les applications les plus intdressantes ont eependant 
6tg publides par M. ALEXANDER BERGER. 4 

Au lieu de la fonction E(x) nous introduisons la fonction E*(x), 
i 

dgale h E(x) pour x fractionnaire, mais dgale ~ E ( x ) - - ~  pour x enticr; 

sous cette convention, la formule suivante aura lieu pour tous les x positifs 

I .Jr. E sin 2v~ (7) E*(x) = x - - 5  ~ 

Elle aura lieu aussi pour x n6gatif, si l 'on a soin de choisir sa d~finition 
de la sorte que 

E*(x) + E * ( - - x ) =  - -  

Une autre fonction est 

1 M~moires des say. ~tr. publi~s par l 'acad~mie des Sciences de Bel- 
gique, T. 23. 

Journal do Crelle, T. 59. 
3 Riemann's  Werke:  Fragmente aus d. Th. der ellipt. Modulfunetionen. 

Nova Acta reg. Soc. sc. Upsalionsis, I885, 
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qui s'appelle le plus peti~ reste absolu de x; elle satisfait aux conditions 

I I --~<R(z)<~; 

la diff&ence x--R(x) est le hombre entier le plus approehde de x. 
J'introduirai au lieu de R(x) la fonetion modifi& 

R*(x)----- x--E*(x ur-~) 

I Evidem- qui ne diff~re de R(x) que lorsque x est un multiple impairde ~. 

ment, on a quel que soit x l'6quation 

(8) n * ( ~ )  = - - ~  (-- i)~ sin 2 ~  
l~Tt 

Le plus petit resfe positif de x est l'expression 

~(z) = x--E(x) 

et il lui correspond la fonction modifide 

~*(x) = x - -  E * ( z )  

dent la ddveloppement rdsulte immddiatement de (7). 
Nous dgsignerons suivant l'usage, par sgn. R*(x) le signe de R*(x), 

c'est5 ~ dire la quantit6 -4-I,  o , - - I  selon que R*(x) est positif, nul ou 
ndgatif; cette, fonction est ddveloppable pour routes les valeurs de x en 
s6rie suivante 

~ s i n ( 4 v  + 2)z~ 
(9) sgn. R*(x) = 4 ]~-7-t-- i~- " 

V={} 

~lotons aussi la formule coneernant la valeur absolue de R(x), 

I ~ c o s  (4~ + 2)~ 
= - - -  2 (21~ + I ) ' g  ~ (,o) IR(x)l 4 , = ,  

Cela grant, soit D u n  discriminant positif fondamental et m un entier 
mh 

positif; dans les formules qui prgc~dent nous ehangerons x en 0c-4--~, 
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puis nous multdplierons par le signe de LEGC, NDI~E ( h ) e L  ajouterons les 

r6sultats pour h----x, 2 , . . . ,  D - - I .  En faisant usage de la formule 

2 ( ~ )  '~" ~ eos--y --  (-~) ~/D 

nous parviendrons de eette mani~re aux dquations suivantes: 

~ ( ~) (~) s 
o-. • (~) 

(I2) Z (~----).l~*(X "3 I- ~ )  (-~) ~/D ( - - I ) '  sin 2v~r 
hffil v=l P~ 

o-~ (~)  ( _ ~ )  (D)~]~ Z (~)  sin 22z~ 
(x3) sgn.R* x +  = 4  m ~ ' 

h=l /t 

(14) 
~=1 ~ ' 

(~----- 1 , 3 , 5 ,  7 , 9 , . . . ) .  

En op6ran~ de la mgme mani~re au moyen d'un diseriminant fonda- 
mental n6gafSf, les r6sultats seront semblables, seulement dans la premiere 
formule la quantit6 

1 A 

no sera plus nulle, mais aura pour valeur 

_2mvz(--A); 
T 

nous aurons ainsi les ~quations: 
A--1 

h=l 

- -  Y = I  
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(I6) 
A--1 

x § ~ h=l 

v = l  Y/t 

A--I 

h=l ~-~ 

(is) 
A--1 

h~l ~ ~ 

( 2 = I , 3 , 5 , 7 , 9 , . . . ) .  

Ce syst~me d'dquations se distingue du prgc~dent qui appartient aux discri- 
minants positifs par ce que les s6ries aux seconds membres des trois pre- 
mieres dquations ne s'annulent plus en prenant x-----o; on obtient au 
contraire los s6ries 

s  I ~/X - ,  
1 1 I~;~" 

La premiere est 
-2 el(-- A), 
T 

la troisi~me peut s'6crire 

et a pour valeur 

I - -  ~ ( - - 4 / ~ )  I 
~/4~ ---7-- ~-~ 

-' cz( -4A);  2 

quant ~ la seconde, j'observe qu'on peut l'6crire, en s6parant les valeurs 
impaires It de v des valeurs paires 2v, comme il suit 

Aeta ~t /~m~t~ ,  29. Imprim6 le 15 avril 1905. 50 
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ce ClUi est 6videmmen~ 6gal 

En substituant la valeur 

c z ( - -  4 A)  = 2 - -  X ; 

la derni~re expression devient 

c'est done la valeur de la sdrie 

Si donc 
aura d'abord 

co 

- - 7  

YTt 
1 

on pose dans les 6quations (I6) et (i7) x-----o, m-----i, on 

zJ--1 

1 

darts ees sommes je conserve la premiere moiti6 de 
seconde je pose h - - - - - A - - k ;  on aura alors 

termes, et dans la 

! 
et de m~me pour la seeonde somme; puisque enfin pour h < ~  A on a 
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h = l  

h=l 

r6sultats que nous averts vdrifi6s plus haut. 
Les formules ( I I )  et (15) sent les plus importances. 
Je m'arr6terai encore aux formules (14) et (i8). E n  faisant x = o, 

m = I dans la premiere, on L-rouve 

- -  = ) t ~ t  

h ~ l  )t 

ce qu'on peut 6crire 

(I9) 
[1O] h 2 I )  - - ~ ( ~ )  I 

h=l 1 

La sdrie qui figure au second membre est line de celles qui s'expriment 
sous forme finie au moyen des polynbmes de BERNOULLI; pour le vdrifier 
rapidement, je me rappelle l 'dquation qui a lieu pour o < x < i 

1 ~ COS 2VZ~.  
(20)  x ' - - x  + a = ~-- ; ' -~  ' 

1 

en y faisant x------.-~, multipliant par ( D ) e t  ajoutant, on obtient 

(2I) = ~/D VI, 
d'oh en comparant avee (19) on tire cede relaL-ion remarquable 

D--I 4D [{D] 
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I 
Passons maintenant ~ (I 8); on y faisant x ----~, m----- i ,  et en observant que 

nous aurons 

s i n , ~  (-~-~) 

A--1 

I v = l  

Si A est impair, 4 A  sera un discriminant pcsitif fondamental et on 
pourra appliquer l'dquation (21) pour D = 4 A ;  il vient 

44A \ ~ / : - '  = g-d-:' 
1 1 

d'ofi il suit (pour A impair) 

4A--1 A--1 
(23) X ( ~ ) h ' =  1 6 A ' X  ( - ~ ) l / ~ ( ~  + ~ )1 '  

h=l h=l 

et si l'on fair usage de (22) 

2A--1 A--1 

h=l h=l 

Or, la somme qui figure au second membre 

est dvidemment 

'[:-~] 

, [,1_,]+1 

d--I 
- - A  h 3 

ce qui peut s'dcrire, en r6unissant des termes dgaux, 

2 X 
1 

[;- J] 
x X [,'- +1 
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Donc 

- - A  grant un discriminant nggatif fondamental impair. 

3. Reprenons les dquations ( i I )  et (I5) dans le cas de m ~  i" 

o '  

Y• 
1 1 

1 1 

COS 2 y x g  

Y~ 

oh D et - - / k  sent des diseriminants fondamentaux. Ces ddveloppements 
deviennent plus importants, si l 'on parvient h simplifier les premiers membres; 
e'est ce que donnent les formules suivantes 

D-1 [D.] 

a ~ l  a = l  

z J - 1  

duns lesquelles x est une quantit~ positive et desquelles il est ais~ de passer 
la fonction E*(x). 

Quant ~ la ddmonstration de ces relations, je me borne ~ dtablir la 
premiere en l 'derivant eomme il suit 

D--1  k 

a = l  a = l  

oh il suffit de supposer k entier; ear si k 6fair fra@ionnaire, on recevrait 
une dquation ent i~rement  dquivalente en remplagant k par sa partie enti~re. 

Je suppose d'abord o < k < D ,  et je pose, pour abr~ger 

D--1 

Sk = ~ \ ~ /  \--D--/' 
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la diffdrence 

M. L e rch .  

( )1 a=l b 

' k + a  
se compose de termes qui song nuls, excep~6 le cas off T e s t  un entier, 

ce qui ne se prdsente que pour ~-= D - - k ;  doric 

en observant que 

on en d6duit l'~quation annonc6e 

qui par lh se trouve d6montrde. 

k 

Cela pos6, observons que la quantit~ 

coincide avec l'expression 

a 
exccptd le cas off x + ~ est un enfier; cela ne se pr~sente que lorsque 

D x  est un enfier qui safisfaif h la congruence 

D x  - =  ~ ot (rood D); 

la diffdrence entre les deux expressions sera alor~ dgalc h 

2 

e~ on pourra l'dcrire 

2 
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Pour  pouvoir nous servir de 

reprgsenter par le s y m b o l e  

399 

ce symbole dans t o u s l e s  cas, convenons de 

le z6ro, si z est fractionnaire, en lui eonservant sa signifieation habituolle 

pour  z entier. On aura ainsi la formule suivante 

/ ~ - !  a _ _  I 

a = l  a=| 

et on trouverait  par le m~me raisonnement  

a ~ l  a . = l  ' 

Nous aurons doric los formules suivantes 

(I) 

(II) 

Elles sent  

pour  x = I 

= v= \ V ]  V ~  

a = l  v = l  

d~montr6es sous l 'hypoth~se de o < x < I, mais elles ont  lieu 

et aussi pour ehaque x > i puisque la somme p. ex. 

D m + n  

est identique avec 

I1 faut  aussi remarquer que 

prendre p. ex. 

6gale h z~ro dans le cas de [Dx] 

a = |  

les consid6rations pr~cgdentes exigent de 

1 

-----o, off le symbole perd de sens. 
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Je poserai maintenant d'une mani6re g4ndrale, pour un diseriminant 
fondamental posifif ou n4gafif D, et pour x ~ o ,  

(111) 

A d4signant la valeur absolue de D. La fonction S@, D)se ra  alors 
identique avee les s4ries (I), resp. (H). 

Comme premibre application de ces formules je vais calculer l'int4grale 

1 

f s ' < x , -  ~)dx = J 
0 

d'abord au moyen de la forrnule (1-[), puis direetement pour en conelure 
une relation arithm4~ique intdressante. On a dvidemmen~ 

1 

0 

ou. en effectuant les in?~4grations 

Or on a 

J= (~ cl(-- A)f+ A 

, ,  n (  )• I I 

d parcourant les faeteurs premiers diff4rents du hombre A; en faisant usage 
de la valeur 

l 

on a done 
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De l'autre c6t6, la fonction S ( x , - - A )  est discontinue aux points 
i 2 3 A - - I  

x = o ,  A '  A '  A ' ' ' "  A , I, en restant constantedansles in terval les  

qu'ils limitent; on a en particulier 

v--1 
~(i_o) = ~ (~), ~(2 + o)= • (-~). 

a=l 

Donc, dans l'intervalle 

X<x<-X- 

la fonction S ( x , - - A )  6tant 6gale h la quantit~ 

• 
a=l 

on peut d6composer l ' int~grale comme il suit 

y+l 

v~O u 

et il vient 
A--1 

En comparant les deux valeurs de J qu'on vient d'obtenir, on a la rela- 
tion voulue 

, 

= I v ~  1 2 _ _ ~ 2  dl~I ( I _ _ ~ _ i )  ' c ~ ( - a ) ~  X = 

( - -  A 6tant un discriminant fondamental n6gatif et d parcourant les facfeurs 
premiers diff6rents de A). 

En op6rant d'une mani6re analogue sur la fonetion 

S(x , D), (D > o), 

on  t r o u v e  

Atga mat/umut/C~a. 29. Imprim4 le 17 avril 1905. 51 
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Au moyen des ddveloppements (I) et (II) on v6rifie ais6ment les 

formules suivantes, dans les quelles m signifie un entier positif arbitraire 

m - -  

~ z = 0  

m - - 1  

t t = 0  / 

- - &  2 

puis la relation suivante q u i a  lieu pour o < x < I 

(29) S(x)=--S(I--x)sgn.D ( D > o  ou 

- -  A ) ,  

O<o). 

0ecupons-nous spdcialement de la formule (28) en faisant usage en mgme 
temps de la relation (29) qui pour D = -  A devient  

s ( x )  = 

En prenant m = 2, x = o, la formule (28) reproduit l '6quation bien 

c o n ~ u o  

Pour m = 3, x = o i l  vient de (28) 
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En faisant m = 4, x = o, l'6quation (28) devient 

~(~) + ~(~)+ ~(~)- ~-,(~)~,~_ ~; 
or  

~(~) 
et par cons6quen~ 

-- ~(~), 

(31) S(4 , - -  A ) = 2 +  (~)r + (A)  Cl(--A) 

et si l'on suppose A > 4, 

(3I*) = r CI(-- A). 
1 

On parvient aussi k un r6sultat simple, si l'on fair m----6, x = o ;  en 
effet eela donne 

~(-~) + ~(;)+ ~(;)+ ~(~)+ ~(~) ='-(-~)~ ~r 

Ell faisant usage des valeurs connues des quanbitgs S(I)  et S ( ; )  

(~) ( ' )  puis observant que S = S 8 , nous aurons 

=~q), 

(3~) 

ou bien 

(32*) 
[~- ~] 
x ( ~ / - -  

- - A  
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I I i l  vien~ Faisan~ m =- 2, i x = ~, 

~(,~) + ~(~)_-(~- (~))~ ~,~-~ + (~)~(~) 
e~ en subs~i~uan~ la valeur pr~cdden~e, 

(3s) ~(,-'~, ~)+~(r ~) 
_-~-(~) + (~)+ ( ~ ) - ( ~ )  ~,(_ ~). 

T 

On ~ouve d'une mani~re analogue 

= : - -  7 or(- -  a )  + \ X /  \g '  

De l'au~re e6t6, l'hypoth~se x = o, m = 5 donne 

Si done ( A ) = - - , ,  c'est ~ dire pour A = S k + 3 ,  on d~duR de ces 

deux derni~res 6qua~ions 

6 '  IO = - Cl(-- &), (A ~ 3 (rood 8)). 

Mais beaucoup d'aufres applieafions sent possibles des formules fondame- 
iales (I) et (II) 

(a) S(x D) = ~/D . ~  ( D )  sin 2uz-----~ 

re. 
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Prenons, par exemple, dans la premiere 6quation ~ + ~ -  au lieu de x, 

mult~iplions de part et d'autre par ( - ~ - ~ ) e t  ajoutons pour a = I , 2 , . . . ,  

R x; - - ~  signifie, bien entendu, un discriminant n~gatif fondamental 
et m un enfier positff arbitraire. On aura 

A--I 
6~ffi 1 I A~ 1 ~ ) "  

Lo second membre 6rant 6videmment 6gale ~ la s6rie 

v=l Y~ 

on pourra l'~crire, d'aprgs (b), sous la forme 
I 

i 
et nous aurons, par c6nsgquent, la formule snivante 

I 
/Iml ( oo ) 

(3 8) S x + ~ - , D  
a = l  

et on trouve d'une mani~re analogue 

D--1 ~176 ) (39) S x q-- D ' A = - -  Cl(--  AD) -4- S(x ,  - -  AD). 

Ces formules ont lieu, si le produR - - A D  est un diseriminant fonda- 
mental, de sorte que les entriers A e t  D sent premiers entre eux. Mais 
il est important de remarquer que ces relations subsisteront aussi dans 
le cas g6n6ral off - - A D  n'est plus fondamental, si l 'on convient de dg- 
finir la fonction S(x) comme la somme de la s~rie (a) ou (b); daus ce cas 
la signification primitive de la foncfion S(x,  - -  AD) comme la somme (III), 

savoir 

1 

est la seule chose qui va changer. 
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En  particulier la formule S ( o , - - A D ) ~  o subsistera er les dquations 
(38) et (39) donnenf les relations suivantes 

(38  ~ ) 
~=1 \ ~ - - /  \ ~ ,  

~-~ (~_~s(~  (39~ ~ .  \ ~ j ~ D ,  
a = l  

qui ont lieu pour des diseriminants fondamentaux queleonques D >  o, 
- - A < o .  

Soi~ maintenant D' un discriminant positif fondamental, premier avec 
D,  on vdrifie aisdment l'6quation 

(40) o o  
| '-- t 

7 S x + ~ '  D = S(z , DD') 

qui, sous la forme 6erite, subsiste aussi lorsque D et D' signifient deux 
discriminanr fondamen~ux ndgafifs, premiers entre eux; la left, re m signifie 
un enfier positif arbitraire. 

Dans les formules (38~ e~ (39 ~ supposons m = I et observons que 
grfice aux relations 

~ . ~ ( I - - X , -  A ) - - ~ - ~ ( Z , - - i ) ,  ~.~(I--~,  . D ) = - - 8 ( x ,  D) 

les termes sont dgaux deux k deux; nous aurons au premier membre de 
la premiere 6videmment 

[~ ~] 

Observons ensuite que les symboles 

aD 
disparai~ont de la formule; en effet, si par exemple ~ = k est un entier 

celui-ei ne pourra 4tre premier avee D que lorsque A "est un multiple 
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A 

de D; si e'est le cas, on devra avoir a = k D ,  le nombre a aura un faeteur 

eommun avee A e t  il s'ensuit 

= o ;  

alors, les termes eorrespondants ne se prdsentent pas dans l'6quation. 

On pourra done mettre nos rdsultats (38 ~ et (39 ~ sous la forme 

(A) - - -  

a = l  l , ~ l  

a = l  V=I  

Dans 
quelquesunes proviennent de DIRICHLET. 

Oceupons-nous d'abord de la formule 

il vient 

v=l IP=I 

ees deux relations sent eondensdes plusieurs formules sp~ciales, dent  

(B). En  y prenant D = 5 ,  

ou bien, en r~duisant, 

(4,) 

' c~(--  5a), 
2 

[.~ ~] 

,~[ '+,  

L'hypoth~se de D : 8 fourni~ la formule eonnue de DIRICHLET 

[8'- ~] 

et aussi en faisant D = 1 2 on parvient ~ une forInule remarquable 

(43) 
[~ ,] 

,=[~ + ,  
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On peut combiner eette dqua~ion avee l'autre 

A > 4 ;  

en refranehanr il vienf en effet 

I~'(--I2A) = (2--(~))C'(-- A)-- E1 ( - ~ ) -  x [~l+' 

off les deux sommes ne contiennent que peu de termes. Pour ealeuler 

p. o~. c z ( - ~ .  ,9) on observe q.o r  ~, (~ )= - - , ,  e~ il vient 

~ C I ( - - I 2 .  I 9 ) = 3 - - {  ( - - ~ ) +  ( - ~ ) +  ( - ~ ) } =  3 - - (  ! - - !  + i) 

done 

Cl(-- 228) = 4. 

Revenons sur la formule (A). En faisant A = 3, elle donne 

(44) 

puis l'hypoth~se de A ~__ 4 donne la formule eonnue de DIRICHLET 

(4s) [~]  (D) = ~ Ol(--  4D), 
1 

on a ensui~ 

(46) 

[~~ 
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si enfin on fair A = 8 ,  on a d'abord 

[1o] [~o] . , 

409 

et si l 'on retranche l'expression 

1 

il vient 

[i~ 

6qua~ion dgalemen~ due '~ DIRICHLET. 
Les r6sultats (A) et (B) qui au fond sent iden~iques puisqu'on peut 

passer de Fun ~ l'autre par le changement de l'ordre de l'addi~ion, con- 
t iennent beaucoup d'autres cas particuliers mais qui se compliquent autant 
que les discriminants augmentenf,; je noterai encore le eas de D----24 qui 
dbnne d'abord 

[,~,~] ~ ,, " r~ , ,1  
L24 J 

x (~)+ x (~-~) x ( ~ ) -  x (:~) 
1 1 1 1 

i C l ( - -  24A ) 
2 

ou bien, en r6duisant, 

L~ J 

[~]+~ [~"]+' [5,'1+, 
Aeta mathematica. 29. Imprim~ le 17 avr i l  1905. 5 2  
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Si l 'on eonnalt d~j~ Cl(--A), on pourra employer les identit6s 

[~] [~ ~] 
1 1 [~ + ,  

I 1 [~, +,  

-- X 
11 

les sommes qui figurent en seeonde place des deuxi~mes membres con- 

A termes, eelles qui oceupent la premiere t iennent  chaeune au surplus -~ 

place soar respeetivement [volt (30*) et (3~*)], en supposant & > 4, 

2 

3 - ( - ~ )  CI(-- A), 
2 

On aura donc 

5Cl( - 24A) = 5 -7. 3. + -- Cl(-- A) 
2 2 

en posant pour abr6ger 

azJ _~_~ ~_~_~ bA 

On ram~ne done la d6termination de Cl(--24 A) h eelle de Cl(--A) et 
I 

au caleul de ~ A signes de LEGENDRE. 
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Pour 6tablir les formules pr6cgdentes, c'est l'616gance qui nous a aid6; 
mais les formules (A) et (B) peuvent 6tre utiles m6mes dans des cas plus 
compliqu6s, si le discriminant donng est le produit de deux facteurs pas 
trop diff6rents. Prenons par exemple le d i s c r i m i n a n t - - 5 5 9  = ( - - 4 3 ) .  I3. 
d'emploie alors la formule (B) en y prenant D = I3, A = 43; en 6erivant 
simplement (x . . .y )  pour reprgsenter la somme 

- - A  

on trouve imm6diatement, en d6eomposant et r6unissant d'une mani~re 
eonvenable, 

~ O l ( - - I 3 A  ) = (~3""" 2I~3) + ( 3 ~ . . . 4 ~ )  

2 . . . .  ; 

dans notre cas A___43 on a 

�9 " ~-- ( 4 . . .  6) = I - - I  + I = I, 
13 

( 3 ~  . . .  4A)~.3 ---~ (IO . . .  i3) .-~ i - ] - I - - I - l -  I ~ - -  2, 

5A = ( i 4 . . . 1 6 )  I + I + I - -  3, . , , ~ - -  

5A = ( 1 7 . . . I 9 ) =  I - - I ~ I  - -  I. 
i 3 " ' "  I3 

11 s'ensuit 

~ C / ( - - 5 5 9 ) =  I + 2 + 2 . 3 - - 1 = 8  

ou bien C l ( - - 5 5 9 ) =  I6. 

Nous ' t ions oblig6 de ealeuler treize symboles do LEGENDRE (-~V43) ; 

si nous voudrions faire la recherche directe de formes r6duites, nous de- 
vrions ehercher les d6eompositions des nombres 

559 + 2' ( ~ . =  1 ,  B,  b ,  . . , 1 3  

4 
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~t s a v o i r  I 4 o  , I 4 2  , I 4 6  , I 5 2  ,. I 6 O ,  I 7 O  , I 8 2 ,  en  f a c t e u r s  a c  tels q u e  

< a < c. On aurai~ ob~enu les formes rdduites suivantes 

(I , I , 140 ) , (2, ___t I , 70), (4, + I , 35) , (5,  +-- I , 28) , (7 ,  + I , 2o), 

(I0,  + I , I4), (8, --+7, ~9), (~o, ---+9, I6) ,  ( I3 ,  I3 ,  I4). 

On voi~ que la d~erminat ion des formes r~dui~es est plus laborieuse. 
Prenons commejsecond exemple D =-2i, A _--. 59; en faisan~ usage 

de (B), on a d 'abor~/d 'une mani~re g6n6rale 

4A I 2A (i  . 2 I )  2 C / ( - - 2 I m )  ~-~ (I . . . ~ i ) - - (  . .. �9 ~ i )  -q I- .. 

-4-(I 52~ ) <I 82 i~) - -  ( I IO/~ �9 "" - -  . . . . . .  2 ~ / "  

C'est en ddcomposan~ en groupes, uRe expression de la forme 

a n ( a +  b)"4- (a+ b-{-c)+ (a+ b+ c + d ) - - ( a  + b+ c+ d-l-e) 

- - ( a +  b + c - ] - d + e - t - f ) : - - b ~ d - - 2 e ~ f ,  

off la signification des lettres est 6vidente; on a done cette formUle g6n6rale 

+ 

+ 2 (~-~ 82i~ ) "3 t- (82~ I IOA~. 
. . . . . .  ~ 7 '  

dans le cas particulier qui nous occupe, A : 59, eetCe quantif~ est 

( 3 . . .  5) + ( I 2 . . .  I4) + 2(I5 . . .  22) + ( 2 3 . . .  28); 

on devra donc addifionner les hombres 
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I1 vient  

~- C l ( - -  2 I .  59) = I2 ,  
2 

ou bien 

Cl(-- i I 59) ---'-- 24. 

Revenons  sur les fonetions S(x,--A); la formule 

s(x,-- ~)  = oz(--  a ) - - C X  - - v -  = 
1 

I 
donne pour  x ~ 2 ' 

1 

la s6rie infinie a pour  valeur 

et  on a donc, m~me pour  les discriminants non fondamenfaux,  

s , - - ~  = 2 - -  ~ O t ( - - h ) ;  

remarquons  que, si le diser iminant  n 'est  pas fondamental ,  I 'expression s  

( I I I )  eesse d 'avoir  lieu. 
I 

Si done, dans les formules (38) et  (39) on fair x = 5 ,  m = i ,  on aura 

s ~ - X ,  ~) = - -  I - -  ~ c l ( - -A~) ) ,  
a = l  

- -  q z X )  ----- 
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ou en r4duisant aux premiers membres, 

(4s) s s  = ~ 

~-(~) 
[~~ (~-~s('- ~ a )  - x -~  e t ( -  av) .  

(491 Z \ a /  \2 D '  z 
a = l  

Ces 4quations ont lieu pour des discriminants fondamentaux quelconques, 
D > o  eL - - A < o .  

No%ons quelques eas pnrtieuliers. Pour A = 3, on tire de (48): 

(50) 

ou bien 

(,)  '+!~-) 
S ~ , D  = - C l ( ~ 3 D )  

(5 ol) = ~ Cl(--3D), 

et en retranehant de (44) 

[~ ~] 

[~o]§ 
Posant A = 7, on a une formule ddjs eompliqu4e 

~(~4.-) + ~<~4. ") -~(~ . - )  =~-~ (~) ~,(- 7.) 
En retranehant, membre ~ membre, les formules (30*) et (3~*), il 

vient, pour A > 4, 

[;- ~] (:~)-- 
2 
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eette formule peut s'appliquer, si une au moins des 6quations suivantes n 'a 

l ie~ ' :  r= ( -~ ) ,____  (-~)----____(~); donc si A est impair, il ne dolt pas 

pas avoir la forme 2 4 k - - I -  on devra ddterminer ~ peu pros --& signes I2 

En combinant les diffgrentes formules que nous avons ~tablies, on 
parvient ~ exprimer les sommes 

x ix 
par cerCains hombres des classes. J 'abandonne ce sujet et je me borne 
indiquer comment los formules g6n~rales 6tabhes jusqu'ici pourront servir 
au ealcul du hombre des classes, si le discriminant (n6gafif) est le produit 
de ~rois discriminants fondamentaux premiers entre eux et dent la valour 
absolue ne d@asse pas Ioo. C'est par exemple le discriminant 

En faisan~ 

- - 3 5 9 3 ~  = 2t . 2 9 ( - - 5 9  ). 

D----- 2I, A--~ 29. 5 9 =  I7I I  , 

on peut  employer la formule (B) qui donne comme nous l'avons vu plus haut  

2I e l ( - -  2 I . h ) = - -  ~.~ ( 2-i 

, , S (  ' ~  --~( '~I A) --1- S(~, h,) -[- \2I ' 

~ - - - - - - ~ \ a /  k21' 

- -  - - A )  

(a=1,2~4,5,8,10) 

En faisant usage de la formule (39) dans le cas de A----D1A 1 o5 
D 1 = 2 9 ,  A 1 = 5 9 ,  elle donne (en faisant m =  i), 

S a b ~i ,  A = CZ(-- A) + ~ ~T/  \ ~  + 2-~' - -  S9 
b=l 
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et en substituant ces valeurs dans la formule prdcgdente, la constante 
Cl(~ A) disparaltra et il y resteront les termes 

C9~s(. b a) ,  (A 59). 
Y /  , ,~  + - -  _ = 2 9 

Pour les former, on se serf des relations 

s(x + , ) =  s(x), 8(i - - x )  = 8(z), 

et on remarque qu'en prenant b = 2 9 -  b 1, on aura des termes analogues, 
ce qui donne l'expression ddfinitive (A 1 = 59) 

iCl(__ 2I .  29.59) 

S a b 

( a = I , 2 , 3 , 4 , 5 , 8 ,  IO; b = I , 2 , 3 , . . . , I 4 )  

en convenant de repr6senter par S ( x , -  A1) la quantit6 S(I + x , - - A )  
m~me s i x  est ndgatif. 

Cela pos6, les quantitds S ( ~ _ + 2 ~  ) s'expriment ais6ment par les 

s o m m e s  
k 

v = l  

On se eonstruit h cet effet un tableau h double entrde des valeurs 

59a+ 59b en met,~ant ensemble les valeurs r6duites qui correspondent aux 
2 I  - -  2 9 

deux signes, et en ajoutant en m~me temps le signe de LEGE~DaE 

- - ( ? ) ( ? ) .  On aura ainsi un tableau rectangulaire dont les 61~ments 

sont des quantitds de la forme • (sh + s,), et pour obtenir la formule d6- 
finitive, on devra grouper ensemble les quantitds 6gales • sh ce qui donne 
une expression de la forme 

29 

2! e l ( - -  2 i . 29.59) --  hE_,= c~s~, 



Calcul du hombre des classes de formes quadratiques biuaire8 s coefficients entiers. 417 

qui s'dvalue aisdment. On aura donc, en rdsum6, h dresser un tableau ~t 
6 X I4 cases pour dnum6rer les ch et h dvaluer au surplus les signes de 

( Y - ~ )  depuis h-----, jusqu'h h =  2 9. LEGENDRE 

4. Reprenons l'6quation (I5) en y supposant m =  t.  

T Y 
a = l  y = l  

Soit f(x) une fonction de la variable rdelle s'annulant ~ l'infini positif, 
f'(x) sa d6rivde. Certaines conditions qui assurent la convergence grant 
supposdes satisfaites, multiplions les deux membres par ['(x)dx et intdgrons 
de zdro h l'infini. On a 

f = - f (o) ,  

oa 

a ( t  

0 

d'oh en faisant n A - - a  = m, 
a~ 

0 

- - A  m 
m = I  

Ensuite, l'intdgration par parties permet de transformer l'intdgrale 

cos  2 x dx 
0 

en l'expression 

--f(o) + f f(x) 
0 

sin 2~x~rdx. 

En faisant usage de ces valeurs, nous aurons la formule 

r - - A  m 
~ / t = l  

-~ f(o___)) _~_ 2 7 ~ f f ( x ) s i n  2~xT~dx 
Y 

1 0 

Acta math~natica. 29. Imprim~ l e  4 m a i  1905.  53 
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ou bien 

- - / k  m 

m = l  

sin 2 vx~r dx.  

Si l 'on choisit convenablement la fonction f (x) ,  la sdrie 

Y 

apparMtra darts le second membre et on aura un ddveloppement de la 

quantit~ C l ( - - A ) .  Faisons par exemple 

e~ 

r(x) = fe-"d,, 
ax 

la formule 

donnera 

ou bien 

I1 s 'ensuit 

2vzr f f ( x ) s i n  2vx~rdx = f(o) + f t'(x)cos ~,,:~:dx 
0 0 

oo 

2 v ~ f f ( z ) s i n  2vx~rdx 
0 

ao 

' f ---- - ~/~r-- a e-"Z~cos 2vxzcdx 
2 

o 

oo 

2 v f f  " 2 v ~  
0 

i arc* 

s 

y/h-~ 
ou en faisant a = --u--, u > o, 

2_ e l ( - -  A) x 2 _~, 
- -  - - e  '~ + e dz, (4) r z: ~ m 

g g  

dquation que nous avons obtenue plus haut  par un  procdd6 diffdrent. 
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Prenons en second lieu la formule 

e _ a z  s i n  b z  d X  i t  arc~g a 

0 

e--ax 
L'hypot~h~se de f ( x ) = - - ~ -  n'6t~ant permise puisque la fonction devient in- 

finie pour x = o, j'emploie la formule 
oa 

f si n bz d x  = ~- 
:r, 2 

0 

en la retranchan~ de la precedence; il vient 

f I - -  e -ax  
- -  s in  bx  d z  = arctg a 

0 

Faisant done, dans la formule (52), 

f ( x )  = 

n o u s  a u r o n s  

1 

I - -  e - a x  

tl#n 

. =  2 ~/A arc , 
1 

d'ofi en changeant a en 2ur:, 

2mutt 

( 5 3 )  ~ ~ 
m = l  

La formule suivante ~ 

/ 
sin vxrr d x  -~ 

Bin tz~ I 
2 f f  - 0 t  arcto e=z~ + cos a~ v 

\ 
0 k 

( o < a <  I ,  u > o , v > o ) ,  

sin hyp ~t'~'~, 

sin hyp _~rr / 

1 REINHARD ] ~ I L D N E R ,  Beitrag $ur Ausmittlung des Werthes bestimmter Integrale 
(Denkschriften der Kais. Akademie der Wissenschaften in Wien, Bd. 48; 
I884). 
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conduit  g choisir 

nOUS a u r o n s  

s (-~m A ) arctg 
1 

ou bien 

M. L e r c h .  

s i n  art  

f (~ )  ----- arctg e"*~ + cos art 

m u i r  IJ 

e ,a .{.. cos arc 

�9 . ~ 2 u a r t \  

(54) aA ot(~ 4) 
T 

s ,,no  
= arc{g m.~ 

m=l e --7- "4" cos ar t  

, -s 
~ n = l  

s in  h y p  2 a m r t  

) 
m 2 m a  

sin h y p -  

(o<a< i , u>o). 

En supposant  a inf iniment  petit ,  on on ddduit  (u > o) 

- ~-- ~ h y p  2tort  (54o) r - -  ==x sin 
m = l  e A d r" I ~6 

I 
et en faisant a = 2 '  

(54*) f~-Cl(-- A) 
2't" 

= a,l"C e A 

m = l  -~- 4 = m cos  h y p  - -  

cette derni6re formule sera vdrifide plus taM. 

En  opdrant sur la formule (I x) pour m----- I, h savoir 

~ (_~) ( _~) _ ~ (~_)sin 2~= 
E* ~ +  =~D ~rt , 
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d'une mani~re analogue que nous venons d'opdrer sur la formule (I5) , 
n o u s  a u r o n s  

(55)  _ -~ -~ -~ 2 ~/-D f ( z )  COS 2yxrrdx .  

D grant un discriminant fondamenfal positif. 
Si 1'on y fair par exemple 

arctg  - 
x*/' \ 
1 ~ x ~ -  �9 , 

on devra appliquer la formule suivante ais6e h v6rificr 
aa 

cos v x  aretg ~ d x  = = {" -~ dx ~ j e  T 
0 uv  

qui donne: 

i ~ t C )  D m arctg ~ : ~ ~/D 
- -  v = l  

en remplagan~ arctg Du par sa valeur 

arctg D,t 

on en tire la formule (6). 
Prenons en second lieu 

/ _~ d z  
e ~; 

2YU~ 

I "4- e - c z  

f(z) = ] o g i  - o-cx,  C ~ O ,  

la formule 

oo 

f log - -  

permet de eonclure 

1 

I 4- c - c z  

I ~ e - cx  COS b x d x  

b ~  

2b _b2 
I + e  

c m  

i + e  D 
c n t  

I - - e  - ~ -  
2 v=l IJ _ _ _  

I T e  

2vn'2 

c 

~ v ~  2 
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Posang c-~ u;r e~ faisant usage des formules 
2y~" 

I ~ e  " 2 
2 v ~ -  I 2v~ 

i + e  - - g -  e ~ - +  

n o u s  a u r o n s  

-=CI(D)logE(D), 

mu2r 

~CI(D)I g E ( D )  ~ / ~  (D)  x I ~ ( D )  I +  e - T  (5 6 ) o = I- log ~,~, O'g 2m;r 

m=I e 7 Jr  I m=l I - - e  D- 

formule qai peut ~tre assez commode pour le calcul effectif du hombre 
des classes d'un discriminant fondamental positif. 

:Nous terminons ces recherehes en nous rappelant la formule suivante 
due h KUMMEI~ 1 

1 

f cosP_ 1 z~r 21-:I'(fl) 
- -  cos rx~rdx = , (fl  > o), 
2 r (~2_  + r)r(B + ,  ) 

o 2 - - T  

qui donne l'occasion h une autre application de la formule (I5) 

Jc 

p a r  

KUMMI~R 
1 

A - - I  

A ~ I  

change, darts cede derni~re, x cn ux e~ multipliant les deux mcmbres 

cosr j'int~gre de zdro ~ un. 11 vien~, d'apr~s la formule de 
2 

cosZ-l--dx 
2 

1 KUMMER, Sur quelques transformations gdndrales des intdgrales ddfinies ( J o u r n a l  

d e  C r e l l e ,  t. 2o). 
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�9 , .  i les fonctions En supposant u positif et lnfermur k ~ ,  

(o < ot < &), 

seront identiquement nulles dans l 'intervalle de l'intdgration, et il vient 

2 u) 
ou bien, en posant ~ + I =  ~, u----- z 

2 ~ '  

( 5 7 )  

I 
Darts cette formule obtenue sous l 'hypoth~se de ~ > 2 '  o < x < I on 

i 
peut eependant prendre $ = 2, puisque cela donne la formule (I5) qui se 

trouve done ggn~ralis6e par la formule (55), sous l 'hypoth~se restrictive 
bien entendu o < x < I. 

5. Aux r6sultats obtenus dans le pr6sent chapitre s'ajoute une for- 
mule que nous avons tir6e d'une source bien diff6rente mais qui leur res- 
semble beaucoup et que nous allons exposer puisque elle h 6t6 le point 
de d6part de nos gtudes. 

Soit (a, b, c) une forme quadratique positive ~ des coefficients rgels 
quelconques, A--_  4 a c - - b  ~ son diseriminant chang~ de signe, et soit u 
une quantit6 6galement rdelle et positive. La formule suivante, cas parti- 
culier d'une relation rappelde par KRO~ECKEn h maintes reprises, et dent 
la d~monstration se trouve darts la th~se de M DE S~GUI~.R 

(re,n----o, +_I, +_ 2, +_3,...) 
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eontient des sdries qui ne different des sdries h double entrde employges 

darts le thgor~me de DItlICItLgT que par les termes constants oh m =  n ~  o 

dont les valeurs sont respeetivement I e t  ! On aura done, en isolant 

ees termes et en posant pour abr6ger 

f(z)  e ~'~ r ,,V~ 

la relation suivante 

E '  f (am 2 + bran + cn 2) I 
~ j n  qJb 

(m, n -~ o ,  _4- I , __+ 2, + 3,  - . .  except~ m ~ n ~- o). 

Cela 6rant, rempla~ons Ia forme (a, b, c) par les diffgrents reprdsentants 

des formes positives du diseriminant fondamental - - A  et ajoutons les 

rgsultats ainsi obtenus; nous aurons 

Z '  f(am~ + bmn + cn') = (~ - -  , ~ C l ( - -  A). 
(a, b, c) rn, n / 

Or, d'apr~s la formule fondamentale de DmlC~LET, le premier membre est 

6gal h la qua, ntit~ 

h = l  k = l  h = l  k = l  

en effeetuant la sommation relative ~ k et en eomparant les deuxi~mes 

membres, nous aurons la formule eherch6e 

(5) 

et on en tire en prenant les ddrivdes des deux membres pour u = I, la 

formule suivante 

(59) C / ( - -  A) = - - r  Z ,h~ + h= _ h ~ ) , .  

(~t suivre.) 


