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I n t r o d u c t i o n .  

Le present m6moire eonstitue la premiere partie d 'un travail dans 
lequel je me propose d'exposer l'ensemble des r6sultats que j 'a i  obtenus 
dans l'dtude du probl~me suivant: Carac~riser les fonctions discontinues 
(de n variables) reprdsentables par des s6ries simples, doubles, triples, etc. 
de fonetions con~4nues, et que j'appelle fonctions de classes i ,  2 , 3 ,  . . . .  

En ce qui concerne ]e cas des s6ries simples (fonctions de classe I), 
j ' a i  exposd d'une mani~re compI~te la solution du probl~me dans rues 
~Le~ons sur les fonetions discontinues>>. ~ Je  renverrai souvent ]~e lec teur  

ce livre, dans lequel j 'ai  eu l'occasion de trai~er plusieurs questions qui 
me sent utiles pour l'dtude que j 'ai en rue, en partieulier la th6orie des 
nombres transfinis (Chapitre II). 

Voici un r~sum6 des mati~res traitdes dans le pr6sent m6moire. 
Je  donne, au chapi~re I, la d6finition des diverses classes de fonctions, 

ainsi que quelques propri6t~s g6ngrales qui en rgsultent d'une mani~re 
imm6diate. 

Je rappelle, au chapitre I I ,  les principaux ~h~or~mes de la th6orie des 
ensembles de points ~ n dimensions dent j 'ai  besoin pour la suite. 

t Eclit~es chez Gauthier-u dans la >>Collection de monographies sur la th4orie 
des fonctions~ publi~e sous la direction de ~[. BOREL. Voir, dans les ~LeTons sur les 
fonctions de variables r4olles~, de 1~. BOREL (m~me collection), Note II, une autre so- 
lution, de M. LEBESGUE. 
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2 Ren6 Baire. 

Darts le chapitre I I I ,  apr~s avoir rappeld le th6or~me gdn6ral con- 
cernanf les fonctions repr6sentables par des s6ries de fonctions continues, 
j e  donne ~ ee r6sultat une extension, relative au cas oh Yon se donne 
une foncgion d~finie en des points dent  l 'ensemble ne constituo pas un 
continu, ni m~me un ensemble ferm6, et oh l 'on veut savoir sous quelles 
conditions on peut completer la ddfinition de la fonction de mani~re 
obtenir une fonction de classe i sur un ensemble ferm6. Cette g6n~ralisa- 
tion, outre l'intdr~t qu'ello pr6sente par ello-m6me, m'est n6cessaire pour 
la suite de mes recherchos. 

Au chapitre IV, j'dfabfis l'existence d'une certaine propri6t6 qui ap- 
partient aux fonctions continues et qui se conserve tt la limite, c'est-h-dire 
qui, d~s qu'elle appartient h t o u s l e s  termes d'une suite de fonetions 
tendant vers une fonction limite, appartient aussi ~ eette derni~re fonction. 

J'aborde, au chapitre V, l'dtude des fonctions de classes 2 et 3, dont 
je d6montre l'existence effective. 'Pour poursuivre eette dtude, j 'ai 6td 
conduit, comme je l'ai indiqu6 d'une fagon suceinete dans des notes aux 
C o m p t e s  R e n d u s  de l ' A e a d d m i e  des  S c i e n c e s  (ddcembre I899), 
transformer les notions d'ensemble de points et de point limite. Toutefois, 
la notion nouvelle dont fl s'agit n'apparait pas darts le pr6sent mdmoire; 
elle sera exposde avec t o u s l e s  ddveloppement~ ndeessaires dans un m6- 
moire ult~rieur. 

C t t A P I T R E  I. 

D~flnit ion des d iverses  classes de fonct ions .  

x. D~signons par B l'ensemble des nombres r~els, par B'  l 'ensemble 
obtenu en adjoignant h R les 61dmen~ + oo, --r Une suite: u~, 
u~, . . . ,  u , ,  . .. a pour llmite ~ (u~, u~, . . . ,  u , ,  . . .  et ,l appar~enant h R') 
si, quels que soient los nombres ,t' et ,i" f~ls que 2 ' <  A < ,t" (Fun des 
nombres ~' et 2" pouvant ne pas exister), il y a un enf ie rp  t d  que n > p  
entraine ~' < u. < 2". 

P d~n t  un ensemble fermd de l'espaee /~ n dimensions G., si, 
chaque point A de P correspond un nombre de R ' ,  f (A) ,  l'ensemble de 
ces nombres constitue une fonction ddfinie sur P .  Si t ous l e s  nombres 



Sur la reprSsentation des fonctions discontinues. 3 

f lA)  appartiennent ~ R,  la fonction est dite finie. Si les bornes supgrieure 
et infdrieure de l'ensemble des nombres f(A) appartiennent h R,  la fonc- 
tion est dire bornde. 

Une fonetion f d6finie sur P est dire continue si elle a en chaque 
point une valeur finie et si, A 1 , A2, . . . ,  Ah, . . .  grant une suite de points 

de P tendant vers un point A 0 (ciui fair n~cessah'ement pattie de P), on 

a: lim f(Ah) = f(Ao). 

Toute fonction non continue est discontinue. 
Si l 'on a des fonctions" f l ,  f~, . " ,  fp, "-" et f, d6finies sum P ,  et 

telles que, A d~ant un point quelconque de /), on a: l i m f p ( A ) = f ( A ) ,  
~=oa 

on dit que f est la limite de fp. 
/) 6rant toujours un ensemble ferm~ de G,, aux diff~renfs nombres 

ordinaux des classes I e t  I I  nous ferons correspondre des classes de fonc- 

tions d6finies sur P au moyen de la ddfinition suivante. 

I ~ Une fonetion continue appartient h la elasse o. 
2 ~ Une fonction appartient h la classe a (a > o) si elle est la limite 

d 'une suite de fonctions appartenant h des classes marqu6es par des hombres 

inf6rieurs ~ a, et si elle ne fair pas partie de l 'une de ces classes. 

Soit E 1'ensemble des fonctions appartenanf ~ routes les classes mar- 
qudes par les nombres des classes I e t  I I .  Je  dis que E contient routes 

ses fonctions limites, c'est4-dire que si une suite de fonctions f~, f=, . . . ,  f~, . . .  
a pour limite f, et si routes les fonctions f~ appartiennent h E ,  il en est 

de m~me de f. En  effet, les fonctions f~, f~, . . . ,  f~, . . .  appartiennent 
certaines classes a 1 , a 2 , . . . ,  a~, . . . ,  il existe un nombre a des classes I ou 
I I  supgrieur h tous les a~; donc f est de classe a ou de classe inf6rieure; 

donc f fair partie de E .  

2. Soit f une fonction quelconque ddfinie sur l 'ensemble ferm6 zP. 

Soient b e t  B deux nombres finis (b < B). Appelons transformation O(b, B) 
la transformation qui remplace f par une fonction F ainsi d~finie: 

En un point A de P off: 

En un point  oh" 

En  un point oh: 

f(A) ~ b, 

b <_< f(A) <_< B, 

B ~ f ( A ) ,  

r =b. 

g(A)=f(A). 

f ( A )  ---- B .  
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On voit d 'abord que, si f est continue, C l'est aussi. Car, pour deux 
points  quelconques A e t  A', on a: 

] ) - -  I=<l f ( A  ) - -  f ( A ' )  [ . 

Donc, si A'  varie et tend vers A suppos~ fixe, le second membre tend 

vers o, par suite aussi le premier. 

Supposons main tenant  qu 'on  eonsid~re une suite de fonctions f l ,  f2, . - . ,  

f~, . . .  ayant  une limite f;  la t ransformation O(b, B), apphquge ~ routes 

ees fonctions, donne de nouvetles fonctions ~1 , ~2, - " ,  ~ ,  . "  et ~; je 

dis que ~ tend vers ~.  I1 y a, pour un  point  A de P ,  trois cas possibles: 

I ~ b < f ( A ) < B .  Quand ~ ddpasse une certaine v a l e u r p ,  on a: 

b < L ( A ) < B ,  et par suite" ~,(A)----f,(A); comme ~ ( A ) = f ( A ) ,  on a: 

l im ~,(A) -= ~(A). 

:~ B~_<f(A). A e > o  correspond p tel que, si ~___~p, on a: 

B - -  e < f~(A). Dans ces conditions, que f~(A) surpasse ou non B,  on a: 

B - - e  < ~ ( A ) < B ;  comme ~(A) ----- B ,  on a encore" l iE  c~(A) ~-- ~(A). 

3 ~ f ( A ) ~ b .  La ddmonstrat ion est analogue. 
Cela pos6, je dis que la t ransformation O(b, B), appliqu~e ~ une fone- 

t ion f de classe =<a, donne une fonction ~ de classe < a .  Le fair a 6t~ 

6tabli pour  a = -o .  Pour  qu'il soit 6tabh dans lc cas gdndral, il suffit, 

d'apr~s le principe de rdcurrence gdn6ralis6, de montrer  qu 'en l ' admet tant  

pour  t o u s l e s  hombres infgrieurs an nombre d6termind a, il a encore lieu 

pour  a. Or, si f est de classe _____~a, f est la limite d 'une suite de fonc- 

tions f~, f : ,  . . . ,  f , ,  . . .  dont  ehacune est de classe < a; en appliquant 

routes ces fonctions la t ransformation O(b,B), on obtient une suite C1, 

~2, " - . ,  ~ ,  . ." t endant  vers ~ ,  et chacune des fonetions F~ est de classe 

< a, d'apr~s l 'hypoth~se admise; donc ~ est de classe ~ .  

Si f, supposde de classe < a ,  est bornde, si m et M sont ses bornes 

inf~rieure et supgrieure, en prenant :  b ~ m, B = - M ,  on a C--~ f, la suite 

~1, ~ ,  . . . ,  ~ ,  . . .  tend vers f, et on a: m ~ M .  Donc, une fonc- 
tion bornde de classe ~_~ a peut ~tre considdrde comme la limite d'une suite 
de fonctions de classes < a, dont chacune est comprise entre les bornes de f. 

3. La somme algdbrique, le produi t  d 'un  nombre fini de fonetions 

finies de classe < a es t  de classe < a. Dans le cas de a - =  o, eela rdsulte 

de 1~ ddfinition des fonetions continues. Admet tons  le thdor~me pour  tous 
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les nombres inf~rieurs au nombre  ~, et 6tendons-le ~ ce nombre ;  il suffit 

de eonsidgrer le eas de deux fonctions. Soient done f et g deux fonetions 

finies et de classes ~ a ;  elles sont respeet ivement  limites de fonctions f, et 

y~ de classes < a ;  d'apr~s l 'hypoth~se admise, f ~ •  f~g~ sont de classes 

au plus 6gales ~ la plus grande des classes d e  f, et  g ,  done de classes 

< a ;  or f , •  f~g, t enden t  vers f •  f g ,  qui sont done de classes ~ a .  

Une  s6rie, dont  t o u s l e s  termes sont des fonctions finies de classes < a, 

si elle est convergente  en tout  point  de P ,  dgfinit par sa somme une fonc- 

l ion de elasse < a ;  car la somme des n premiers  termes est une fonetion 

de classe < a. 

Une  s6rie, dont  tous les termes u 1 , u~, . . . ,  u~, . . .  sont  des fonetions 

finies d6finies en t o u s l e s  points de P ,  et qui est convergente  en ehacun 

de ces points, est dire uniformdment convergente sur 1 ) si, quel que soit 

z > o, et quel que soit l 'entier h, il existe un  entier  n >  h tel qu 'on a, 

en tout  point  de 1): 

Nous  allons mont re r  que, si les termes d'une telle sdrie sont des fonc- 

tions de classes < a, la somme f de la sdrie est aussi de classe < a. Dans 

le cas de a = o, ce thgor~me se rdduit  h une proposition connue relative 

aux fonctions continues. 

Pour  t ra i ter  le cas de a > o, j 'utiliserai la remarque suivante:  ~ Etant  

donn@ une sdrie uniformdment convergente: u~, u 2 . . . .  , u , , . . . ,  on peut, 

par  un certain groupement de termes consdcutifs, la remplacer Tar  une sdrie: 

Uo, U ~ , . . . ,  U i , . . .  dont les termes sont, ~ part ir  du second, infdrieurs en 

valeur absolue ~ ceux d'une sdrie convergente h termes positifs numdriques 

donnde: 
Si les u~ sont de classes < a, il en sera de m~me des U~, dont  chacun 

est la somme d 'un  hombre fini de termes u. .  

Tou t  revient  done h mont re r  que si l 'on a une sgrie de fonctions de 

classes < a "  u l ,  u~, . . . ,  u~, . . .  et  une s6rie eonvergente  h termes num6- 

riques positifs: a , ,  . . . ,  . . . ,  teUes que: la somme f de la 

sgrie est de elasse < a. 

D'apr~s l 'hypoth~se, il y a, pour  u~, une suite de fonetions u~,~, 

u~.2, . . . ,  u~,p, . . . ,  t endan t  vers u~, routes de classes < a, et telles que, 

Lemons sur les fonetions discontinues, p. I I I .  

2 Pour la d6monstration, voir loc. cit., p. II2. 
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quel que soit lo" ]uv, p] < a~. Si on pose" f ~ =  ul.~ + u:,~ + . . .  + ui,~, on 

vdrifie 1 que f~ a pour  limite f. Or, fi est de classe < a, comme somme 

d 'un  nombre fini de fonc~ions de classes < a. Donc f est de classe ~ a. 

E tan t  donnde une s6rie uni formgment  convergente,  on dit  que la somme 

f~ des v premiers termes tend uniform6ment  vers la somme de la sSrie. 

On voit que, si une fonetion f~ de classe ~_<a tend uniformgment  vcrs une 

limite f, f est aussi de classe < a. 
Si une fonction f est telle que, quel que soit e > o, il existe une fonc- 

tion ~ de classe ~ a  diffdrant de f de moins de e, f est de classe ~_<~. 
En  effet, prenons une suite de hombres positifs tendant  vers o, soit el, 

~2, . . ' ,  e~, . . .  et prenons, pour chaque ~ ,  une fonction f~ de classe ~ a  

telle que I f - - f ]  < ~ ;  on voit que f~ tend uniform6ment  vers f, qui est 

par suite de classe ~_< a. 

4. Montrons que l 'dtude des fonctions non finies ou non borndes 

peut  se ramener ~ l 'gtude des fonctions borndes. Nous utiliserons pour  

cela la transformation T qui remplace la variable y pouvant  prendre routes 

les valeurs de R '  par une nouvelle variable z d6finie comme il suit: 

.~ , 
T Pour  --cx~ _ < y < o ,  z----- i - - y  

y 
Pour  o < y ~ < + c x v ,  z ~ i  + y "  

On salt 2 que si les hombres: y l , y ~ , . . . , y ~ , . . ,  et Y0, appartenant  

h R', oa t  pour transformds par T l e s  hombres zi ,  z2, . . . ,  z, ,  . . .  et z,, 

il y a 6quivalence entre les conditions: 

limy~--~y0 et limz~-----z0. 

En  appliquant  la ~ransformation T aux valeurs d 'une fonction f d6- 

finie sur un  ensemble P ,  on obtient une fonction ~, comprise entre - - I  

et I, qui est la transformde de f par T; f est la transformde de 9 par T -1. 

I. Si on consid~re unc suite de points de /9: A~, A~, . . . ,  A h , . . .  

ayant pour limite un  point  A,  il y a 6quivalenee entre les conditions: 

l imf(Ah)  = f ( A )  et l im~(A, , )~-  ~(A). 

loc. eit., p. 113. 
loe. cit., p. 122.  
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II.  Si l 'on a des foncfions f~, f2, " ' ,  f~, " .  et f, d6finies sur P ,  
et s i leurs  transform~es par T sent ~ 1 , ~ , . ' . , ~ ,  . . .  et ~, il y a~qui- 
valence entre les conditions- 

l i m f ~ f  et l i m ~ .  

Nous avons r~serv~ le mot de fonction continue aux fonctions finies. 
Une fonction pout avoir encer ta ins  points l 'une des valeurs + c ~ , -  co, 
et poss~der on tout point A la propri~t6: l i m f ( A ~ ) =  f ( A ) p o u r  route suite 
do points A1, A 2 , . . . ,  Ah, . . .  fondant vers A. Nous dirons qu'une telle 
fonction est continue (sons ~tendu). D'apr~s I, on voit que: 

Une fonction f et sa transformde ~ sent continues (sens dtendu) ou non 
en mSme temps. 

S i f  est de classe o , f l  e n e s t  de mSme de ~; mais, si ~ est de classe 
o, f n'est de classe o que si elle est finie. Je  dis quc, dtant donndes une 

fonction f et sa transformde ~, si l'une de cos deux fonctions est de classe 
a (a>~ i), il e n e s t  de mSme de l'autre. 

Admettons cette proposition pour routes los valeurs de a ~  I et in- 
f~rieures h an hombre /~, et d~montrons-la pour /~. 

1 ~ Si f est de classe /~, il y a une suite f l ,  f2, . . ' ,  f~, ".- tendant 
vers f, chaque fonction f~ 6rant de classe </~. Les transform6es ~ ,  
~ ,  . . . ,  ~ ,  . . .  de f~, f~, . . . ,  f~, . . .  sent, d'apr~s la proposition admise, 
de classes <1~ et tendent vers ~; done ~ est de classe ~_~fl. 

2 ~ Si ~ est de classe /~, il y a une suite ~! ,  ~2, . . - ,  ~ ,  .." tendant 
vers ~, chaque fonction ~ 6tant de classe < f l  et ~tant comprise, comme 
~, entre - - I  et I. Prenons ane suite de nombres positifs inf6rieurs 

I et tendant vers I, soit ~ ,  ~ ,  . . . ,  ,t~, . . . .  La fonction 2~ ~ ,  qui 
tend vers ~, est comprise entre des hombres intgrieurs ~ l'intervalle 
( - - I ,  ~); done la transformde de 2~ ~ p a r  T -~, soit f~, est born6e; f~ est 
de mgme classe que ~ ,  c'est-h-dire que ~ ,  si eo~e classe est > I, d'apr~s 
la proposition admise, ot aussi dans l e c a s  off elle est dgale ~ o, ear alors 
f~, grant born6e, est une fonction continue proprement dire; ainsi los f~, 
qui tendent vers f, sont de classes < f i ;  done f est de classe </~.  

Les fonctions f et ~ appartiennont done ~ deux classes dont aucane 
ne pout surpassor l 'autre; done f et ~ sont de mgme classe. 

On volt, en outre, qu'une fonction f quelconque de classe < a peut 
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~tre eonsid&de comme .la limite d'une suite de fonctions borndes de 
classes < a. 

Supposons qu'on soit parvenu ~ ddtermlner une condition (A)nd-  
cessaire et suffisante pour qu'une fonction bornde soit de elasse < a  (a 
 tant > x  et ddtermina); supposons que la condition (A) soit invariante 
par rappol~ aux transformations T et T -1, c'est,~t-dire que, ~ ~tant la 
transform~e par T d'une fonction f, les fonctions f et F remplissent en 
mgme temps ou non la condition (A); je dis que (A) est la condition n& 
cessaire et suffisante pour qu'une fonetion quelconque soit de classe < a .  
En effet: I ~ si f est de classe < a ,  F est aussi de classe < a ,  et, ~tant 
born6e, sahsfait ~ (A); done f s~s fa i t  h (A). 2 ~ si f satis~ait ~ (~), il 
e n e s t  de mgme de F; F, dtant born~e, est de elasse =<a, done f aussi. 
Cela nous permettra, dans la suite, d'introduire le plus souvent la restriction 
qu'on s'oecupe de fonetions borndes, les rgsultats s'&endant facflement au 
cas gdndral. 

C I t A P I T R E  I I .  

L e s  e n s e m b l e s  ~ n d i m e n s i o n s .  

5. J'indique ici les r~sulfats relatifs ~ la th$orie des ensembles de 
points h n dimensions dour j'ai besoin pour la suite; pour la plupart 
d'entre eux, je me contente de donner les dnonc&, renvoyant pour les 
ddmonstrations aux >>Legons sur les fonctions discontinues)), (Ch. V, sec- 
tion I). 

P ,  Q, R , . . .  ~tant des .ensembles de points dans Gn, on d6signe par 
.D(P, Q, R ,  ...) l'ensemble des points eommuns ~ /9, Q, R ,  . . . , par 
M(P, Q, R ,  ...) l'ensemble form~ par la r~union de P ,  Q,R,  . . .; quand 
P ,  Q, R ,  . . .  n'ont deux h deux aucun point commun, on gcrit aussi: 

Q, . . . )  = P + Q + R + . . . .  

Si P ,  Q, R , . . .  sont fermds et en nombre fini, M(P, Q, R , . . . )  est 
fermd, car tout point l imi~ pour cet ensemble est limite pour Fun au 
moins des ensembles P ,  Q , / ~ ,  . . . .  

Si P ,  Q, R ,  . . .  sont ferm~s, D ( P ,  Q, R ,  ...), s'il existe, est fermd. 
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Si on a des ensembles fermds P~, P~, . . . ,  P~, . . .  tels que: 

9 

chacun contenant au moins un point, et si P~ est bornd, il y a au moins 

un point commun h tous. 

6. P 6rant un ensemble queleonque, on ddsigne par p1 l'ensemble 
d~riv6, ou dgriv6 d'ordre t, de P .  ~qous d~signerons par po l 'ensemble 

M ( P ,  p1), et nous dirons que c'est le ddrivd d'ordre o de P .  On voit 
que p0 comprend, out-re les points de P1, les points qui font pattie de P 

sans faire pattie de p 1  c'est-~-dire les points isolds de /9. Ainsi, un point 
A appartient it po si toute sphdre de centre A co~tient au moins un point 
de t ~, et il appartient h P~ si route sphere de centre A contient une in- 

finit6 de points de P. 
L'ensemble po est fermd e t a  pour ddrivd P1, car si un point A est 

limite pour po, e'est que route sphere de centre A eontient une infinit6 

de points de p0: ces points appartenant ~ P ou pa, le point A fait pattie 

de /~ ;  rdciproquement, un point de P~, 6tant limite pour P ,  est limite 
pour p0, qui contient P.  

Si un point A n'appartient pas ~ po, il y a une sphere de centre A 

et de rayon positif qui ne eontient aucun point de P :  on dit que A est 
ext~rieur ~ P. 

Si P est dense en lui:m~me, on a P < P ~ ;  il y a donc identitd entre 
po et P~: po est parfait. 

7. ~ Si l 'on a des ensembles ferm6s ou nuls eorrespondant aux nombres 

des classes I et I I :  

( , )  P , ,  . . . ,  . . .  

avec la condition que a < a' entralne P~>=P~,, ees ensembles sont tous 

identiques entre eux g partir d 'une certaine valeur/9 de a, c'est-h-dire que" 

I)fl~----  ~gfl+ 1 ~ . . . .  

En dgsignant par Pa l 'ensemble commun ~ t o u s l e s  ensembles (I), 

on a, en outre, les r4sultats suivants: 

1 loc. cit., p. IO3, Io4, IO5. 
Aeta mathemativa. 30. Imprimd le 14 aofit 1905. 
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I. Si, pour tout nombre a de seeonde esp~ee, P~ est l'ensemble 

commun h t o u s l e s  ensembles P~, d'indice infdrieur h a, on u: 

P0 = X + r = o , , ,  . . .  < ft. 

I I .  Si, outre lu condition I, on a P , 2 = o ,  et si P0 est born6, il y 

a un hombre i" tel que Pr eontient des points, Pr+, 6tunt nul. 
I I I .  Si les ensembles (t) sont tels qu 'un point isol6 de run  d'eux 

ne fair pas pattie du suivant, P~ est nul ou parfait. 
Ces eonsid6rations s'appliquent en purticulier aux ensembles ddriv~s 

d'un ensemble queIconque P .  En tenant  compte de Ia ddfinition donnde 

plus haut  du d6riv6 d'ordre o, on volt que P a des ddrivds murquds par les 

hombres des classes I e t  I I  ~ par~ir de o, et par .Q, soit 

p0, p1, p~, . . . , / ~ ,  - . . ,  p--. 

On a 

(2) p 0 =  Z + p ' : .  

P~ est nul  ou parfait, et les ensembles pr  sont tous identiques ~ ps2 k 

partir d 'une certuine valeur de ~. Si, duns un domaine born6, Pz  est 

nul, il y a un hombre T tel que p7 contient des points duns ce domuine, 
tandis que pr+~ y est huh  P:  contient duns ce domuine un hombre fini 

de points. 
Duns lu formule (2), ehaque terme pr  /~.+~ est un ensemble isol6, 

par suite ddnombruble, donc ~ ( F - - P ~ + I )  est aussi ddnombruble. 

8. Soit P u n  ensemble parfait. D6signons par ~', soit une sphere 
n dimensions, soit un paralldldpipSde de c6tds parall~les aux axes, con- 

tenant au moins un point de P h son int6rieur. Considdrons l 'ensemble 

K des points de P qui sont intdrieurs ~ X; K est dense en lui-m~me, car, 
au voisinage de tout point A de K existent des points de P int6rieurs 

~; donc (w 6) K ~ est parfait. D'ailleurs K ~ est contenu duns P .  Nous 

appellerons portion 1 de P ddtermin@e par  Y, l 'ensemble parfait P~ = K~ 

* La d6fiuitioli actuello diffbre 16gbremeut de la d4filiitioli donn6e dalis les ~>Logons 
otc.,, (p. IO5), ell ce qu'un point do la surfaco de Z n'est ici consid6r6 commo ap- 
partenant ~ la portion que s'il est limite de points de P intdrieurs h ~'. Gola no 
modifie enrien la dbfiliition des ensombles non douses. 
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de plus, nous eonviendrons de dire que tout point de K est int&ieur ~t 
la portion 1)1 de t ). D'apr~s cela, pour qu'un point A de P soit intdrieur 

une portion d6terminde P~ de P,  il faut et il suffit qu'il existe une 
sphere de centre A et de rayon positif telle que tons les points de P 
contenns dans cette sphere appartiennent ~ />1. 

Soit P u n  ensemble parfait, et Q un ensemble con~enu darts P. Deux 
cas seulement sont possibles: 

o Darts route portion PI de P existe une portion P2 qui ne contient 
aueun point de Q, (et par suite aucun point de Qo). Nons dirons darts 
ce casque Q est non dense dans P.  

2 ~ I1 existe une portion /)1 de P telle que route portion P2 de P~ 
contient des points de Q. La partie de Q eontenue dans /)1 est alors 
partout dense par rapport h /)1, et la partie de Q0 contenue dans P~ coin- 
cide avec P~. 

On volt que, si Q est non dense dans P,  on peut, au voisinage de 
tout point de P, trouver un point de P n'appartenant pas h Q0, et rgci- 
proquement, si ce fair a lieu, Q est non dense. 

Si Q est fermd et ne coincide pas avee P, il y a une portion de P 
qui ne contient aucun point de Q. 

9.1 En supposant toujours que Q est un ensemble contenu dans l'en- 
semble parfait P, nons dirons que Q est de premidre catdgorie par  rapport 

P si Q peat ~tre form~ par la r~union d'an hombre tint ou d'une in- 
finitg ddnombrable d'ensembles non denses par rapport ~ P. 

Tout ensemble qui n'est pas de premiere cat6gorie est dit de deuxi~me 

catdgorie. 
Un ensemble contenu dans un ensemble de premiere cat~gorie est 

lui-mSme de premiere catdgorie. 
Un ensemble form6 par la rdunion d'un nombre tint ou d'une infinit6 

ddnombrable d'ensembles de premiere cat~gorie, est lui-mSme de premiere 
catdgorie. 

Si Q est de premiere cat~gorie dans P: I ~ la partie de Q contenue 
dans une portion 1)1 de t ) est de premidre catdgorie dans 1)1 ; 2~ il y a, 

' loc. cit.,w 65, p. Io5. 
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dans toute portion P1 de P, des points de P qui n'appartiennent pas ~t Q; 
3 ~ 1 ) _  Q est de deuxi~me catdgorie. 

Dans les applications, nous aurons souvent ~ consid6rer un ensemble 
Q, contenu dans un ensemble parfait P e t  ddpendant d 'un entier n de 
mani~re qu'on air" 

?1< ? ,2 . .  < 47.< . . . .  

Soit: 
Q = M ( Q , ,  q ~ , . . . ,  qn , . . . ) .  

Nous dirons que Q est l 'ensemble limite de (2,. On volt que si Qnes t  
de premiere cat6gorie, l 'ensemble limite Q l'est aussi. 

La mdme remarque s'applique au cas d 'un ensemble Qp d6pendant d 'un 
hombre positif p,  avec la condition que p ' <  p entraine Qp, > Q~. Prenons 

une suite quelconque de hombres positifs dderoissants tendant vers o: Pl, 
P 2 , . - . ,  P , ,  . . .  eL soit Q l'ensemble limite de Qp. On reconnalt que Q est 
inddpendant de la suite choisie; nous dirons encore que Q est l 'ensemble 

limite de Qp quand p tend vers o. Si, pour route valeur positive de p,  

Qp est de premiere cat6gorie, il e n e s t  de m~me de Q. 

C H A P I T R E  I I I .  

L e s  f o n c t i o n s  de  c lasse  1. 

I O. Supposons qu'une fonction f soit d~finie en t o u s l e s  points d 'un 
ensemble /~ de Gn, /" 6t~nt quelconque, et f pouvant prendre ~outes les 

valeurs de l'ensemble R' ddfini au w I. 
Si F x est un ensemble contenu dans F ,  f e s t  d6finie aux diff~rents 

points de F~, l 'ensemble des valeurs de f e n  ces points a une borne 
supdrieure, une borne inf6rieure et une oscillation, 1 que nous d~signons 

respectivement par: 

M ( f  , I '1) , re ( f ,  F , ) ,  co(r, F , )  --- M ( f  , / - ' , ) - - r e ( f  , /-',). 

1 On convient de poser, si a est fini: 
+ oo - - a =  a - - ( - - ~ )  = + ~ - - ( - - ~ ) =  + co, 

+ co - - ( +  ~ )  = (-- cr --  (-- cr = o. 
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On a dvidemment, si F 2 est contenu dans 11 �9 
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M(f, r,) > ~(r,  r2), re(f, r,) < m(f, r2), ~(f, rl) > ~(r, r2). 

Soit muintenant A un point de T o (w 6). En  uppelant Fp la pattie 

de Z' contenue duns la sphgre de centre A et de rayon p,  on reconna}t 

que, lorsque p d6crolt et tend vers o, les hombres M(f ,  Is) , o)(f, Fp) ne 
croissent pas, le hombre m(f, Ip) ne d~cro}t pas; ces trois hombres ont 
done des limites, que nous ddsignons par: 

~(f,  r ,  zt), re(f, r ,  A), 

oJ (f , F ,  A ) =  M( f  , F ,  A ) -  m (f , F ,  A ) >  o, 

et que nous uppelons respectiveraent maximum, minimum, oscillation de f 
en A par rapport ~t F. 

D'apr~s ces ddfinitions, si un point A de I ~ est intdrieur h une 
sphere Z et si f l  est la partie de F contenue duns Z,  on a: 

M ( f , F , A ) < M ( f , F , ) ;  m ( f , F , A ) ~ m ( f ,  I1); o ~ ( f , I " , A ) < t o ( f , I ' , ) .  

I I .  Si f est ddfinie au point A o de 2-o, (ce qui n'a pus lieu ndces- 
suirement), on u 

M(f  , I ' ,  Ao) ~ f (Ao). 

Supposons qu'on air: 

(i) M(f ,  I ,  Ao) = f(Ao). 

Alors, quel que soit ~ > o, on peut trouver un nombre positif p tel que, 
dans la sphere de centre A o et de rayon p,  on air, en tout point A de F:  

f (A)  < f(Ao) + e. 

R6ciproquement, cette propri6t6 entralne la condition (I). :Nous dirons que 
la fonction f est semi-continue supdrieurement en Ao par rapport ~t I'. 

De m6me, nous dirons que f est semi-continue infdrieurement en A o 
par ratrport ?t I '  si Yon a: 

m(f , F, Ao) = f(Ao). 
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Si, au point A0, on a: 

M ( f  , F,  Ao) = m (f , I ' ,  Ao) = f(Ao), 

la fonction est continue en Ao par rapport ~t F; la condition de eontinuit6 
s'exprime par: 

to (f, F,  Ao) ---- o. 

Si une fonction f dfifinie en t o u s l e s  points d 'un ensemble fermd P 
possbde en ehaque point de cet ensemble la semi-continuitd supdrieure, ou 
inf6rieure, ou la continuit6, nous dirons qu'elle est semi-continue supdrieure- 
merit, ou infdrieurement, ou continue sur P .  Toutefois, duns ce dernier cas, 
pour nous conformer aux ddfinitions du ehapitre I, la fonetion ne devra 

gtre considdrde comme une fonction continue proprement dire que si elle 

a en chaque point une valeur finie. 
Si t)1 est un ensemble fermd contenu duns l 'ensemble ferm6 P ,  la 

semi-continuit6 supdrieure (inffirieure) sur P entralne la semi-continuit6 su- 

p~rieure (inf~rieure) sur /)1. 
Si f est semi-continue supdrieurement, - - f  est semi-continue in- 

fdrieurement. 
La somme d 'un nombre fini de fonetions semi-continues sup~rieure- 

ment est aussi semi-continue supdrieurement. 
Si f d6finie sur l 'ensemble ferm6 P e s t  semi-continue supdrieurement, 

l'ensemble H des points off l 'on a" f~_~ k, k 6tant un nombre quelconque, 
est fermd. En effet, si A0 est limite d'une suite de points en ehacun 

desquels on a" f ~ k ,  il en r~sulte: M(f ,  P, A o ) ~ k ,  et par suite: 

f(Ao) = M( f  , P, Ao) ~ k; 

donc l 'ensemble H eontient tous ses points limites. 

I2. Soit f une fonction d6finie sur un ensemble F quelconque. 
Nous avons dgfini, en chaque point A de /,0, le nombre M(f,  F, A); ce 
nombre est donc one fonction ~(A) ddfinie en tout point de l 'ensemble 
fermd i,o; je dis que cet~e fonction est semi-continue supdrieurement sur 

F ~ En effet, soit A 0 an point de F ~ et e un nombre positif; nous 

pouvons d6terminer one sph6re ~:, de centre A o telle que, F 1 6rant la 
partie de F contenue dans cette sph6re, on ait: 

M ( f  , 1'1) < M( f  , F, A o) + z, 
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et par suite, si A est un  point  quelconque de 1"1 intdrieur ~ ~,~" 

M ( f  , F, A) <_< M( f  , 1'1) < M ( f  , 11, Ao) -4- s, 

d'oh l 'on ddduit  que, duns une sphere X 2 concentrique et intdrieure ~ Z~, 
on a, en tout point de / ' :  

~(A) < r + ~. 

caractdrise les fonctions semi-continues sup6rieure- C'est la propri6t6 qui 

ment.  

On reeonnalt de 

f6rieurement sur F ~ 
mgme que r  m(f, F, A) est semi-continue in- 

La fonction to(A), qui est dgale en chaque point  A de [ ,0h  l'oscilla- 

t ion de f, grant lu somme des fonctions ~ = M ( f ,  F, A) et - - r  F, A), 
est semi-continue supdrieurement. 11 en rdsulte que l 'ensemble des points 

de F 0 oh 1'oscillation de f e s t  ~ a, a grant un  nombre positif, est fermd. 

13. Une fonction f ddfinie en t o u s l e s  points d 'un  ensemble parfait 
P e s t  ponctuellement discontinue sur P ,  si, quel que soit ~ >  o, l 'ensemble 

des points A de P oh to(f, P, A ) ~ a  est non dense duns P; alors Fen- 

semble des points  de discontinuitd est de premiere cutggorie; il y u, duns 

touts  port ion de P ,  des points de continuit6; la fonction co(f)u,  darts 

touts  portion, et par suite en tout  point, son min imum nul. (Nous faisons 

rentrer le cas des fonetions continues dans ce cas.) Duns le cas contraire, 

f e s t  totalement discontinue; il existe un  nombre positif a e t  une port ion 

// de P telle qu 'en tout  point  de H o n  a to>_~a; on voit que to(f) u 
son min imum ~ a  duns la port ion /1.1 

Th6or6me I. La condition ndcessaire et suffisante pour qu'une fonction 
ddfinie sur un ensemble fermd t ) soit de classe < i est qu'elle soit ponctuelle- 
ment discontinue sur tout ensemble parfait contenu dans P. : 

1 loc. cir., w 67, p. IO8. 
La d6monstration de ce th6orbme r6sulte des w167 68, 73 et 74 des >>Legons sur 

les fonctions discontinues>), off toutefois l'ensemble P e s t  suppos6 parfait; mais les rai- 
sonnoments des w167 73 et 74, qui 6tablissent que la condition est suffisants, sont valables 
en supposant seulement que P e s t  term6. L'extension du r6sultat, d6montr6 d'abord 
pour les fonctions borndes, aux fonctions quelconques~ (w 77) peut so fairs en remarciuant 
ClUe la condition de l'6nonc6 est invariante par rapport aux transformations T et T -1 
(w 4 du pr6ssnt m6moire)~ 
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I4. Une fonction semi-continue, supdrieurement par exemple, sur un 

ensemble ferm6 P, est de classe < i. 
Une telle fonction a la propridt6 suivante. 2 &ant une sph6re con- 

tenant des points de P ,  soit ~:(I:) le maximum de f clans ,~; dtant donn6 
un point A de P ,  et une sphere 2 de centre A dont le rayon tend vers o, 

~(2;) a pour limite f (A) .  Nous allons 6tablir une propridtd en quelque 

sorte rdciproque. 
Soit P nn ensemble term6. Supposons qu'h chaque sphbre 2 con- 

tenant des .points de P corresponde un hombre V(X), a v e c l a  condition 

que si X' est contenu dans Z, on air: 7 ( 2 ' ) < g ( 2 : ) .  Soit A 0 un point de 
P ,  et soit 2 la sphhre de centre A,) et de rayon p; quand p ddcrolt et 

tend vers o, f (2 ) ,  qui ne crolt pas, a une limite ddterminde. Soit f(Ao) 
cetfe limite; je dis que f(A) est semi-co~tinue sui,:rie~rrement. En effet, 

�9 �9 [ soit s un nombre positif; nous pouvons determine" une sphhre IJ de centre 
A o tel!e qu'on air: f ( _ r ) < f ( A ~ , ) q - s .  Soit A un point queleonque de P 

intdrieur ~ 2 ,  il v a une sph6re de centre A eontenue dans 2 ,  d'ofi il 

rdsulte qu'on a" 

f ( z ) < f ( z )  < f(Ao) + 

La fonction f posscde donc bien la semt-contmu te supeneure. 

1 5. I1 rdsulte du thdor6me I que si une fonction n'est pas de classe 
< I, il existe un ensemble parfait sur lequel elle est totalement discontinue. 

Pour ddmontrer qu'une fonction d~finie ,~ur un ensemble .fer,md P e s t  de classe 
< i, il suyira doric de ddmontrer que dans tout ensemble parfait H con- 
tenu darts P existe une portion sur laquelle f e s t  de classe < I. En  
particulier, une fonction quelconque ddfinie sur un ensemble term6 d6- 
nombrable (autrement dit rdduetible) est de classe ~< i. Une fonction d6- 

finie sur un ensemble ferm6 P e s t  de classe < I  si elle est de classe < i  

sur l'ensemble parfait U z. 
Soit f~ une fonetion de elasse < ~  d6finie sur un ensemble ferm6 P~, 

f: une fonetion de elasse < i sur un ensemble ferm6 P~; je eonsidSre la 

fonction f qni est @ale h f~ en tout point de P~, et h f~ en tout point 
de /'2 qui n'appartient p a s h  P~. Je  dirai que f e s t  obtenue par la super- 

1 loc cir., w 78 , p. I24; m6me observation que plus haut. 
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position de fl it 5 ;  f est d6finie sur l 'ensemble fermd M(P1, P2)" Je  dis 
que f est de classe < I. 

I1 faut montrer que, duns tout ensemble parfait H contenu duns 
M(P1, P2)i existe une portion de H dans laquelle f est de classe < I. 
Posons" H 1 ~ D(H,/)1). 0 u  bien H1 coincide avee H,  et f e s t  idengque 
sur H ~t f~, donc de elasse ~_< i. 0u  bien H i ne coincide pus avec H, et 
comme H 1 est fermd, il y a (w 8) une portion K de H ne eontenant aucun 
point de //1 et par suite de /1 ;  sur K,  f est identique ~ f~, donc de 
classe < i. 

Le thdor~me est donc dtabli; il s'dtend de suite au cas de h fonctions 
superpos6es, et l 'on a l'6nonc6 suivant: Soient ~ ,  f~, . . . ,  fa des fonetions 
de classe ~ I respectivement ddfinies sur les ensembles fermds/>1, P 2 , " ' ,  ph. 
Prenons f dgale ~ fi aux points de Pi qui ne font pus partie de P~, P~, . . . ,  
P~_~. La fonction f, ddfinie sur M(P1, P2 , ' . ' ,  Ph), est de classe < i .  

16. Nous nous sommes occupds, dans les w 13, I4, 15, de fonctions 
ddfinies en t o us l e s  points d 'un ensemble ferm& Nous aUons maintenant, 
duns le cas oh l 'on donne une fonction sur un ensemble P quelconque, 
6tudier la question suivante: ~ quelles conditions est-il possible de com- 
pldter la ddfinition de f aux points de l'ensemble ferm6 p0 oh t i l t  ne se 
trouve pus ddfinie, de mani~re h obtenir une fonction F de classe o, ou 
de classe < I, etc.? Si ce probl~me est possible, nous conviendrons de 
dire que la fonetion f, incompldtement ddflnie sur po est de classe o, i , . . .  
suivant le eas. 

Le cas des fonctions continues se traite sans difficult& I1 est dvidem- 
merit ndcessaire, pour que f, d6finie sur l 'ensemble P quelconque, soit 
de classe o, qu'en chaque point A de p0 on air: ~o(f, P,  A ) =  o. Cette 
condition est aussi suffisante, car si elle est remplie, il suffit de poser, en 
tout point A de p0. 

F(A) = M(f ,  P,  A) = , P, A). 

La fonetion F, continue sur po, est identique ~ f sur P.  

17- Pour traiter le cas des fonctions de clusse I, nous donnerons 
d'abord une extension aux notions rappe16es au w 13. 

Aeta mathematica. 30. Imprim~ le 14: aofit 1905. 3 
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Soit H un ensemble parfait, f se trouvant d~finie seulement en certains 
points de H,  formant un ensemble I'; l'ensemble F ~ est contenu dans H; 
nous dirons que f, au voisinage d'un point de _F ~ se trouve ddfinie sur 
H, et au voisinage d 'un point de H - - I  "~ n'est pas ddfinie. En chaque 
point A de 1,0 existent des valeurs d&ermindes pour le maximum, le mini- 
mum et 1'oscillation de f relativement h F;  nous ddsignerons ces hombres 
par M(f, H, A) ,  re(f, H ,  A),  eo (f, H ,  A). 

Nous dirons que f est ponctuellemer~t disco~tin~e sur H si l 'ensemble 
des points off o)(f, H ,  A ) ~ a  ( a > o ) ,  est non dense darts H; sinon, f sera 
dire totalement discontinue. Cette d~finition comprend dvidemment la d~- 
finition relative au eas off f est compl&ement d6finie sur H .  

S i f  est ponctuellement discontinue sur H, l'ensemble K des points 
de discontinuit6 est de premiere eat@orie par rapport ~ H; un point de 
H ~  K est, ou bien un point de eontinuit6 pour f, ou })ten un point au 
voisinage duquel f n'est pas d6finie. Si f e s t  totalement discontinue, il y 
a une portion //1 de H e t  un nombre positif ), tel qu'en tout point de 
//1, l'oseillation de f est >_>,~. 

18. Etant donn~e une fonction f sur un ensemble / )  quelconque, s'il 
existe une fonetion F d~finie sur l 'ensemble fermd po, dgale ~ f sur P,  et 
de elasse < i, eette fonction F ,  d'apr~s le th~orbme I, doit ~tre ponetu- 
ellement discontinue sur tout ensemble parfait H eontenu dans p0. done 
f doit aussi &re, sur tout ensemble parfait, ponctuellement discontinue, au 
sens &endu du w 17. Je dis que cette condition edcessaire est, aussi suffi- 
sante. 

Supposons done f ponetuellement discontinue sur tout ensemble parfait. 
Je vats tout d'abord d&erminer, &ant donnd un hombre positif a, une 
fonetion /~o ddfinie en tout point de p0, diffgrant de f de moths de a en 
tout point de P,  de classe < i, et enfin comprise entre les bornes de f. 

Ddfinissons des ensembles fermds: 

( l )  P o ,  " " ,  "'" 

au moyen des trois conventions suivantes: 

i~ /,0 = / , ~  
20 P~+I est, quel que soit ~, l 'ensemble des points A de .p~2 off l 'on a" 

eo(f , T~ , A) > a. 
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3 ~ S i a  est de deuxi~me esp~ee, P~ est l 'ensemble eommun ~ tons 
les ensembles d'indice infdrieur h a. 

On voit que, si p~2 existe, f &ant ponctuellement discontinue sur eet 
ensemble, P:+, est non dense duns P~, et l 'on en ddduit que les ensembles 
(I) sont nuls ~ h partir d 'un certain indice /~; par suite, on peut dcrire: 

Po = p 0 =  X ( p o _ & + , )  . . . ,  <ft .  

Chaque ensemble P ~ P : + ,  se ddcompose eomme il suit: 

P:- -Po+,  = Z ( P l - -  Pi +') + (P2--  
Y 

Pour dgfinir F o en chaque point A de p0, donnons-nous tout d'abord un 
nombre C compris entre les bornes de f, et distinguons deux cas: 

I ~ Le point A fair partie d 'un ensemble ~ __p~+l. Ce cas se sub- 
divise en deux: 

a) f est ddfinie eu A. Nous posons: Fo(A ) = f ( A ) .  
b) f n'est pus d6finie en A. Nous posons: Fo(A ) = C. 

2 ~ Le point A fair partie d 'un ensemble P ~ - - P ~ + , .  Soit Ha Fen- 
semble des points de PJ~ off f e s t  ddfinie; en ehaque point A de /7  ~ existe 
une valeur pour re(f, P~, A). Subdivisons en deux cas: 

c) A fair vartie de I1 ~ Nous posons: Fo(A ) = m(f , P~, A). 
d) A ne fair pas pattie de //0. Nous posons" To(A ) -----C. 

On voit que si A fait partie de /7~, et ne fair pas pattie de Pa+~, 
ensemble des points de P:~ off to(f, p~2 A ) > a ,  on a: 

d'ofi il rdsulte: 

M(f, T~, A ) - - m ( f ,  P$!, A) < a, 

(2) o < f ( A ) - - F o ( A ) < a .  

Cette condition est remplie aussi duns le cas a); d ie  est donc remptie 
en tout point oh f se trouve d6finie. F o est &idemment  eompris entre les 
bornes de f. I1 reste ~ montrer que /~o est de elasse ~ I, et pour cela 
(w I5), que duns tout ensemble parfait H existe une portion sur laquelle 

Cf. loc. cit.,w 74, P. II 7. 



2O 

F o est de classe =< I. 
dans po _ - - / )  posons: H~ = D ( H ,  P~). 

et par suite: 

Ren6 Baire. 

H 6rant un ensemble parfait quelconque contenu 

B=X(no- -Ro+, )  . . . .  , <p. 

Les ensembles H~--H~+, ne peuvent ~tre tous nuls; soit 7] le plus petit 
des nombres pour lesquels H,--H=+I n'est pas nul. On a" 

H - = H o - = H  , . . . .  = H , > H , + , .  

De H-----Hs< P~ on d6duit: H~2</~:' ,  et comme H est parfait: 

H ~ H ~ < P~" 

Comme r ensemble ferm~ H~+~ = D ( H ,  P. . , )  n+ coincide pas avec H, 
il y a une portion K de H qui no contient aucun point de H~+,, par suite 
aucun point de P~+,. L'ensemble parfait K est eontenu dans P~+ et ne 
contient aucun point de P~+, ; donc, d'apr~s les d6finitions c) et d), T o est 
6gal sur K h Ia constante C, sauf aux points A de l'ensemble ferm6 
D(H~,K),  oh F o est dgal h re(f, t ~ ,  A); cette dernibre fouction est semi- 
continue infdrieuremeut, par suite de classe < I sur H ~ et aussi sur D(II~ K); 
ainsi F o est obtenu, sur K ,  par la superposition de cede fonction ~ la 
fonction constante C; done (w ~5), Fo est de classe < I  sur K ,  qui est 
ane portion de H.  Ainsi F 0 remplit routes les conditions indiqu~es. 

Posons, en tout point de P" 

f = F o  +r 
On a, d'apr~s (2): 

o<__r <~. 

La fonction ~b~ d6finie sur P est ponctuellement discontinue par rapport 
tou~ ensemble parfait H,  car l'ensemble des points de diseontinuitd de 

~ ~ f - - F  o, ne pouvant eomprendre que des points de discontinuitd de 
f ou de Fo, est de premiere catdgorie par rapport h H.  On peat done 

(7 
appliquer la mdthode prdcddente h ~, et, remplaqant a par 2, ddterminer 

une fonction F,  de classe < I ddfinie sur po telle que: 

On en d6duit" 

H~-- Ho+, = D(H, P~ -- V~+,) 
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6 r =F ,  +r o<r <~, o<F~= =<~. 

En continuant l'application de la m~thode, en obtient successivement: 

o < F ~  < _  ~ r 1 6 2  ~ 1 6 2  < > ,  = = ~ ,  

21 

o < F ,  r = F, + r o < r < ~ ,  _ < -~_~ ,  

Les F~ sont des fonctions de classe < I ddfinies sur p0, et forment une 
s~rie uniformdment convergente; donc la fonction 

F=~'0 +~ ;  + . . .  + F , + . . .  
est d~finie sur p0 et est de classe < I. 

On a, en tout point de P:  

f=~o + F ,  + ~  + ... + F ,+  r 

et eomme ~bi+ 1 tend vers o, il en r6sulte: f =  F .  
En rdsum~, on a ddtermind une fonetion F de classe < I sur p0, 

dgale h f e n  tout point de P,  ce qui ddmontre la proposition dnoncde. 

CIIAPITRE IV. 

Prop ri6t~ c o m m u n e  auar l'onb~ions de E.  

I9. Soit H un ensemble parfait; supposons qu'une fonction f soit 
d6finie en tous les points de H. 

Je  dgsigne par M'(f ,  H) la borne sup6rieure des hombres 2 tels que 
l'ensemble des points de H off f >  2 est de deuxiSme cat6gorie. L'en- 
semble des points off f > M ' - - s ,  ( z > o ) ,  est de deuxi~me cat6gorie. 
L'ensemble des points off f >  M ' +  e est de premiSre cat6gorie; ce dernier 
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ensemble, qni ddpend de z, et na peug qua s'aeeroitre quand z dgerolt, a 
pour limite, quand s tend vers o, l 'ensemble des points oh f > M',  lequel 
est par suite de premiSra eatdgorie (w 9). En rdsumg, il existe un hombre 
31'({, H) tel que l'ensemble des points oh f >  3['(f, H) est de premibre 
eatdgorie, tandis que l'ensemble des points oh f > 3i'(f ,  H) - -  z, (-: > o) 
est de deuxi~me eatggorie. Cette double propridt6 ne pent 6videmment 
appartenir qu'h un seul nombre, elle earaetgrise done le hombre ~I'(f, H). 

On a 4vidamment: M(f  , H) > 3l ' ( f  , H). 
De la m~me mani~re, on voit qu'il existe un hombre ddtermind m'(f, H) 

earaetdrisd par ee double fair que l'ensemble des points oh f < m ' ( f , H )  
est de premigre eat4gorie dans H, tandis que l'ensemble des points oh 
f < m'(f, H)  + s (s> o) est de deuxi~me eatdgorie. On a: m'(f, H) ~ m ( f ,  H). 

' ','1I ';r H) > m'(f, H). En effet, l 'ensemble Q des points Je dis qu on a: ~ ~, __ 
oh f > M'  est de premiere cat6gorie; done l'ansemble H - - Q  est de deuxi6me 
eatdgorie, et en ehaque point de eet ensemble, on a f < M ' .  i)one, d'apr6s 
la propridt6 caraet6ristique de ~',  on a 3 I ' > m ' .  

On a d o n e  

X)0s0ns  : 

n o u s  a u r o n s :  

M(f , H)>M'r H)>m'(f, H)>~n(f, H). 

o~'(f , H )  = M ' ( f  , H ) -  m'(f, H); 

~'(f, H) < ~ (f, H). 

Nous dirons que M' ,  m', to', sont le maximum, le minimum, l'osciUation 
de f sur H, quand on ndglige les ensembles de premidre catdgorie. Re- 
marquons qua si P e s t  un ensemble de premibre eatdgorie dans H,  on 
peut, dans la d~finition de M ' ,  m',  w', faire compl~tement abstraction des 
valeurs de f aux points de P;  de plus on a: 

M ( f  , H - -  P) ~_> M' ( f  , H), re(f, H - - P ) <  m'(f , H), 

(f, H - -  P) > eo'(f, H). 

2o. Je dis que si H~ est une portion (w 8) de H,  on a 

M'( f  , 1tl) < M ' ( f  , H). 
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En effet, l'ensemble des points de H oh f > M ' ( f , H )  est de premiere 
catdgorie dans H, donc (w 9) ]~ partie de cet ensemble contenue dans H 1 
est aussi de premiere catdgorie dans H~, par suite le nombre M'(f, 1:[1) 
ne peut surpasser ]e nombre M'(f, H). 1 

On a, dans les m6mes conditions: 

m'(f, t t~)~m'( f ,H)  et w'(f,H~)~oJ'(f,H). 

Cela pos6, soit A un point de H. Ddsignons par Hp lu portion de 
H d~terminge par la sphere 2: de centre A et de r~yon p. Quand p 
d4crolt et tend vers o, les hombres M'(r, sL), ,o'(f, ne croissent pas, 
le nombre m'([, He) ne d6crolt pas; ees trois nombres ontdonc des limites, 
que nous d6signons par: 

M'(f , H, A), m'(f , H,  A), oJ'(f , H, A) = M'(f  , H, A ) -  m'(f, H,  A). 

D'apr~s ces dgfinitions, si un point A de H est inteieur g une sphere 
S, et si //1 est la portion de H d&erminde par S, on a: 

M'(f , H, A) s M'(f  , tI~), m'(f , H, A) ~ m'(f , H,), 

ss, A) < It,). 

2 I. Le hombre M'(f, H, A), d6fini en chaque point A de H,  constitue 
une fonction fY, qui fair 6videmment partie de la cat6gorie de fonctions 
~tudi6es au w 14. Done 9' est semi-continue sup6rieurement. De m~me, 
r  m'(f, H, A) est semi-continue infirieurement, et enfin eo '=9 ' - - ib '  est 
semi-continue supdrieurement. 

En ehaque point de H,  on peut avoir f >  ~' ou bien f=-_<9', mais je 
dis que l'ensemble des points o~ f > 9' est de premi&e catdgorie dans H. 

Pour le montrer, eonsiddrons 2 l'ensemble (A) des cubes: 

a i - - I  < x i < a i +  I i = I , 2 ,  n 
2 p  - -  _ _  2 p �9 . . 

1 Mais, g l'inverse de ce qui a lieu pour lu fonetion M, du fair qu'un ensemble 
parfait K est eontenu dans H,  ne r~sulte nullement 1.a condition M'(f~ K ) ~  M'( f ,  H)  
Par exemple, soit f =- o aux points de l'onsemblo H des points 'du segment (o ,  I), 
suuf aux points d'un ensemble parfait non dense K ,  off f =  I. On a: M'(f, H ) =  o 
et M'O e, K )  = I > M'(f, H). 

leo. cir., w 6I ,  p. Iox.  
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al,  a ~ , . . . ,  an 6rant entiers, p grant un entier positif. Cet ensemble est 
d~nombrable e t a  la propri6t~ suivante: si A est un point, et si X est une 
sphere de centre A, il est possible de trouver un domaine 2x auquel A 
est int6rieur et tout entier eon~enu dans ~. 

En d6signant tes domaines de (A) par A1, /X 2 . . . .  , &i, . - . ,  soit Hi la 
portion de H d6termin6e par /x i si eette portion existe; le hombre M'(f ,  Hi) 
est alors d6termin6, et l 'ensemble Ki des points de H i oh l 'on a f > M ' ( f ,  Its) 
est de premiere cat6gorie dans //~, par suite dans H. L'ensemble 

K =  M(K, , K2, . . . ,  Ki ,  . . . )  

est done aussi de premiere cat6gorie dans H. Je dis que eet ensemble 
contient tous les points de H oh f >  ~'. 

En effet, soit A un tel point. On peut poser: 

f ( A )  = r  + > o. 

Soit e tel que: o < e  < a .  Nous pouvons ddterminer une sphere 2: de 
centre A telle qu'on air, R 6tant la portion de H dgtermin6e par Z: 

M'( f  , R) < 9r + e, 

et il existe un domaine de l'ensemble (A) auquel A est int6rieur eL con- 
tenu dans 2'; soit Aj un tel domaine; H~. est une portion de R et l 'on a: 

~ ' ( f ,  H~) < M'( f ,  R) < 9'(A ) + e < ~'(A) + a = f(A). 

Ainsi, au point A, on a f ( A ) >  .M'(f, IIj.), ce qui montre que A fair 
pattie de K~, et par suite de K. 

L'ensemble des points de H oh f >  ~', 6tant eompris dans K, est de 
premiere catdgorie. I1 en est de mdme pour l 'ensemble des points oh 
f <  r  Soit P l a  r6union de ees deux ensembles, on voit qu'il y a un 
certain ensemble P de premiere cat69orie dans H, tel qu'en to,d point A de 
H ~  P, on a: 

r  

22. La fonetion 9', d6finie dans ee qui prde~de, poss~de, outre la 
semi-eontinuit6 supdrieure, une proprigtg spdciale, que nous allons 6tablir. 
Nous avons d'abord, en vertu de cette premiere propridt6: 

r = A) > M'(r A). 
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D'autre par~, dans une sphere S de centre A d6terminant une portion 
de / / ,  l'ensemble des points off f >  ~' est de premiere cat6gorie, ou 

peut le n~gliger dans la d~fini~ion des hombres M'(f, R)e t  M'(~' ,  R); 
comme en tous les nudes points oh f e s t  dgfinie, f _<~', on a: 

M'[f  , ~]  < M'[~', R ]  

En faisant tendre le rayon de S vers o, eette in6galit~ donne, pour les 
limites des deux membres: 

(2) 

De (I) et (2) r~sulte: 

~'(~) = ~ ' V ,  A ] <  M'[~', .~]. 

~'(A) = ~(V',  A) = M'(e', ~), 

propridtd plus particuli&re que la semi-continuit~ sup6rieure. 

2 3. On a vu, darts le chapitre I I I ,  l'importance de la notion de 
discontinuitd ponctuelle d'une fonction f sur un ensemble parfait H;  cette 
propri~t~ s'exprime par la condition que, H a ~tant une portion queleonque 
de H,  on a: 

mE~(f, ~r, .~), H,] = o 

OU e n c o r e  

m[,~( f  , H ,  ~)  , H ,  .4] = o 

en tout point A de H.  
D'une mani~re analogue, consid4rons une fonction f d4finie sur H e t  

telle qu'on air: 
m[~'(f , H,  .~), ~ ]  = o 

pour route portion H z de H,  ou, ce qui revient au m~me, 

m[~'(f, H,  .4), H,  4] = o 

pour tout point A de H.  Pour abr6ger, nous conviendrons de dire que 
f satisfait dans  ce cas ~ la condition 

(,) ~[~ ' ( f ) ]  = o  

sur l'ensemble H.  
Acla mathemativa. 30. Imlorim~ le 16 aofit 1905. 4 
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Remarquons que, en vertu de la propri6td exprim6e par t o ' < t a ,  les 
fonctions ponctuellement discontinues sur H satisfont h la condition (z), de 
sorte que les fonctions de classe o et I poss~dent, sur tout ensemble parfait 
I f ,  la proprigt6 (i). 

Si f satisfait ~ la condition (I) sur H,  l'ensemble ferm6 des points oh 
a/(f ,  I f ,  A) ~_~ a ( a>  o) es~ non dense dans H ,  car sans cela, dans une certaine 
portion de H,  le minimum de ~o'(f, H ,  A) serait > ~ ;  donc l'ensemble Q 
des points off to' > o est de premiere catdgorie, et en tout point de H ~  Q, 
on a ~o'---o, d'ofi ~ ' =  r 

D'autre part, d'apr~s le w 21, en tout point de H ~ P ,  P 6rant un 
certain ensemble de premiere cat6gorie, on a: r  < f <  ~'. L'ensemble 
I I = M ( P ,  Q) es~ encore de premiere cat6g'orie, et, en tout point de 
I f - - H ,  on a: 

f-=r162 

D'aprbs cela, f, 6rant sur H ~ / /  dgale ~ ~' et ~ r est ~ la fois 
semi-continue sup6rieurement et infdrieurement en tou~ point A de H ~  17 
par rapport ~ H - - H ,  c'est-k-dire continue. 

En rgsum6, si f satisfait sur H dt m(a / ( f ) )=  o, il y a un ensemble 
de premiere cat~9orie 1"1 tel qu'en tout point A de H- -17 ,  f est continue 
par rapport ~ H ~  17. 

24. R6ciproquement, supposons cette derni~re condition v6rifide. Soit 
A o un point de H - - H ,  et soit r > o; il y a une sphSre X de centre A 0 
telle que, dans la portion H l de H ddterminde par X, on a, pour tout 
point A de H - - / / :  

f ( A o ) - - e  < f ( A )  < f(Ao) "4- z. 

Comme // est de premiere catdgorie dans H,  on peut en faire abstraction 
dans la ddfinition des nombres M'( f , / /1)  , m'(f, H~), lesquels sent par suite 
compris entre f ( A o ) - - e  et f ( A o ) +  s; il e n e s t  a fo r t i o r i  de mgme pour 
los hombres ~'(A0) = M'( f  , I f ,  Ao) , et r = m'(f , I f ,  Ao) compris entre 
los pr6cddents; le rdsultat grant vrai quel que soit s, on a: 

OU, 

o, ' (Ao)  = o ,  
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A 0 6tan~ un point quelconque de H ~ / 7 .  Enfin, H - - / / g i a n t  dense dans 
route portion de H,  la fonction to' a son minimum nul dans route portion 
de H,  et par suite en tout point, c'est-h-dire satisfait ~ l a  condition (I): 

= o.  

La fonction ~', giant semi-continue, est de classe ~ I; doric, si f satis- 

fa i t  ~ m( to ' ( f ) )=  o, f diff~re d'une certaine fonction de classe < x aux 
points d'un ensemble de premidre cat~gorie. 

Remarquons, en dernier lieu, que ]a condition (I) est invariante par 
rapport aux transformations T et T -~ du w 4; cela rgsulte de ce que, si 
A est un point de H - - / 7  oh f est continue par rapport ~ H - - / 7 ,  la trans- 
formge de f par T ou par T -~ a la m~me proprigtg. 

25. ~qous allons ddmontrer que la condition m(eo ' ( f ) )~  o se conserve 
~t la limite, c'est-~-dire qu'on a le thgor~me suivant: 

Th6or~me. Si, sur un ensemble parfai t  P ,  une suite de fonctions f~, 

f2, . . . ,  f , ,  . . .  a une limite f,  et si chacune des fonctions f~ satisfait ~t la 
condition m(to'(f~))= o, il en est de m~me de f. 

Dans la dgmonstration de ce thgor~me, nous supposerons que les fonc- 
tions f~ et f sont finies, ce qui n'enl~vera rien h la ggn~ralitg du rgsuliat. 

Tout revient ~ montrer clue l'hypoth~se contraire ~ l'gnonc6 conduit 
une contradiction; cette hypoth~se est qu'il existe une portion H de /) 

dans laquelle on a: 

(2) m[o,'(f , P ,  A) , H I  > o. 

Prenons deux nombres 2 et /~ tels qu'on air: 

m[~'(r, P ,  A), HI  > 2~ > 2~ > o 
et posons: 

(3) = + > o). 

Pour route portion H '  de H,  on a: 

(4) H')  > 

D'autre part, ~ la fonetion f~ correspond un ensemble /7~ de premiere 
catggorie dans H tel qu'en tout point de H-- /71,  f~ est continue par rapport 

H - -  fli. Si l'on pose: II ~ M(/7~, /12, . . . ,  Hi, ...), l 'ensemble/7 est de 
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�9 �9 1 0 ~  * premiere cate~,orle; quel que soit i et quel quo soit le point A de H - - / /  
(qui est contenu dans tous les H--II i ) ,  f~ est continue en A par rapport 
~ H - - I I .  

Cela pos6, soit p u n  entier, et soit H 1 une portion quelconque de H, 
d6termin6e par une sphere 2' 1 . L'ensemble H - - I 1  6rant partout dense 
dans H,  on peut choisir un point A o qui fasse partie de H - - H  et soit 
int&ieur h Z~. Comme on a: limf~(A0)=f(Ao), on peut d6terminer tin 
entier a > p  tel que: 

(5) If:(Ao)--f(.L)l < 

La fonction f~ dtant continue en A o par rapport ~ H - -  H, on peut trouver 
une sphere 2~ de centre Ao, contenue dans 21, telle que, A ~tant un point 
quelconque de H - - I I  int~rieur h Z2, on air: 

(6) IW=(A)--f:(A.)I<s. 

t)renons une sphere Z~ de centre A o et int~rieure ~ Xi, et soit H a la 
portion de H d6terminde par 27~. D'apr~s (4), on a: ~o'(f, H~)> 2,i. 

Or, si l'on pose: Q.-- -D(H--H,H~) ,  on a, d'apr~s une remarque 

du w I9: 
co(f, Q) > a~'(f , 11.3) > 27t. 

Les valeurs de f aux points de Q forment done un ensemble dont l'oscilla- 
tion surpasse 2~; done, d'apr~s un lemme connu, ~ l'une de ces valeurs 
diff~re du nombre f(Ao) de plus d@-2, c'est-h-dire qu'on peut trouver un 
point A~ de Q tel que: 

(7) I f ( A 1 ) - - W ( A o ) I  > ~ .  

On a" l ims  on peut donc choisix un entier f l > p  tel que: 

(8) I D(.,,l,) - -  f(.,,l,) I < ~. 

Enfin, A1, qui appartient h Q, par suite a Z., est intdrieur ~ 2,, et 
appartient aussi ~ H ~ / / ;  fz est donc continue en A~ par rapport h H ~  H; 
d6terminons une sphere 2"~ de centre A~, contenue dans s et teUe que, 
A dtant un point quelconque de H - - i ]  contenu dans 27~, on air: 

(9) I&(A)- -5 (A, )  I < ~. 

i loc. cir., p. 80. 
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Comme ~:~ est contenu dans ~2, le mgme point A v6rifie aussi la rela- 
tion (6). 

En combinant, d'une part (5) et (6), d'autre part (8)et (9), on trouve: 

Ifo(A)--f(Ao)I < 2=., I 5 (A ) - - r (A , ) I<  

in~galit~s qui, combin~es avec (7): 

Ir(A,)--r(Ao)l> + 

donnent, pour tout point A de. H - - I I  contenu dans T,4: 

(io) [ f : ( A ) - - 5 ( A ) i  > p, 

et par suite, comme a et i7 sont sup6rieurs 71 p: 

( i I)  eo [ f p ( A  ) , fp+,  ( A  ) , . . . ]  >,u. 

Ainsi, p 6tant donn6, route portion //1 de H contient une portion 
dont tous les points, sauf peut-~tre eeux de //, satisfont h (II). Par 
suite, rensemble K v des points de H qui ne satisfont pas ~ (I I), se compose 
d'un ensemble non dense dans H et d'un ensemble compris dans //, donc 
est de premiere cat6gorie. Donnons ~ 19 toutes les valem's possibles, et soit: 

K =  M ( K , ,  h~,  . . . ,  K , ,  . . .). 

K est de premiere ca~dgorie par rapport 71 H. L'ensemble compl6mentairo 
H - - K  contient done effectivement des points, lesquels ne font partie 
d'aucun des ensembles Kp; si A est Fun de ces points, A satisfait k (i I), 
quel que soit p,  ce qui est eontradictoire avee lo fair que s tend vers 
uno limite finie. 

Ainsi, l'hypoth~se (2) conduit ~ une contradiction. 
On a donc, dans route portion H de P: 

P,  A), HI = o. 

Autrement dit, la condition m(aJ'(f))= o se conserve ~t la limite. 

e6, Cette propridt6 appartient h toutes les fonctions de l'ensemble E 
ddfini au w t. En effet, elle appartient aux fonetions des classes o e t  I; 
supposons 6tabli qu'elle appartient h routes les fonctions de classes in- 
f6rieures ~ a, et montrons qu'elle appartieut aussi aux fonctions de elasse 



30 Ren6 Baire. 

a. Soit f u n e  fonction de classe a; il existe une suite f~, f2, . . ' ,  f~, - "  
tendant vers f, chaque fonetion L appartenant ~ une classe < a, et par 
suite satisfaisant ~ m[to'(L)] = o. Done la fonction f = l i m L  satisfait 
la m~me condition. 

D'apr~s cela, on serait assurd qu'une fonetion f n'appartient pas 
1'ensemble E si, sur un certain ensemble parfait H, f satisfaisait ~ la 
condition: m[to'(s H,  A),//-J > o. Par exemple, si l 'on pouvait partager 
H e n  deux ensembles K et H - - K  qui, dans chaque portion de H, seraient 
tous deux de deuxi~me eatdgorie, en posant f =  o sur H, f =  I sur H ~  K, 
on aurait, darts route portion, et par suite en tout point de H:  M ' =  x, 
m ' =  o, d'oh w '~ -  ~, et f ne ferait pas partie de E .  

C H A P I T R E  V. 

Prem~Jres recherches s ur  les fonetio~ts de classes ~ et 3. 

27. Abordons maintenant la recherche des conditions suffisantes pour 
qu'une fonction f d6finie sur un ensemble fermd P de l'espace h n di- 
mensions soit de classe 2 , 3 ,  . . . .  D'apr~s les rdsultats du ehapitre pr6- 
c6dent, nous devons nous borner ~ considdrer des fonctions satisfaisant, sur 
tout ensemble parfait, h la condition m(a~'(f))=o, puisque ce sont les 
seules qui appartiennent ~ l 'ensemble E .  D 'un  autre c6td, d'apr~s le w 15, 
une fonction f ddfinie aux points d 'un ensemble fermd P e s t  de classe < x 
si elle est de classe < I sur l'ensemble parfait U~; afor t ior i ,  f est de 
classe < a  ( a >  x) sur P si elle est de classe < a  sur U~; nous pouvons 
done, darts la suite, nous borner h considdrer des fonctions ddfinies sur un 
ensemble parfait. 

Soit done f d6finie sur l 'ensemble parfait P e t  satisfaisant h la con- 
dition: m[~ ' ( f ) ]  = o sur P .  D'apr~s le w 24, il existe sur P une fonetion 

de elasse < x telle que f ne diff~re de ~ qu'aux points d'un ensemble 
de premiere catdgorie K. Soit K = M ( K , ,  K~, . . . ,  K~, ...), les K~ ~an t  
non denses dans P.  Remplagons chaque ensemble K~ par son d~riv~ d'ordre 
o, K~, qui est aussi non dense dans P ,  de plus, est fermd, et contient 
K~, de sorte que si K '  = M(K~, K ~ . . . ,  K~, ...), on a f =  ~ en tout point 
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de P - - K ' .  Chaque ensemble K~ se compose de l'ensemble parfait K~ (s'il 
existe), plus un ensemble ddnombrable, soit //~. Posons: 

. . ,  et K " =  

On a: 
K ' =  M(K", H) 

et H est d6nombrable. En r6sum6, on peut supposer que l'ensemble de 
premiOre catdgorie K tel que f----F aux points de P - - K  se compose d'une 
infinitd ddnombrable d'e~sembles parfaits, plus un ettsemble ddnombrable. 
Nous sommes conduits h 6tudier f sur chaeun des ensembles K ~ et pour 

K i . cela sur chacun des ensembles parfaits ~9 
Nous devons supposer que f satisfait sur K/~ h la condition m(eo'(f))-=o, 

de telle sorte qu'on peut d6terminer une fonction ~ de premiere classe 
sur K~ ~ et une infinit6 d6nombrable d'ensembles ferm6s et non denses dans 
K f ,  soit Ki~ , K~..,, . . . ,  K~, . . . ,  a v e c l a  condition que f ~  F~ en tout point 
de K~ ~ qui n'appartient pas h Fun des ensembles /t~i. On sera conduit 
ensuite h ~tudier f sur les ensembles K~, et ~ introduire de nouveaux 

f 

ensembles non denses par rapport aux ensembles K~, et ainsi de suite. 
Pour montrer l'utilit6 de ce procgd6, d6montrons d'abord un th6or~me 

qui nous permettra de ddfinir des fonetions de classe 2. 

28. Th4or~me. Soit Po un ensemble ferm6, et P1, P ~ , . . . ,  P ~ , . "  
une infinit6 dgnombrable d'ensembles ferm6s tous contenus dans P0; soit 
f0 une fonction ddfinie sur P0 et de classe < 2, et f~, f~, . . . ,  f/, . . .  des 
fonctions respectivement ddfinies sur P1, P 2 , ' " ,  P ~ , - "  et routes de 
classes < 2 .  La fonction f qui est 6gale h f~ sur P1, h fi ( i - ~ - , 3 , . . . )  
aux points de P~ qui ne font pattie d'aucun des ensembles P~, P : , . . . ,  P~:I, 
enfin h f0 sur les points de Po qui ne font partie d'aueun des ensembles 
P1, P2, . . . ,  est de classe < 2 sur P0" 

En effet, d'apr~s les hypotheses de l'dnonc6, h dtant un queleonque 
des nombres o ,  I ,  z,  . . . , i , . . . ,  f~ est de classe __<2 sur Ph. I l y a d o n c  
une suite de fonctions de classe < I tendant vers fh, soit: 

~ , h  , f 2 ,  h , " " " , f j ,  h , . . . .  

n n  tout point A de Ph, on a: limfj~(A)~--f,(A). 
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Cela pos6, d6finissons des fonctions ~, (~ = l ,  2 , . . . )  de la mani~re 
suivante: ~z, est dgale ~ f,,~ sur P, ,  h f~,h (h = 2 , 3 , . . . ,  ~) sur les points 
de Ph qui n 'appartiennent h aueun des ensembles P~, P 2 , . ' . ,  Ph-1, enfin 

f~,o sur ]es points de Po qui n'appartiennent /~ aucnn des ensembles P: ,  
P 2 , . ' . ,  P,. La fonction ~,, qui est ainsi ddfinie sur Po, est de classe 
< I, d'apr~s le w x 5, ear elle est obtenue par superposition des fonctions 
de classe < x "  f~,~,L,~, . . . , /~, , , f , .o.  Je dis en out-re qu'on a" l i m ~ , = f .  

En  effet, soit A an point de Po. Si A fair pattie d'un des ensembles 
/)1, P ~ , . . . ,  soit i le plus petit  indice tel que A appartient h P~; alors 
A n'appartient h aueun des ensembles P~, P~, . . . ,  P~_, (dans l 'hypoth~se 
i >  I). D'apr~s la ddfinition de F,, d~s que ~ i ,  on a: ~ , (A)=f~ .dA) .  
On a done" l imF,(A)=l imf~,~(A)=f~(A);  or, d'apr~s la ddfinition de f, 

on a aussi f ( A ) =  fdA); done l img,(A ) ----- f(A).  

Si A ne fair partie d'aueun des ensembles P~, P~, . . . ,  on a, quel 
que soit v: F,(A)---- f~.o(A); done, on a: l i m f ~ ( A ) =  l imf , .o (A)=  f0(A); on 

v t o  V ~ t t  

a aussi, d'autre part, f ( A ) = f o ( A ) ,  par suite lim F, (A ) --= f(A ). 
En r6sumd, f est la limite de F~, qui est de classe < I, done f est de 

classe < 2. 

29. Indiquons des cas particuliers de la proposition g6n6rale qui 
pr6c~de. 

Si f0 est de classe < 2 sur l'ensemble ferm6 P0, ia fonction f obtenue 
en remplagant par des valeurs arbitraires les valeurs de fo aux points d 'un 
ensemble ddnombrable Q est de classe ~< 2. En effet, soient A1, A~, ..., Ai,  ... 
les points de Q; il suffit d'appliquer la proposition du w 28 en prenant 
Pi = Ai, et f~-----f. La proposition est vraie a fo r t i o r i  si fo est de elasse 
< I .  On peut aussi conclure de ee qui prdc~de que si R e s t  un ensemble 
ddnombrable, la classe ~ d'une fonction f ne d;pend pus de ses valeurs aux 
points de R, dds que a >  2. 

Reprenons mMntenant le procdd6 du .~ 27. Patrons d'une fonction 
f satisfaisant sur l'ensemble parfait /)o h la condition m[o ' ( f ) ]  = o. I1 
existe, d'une part une fonction ~o de classe < I, d'autre part  un en- 
semble de premiere catdgorie duns ~P0, soit P~, tel qu'en tout point de 
P o - - P 1 ,  on a f =  ~o; de plus, d'apr~s une remarque du w 27, on peut 
supposer que /)1 se compose d'une infinit6 ddnombrable d'ensembles parfaits 



Sur la repr6sentation des fonctions discontinues. 33 

non denses duns Po, soit Pl ,P~, . . . , P i , . . . ,  plus un ensemble ddnombrable. 
Si f se trouve dtre de classe ~_ I sur chacun des ensembles Pi ,  l'application 

du thdor~me du w 28 (en remplaqant fo par F0, et tous les  f~ (i > o ) p a r  f) 
montre que f est de classe < 2  sur Po" 

Sinon, nous traiterons chaque ensemble parfait p~ comme nous avons 

trait6 P0; nous ddfinissons donc une fonction ~i de classe < I sur Pl, e~ 
un ensemble de premiere cut~gorie duns p~, soit p~, tel que f -~  ~ en tout  

point de p~--p~;  en outre, /9" se compose d'une infinitd d6nombruble d'en- 

sembles parfaits non denses duns p~, soit: Ti,1, P~,:, - . . ,  P~,i, " " ,  plus un 
ensemble dgnombruble. Soit P~ l 'ensemble form~ par la rdunion de tous 

les ensembles h deux indices Pi,j'. Supposons que f soit de classe < x sur 

chacun des ensembles 2~,~'; alors f e s t  de classe < 2 sur chacun des en- 
sembles Pl, d'apr~s le w 28; ce point 6rant dtabli, on volt, par une seconde 

application du mgme thdorbme, que f est de classe < 2 sur Po. 
Si les conditions pr6eddentes ne sont pus remplies, e'est-h-dire si f n'est 

pus de elasse < I sur chucun des ensembles p~,j, nous serons conduits 

continuer l'upplicution du procgd4 prgcgdent; nous iutroduirons donc des 

fonctions ~,j. de classe ~_~ i e t  des ensembles h trois indices P~,~',k, puis s'il 

y a lieu, des fonctions f~i,i,k, et des ensemblespl,j,.,~. D'une mani~re g~ng- 
rule, si nous avons 6td conduits ~ introduire l 'ensemble parfait p~,,~, ..... ~., e~ 

si f n'est pas de classe <2 ~ sur cet ensemble, comme f satisfait sur cet en- 
semble ~ la condition m[eo'(f)] ~ o, il y a une fonction q~,,~, ..... ~. de classe 

~ ~ sur ~v~,,~. ..... ~., et un ensemble de premiere catdgorie par rapport h p~,,~, ..... ~., 

' �9 �9 en tout point de p~,,~ ...... ~ . ~ p ~ , , ~  ..... ~ .  soit p~,,~ ..... ~., tel qu'on a: f : q ~ , , ~  ..... ~ 

L'ensemble p~,,~ ...... ~. se compose, outre un certain ensemble ddnombrable, 

d 'une infinit6 d6nombrable d'ensembles parfaits non denses dans _p~,,~ ..... ~.; 

nous les dgsignons par p~,,~, ..... ~.,~.+~, l 'indice i.§ prenant les valeurs ~, ~-, . . . .  

Ddsignons par P .  l 'ensemble formd par Ia r~union des ensembles p h a 

indices. 
Cela posd, st, par l 'application du procddg dont la lot vient d'etre 

indiqu~e, nous obtenons un ensemble P~ tel que f soit de classe ~ ~ sur 

chacun des ensembles pi,,~ ...... ~, dont se compose Ph, je dis que f est de 
classe ~ 2 sur P0. I1 suffit en effet, pour le faire volt, d'appliquer suc- 
cessivement le thdor~me du w 28, d'abord h chacun des ensembles h h - -  
indices, ce qui montre que f est de classe ~ 2 sur chacun de ces ensembles, 

Aota mathemativa. 30. Imprim~ le 16 aofit 1905. 5 
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puis ensuite ~ chacun des ensembles ~ h q 2 indices, et ainsi de strife en 
remontant jusqu'~ ehacun des ensembles p : ,  P2, "", P~, .'- et finalement ~ P0. 

30. Nous allons, pour dclaircir les gdndralitds exposdes dans ce qui 
prdc~de, les apphquer h des exemples. :Nous nous bornerons tout d'abord, 
pour plus de simplieitd, ~ 6tudier des fonetions d'une seule variable x dd- 
finies dans le champ o < x < I. 

Je  rappelle d'abord des rdsulfats relatifs h la notion d'ensemble parfait 
non dense par rapport ~ un eontinu lindaire. 

Si /)  est un ensemble parfait non dense dans le segment de droite 
A B ,  il existe, sur A B ,  une infinit~ ddnombrable d'intervalles, que j'appeUe 
eont~gus h /), qui n 'ont  deux h deux aueun point commun, et tels que 
l'ensemble A B - - P  est eonstitu~ par les points intdrieurs h ces intervalles. 
L'ensemble P contient des points de deux sortes: I ~ les points e, extr6- 
mitds des intervalles eontigus ~ P ;  2 ~ les points l, dont chacun est ex- 
tgrieur ~ tous ces intervalles. Chaque point de P ,  qu'il soit e ou l, est 
limite de points des deux catdgories; reals, landis qu'il  y a, au voisinage 
d'un point l, des poinfs de /), a gauche et tt droite de ce point, ~ il n 'y a, 
au voisinage d'un point e, de points de P que d'un seul cbtd. L'ensemble 
des points e est ddnombrable. 

3 i. Rappelons d'autre part certaines propridtds relatives ~ la reprd- 
sentation des nombres par des fractions continues, limit6es ou ilhmitdes. 
Nous poserons; 

I 
I = (a l  ' a 2 '  " ' ' '  a ~ ,  . . . ) ;  

a~ + 

I 
av + 

chaque hombre a~ est un entier positif; les quotients incomplets a,,  a 2 , . . . ,  

a~, . . .  sont en nombre fini, ou en hombre infini. 
Un hombre irrationnel de l 'intervalle (o, I) cst reprdsenfable d'une 

mani~re bien ddterminde par une fraction continue illimitde (al, a2, ..., a~, ...) 

1 ]oc. cit., Ch. I I I ,  section I I .  

Sauf dans le cas off le point coincide avec A ou B ,  extr6mit6s du segment A B .  



Sur la repr6sentation des fonctions discontinues�9 35 

et rdciproquement, de telle sorte qu'il y a une correspondance biunivoque 
et rdciproque entre l'ensemble des hombres irrationnels du segment (o, I) et 
l'ensemble des suites infinies d'entiers positifs (a, ,  a~, . . . ,  a~, . . .) .  

Un nombre rationnel de l'intervalle (o, i) [les hombres o et , grant 
mis "~ part], est repr6sentable d'une manibre bien dgterminge par une frac- 
t ion continue limitfe dont le dernier quotient est > I ; mais, si on supprime 
cette restriction, il y a, pour tout hombre rationnel, deux repr6sentations 
possibles, car on a, si a s > i :  

(a , ,  a2 , . . .  , a p _ ,  , ap) --- (a ,  , a ,  , . .  . ,  ap_,,  a p - - I  , I). 

~]tant donn6 un syst~me de h entiers positifs rang6s dans un ordre 
d6termin6, soit (a,,  a~, . . . ,  a~), tous les 
fractions continues, limitdes ou illimitdes, 
sont compris dans la formule 

I 

I 

Ils 
continu, 

hombres repr6sentables par des 
commen~ant par (al, a2, - . . ,  ah), 

a ec o_<y__<,. 

I 
d - - -  ah -l- y 

forment donc, darts le segment repr6sen~tif (o, I), un intervalle 
points extremes compris, que je d~signe par I (a i ,  a2, . . . ,  eh), et, 

dont les extrgmitgs sont les deux points rationnels: 

et  1). 

Pour  tout point int6rieur ~ l'intervalle, on a: o < y  < I, de sorte que 
la representation d'un point intdrieur h cet intervalle commence toujours 

par n ,  . - � 9  
Soit A un point rationnel, admettant les deux repr6sentations: 

(a l ,  a~, . . . ,  a~_l, ah)-=(a, ,  a , ,  . . . ,  ah_,,  a ~ - - I ,  I) [ a h > I ] .  

Le point A est l'extr~mit~ commune des deux intervalles: 

I ( a , ,  a 2 ,  . . . ,  a h _ , ,  ah) et I ( a , ,  a 2 ,  . . . ,  a ~ _ , ,  a ~ - -  I , i ) ,  

et ces deux intervalles sont situds de part et d'autre de A. 
Soit B u n  point in-ationnel, repr6sent~ par la fraction: 

a I , a 2 ,  �9 . . ,  a ~ ,  . � 9 1 4 9  
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Le point B est int&ieur ~ chacun des intervalles: 

I ( a , )  , I ( a , ,  a , ) ,  . . . ,  I ( a l ,  a2,  . . . ,  a.~) , . . .  

dont chacun est eontenu dans le prdc~dent, et e'est le seul point contenu 
dans tous ces intervalles. 

Enfin, ~tant donn6e une fraction continue, limitde ou iUimitge, si on 
y remplace ]e quotient ineomplet d'ordre h par un nombre plus grand, on 
augmente ou on diminue le nombre repr~sentd suivant que h est pair ou 
impair. 

32. Cela pos6, donnons-nous d'une part un entier positif n, d'autre 
part an syst~me de h entiers positifs dans un ordre donnd, soit (al, a2,... ,  ah); 
je me propose d'dtudier l'ensemble Q des points reprdsentables par  des frac- 

tions continues limitdes ou illimit~es commengant par  (al, a~, . . . ,  ah), chacun 

des quotients suivants, s'il existe, dtant > n. 
Tout d'abord, l'ensemble Q est dvidemment compris dans l'intervalle 

l (a  1 , % ,  . . . ,  ah), de sorte que tout point, rationnel ou irrationnel, qui est 
en dehors de cet intervalle, ne fair pas partie de Q, et n'est pas point 
limite pour Q. 

]~tudions maintenant les points de cet intervalle, et en premier lieu, 
les points rafionnels. En inerrant ~ part pour l'instant les deux points 
extremes, tout point ra~ionnel A de l'intervalle I ( a l ,  a 2 , . . . ,  ah )adme t  

une reprdsentation de la forme: 

(a1 ,%,  . . . , a h , ~ h + l ,  . ' - ,f l*) avec k > h  et s  I. 

Le point A est donc l'extr6mit6 commune de deux intervalles situ6s de 
part et d'autre de lui, savoir: 

I ,  = I ( : ,1 ,  %, . . . ,  ~ ,  fl~+l, . . - ,  fl,) 

et 
-/-~ : I ( ~  1 , ~ , ,  . . . ,  ~2a, ~h+l  , . . ' ,  ~ , - - 1 ,  ~ , - -  I , I ) .  

Un point intdrieur k l'int~rvalle I~ ne peut, dans aucun cas, faire pattie 
de Q, ear la fraction qui repr~sente un tel point contient n6eessairement 
un quotient ~_<n, h savoir le quotient de rang k +  I, qui est 6gal ~ I. 

En ce qui concerne /1, deux cas sont ~t distinguer. Si A ne fait-pas 

-partie de Q, c'est que l'un des hombres /~+~, . . . , /~ ,  est ~_~n; alors, pour 
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tout point int~rieur k /1, il y a un quotient incomplet < n ,  tous ces points 
sont doric en dehors de Q, de sorte que le point A est ext&ieur tt Q (w 6). 
Si au contraire A fait  partie de Q, les hombres flh+~, . . .fl~, sont supdrieurs 
h n; considdrons alors ]es points: 

(~1 , a p ,  ".  *, q h ,  flh+l , . . . ,  ~k , ~) 

oh ~" regoit des valeurs supdrieures h n e~ croissant inddfiniment, nous ob- 
tenons ainsi une suite de points distinets de A, qui appartiennent ~ Q et 
qui tendent vers A; done A est point limite pour Q, mais d'un seul c6td. 

l~ous avons laissd de c6td les extrdmitds de l 'intervalle I(a,a2,.. .  ,ah). 
Le point B:  (a~, ap, . . . ,  ah), fair partie de Q; il est, d'une part, extrd- 
mitd de l 'intervalle I ( ~ ,  ap, . . . ,  a h - -  I,  I) si ah > I ou I(a~, as , . . . ,  ah_~ + I) 
si ah = I, dont aucun point intdrieur ne fair pattie de Q; d'autre part, il 
est limite de la suite de points de Q reprdsentds par (a~, a s , . . . ,  ah, i'), oh 
V crolt inddfiniment, de sorte que B est limite pour Q, mais d'un seul 
cStd. Quant au point (a~, ap, . . . ,  ah, I), il ne fait  pas pattie de Q, et 
comme il est l'extrdmitd des deux intcrvalles 

e t  

dont aucun point intdrieur ne fair partie de Q, il est ext&ieur ~ Q. On 
a, en rdsumd, les rdsultats suivants, concernant les points rationnels du 
segment (o, I): 

I ~ Tout .point rationnd de Q est limite pour Q, d'un seul c6td. 
2 ~ Tout point rationnel qui ne fair pas partie de Q est ext&ieur ~ Q. 
Passons maintenant aux points irrationnels de l'infervalle / ( a i ,  ap , - . . ,  ~h). 

Si C est un point irrationnel ne faisant pas partie de Q, la fraction cor- 
respondante est de la forme: 

( ~ 1 ,  ~2) �9 ",~ �9 6fh,  ~ h + l ,  . ' ,  ~ k ,  "" ") 

avee la condition qu'un certain quotient fl, soit fl,, est < n .  Dans ces con- 
ditions, tous les points intdrieurs ~ l 'intervalle I(~x, ap, . . . ,  ah, flh+l,...,flk), 
auquel C est intdrieur, sont en dehors de Q; donc C est ext&ieur ~ Q. 

Si D est un point irrationnel de Q, ta fraction correspondante est de 
la forme: 

. .  , A + I ,  . - . ,  
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t o u s l e s  fl ~tant sup~rieurs ~ n. On obtiendra un autre point de Q en 
rempla~ant un quelconque des nombres/9, soit/9,, par un nombre sup~rienr; 
en prenant r assez grand, et successivement pair ou impair, ce nouveau 
point pourra ~tre pris d 'un cbtd ou d'autre de D, et aussi voisin qu'on 
voudra de D. Donc D est limite pore" Q, et des deux c6tds. En r~sum~: 

3 ~ Tout point irrationnel de Q est limite pour (2, des deux cSt~s. 
4 ~ Tout point irrationnel qui ne fair pas pattie de Q est extprieur ?t Q. 

Tirons maintenant des conclusions des propositions I ~ 2 ~ 3 ~ 4 ~ 
D'apr~s 2 ~ et 4 ~ tout point qui ne fait pas partie de Q est ext6rieur ~t Q, 
done Q est ferm(;. D'aprbs I ~ et 3 ~ , tout point de Q est limite pour Q, 
donc Q, qui est ferm6, est parfait. D'aprbs I ~ et 9% il y a, au voisinage 
de tout point rationnel, par suite dans route portion du continu, un inter 
valle qui ne contient aucun point de Q, c'est-h-dire que Q est non dense 
par rapport au continu. 

Ainsi, Q est un ensemble parfait  non dense dans le continu lindaire; 
d'apr~s le w 3o, les points de Q song de deux sortes, les points e, et les 
points l; d'aprbs I ~ tout point rationnel de Q est un point e; d'aprbs 3 ~ 
tout point irrationnel de Q est un point l; il en r~sulte que rdciproque- 
ment  tous les points e de Q song rationnels, tons les points l de Q song 
irrationnels. En r~sum6, on a la proposition suivante: 

L'ensemble des points repr~sentables par des fi'actions continues limitdes 
ou illimitdes commeg~gant par  (:h, %,  " ' ,  ah), les autres quotients dtant su- 
p~rieurs ~ n, est un ensemble parfait  non dense, et ce~x de ces points qui song 
irrationnels constituent les points 1 de cet ensemble. 

Nous d~signerons dans la suite cet ensemble par q(')[~l, ~:, "" ,  ah], 
et l'ensemble de ses points l par p(")[=l , as, . . . ,  ah] 

33. Supposons qu'on donne h n une valettr fixe, et qu'on fasse varier 
de routes les mani~res possibles les entiers h, =L, a s , ' " ,  ah. On obtient 
ainsi une infinit6 d6nombrable d'ensembles q('>[a~, a = , . . . ,  a~]. Je  d6signe 
par P ,  l 'ensemble form6 par la r6union de t o u s l e s  p(n)[~1, a~, . . . ,  ah] 
correspondauts. On reconnalt que: 

Tout point de Pn est un point irrationnel reprdsentable par  une frac- 
tion continue dont tous les  quotients incomplets surpassent n, ~ partir f u n  
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certain rang; et rdciproquement, un point qui remplit ces conditions aTpar- 
tient ~t P.. 

Un point ddtermind de P ,  appartient dvidemment h une infinit6 d'en- 
sembles p(~, ear soit (al ,  a2, . . .  , a ~ , . . . )  ce point, les quotients de rang 
sup6rieur ~ v ~tant sup~rieurs h n; le point fair partie de tous les ensembles 
p(")[a~, a~, . . . ,  a , ,  . . . ,  a~+k], quel que soit k. Mais, comme nous allons 
le montrer, il est possible de choisir parmi les ensembles pc,), une s~rie 
d6termin6e, dont la rgunion constituera P , ,  et telle qu'un point donng de 
P ,  fasse pattie d 'un seul ensemble de cette sdrie. De plus, en rue d'ap- 
ptieations ultdrieures, nous nous astreindrons h ce que, dans chaque en- 
semble de cette sdrie, le  nombre h des quotients incomplets qui ont des 
valeurs fixes soit au moins ggal ~ n. 

Prenons, parmi les ensembles q(")(%, a ~ , . . . ,  ah): 
I ~ ceux d'entre eux pour lesquels h = n, les nombres %,  %,  . . . ,  a~ 

prenant routes les valeurs possibles. 
2 ~ eeux pour lesquels h > n ,  avec la condition ah<n. 
Appelons, pour abr~ger, ensembles normagx q(") les ensembles q(") qui 

viennen~ d'etre ddfinis, e~ ensembles normaux p(") les p(") correspondants. 
Je  dis qu'un point ddtermind A de P, appartient i~ un et un seul 

ensemble normal ~("). En effet, soit (a~, a ~ , . . . )  ce point. Le seul en- 
semble q(") qui remplit l 'une des conditions I ~ ou 2 ~ et qui eontient A 
est l 'ensemble q(")[al, a ~ , . . . ,  a~], h dtant le plus petit hombre sup6rieur 
ou dgal ~ n, tel que tous les a de rang supdrieur ~ h soient sup~rieurs ~ n. 

D'apr~s eela, deux ensembles normaux/d  ") distinets n 'ont  aucun point 
eommun, deux ensembles normaux q(") distincts ne peuvent avoir en com- 
mun que des points rationnels. 

34. D'apr~s la propridtd caractdristique des points de P,, il est 
dvident que P.+I est eontenu duns P . .  D 'une mani~re plus d6taill6e, 
dtudions la disposition d'un ensemble normal de P.+~ par rapport aux 
ensembles normaux de P . .  

Soit q(,+1)[%, % , . . . ,  as] un ensemble normal q("+~); on a: 

soit k = n + i ,  soit k > n +  I, avec ~ < n + I .  

Si les hombres a,+l,  . . . ,  as, sont tous sup6rieurs h n, posons: h----n; 
sinon, certains d'en~re eux dtant infdrieurs ou 6gaux .~ n, prenons, parmi 
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ces derniers, celui qu[ a le rang le plus ~lev~, et d~signons par h ee rang. 
Ainsi, on a, soit h----n, soit h : > n ,  avec a h < n ,  de sorte que l'ensemble 
q(")[a 1, % , . . . ,  ah] est normal; de plus, les hombres a h + l , . . . ,  ak (si k >  h) 
sont supdrieurs h n. Par suite, tout point de q("+I)[%, %,  . . . ,  ah, . . . ,  a,] 
poss~de la propridtd earactdristique des points de q(")[a~, a ~ , . . . ,  ah]. Done 
tout ensemble normal q("+~) est contenu dans un certain e~semble normal q("), 
lequel est unique, car un ensemble normal q(") autre que q(")[a~, ~ ,  ..., ah], 
n 'ayant  en commun avec cet ensemble que des points rationnels, ne peut 
contenir q(,+l)[al, %, . . . ,  ah, �9 . . ,  a~]. 

Je dis que rensemble q("+~)[a, a2,..., a,] est non dense dans q(")[a~, ~2,...,a^]. 
Pour le ddmontrer, si nous tenons compte d'une part de ce fair que Fen- 
semble p(")[a~, a.2, . . . ,  ah] a pour ddriv6 q(")[a,, a2, . . . ,  ah] et est donc dense 
par rapport h lui, d'autre pa-t de ee que q("+~)[a~, a 2 , . . . ,  a,] est parfait, 
par suite ferm6, il suffit (cf. w 8) de faire voir qu'au voisinage de tout point 
de p(")[a~, a..,, . . . ,  ah] existe un point qui fair partie de q(")[a~, a , , . . . ,  ah] 
sans faire partie de q("+~)[at, a 2 , . . . ,  a,]. Or, soit A un point de 
p(")[~,  ~ ,  . . . ,  ~ ] :  

(~,, ~,, . . ,  ~ ,  ~+1,  ~ + , , . . . ) .  

Consid6rons, j 6tant un entier arbitraire, le point B:  

(~ ,  ~ ,  . . . ,  ~ ,  fl~+~, fl~+,, . . . ,  fl~+~, ~ + ~, ,~ + , , .  ) 

dans lequel t o u s l e s  quotients qui suivent celui de rang h "4-J sont dgaux h 
n -4- ~. Ce point appartient bien h q(")[at, a:, . . . ,  a~], puisque les quotients 
de rang > h  sont > n ,  mais iI n 'appartient pas h P,+~, puisqu~il y a 
une infinit6 de quotients 6gaux, h n + ~ ;  donc il n 'appartient pas 
p("+~)[al, a ~ , . . . ,  a,], et, dtant irrationnel, n 'appartient pas non plus 
q("+~)[a~, a ~ , . . . ,  a,]. De plus, en prenant j assez grand, le point B peut 
~tre pris aussi pros qu'on veut du point A. La proposition est donc dd- 
montrde. 

Cela pos6, modifiant les notations pr~c6dentes, nous supposerons qu'on 
air rangd d'abord les ensembles normaux q(~) dans un ordre ddtermin6, et 
aous les ddsignerons par la notation q~, q~, q~, . . . ,  q~, . . . .  Chacun des 
ensembles normaux q(:) appartient h un et un seul des ensembles normaux 
q(~); considdrons ceux des ensembles normaux q(~) qui sont contenus dans 
q~; il y e n  a une infinit6 ddnombrable; nous supposerons qu'on les air 
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rangds darts un ordre ddtermind, et nous les ddsignerons par q~,~, q~,2,. . . ,  
q~,j, . . . .  Nous ddfinirons, par l'applieation du mgme proe6d6, des ensembles 
q h 3 , 4 ,  .. . ,  n ,  ... indices, qui seront les ensembles normaux q(8), q ( 4 ) . . . ,  
q(")~ . . . .  

On a ainsi des ensembles parfaits non denses duns le continu ddsign6s 
par la notation gdndrale: q~,,i~ ..... ~., les entiers n, i~ , i 2 , . . . , i ,  prenant routes 
les valeurs enti~res positives. L'ensemble q~,,~ ..... a,a+~ est contenu duns Fen- 
semble q~,,~ ..... ~. e t e s t  non dense par rapport ~ lui. 

Soit -Ph,~ ..... ~ l'ensemble des points irrationnels de q~,,~ ..... ~. La r6union 
de tons les p~,,~. ..... ~., n 6tant fixe, constitue l 'ensemble /), des points irra- 
tionnels pour lesquels tons les quotients ineomplets, h partir d ' tm cerfain 
rang, surpassent n. 

35. I1 existe des points qui font partie de P, ,  quel que soit n; ce 
sent les points irrationnels reprdsentables par des fractions continues duns 
lesquelles le hombre des quotients ineomplets infdrieurs h n e s t  fini, quel 
que soit n; je d6signe l 'ensemble de ces points par P~; ainsi, P~ est l'en- 
semble des points irrationnels pour lesquels le quotient incomplet de rang n 
cro~t inddfiniment avec n, et l 'on a, Po ddsignant le segment (o, I): 

i,0 > > P, > . . .  > p , > . . .  > 

Soit A u n  point d6termin~ de Po, repr~sent~ par la fraction: 

( a l ,  a~,  a 3 , . . . ) .  

Ce point fair pattie de /)1, P ~ , . . ' ,  P , , . ' .  ; il appartient done h u n  
ensemble normal q(') bien ddtermin6, soit qh, ~ un ensemble normal q(~) 
bien ddtermind qui, puisqu'il a en commun avee qh un point irrationnel, 
doit 6tre contenu duns qh, soit donc q~,,~; d'une mani~re ggndrale, le point 
A est contenu duns un ensemble normal q(") dgtermin6, qui est de la forme 
qh,~ ..... i.. Ainsi, au point A de Po correspond une suite d'entiers positifs 
bien ddterminde i~, i 2 , . . . ,  i,,, . .. telle que le point A est eontenu duns tous 

les ensembles: 

qh > qh,~ > �9 �9 �9 > q~,,~ ..... ~. > . . . .  

l~dciproquement, donnons-nous nne suite d'entiers positifs i~, i2, ... , i,, ... 
et consid6rons les ensembles: 

(x) Po > q~, > qr162 > �9 �9 > q~,,~ ..... ~. > . . . .  
Acta ~nath~na~i~a. ~0. Imprim~ le 19 aofit 1905. 
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Ces ensembles 6tant fermds, et le premier d'entre eux 6tant born6, il existe 

au moins un point qui leur est commun. Si nous revenons aux notations 
premieres relatives aux ensembles q, ces ensembles seront d6signds de la 

* x  

mamere suivante : 

q,, = a, ,  . . . ,  %]  a v e c  1;, 

qi~ . i . ,=q(~)[a , ,a~ , . . . , czn , , . . . ,a~:]  avec h ~ > 2  et h ~ l h ,  

. . . . . . .  ~ . , �9 , . . . . . .  * . . . . . . . . . . . .  

qi,,,~ ..... ~.---- q(")[a~, a 2 , . . . ,  r . . . ,  a h : , . . . ,  ah.] avee h,>_~n et h,,>h,,_~. 

Du fair que h ~ > n  r6sulte que h, crolt ind6finiment, de sorte que les 

entiers a ddfinis par ce qui prdc~de sont en hombre infini; il y a done 

un et un seul point contenu darts tous Ies ensembles q de (x); c'est le 

point irrationnel d6fini par: 

(a 1 , a ~ . . . ,  aal~ . . .~ah=, . , . , c t~ , . ,  . . . ) ,  

et ce point appartient ~ t o u s l e s  P, ,  par suite h P~. Ainsi, ~ route 

suite d'entiers positifs i~, i2, �9 . . ,  i , ,  . . .  correspond un point ddtermin6 de 
/)~, ~ savoir le point unique contenu dans ions les ensembles q~,,~ ...... ~.. 
:Nous ~tablissons de Ia sorte, entre l 'ensemble S de routes les suites d'entiers 

positifs et l 'ensemble P~, une correspondance biu~ivoque et rdciproque d6- 
finie par la lot suivante: 

X1 y a correspondanee entre l'6lgment A de S: 

i . , . . . )  

et le point B de P~ repr~senfg par lu fraction: 

(al, a~, . . . ,  a~, . . . )  

si le point (a~, a 2 , . . . )  est eontenu dans tous les ensembles q~,,q ..... ~., quel 

que soit n. 
Je  dis que la partie de P~ contenue dans l'ensemble q~,,~ ..... i., soit 

D[qi~,~ ..... i., P~], est dense darts qi,,i ...... ~.. En effet, soit 
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au voisinage de tout point A de 2(n)[al, a2, . . . ,  ah], soit: 

(a,, a~, . . . ,  a~, fl~+~, fl~+~, . . . )  

existe an point faisant partie dn mgme ensemble et de P~; il suffit de 
prendre le point:  

. . . ,  . . . ,  + + 2 , . . . )  

oh les quotients qui suivent celui de rang h + j  sont les hombres de la 
suite naturelle ~ partir de n + i. Ce point, qui fait partie de P ,  et de 
q ( " ) [ a , ,% . . . ,  a~], peat 4tre pris anssi pros qu'on vent de A, en p r e n a n t j  
assez grand. La proposition est donc d6montr6e. 

A fortiori, si r > n ,  l'ensemble D[q~,,~ ..... ~., P,] est dense duns qi,,i~ ..... ~, 

puisque P ,  contient P~. 

36. Cela pos6, nous allons donner des exemples de fonctions de classes 
2 et 3, ddfinies sur Po. Remarquons d'abord que, d'apr~s le w 29, la 
classe a d'nne fonction f ddfinie sur Po, si ~ >  I, est inddpendante des 
valenrs de f aux points rationnels de Po, qui forment un ensemble d~- 
nombrable. 

Donnons-nous n + I hombres finis, quelconqnes,  que nons ddsignerons 
par no, ul ,  u 2 , . , . ,  u, et consid6rons la fonction ~ ddfinie de la mani~re 
suivante" sur P~- -P~+, ,  ( i = o ,  I ,  2 ,  . . . , n - - I ) ,  ~ = u ~ ;  sur P . ,  ~ = u ~ .  

est ainsi ddfinie en tout point de Po; je dis que ~ est de classe < 2. 
En effet, ~ est de classe < 2 sur chaqne ensemble normal q('), puisqu'on a 
sur un tel ensemble" ~ ~ u=, saul aux points rationnels de l'ensemble; ad- 
mettons eomme ddmontr6 que ~ est de classe < 2 snr tons les ensembles 
normaux q(~+l); alors, comme, sur chaque ensemble normal q(O, ~ diff~re de 
la constante u i aux points d'un ensemble comprenant, d'une part un en- 
semble ddnombrable, d'autre part une infinitd ddnombrable d'ensembles q(i+l) 
snr chaeun desquels ~ est de classe < 2  par hypothSse, ~ est anssi de 
classe <_~2 sur l'ensemble q(O considdr6 (w 28); en remontant de proche en 
proche, on reeonnalt ainsi que ~ est de elasse < 2 snr P0" 

37. Donnons-nons maintenant un syst~me de hombres finis compre- 
nant  nne suite infinie: no, u l , u 2 , . . .  , u ~ , . . ,  et en ontre nn nombre u~; 
considdrons la fonction f ainsi ddfinie: sur 29~-- Pi+l [i = o, I ,  2, . . . ,n, ...], 
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f =  u~; sur P , ,  f =  u~. ge dis qua f, qui est ainsi d6finie en tout point 

de P0, est de classe ~ 3 .  
En effet, ddsignons par f~ la fonetion qui est dgale h ~t,. sur P~ ~ Pr 

[ i = o ,  1 , 2 , . . . , ) ~ - - I ] ,  et ~ % sur P, ;  f,, est de classe _<2 d'apr~s le 
w 36. de dis qu'on a" l i m f , ~ [ .  En effet, tout point A de P0 ap- 
partient, soit h u n  des ensembles P~'--Pi+~, soit h P~; dans le premier 
cas, A appartenant h P i ~ / ) i + ~ ,  on a, d~s que n d@asse la valeur i: 
f ~ ( A )  = tt~ = f ( A ) ,  d'ofi lira f,(A) ~- f(A);  dans le second cas, A fair partie 

de ~P~, quel que soit n; on a done, pour route valeur de ,~: L , ( A ) = u ~ =  f(A); 
done encore" limf,,(A) = f ( A ) .  Ainsi f, limite de f ,  qui est de elasse < 2, 
est de  classe < 3. 

Dans le cas :)artieulier oh l'on a: lim~,~ = %, je dis qne / est de 
classe < 2 .  En effet, formons la fonction f ~ f , , ;  elle est 6gale, sur 

/ )0 - -  e l  , /)1 - -  P 2  , - e n - 1  - - -  ~)n,  ~ O;  s u r  -/:)n - -  Pn--1  , J~)nq-1 - -  P n d - 2  , �9 �9 ' , 

P , + h - -  P,+h+~ , �9 �9 �9 respeetivement h u ,  - -  u~ , %+~ ~ tt,o , . . . ,  ~t~+~, ~ ~t~, . . .  
enfin, sur xP~, h o. S i e  est un nombre positif, dSs qua n e s t  assez 
grand, toutes les quantitds ~ t ~ t ~ ,  ~ c , + ~ e ~ ,  . . .  sont en valeur absolue 
infgrieures h s; on a done: ] f ~ f n [ < s ,  ce qui montre que f, tend uni- 
form6ment vers f; done f est de elasse <=2 d'aprbs le w 3. 

38. Je dis maintenant que si l 'on n'a pas: lim~e,, = % ,  la fonction 
f n'es~ pas de classe < 2 ,  p a r  s~dte est  certainemeJ~t de d a s s e  3. Pour 
cela, je vais montrer qu'on aboutit h une contradiction en supposant, 
comme je wis  le faire, qu'il existe une suite de fonctions f~, to , . . . ,  f~, ... 
routes de elasse < i, et telles qu'on air: l ims  = f. 

Du fair que la suite u ~ , u ~ , . . . , u ~ , . . ,  n'a pas pour limite % r~- 
sulte qu'il existe un nombre positif ), tel que, quel que soit ~, il y a un 
en~ier n~ > n tel que" 

Prenons # tel que: o </~ < 2 et posons: ),-----,a d- 2s. 
Cela pos6, considdrons un ensemble normal q(") ddtermind, choisi arbi- 

trairement, et soit H une p o r t i o n  de cet ensemble, c'est-a-dire, d'apr6s la 
ddfinition du w 8, l 'ensemble parfait qui est le d6riv6 de l'ensemble des 
points de q(n) intdrieurs h u n  segment 2' contenant h son intdrieur au moins 
un point de q('). 
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D6terminons un entier n~ > n tel que" 

(i) 

L'ensemble D(q ("), P.,) est dense dans l'ensemble q("), par suite D(H, P.,) 
est dense dans l'ensemble parfait H ,  de sorte qu'on peut trouver un point 
A int6rieur h 2 ,  faisant partie de H et de P.,; ce point appartenant 
P., ,  fait partie d 'un ensemble normal q("')bien d&erming, soit K la portion 
de cet ensemble normal d6termin6e par X. K est contenu dans H.  

K est un ensemble parfait; chaeune des fonetions f~ est de classe ~ I 
sur K,  par suite ponetudlement discontinue; il y a done un ensemble // 
de premiere cat6gorie par rapport ~t K,  tel qu'en tout point de K - - / / ,  
chacune des fonctions f~ est continue par rapport h K.  D'autre part, K 
est une 2ortion d'un certain ensemble normal q("'); on a f = ~., aux points 
de eet ensemble qui ne font pas parfie de P.,+I et qui ne sont pas ration- 
nels, et comme D(q ("') , P.,+I) est de premibre catSgorie par rapport h q("'), 
l 'ensemble L des points de K off l'on n'a pas: f =  u.,, est de premiere 
catggorie par rapport h K.  L'ensemble K - - M ( l l ,  L) est done dense dans 
K;  nous pouvons prendre un point B intgrieur h 2: et contenu dans cet 
ensemble; on a: f ( B ) =  u.,, et routes les fonetions fi sont continues en B 
par rapport ~ K.  

Cela pos6, donnons-nous un entier p .  Comme l i m s  f ( B ) =  u,,,, 
nous pouvons d6terminer un entier p~ > 2  tel que: 

I&(B)--u.,I < 

Comme fp, est continue en B par rapport ~ K, nous pouvons d6terminer 
une portion H 1 de K. contenant B,  telle que, C &ant un point queleonque 
de //1, on air: 

I&(C)- -&(B) I  < 

ce qui donne, en combinant avee l'in6galit~ pr6c~dente: 

I&(c)--u, , , I  < 

En rapproehant de l'in4galit4 (I),  On obtient: 

I/Ac)- .I 
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En rdsum6, grant donnds, d'une part un entier p ,  d'autre part une 
portion H d'un ensemble normal q('), on peut d6terminer un entier p~ > p  
et une portion H~ d'un ensemble normal q("'), avee n~ > n, et H~ 6rant 
eompris dans H,  tels que pour tout point C de //1, on air l'in6galitd (2). 

Appliquons cette proposition une seconde fois en remplagant p e t  H 
par /~ et HI, nous obtenons un entier ~, >~o~ et une portion H~ d 'un 
ensemble normal q('~), avee n 2 > n~, et H 2 6tant compris dans Hi,  tels 
qu'en tout point C de H~, on a: 

I & ( C ) - - u . l > z .  

En rgpdtant indgfiniment l'applieation de ee procdd6, on obtient, d 'une 
part deux suites d'entiers croissant ind6finiment: 

Pl < t~ < �9 �9 �9 < P~ < �9 �9 �9 

~1 < ~ 2 < " ' < n i  < ' ' ' ,  

d'autre part des ensembles parfaits dour chacun est contenu clans celui qui 
prdc~de: 

~ >~ r  > . . . > H , > . . . ,  

H~ 6tant une portion d'ensemble normal q(~'), de telle sorte qu'en tout point  
C d e  //~ on a: 

(s) ] r , , ( c ) -  ,,~ [ > ~. 

I1 existe un point contenu dans tousles  ensembles ferm~s H ,  par suite, 
satisfaisant ~ (3) quel que soit i; un tel point, soit C, appartenant h une 
infinitd d'ensembles normaux q(,l), q(,:), . . . ,  q(,,), . . . ,  les ~ croissant inddfini- 
ment, fair partie de /) , ;  on a donc: 

L'indgalit6 (3) s'dcrit done: 

f ( c )  = no.  

Ir,,,(c)-- f(c)l > ~, 

ce qui, eomme p~ erolt inddfiniment, est en contradiction avec le fair que 

l imfp , (C)=  f (C) .  La proposition est done ddmontrde. 
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:Nous avons ainsi 6tabli l'existence effective de fonctions de classe 3.1 
On peut partieulariser, en prenant, par exemple: u o ~ u l  . . . . .  u ~ - - . . . ~ o ,  
u~ = I, ce qui nous donne, eomme exemple de fonction de classe 3, la 
fonct~ion 6gale ~ o en tout point du segment (o, I), saul aux points irra- 
tionnels dont le quotient incomplet de rang n erolt ind6finiment avec n, 
pour lesquels elle est ~gale ~ i. 

a D~s 1898, ~ .  VOLTERRX, ~ qui ]'avais o0mrauniqu~ le th~or~me sur les fonetions 
de classe I (w I3), m'avait indiqu~ un exemple d'une fonction qui n'est certainement 
pas de classe ~ 2. 
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